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Перелiк позначень

Перелiк позначень

У цьому роздiлi зiбрано основнi позначення, символи та скорочення, що використовуються
в темах про евклiдовi та унiтарнi простори, оператори в евклiдових просторах, а також
бiлiнiйнi та квадратичнi форми. Перелiк фiксує прийняту в посiбнику нотацiю i полегшує
читання математичного тексту.

Множини чисел i числовi поля:

N — множина натуральних чисел;

Z — множина цiлих чисел;

Q — множина рацiональних чисел;

R — поле дiйсних чисел;

C — поле комплексних чисел;

Rn — n-вимiрний дiйсний простiр;

Cn — n-вимiрний комплексний простiр;

ℜz, ℑz — вiдповiдно дiйсна та уявна частини комплексного числа z.

Простори, пiдпростори, базиси, координати:

F — поле скалярiв;

V,W,U, L — лiнiйнi простори або пiдпростори;

θ — нульовий вектор;

e1, . . . , en — стандартний базис простору Rn;

E = (e1, . . . , en) — ортонормований базис;

B = (a1, . . . , an) — базис простору;

[x]B — координатний стовпчик вектора x у базисi B;

x = (x1, . . . , xn)
T — вектор-стовпчик у координатному записi;

dimV — розмiрнiсть простору V ;

Lin ⟨a1, . . . , ak⟩ — лiнiйна оболонка векторiв a1, . . . , ak;

U +W — сума пiдпросторiв U i W ;

U ⊕W — пряма сума пiдпросторiв U i W ;
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Перелiк позначень

L⊥ — ортогональне доповнення пiдпростору L.

Евклiдовi та унiтарнi простори:

(x, y) — скалярний добуток у евклiдовому просторi або ермiтiв добуток в унiтарному
просторi;

∥x∥ — норма вектора x;

ρ(x, y) — вiдстань мiж векторами x i y;

φ — кут мiж ненульовими векторами;

prL x — ортогональна проєкцiя вектора x на пiдпростiр L;

G = ((xi, xj))
m
i,j=1 — матриця Грама системи векторiв;

detG — визначник Грама.

Лiнiйнi перетворення та оператори:

T, S,A,B — лiнiйнi перетворення або лiнiйнi оператори;

kerT — ядро оператора T ;

ℑT — образ оператора T ;

rankT — ранг оператора T ;

def T — дефект оператора T ;

[T ]B, [T ]E — матриця оператора T у базисi B або E ;

T ∗ — спряжений оператор до T ;

I — тотожний оператор;

T−1 — обернений оператор;

PU∥W — оператор проєктування на пiдпростiр U паралельно пiдпростору W .

Матрицi та спектральнi позначення:

Mm,n(F ) — простiр матриць розмiру m× n над полем F ;

Mn(F ) — простiр квадратних матриць порядку n над полем F ;

In — одинична матриця порядку n;

AT — транспонована матриця до A;

A∗ — ермiтово спряжена матриця до A;

A−1 — обернена матриця до A;

detA — визначник матрицi A;

rankA — ранг матрицi A;

trA — слiд матрицi A;
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Перелiк позначень

diag(λ1, . . . , λn) — дiагональна матриця з дiагональними елементами λ1, . . . , λn;

Λ = diag(λ1, . . . , λn) — дiагональна матриця власних значень;

∆k — кутовий мiнор порядку k;

Q — ортогональна матриця;

U — унiтарна матриця;

TB2→B1 — матриця переходу вiд базису B2 до базису B1.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми:

B(x, y) — бiлiнiйна функцiя;

Q(x) — квадратична функцiя; у фiксованому базисi її координатний запис задає
квадратичну форму;

A = (αij)
n
i,j=1 — матриця бiлiнiйної або квадратичної функцiї в заданому базисi;

αij = B(ai, aj) — коефiцiєнти матрицi бiлiнiйної функцiї в заданому базисi;

p, q, r0 — вiдповiдно додатний, вiд’ємний i нульовий iндекси iнерцiї;

λ1, . . . , λn — коефiцiєнти канонiчного вигляду квадратичної форми або власнi значе-
ння матрицi форми;

rankQ — ранг квадратичної функцiї.

Простори многочленiв i функцiй:

F [x] — простiр многочленiв над полем F ;

Pn(x) — простiр многочленiв степеня не вище n вiд змiнної x;

Pn[t] — той самий простiр при позначеннi змiнної через t;

C[a, b] — простiр неперервних функцiй на вiдрiзку [a, b];

C(m)([a, b]) — простiр функцiй, що мають на [a, b] неперервнi похiднi до порядку m
включно.

Скорочення:

СЛАР — система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь;

ФСР — фундаментальна система розв’язкiв;

IT — iнформацiйнi технологiї;

CAD — computer-aided design;

DS — Data Science;

ML — Machine Learning;

AI — Artificial Intelligence;

PCA — Principal Component Analysis;
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Перелiк позначень

SVD — Singular Value Decomposition;

QR — QR-розклад;

CI/CD — Continuous Integration / Continuous Delivery.

Логiчнi та службовi позначення:

:= — дорiвнює за означенням;

⇒ — логiчно випливає;

⇔ — еквiвалентно;

∼ — пов’язано еквiвалентними перетвореннями Жордана–Гауса;

∀ — для всiх;

∃ — iснує.

Латинський алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв Букви Назви букв
A a а J j йот S s ес
B b бе K k ка T t те
C c це L l ель U u у
D d де M m ем V v ве (фау)
E e е N n ен W w дубль-ве
F f еф O o о X x iкс
G g ге P p пе Y y iгрек
H h аш Q q ку Z z зет
I i i R r ер

Грецький алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв
A α альфа N ν ню
B β бета Ξ ξ ксi
Γ γ гамма O o омiкрон
∆ δ дельта Π π пi
E ϵ епсилон P ρ ро
Z ζ дзета Σ σ сигма
H η ета T τ тау
Θ θ тета Υ υ iпсилон
I ι йота Φ φ фi
K κ каппа X χ хi
Λ λ ламбда Ψ ψ псi
M µ мю Ω ω омега

7



Передмова

Передмова

Навчальний посiбник «Алгебра та геометрiя. Евклiдовi простори та оператори. Бiлiнiй-
нi та квадратичнi форми» пiдготовлено для здобувачiв вищої освiти першого (бакалавр-
ського) рiвня, якi навчаються за освiтньо-професiйною програмою «Програмна iнженерiя»
спецiальностi F2 «Iнженерiя програмного забезпечення» на факультетi комп’ютерних наук
та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Посiбник
охоплює частину матерiалу другого семестру нормативної дисциплiни «Алгебра та геоме-
трiя» i розрахований насамперед на практичну роботу та самостiйне опрацювання курсу.

У цьому томi зiбрано фiнальнi теми курсу: евклiдовi простори, оператори в евклiдо-
вих просторах, бiлiнiйнi й квадратичнi форми. Тут лiнiйна алгебра набуває виразного
геометричного змiсту. Скалярний добуток, норма, кут, ортогональнiсть, проєкцiї, спряже-
нi та самоспряженi оператори складаються в єдиний робочий апарат. Для майбутнього
фахiвця з iнженерiї програмного забезпечення цей матерiал є важливою частиною фунда-
ментальної математичної пiдготовки. Евклiдовi простори, ортогональнi розклади, матрицi
операторiв, бiлiнiйнi й квадратичнi форми лежать в основi багатьох обчислювальних пiд-
ходiв — вiд комп’ютерної графiки й обробки даних до чисельних методiв, оптимiзацiї та
аналiзу моделей.

Посiбник спирається на багаторiчний досвiд викладання курсу «Алгебра та геометрiя»
на факультетi. В основу видання покладено лекцiйнi курси з алгебри та геометрiї, якi в
рiзнi роки читали Б. В. Довгай та I. В. Самойленко. Це дозволило зберегти теоретичну
основу курсу i подати матерiал у формi, зручнiй для теперiшньої навчальної роботи. Цей
том продовжує серiю навчально-методичних видань з курсу «Алгебра та геометрiя» ка-
федри дослiдження операцiй, тому важливо було зберегти спiльну логiку викладу, єднiсть
позначень i послiдовний перехiд вiд одного роздiлу до iншого.

Кiлькiсть аудиторних годин, вiдведених на практичну пiдготовку, останнiми роками
зменшується, тому дедалi бiльшої ваги набуває самостiйна робота студента. Цим поясню-
ється структура посiбника: кожна тема мiстить вступ, короткi теоретичнi вiдомостi, алго-
ритми, розв’язанi приклади, завдання для самостiйного опрацювання, прикладнi задачi та
питання для самоконтролю. Для зручностi використано кольорове видiлення рiзних типiв
матерiалу: означень, теорем, зауважень, прикладiв, алгоритмiв, задач i допомiжних бло-
кiв. Це полегшує роботу з текстом i допомагає швидше знаходити потрiбний фрагмент.
У прикладах i задачах послiдовно тримається зв’язок теорiї з тими ситуацiями, де цей
апарат справдi працює: змiна координат, ортогональнi розклади, наближення, аналiз ма-
триць, дослiдження властивостей операторiв, задачi оцiнювання й оптимiзацiї.

Пiд час пiдготовки рукопису iнструменти штучного iнтелекту використовувалися як
допомiжний засiб для редагування окремих фрагментiв тексту й технiчного впорядкува-
ння матерiалу. Добiр змiсту, математичнi формулювання, розв’язання задач i перевiрку
коректностi викладу автори виконували самостiйно.

Посiбник призначений для роботи на практичних заняттях, пiдготовки до модульних
контрольних робiт i повторення матерiалу. Його головне завдання — дати студенту зру-
чний i послiдовно побудований матерiал для опрацювання вiдповiдного роздiлу курсу «Ал-
гебра та геометрiя».
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Вступ

Вступ

Курс алгебри та геометрiї посiдає важливе мiсце в пiдготовцi студентiв освiтньо-професiйної
програми «Програмна iнженерiя». У цьому курсi виробляється вмiння працювати з абстра-
ктними об’єктами, точно формулювати твердження, бачити внутрiшню будову математи-
чної конструкцiї. Без такої пiдготовки важко впевнено рухатися далi — i в теоретичних
дисциплiнах, i в прикладних. Вона потрiбна в роботi з моделями, алгоритмами, формаль-
ними описами даних, складними обчислювальними процедурами.

Цей посiбник охоплює завершальний фрагмент курсу, де лiнiйна алгебра набуває ви-
разного геометричного змiсту. Пiсля введення скалярного добутку з’являються довжина
вектора, вiдстань, кут, ортогональнiсть, ортонормованi базиси, проєкцiї, найкраще набли-
ження. Вектор тепер описується не тiльки координатами. Про нього можна говорити в
термiнах довжини, взаємного розташування, близькостi до пiдпростору. Багато понять,
закладених на початку курсу, тут розкриваються повнiше.

На цiй основi розглядаються оператори в евклiдових просторах. Тут уже важливо,
як оператор поводиться щодо скалярного добутку, чи зберiгає вiн довжини й кути, як
пов’язаний iз власними векторами, чи допускає зручний базис для дослiдження. Спряже-
нi, ортогональнi та самоспряженi оператори становлять один iз головних сюжетiв цього
роздiлу. Через них матриця перестає бути просто таблицею чисел i постає як запис дiї на
просторi — з алгебраїчного, геометричного й обчислювального погляду.

Поруч розглядаються i унiтарнi простори, де дiйсний скалярний добуток замiнюється
ермiтовим. Для основної лiнiї посiбника визначальним лишається евклiдiв випадок, але
комплексний аналог також важливо бачити. Частина конструкцiй зберiгається майже без
змiн, зате коло застосувань ширшає: обробка сигналiв, спектральнi методи, робота з ком-
плексними даними тощо.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми завершують цей блок i весь курс. Тут сходяться кiлька
лiнiй одразу: координатний запис, змiна базису, геометричне тлумачення, технiка перетво-
рень. Зведення до канонiчного вигляду, закон iнерцiї, критерiй Сильвестра, геометричний
змiст рiвнянь другого порядку — це вузловi точки, у яких поєднуються iдеї з рiзних частин
курсу. Тут уже доводиться працювати не з окремими прийомами, а з цiлiсним апаратом,
який пiдсумовує пройдений матерiал.

Ортогональнi розклади, проєкцiї та задачi на найкраще наближення з’являються в
чисельних методах i аналiзi даних. Матричнi подання операторiв i спектральнi характе-
ристики потрiбнi пiд час дослiдження моделей та побудови стiйких обчислювальних схем.
Квадратичнi форми виникають у задачах оптимiзацiї, оцiнювання похибок, аналiзу стiйко-
стi. Навiть там, де користувач програмної системи цих назв не бачить, вiдповiдний апарат
часто працює всерединi алгоритму. Послiдовнiсть викладу в посiбнику пiдпорядкована
внутрiшнiй логiцi цього роздiлу: вiд скалярного добутку, норми, кута й ортогональностi
— до проєкцiй, ортогоналiзацiї, операторiв в евклiдових i унiтарних просторах, а далi — до
бiлiнiйних i квадратичних форм, їхнiх матриць, критерiїв i геометричних iнтерпретацiй.

Цей роздiл поєднує кiлька лiнiй курсу: простори, матрицi, оператори, форми, бази-
си, геометричнi уявлення та прикладнi моделi. Вiн завершує курс алгебри та геометрiї.
Поняття, якi ранiше розглядалися окремо, складаються тут у цiлiсну систему.
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Евклiдовий простiр

Тема 1. Евклiдовий простiр: скалярний добуток, норма,
кут, ортогональнiсть

1.1 Вступ

Евклiдовий простiр продовжує тему лiнiйних просторiв уже в геометричному планi. Пiсля
введення скалярного добутку з’являються довжина вектора, вiдстань, кут, ортогональ-
нiсть. Лiнiйнi конструкцiї при цьому набувають геометричного змiсту.

Поряд з евклiдовими просторами розглядають i унiтарнi простори. Це комплексний
аналог евклiдових просторiв. Основнi геометричнi поняття зберiгаються, але замiсть зви-
чайного скалярного добутку використовується ермiтiв.

У темi розглянуто аксiоми скалярного добутку, норму, вiдстань, кут, нерiвнiсть Кошi–
Буняковського та нерiвнiсть трикутника. Пiсля цього вводяться ортогональнi й ортонор-
мованi системи, процес Грама–Шмiдта, ортогональне доповнення та матриця Грама. Далi
цi поняття використовуються пiд час вивчення операторiв.

Вектори виникають у задачах подання даних, опису ознак, аналiзу сигналiв, оброб-
ки зображень, побудови моделей. Скалярний добуток i норма використовуються пiд час
оцiнювання близькостi об’єктiв, у рекомендацiйних системах, у побудовi та порiвняннi
embedding-подань1, у методах класифiкацiї та кластеризацiї. Ортогональнiсть i ортонор-
мованi системи потрiбнi в комп’ютернiй графiцi, 3D-моделюваннi, навiгацiї, а також у
чисельних методах, де вiд них залежать стiйкiсть i точнiсть обчислень. Унiтарнi просто-
ри й унiтарнi оператори мають важливi застосування в роботi з комплексними даними,
гармонiчному аналiзi, перетвореннях Фур’є та квантових обчисленнях.

Скалярний добуток, норма, кут, ортогональнiсть i ортогоналiзацiя належать до клю-
чових понять усього курсу. Надалi цi поняття будуть потрiбнi i в операторних задачах, i
в обчисленнях.

1.2 Короткi теоретичнi вiдомостi

Евклiдовий простiр є лiнiйним простором, у якому задано скалярний добуток. Завдяки
цьому в просторi можна говорити про довжину вектора, вiдстань, кут i ортогональнiсть.
На цiй основi вводяться ортогональнi та ортонормованi системи векторiв.

Поруч з евклiдовими просторами розглядають i унiтарнi простори. Це комплексний
аналог евклiдових просторiв: геометричнi поняття лишаються тими самими, але скаляр-
ний добуток записується iнакше.

1Embedding (векторне подання) — це подання об’єкта у виглядi вектора в просторi ознак, де близькi
вектори вiдповiдають схожим за змiстом або функцiєю об’єктам.
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Означення 1.1: Евклiдовий простiр i скалярний добуток

Лiнiйний простiр V над полем дiйсних чисел називається евклiдовим простором,
якщо кожнiй парi векторiв x, y ∈ V поставлено у вiдповiднiсть число (x, y) ∈ R так,
що для всiх x, y, z ∈ V i всiх α ∈ R виконуються умови:

1. (x, y) = (y, x);

2. (x+ y, z) = (x, z) + (y, z);

3. (αx, y) = α(x, y);

4. (x, x) ≥ 0, причому (x, x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = θ.

Функцiя (x, y) називається скалярним добутком.

Для дiйсного випадку цього означення досить. У комплексному випадку одну з аксiом
треба змiнити, i так виникає поняття унiтарного простору.

Означення 1.2: Унiтарний простiр

Лiнiйний простiр V над полем комплексних чисел називається унiтарним просто-
ром, якщо кожнiй парi векторiв x, y ∈ V поставлено у вiдповiднiсть число (x, y) ∈ C
так, що для всiх x, y, z ∈ V i всiх α, β ∈ C виконуються умови:

1. (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z);

2. (x, y) = (y, x);

3. (x, x) ≥ 0;

4. (x, x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x = θ.

Функцiя (x, y) називається ермiтовим скалярним добутком.

Зауваження про комплексний випадок

У цьому посiбнику ермiтiв скалярний добуток вважається лiнiйним за першим ар-
гументом. Тодi за другим аргументом маємо

(x, αy + βz) = α(x, y) + β(x, z).

Найзручнiше побачити рiзницю мiж дiйсним i комплексним випадком на стандартних
прикладах.

Приклад 1.1: Стандартний скалярний добуток у Rn

У просторi Rn для векторiв x = (x1, . . . , xn)
T, y = (y1, . . . , yn)

T скалярний добуток
задається формулою

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.
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Приклад 1.2: Стандартний ермiтiв добуток у Cn

У просторi Cn для векторiв x = (x1, . . . , xn)
T, y = (y1, . . . , yn)

T ермiтiв добуток зада-
ється формулою

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Зокрема,
(x, x) = |x1|2 + · · ·+ |xn|2.

Крiм Rn i Cn, скалярний добуток природно з’являється i в iнших просторах.

Приклад 1.3: Скалярний добуток у просторi неперервних функцiй C[a, b]

У просторi C[a, b] для неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй f(t) та g(t) скалярний
добуток задається формулою

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt.

Зокрема, на скiнченновимiрному просторi многочленiв Pn[t] цей вираз визначає ев-
клiдовий простiр.

Приклад 1.4: Скалярний добуток у просторi матриць Mm,n(R)

У просторi дiйсних матриць Mm,n(R) для матриць A = (aij) та B = (bij) скалярний
добуток задається як сума добуткiв вiдповiдних елементiв:

(A,B) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijbij.

Використовуючи операцiю слiду tr, цю ж формулу можна записати у матричному
виглядi:

(A,B) = tr(ATB).

Тепер можна ввести метричнi характеристики простору.

Означення 1.3: Норма, вiдстань i кут

Нормою вектора x ∈ V називається число

∥x∥ =
√
(x, x).

Вiдстанню мiж векторами x i y називається число

ρ(x, y) = ∥x− y∥.

Кутом мiж ненульовими векторами x i y називається кут φ ∈ [0, π], для якого

cosφ =
(x, y)

∥x∥ ∥y∥
.
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Норма в унiтарному просторi

В унiтарному просторi норма задається тiєю самою формулою

∥x∥ =
√
(x, x).

Оскiльки (x, x) ∈ R i (x, x) ≥ 0, ця величина коректно визначена.

Iз властивостей скалярного добутку одразу випливають двi основнi нерiвностi.

Теорема 1.1: Нерiвнiсть Кошi–Буняковського

Для будь-яких векторiв x, y ∈ V виконується нерiвнiсть

|(x, y)| ≤ ∥x∥ ∥y∥.

Рiвнiсть досягається тодi i тiльки тодi, коли вектори x i y лiнiйно залежнi.

Наслiдок 1.1: Нерiвнiсть трикутника

Для будь-яких векторiв x, y ∈ V виконується

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Далi розглянемо ортогональнiсть систем векторiв.

Означення 1.4: Ортогональнiсть

Вектори x, y ∈ V називаються ортогональними, якщо

(x, y) = 0.

Система векторiв {x1, . . . , xm} називається ортогональною, якщо

(xi, xj) = 0 при i ̸= j.

Ортогональна система називається ортонормованою, якщо, крiм того,

∥xi∥ = 1, i = 1, . . . ,m.

Теорема 1.2: Ортогональна система ненульових векторiв

Будь-яка ортогональна система ненульових векторiв є лiнiйно незалежною.

Теорема 1.3: Процес Грама–Шмiдта

Кожну лiнiйно незалежну систему векторiв у евклiдовому просторi можна замiнити
на ортогональну систему ненульових векторiв з тiєю ж самою лiнiйною оболонкою.
Пiсля нормування одержується ортонормована система.

Пiсля ортогональних систем зручно ввести ортогональне доповнення i матрицю Грама.
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Означення 1.5: Ортогональне доповнення

Нехай L ⊂ V — пiдпростiр. Ортогональним доповненням пiдпростору L називається
множина

L⊥ = {x ∈ V | (x, y) = 0 для всiх y ∈ L}.

Означення 1.6: Матриця Грама

Для системи векторiв {x1, . . . , xm} матрицею Грама називається матриця

G =
(
(xi, xj)

)m
i,j=1

.

Для ортогональної системи матриця Грама є дiагональною:

G = diag
(
|x1|2, . . . , |xm|2

)
,

а для ортонормованої системи
G = Im.

Геометричний змiст матрицi Грама

Матриця Грама мiстить усi попарнi скалярнi добутки системи векторiв. Її визначник
дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли система є лiнiйно залежною.

У скiнченновимiрному евклiдовому просторi ортонормований базис дозволяє перейти
до стандартного координатного запису.

Теорема 1.4: Iзоморфiзм скiнченновимiрних евклiдових просторiв

Нехай V — скiнченновимiрний евклiдовий простiр розмiрностi n. Якщо в V зафiксо-
вано ортонормований базис E = {e1, . . . , en}, то вiдображення

φ : V → Rn, x = ξ1e1 + · · ·+ ξnen 7→ (ξ1, . . . , ξn)

є iзоморфiзмом евклiдових просторiв, тобто

(φ(x), φ(y)) = (x, y)

для всiх x, y ∈ V .

Координатний змiст ортонормованого базису

Наведена теорема означає, що кожний скiнченновимiрний евклiдовий простiр пiсля
вибору ортонормованого базису можна розглядати як стандартний евклiдовий про-
стiр Rn. Саме тому бiльшiсть обчислень у евклiдовому просторi зводиться до звичних
координатних формул.
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1.3 Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм обчислення скалярного добутку, норми, вiдстанi та кута мiж
векторами

Нехай у просторi Rn задано вектори x = (x1, . . . , xn)
T, y = (y1, . . . , yn)

T.

Крок 1. Обчислити скалярний добуток:

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Крок 2. Знайти норми векторiв:

∥x∥ =
√
(x, x), ∥y∥ =

√
(y, y).

Крок 3. Якщо потрiбно знайти вiдстань мiж векторами, обчислити

ρ(x, y) = ∥x− y∥.

Крок 4. Якщо x ̸= θ i y ̸= θ, знайти кут мiж векторами за формулою

cosφ =
(x, y)

∥x∥ ∥y∥
.

Результат. Одержуємо скалярний добуток, норми, вiдстань i кут мiж векторами.

Алгоритм перевiрки ортогональностi та ортонормованостi системи векто-
рiв

Нехай задано систему векторiв {x1, . . . , xm}.

Крок 1. Для кожної пари рiзних векторiв xi, xj, i ̸= j, обчислити скалярний добуток

(xi, xj).

Крок 2. Якщо для всiх i ̸= j виконується

(xi, xj) = 0,

то система є ортогональною.
Крок 3. Для кожного вектора xi знайти норму

∥xi∥ =
√

(xi, xi).

Крок 4. Якщо система ортогональна i для всiх i

∥xi∥ = 1,

то система є ортонормованою.
Результат. Встановлюється, чи є система ортогональною або ортонормованою.
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Алгоритм побудови ортонормованої системи з ортогональної

Нехай задано ортогональну систему ненульових векторiв {x1, . . . , xm}.

Крок 1. Для кожного i = 1, . . . ,m обчислити норму

∥xi∥ =
√

(xi, xi).

Крок 2. Подiлити кожний вектор на його норму:

qi =
xi
∥xi∥

, i = 1, . . . ,m.

Результат. Система {q1, . . . , qm} є ортонормованою.

Алгоритм ортогоналiзацiї Грама–Шмiдта

Нехай задано лiнiйно незалежну систему векторiв {x1, . . . , xm}.

Крок 1. Покласти
u1 = x1.

Крок 2. Для k = 2, . . . ,m послiдовно обчислювати

uk = xk −
k−1∑
j=1

(xk, uj)

(uj, uj)
uj.

Крок 3. Перевiрити, що uk ̸= θ. Якщо вихiдна система лiнiйно незалежна, то всi
вектори uk будуть ненульовими.
Крок 4. Якщо потрiбно побудувати ортонормовану систему, виконати нормування:

qk =
uk

∥uk∥
, k = 1, . . . ,m.

Результат. Одержуємо ортогональну систему {u1, . . . , um} або ортонормовану си-
стему {q1, . . . , qm}.

Цей алгоритм називається процесом Грама–Шмiдта.

Алгоритм знаходження ортогонального доповнення пiдпростору

Нехай пiдпростiр L ⊂ Rn задано системою векторiв {a1, . . . , am}, L = Lin ⟨a1, . . . , am⟩.
Крок 1. Ввести довiльний вектор

x = (x1, . . . , xn)
T.

Крок 2. Записати умови ортогональностi вектора x до всiх векторiв, що породжують
пiдпростiр L:

(x, ai) = 0, i = 1, . . . ,m.

Крок 3. Одержати систему лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно координат x1, . . . , xn.
Крок 4. Розв’язати цю систему. Загальний розв’язок описує всi вектори з L⊥.
Крок 5. Iз загального розв’язку видiлити базис пiдпростору L⊥.
Крок 6. Якщо потрiбно, застосувати процес Грама–Шмiдта до знайденого базису i
побудувати ортонормований базис пiдпростору L⊥.
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Результат. Одержуємо базис або ортонормований базис ортогонального доповнення
L⊥.

Алгоритм знаходження ортогональної проєкцiї вектора на пiдпростiр

Нехай пiдпростiр L ⊂ V має ортонормований базис {e1, . . . , em}, а також задано
вектор x ∈ V .

Крок 1. Обчислити скалярнi добутки

(x, e1), . . . , (x, em).

Крок 2. Побудувати вектор

p = (x, e1)e1 + · · ·+ (x, em)em.

Результат. Вектор p = prL x є ортогональною проєкцiєю вектора x на пiдпростiр L.

Алгоритм знаходження ортогональної складової вектора

Нехай пiдпростiр L ⊂ V має ортонормований базис {e1, . . . , em}, а x ∈ V .

Крок 1. Знайти ортогональну проєкцiю вектора x на пiдпростiр L:

p = prL x.

Крок 2. Обчислити рiзницю z = x− p.
Результат. Вектор z є ортогональною складовою вектора x вiдносно пiдпростору L,
причому z ∈ L⊥.

Алгоритм побудови матрицi Грама системи векторiв

Нехай задано систему векторiв {x1, . . . , xm}.

Крок 1. Для всiх i, j = 1, . . . ,m обчислити скалярнi добутки (xi, xj).
Крок 2. Розташувати цi числа у виглядi матрицi G =

(
(xi, xj)

)m
i,j=1

.
Крок 3. Проаналiзувати вигляд матрицi Грама:

1. якщо G дiагональна, то система ортогональна;

2. якщо G = Im, то система ортонормована;

3. якщо detG ̸= 0, то система лiнiйно незалежна.

Результат. Матриця Грама дає змогу дослiджувати ортогональнiсть, ортонормова-
нiсть i лiнiйну незалежнiсть системи.
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1.4 Типовi задачi

Задача 1.1: Перевiрка аксiом скалярного добутку

У просторi R2 для довiльних векторiв x = (x1, x2)
T, y = (y1, y2)

T задано функцiю

(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 3x2y2.

Потрiбно:

1. перевiрити, чи є задана функцiя скалярним добутком у R2;

2. записати вiдповiдну матрицю Грама в стандартному базисi;

3. знайти норму вектора x = (1,−1)T вiдносно цього скалярного добутку;

4. знайти скалярний добуток i кут мiж векторами x = (1,−1)T та y = (1, 1)T.

Розв’язання.

Задана функцiя має вигляд

(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 3x2y2.

1. Перевiримо, чи є вона скалярним добутком. Лiнiйнiсть за кожним аргументом
очевидна з формули. Симетричнiсть також виконується, оскiльки

(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 3x2y2 = 2y1x1 + y1x2 + y2x1 + 3y2x2 = (y, x).

Перевiримо додатну визначенiсть. Для вектора x = (x1, x2)
T маємо

(x, x) = 2x21 + 2x1x2 + 3x22.

Подамо цей вираз у виглядi

2x21 + 2x1x2 + 3x22 = (x1 + x2)
2 + x21 + 2x22.

Отже,
(x, x) ≥ 0,

i рiвнiсть можлива лише тодi, коли

x1 + x2 = 0, x1 = 0, x2 = 0.

Тобто
(x, x) = 0 ⇐⇒ x = θ.

Отже, задана функцiя є скалярним добутком у R2.

2. Запишемо матрицю Грама стандартного базису. Нехай

e1 = (1, 0)T, e2 = (0, 1)T.

Тодi
(e1, e1) = 2, (e1, e2) = 1, (e2, e1) = 1, (e2, e2) = 3.

18



Cкалярний добуток, норма, кут, ортогональнiсть

Отже,

G =

(
2 1
1 3

)
.

3. Знайдемо норму вектора x = (1,−1)T. Оскiльки

(x, x) = 2 · 12 + 1 · 1 · (−1) + (−1) · 1 · 1 + 3 · (−1)2 = 2− 1− 1 + 3 = 3.

Тому
∥x∥ =

√
3.

4. Знайдемо скалярний добуток i кут мiж векторами x = (1,−1)T та y = (1, 1)T.

(x, y) = 2 · 1 · 1 + 1 · 1 · 1 + (−1) · 1 · 1 + 3 · (−1) · 1 = 2 + 1− 1− 3 = −1.

Далi
(y, y) = 2 · 12 + 1 · 1 · 1 + 1 · 1 · 1 + 3 · 12 = 7,

тому
∥y∥ =

√
7.

Отже,

cosφ =
(x, y)

∥x∥ ∥y∥
=

−1√
3
√
7
= − 1√

21
.

Тому

φ = arccos

(
− 1√

21

)
.

Вiдповiдь. Задана функцiя є скалярним добутком;

G =

(
2 1
1 3

)
, ∥x∥ =

√
3, (x, y) = −1,

∥y∥ =
√
7, cosφ = − 1√

21
, φ = arccos

(
− 1√

21

)
.

Задача 1.2: Скалярний добуток, норми, вiдстань i кут мiж векторами

У просторi R3 задано вектори x = (1, 2,−1)T, y = (2, 0, 1)T.

Потрiбно:

1. знайти скалярний добуток (x, y);

2. обчислити норми ∥x∥ i ∥y∥;

3. знайти вiдстань мiж векторами x i y;

4. обчислити кут мiж векторами x i y;

5. з’ясувати, чи є вектори x i y ортогональними.
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Розв’язання.

У просторi R3 використовується стандартний скалярний добуток

(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3.

1. Знайдемо скалярний добуток:

(x, y) = 1 · 2 + 2 · 0 + (−1) · 1 = 1.

2. Обчислимо норми:

∥x∥ =
√

12 + 22 + (−1)2 =
√
6, ∥y∥ =

√
22 + 02 + 12 =

√
5.

3. Знайдемо вiдстань мiж векторами.

x− y = (1, 2,−1)T − (2, 0, 1)T = (−1, 2,−2)T,

ρ(x, y) = ∥x− y∥ =
√

(−1)2 + 22 + (−2)2 =
√
9 = 3.

4. Знайдемо кут мiж векторами:

cosφ =
(x, y)

∥x∥ ∥y∥
=

1√
6
√
5
=

1√
30
.

Отже,

φ = arccos
1√
30
.

5. Перевiримо ортогональнiсть:
Оскiльки

(x, y) = 1 ̸= 0,

то вектори x i y не є ортогональними.

Вiдповiдь.

(x, y) = 1, ∥x∥ =
√
6, ∥y∥ =

√
5, ρ(x, y) = 3, cosφ =

1√
30
, φ = arccos

1√
30
.

Вектори x i y не є ортогональними.

Задача 1.3: Ортогональнiсть, ортонормованiсть i матриця Грама

У просторi R3 задано систему векторiв

x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T.

Потрiбно:

1. перевiрити, чи є система {x1, x2, x3} ортогональною;

2. перевiрити, чи є вона ортонормованою;

3. побудувати матрицю Грама цiєї системи;
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4. знайти визначник Грама;

5. зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть заданої системи.

Розв’язання.

Розглянемо систему

x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T.

1. Перевiримо ортогональнiсть.

(x1, x2) = 1 · 1 + 1 · (−1) + 0 · 0 = 0, (x1, x3) = 0, (x2, x3) = 0.

Отже, система {x1, x2, x3} є ортогональною.

2. Перевiримо ортонормованiсть.

∥x1∥ =
√
12 + 12 + 02 =

√
2, ∥x2∥ =

√
12 + (−1)2 + 02 =

√
2, ∥x3∥ =

√
02 + 02 + 12 = 1.

Оскiльки не всi норми дорiвнюють 1, система не є ортонормованою.

3. Побудуємо матрицю Грама.

G =

(x1, x1) (x1, x2) (x1, x3)
(x2, x1) (x2, x2) (x2, x3)
(x3, x1) (x3, x2) (x3, x3)

 =

2 0 0
0 2 0
0 0 1

 .

4. Знайдемо визначник Грама.

detG =

∣∣∣∣∣∣
2 0 0
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 · 2 · 1 = 4.

5. Зробимо висновок про лiнiйну незалежнiсть. Оскiльки

detG = 4 ̸= 0,

то система векторiв {x1, x2, x3} є лiнiйно незалежною.

Вiдповiдь. Система {x1, x2, x3} є ортогональною, але не є ортонормованою;

G =

2 0 0
0 2 0
0 0 1

 , detG = 4.

Отже, система лiнiйно незалежна.

Задача 1.4: Ортогоналiзацiя системи векторiв методом Грама–Шмiдта

У просторi R3 задано вектори

v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T.
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Потрiбно:

1. застосувати процес Грама–Шмiдта до системи v1, v2, v3;

2. побудувати ортогональну систему u1, u2, u3;

3. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему e1, e2, e3;

4. перевiрити ортогональнiсть i ортонормованiсть одержаної системи;

5. записати матрицю Грама ортонормованої системи.

Розв’язання.

Застосуємо процес Грама–Шмiдта до системи

v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T.

1. Побудуємо ортогональну систему. Покладемо

u1 = v1 = (1, 1, 0)T.

Далi

u2 = v2 −
(v2, u1)

(u1, u1)
u1.

Маємо
(v2, u1) = 1 · 1 + 0 · 1 + 1 · 0 = 1, (u1, u1) = 12 + 12 + 02 = 2.

Тому

u2 = (1, 0, 1)T − 1

2
(1, 1, 0)T =

(
1

2
,−1

2
, 1

)T

.

Тепер

u3 = v3 −
(v3, u1)

(u1, u1)
u1 −

(v3, u2)

(u2, u2)
u2.

Обчислимо:
(v3, u1) = 0 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0 = 1,

(v3, u1)

(u1, u1)
=

1

2
.

Далi

(v3, u2) = 0 · 1
2
+ 1 ·

(
−1

2

)
+ 1 · 1 =

1

2
,

(u2, u2) =

(
1

2

)2

+

(
−1

2

)2

+ 12 =
3

2
,

(v3, u2)

(u2, u2)
=

1/2

3/2
=

1

3
.

Отже,

u3 = (0, 1, 1)T−1

2
(1, 1, 0)T−1

3

(
1

2
,−1

2
, 1

)T

=

(
−1

2
,
1

2
, 1

)T

−
(
1

6
,−1

6
,
1

3

)T

=

(
−2

3
,
2

3
,
2

3

)T

.

Таким чином, ортогональна система має вигляд

u1 = (1, 1, 0)T, u2 =

(
1

2
,−1

2
, 1

)T

, u3 =

(
−2

3
,
2

3
,
2

3

)T

.
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2. Побудуємо ортонормовану систему.

∥u1∥ =
√
2, ∥u2∥ =

√
3

2
, ∥u3∥ =

√
4

3
=

2√
3
.

Тому

q1 =
u1

∥u1∥
=

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)T

,

q2 =
u2

∥u2∥
=

(
1√
6
,− 1√

6
,
2√
6

)T

,

q3 =
u3

∥u3∥
=

(
− 1√

3
,
1√
3
,
1√
3

)T

.

3. Перевiримо ортонормованiсть. За побудовою вектори q1, q2, q3 попарно ортого-
нальнi i мають норму 1, отже система є ортонормованою.

4. Запишемо матрицю Грама ортонормованої системи. Оскiльки система {q1, q2, q3}
ортонормована, її матриця Грама дорiвнює одиничнiй:

G =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Вiдповiдь.

u1 = (1, 1, 0)T, u2 =

(
1

2
,−1

2
, 1

)T

, u3 =

(
−2

3
,
2

3
,
2

3

)T

;

q1 =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

)T

, q2 =

(
1√
6
,− 1√

6
,
2√
6

)T

, q3 =

(
− 1√

3
,
1√
3
,
1√
3

)T

;

G = I3.

Задача 1.5: Ортогоналiзацiя системи многочленiв

У просторi многочленiв степеня не вище другого P2(x) задано скалярний добуток

(p, q) =

∫ 1

−1

p(x)q(x) dx.

Розглянемо систему многочленiв

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = x2.

Потрiбно:

1. застосувати процес Грама–Шмiдта до системи v1, v2, v3;

2. побудувати ортогональну систему u1, u2, u3;

3. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему q1, q2, q3;
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4. перевiрити ортогональнiсть одержаної системи;

5. записати матрицю Грама побудованої ортонормованої системи.

Розв’язання.

У просторi P2(x) задано скалярний добуток

(p, q) =

∫ 1

−1

p(x)q(x) dx.

Застосуємо процес Грама–Шмiдта до системи

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = x2.

1. Побудуємо ортогональну систему. Покладемо

u1 = v1 = 1.

Далi

u2 = v2 −
(v2, u1)

(u1, u1)
u1.

Оскiльки

(v2, u1) =

∫ 1

−1

x dx = 0, (u1, u1) =

∫ 1

−1

1 dx = 2,

отримаємо
u2 = x.

Тепер

u3 = v3 −
(v3, u1)

(u1, u1)
u1 −

(v3, u2)

(u2, u2)
u2.

Маємо

(v3, u1) =

∫ 1

−1

x2 dx =
2

3
,

(v3, u1)

(u1, u1)
=

2/3

2
=

1

3
,

(v3, u2) =

∫ 1

−1

x3 dx = 0.

Отже,

u3 = x2 − 1

3
.

Таким чином,

u1(x) = 1, u2(x) = x, u3(x) = x2 − 1

3
.

2. Побудуємо ортонормовану систему.

∥u1∥ =
√

(u1, u1) =
√
2, ∥u2∥ =

√
(u2, u2) =

√
2

3
.

Далi

(u3, u3) =

∫ 1

−1

(
x2 − 1

3

)2

dx =

∫ 1

−1

(
x4 − 2

3
x2 +

1

9

)
dx
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=
2

5
− 2

3
· 2
3
+

2

9
=

2

5
− 4

9
+

2

9
=

2

5
− 2

9
=

8

45
.

Тому

∥u3∥ =

√
8

45
.

Пiсля нормування маємо

q1(x) =
1√
2
, q2(x) =

√
3

2
x, q3(x) =

√
45

8

(
x2 − 1

3

)
.

3. Перевiримо ортогональнiсть. За побудовою система u1, u2, u3 є ортогональною, а
система q1, q2, q3 — ортонормованою.

4. Запишемо матрицю Грама ортонормованої системи. Для ортонормованої систе-
ми матриця Грама дорiвнює одиничнiй:

G =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Вiдповiдь.

u1(x) = 1, u2(x) = x, u3(x) = x2 − 1

3
;

q1(x) =
1√
2
, q2(x) =

√
3

2
x, q3(x) =

√
45

8

(
x2 − 1

3

)
;

G = I3.

Задача 1.6: Ортогональне доповнення, проєкцiя та ортогональна складова

У просторi R3 задано пiдпростiр L = Lin
〈
(1, 1, 1)T, (1, 0, 1)T

〉
та вектор x = (2, 1, 0)T.

Потрiбно:

1. знайти базис пiдпростору L⊥;

2. знайти ортогональну проєкцiю prL x вектора x на пiдпростiр L;

3. знайти ортогональну складову z = x− prL x;

4. перевiрити, що z ∈ L⊥;

5. записати розклад x = prL x+ z.

Розв’язання.

Позначимо
a1 = (1, 1, 1)T, a2 = (1, 0, 1)T.

1. Знайдемо базис пiдпростору L⊥.
Нехай

y = (y1, y2, y3)
T ∈ L⊥.
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Тодi
(y, a1) = 0, (y, a2) = 0.

Отже, {
y1 + y2 + y3 = 0,

y1 + y3 = 0.

Розв’яжемо цю систему методом Жордана–Гауса:(
1 1 1 0
1 0 1 0

)
∼

(
1 1 1 0
0 −1 0 0

)
∼

(
1 0 1 0
0 1 0 0

)
.

Тому
y2 = 0, y1 = −y3.

Поклавши y3 = t, маємо
y = t(−1, 0, 1)T.

Отже,
L⊥ = Lin

〈
(−1, 0, 1)T

〉
.

2. Знайдемо ортогональну проєкцiю prL x.
Шукатимемо розклад

x = p+ z, p ∈ L, z ∈ L⊥.

Оскiльки p ∈ L, то
p = αa1 + βa2.

Оскiльки z ∈ L⊥, то
z = t(−1, 0, 1)T.

Тодi
(2, 1, 0)T = α(1, 1, 1)T + β(1, 0, 1)T + t(−1, 0, 1)T.

Одержуємо систему 
α + β − t = 2,

α = 1,

α + β + t = 0.

Розв’яжемо її методом Жордана–Гауса: 1 1 −1 2
1 0 0 1
1 1 1 0

 ∼

 1 0 0 1
0 1 −1 1
0 1 1 −1

 ∼

 1 0 0 1
0 1 −1 1
0 0 2 −2

 ∼

 1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 −1

 .

Отже,
α = 1, β = 0, t = −1.

Тому
prL x = p = αa1 + βa2 = (1, 1, 1)T.

3. Знайдемо ортогональну складову.

z = x− prL x = (2, 1, 0)T − (1, 1, 1)T = (1, 0,−1)T.
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4. Перевiримо, що z ∈ L⊥. Оскiльки

z = −(−1, 0, 1)T,

то
z ∈ L⊥.

Безпосередньо:

(z, a1) = 1 · 1 + 0 · 1 + (−1) · 1 = 0, (z, a2) = 1 · 1 + 0 · 0 + (−1) · 1 = 0.

5. Запишемо розклад вектора x.

x = (1, 1, 1)T + (1, 0,−1)T.

Вiдповiдь.
L⊥ = Lin

〈
(−1, 0, 1)T

〉
,

prL x = (1, 1, 1)T, z = (1, 0,−1)T, x = prL x+ z.

Задача 1.7: Ермiтiв скалярний добуток у C2

У просторi C2 задано стандартний ермiтiв скалярний добуток

(x, y) = x1y1 + x2y2.

Розглянемо вектори
x = (1, i)T, y = (i, 1)T.

Потрiбно:

1. знайти (x, y) i (y, x);

2. обчислити норми ∥x∥ i ∥y∥;

3. перевiрити, чи є вектори x i y ортогональними;

4. побудувати з векторiв x i y ортонормовану систему;

5. записати матрицю Грама цiєї системи.

Розв’язання.

Маємо
x = (1, i)T, y = (i, 1)T.

1. Обчислимо ермiтiв скалярний добуток.

(x, y) = 1 · i+ i · 1 = −i+ i = 0.

Так само
(y, x) = i · 1 + 1 · i = i− i = 0.
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2. Обчислимо норми.

(x, x) = 1 · 1 + i · i = 1 + 1 = 2, (y, y) = i · i+ 1 · 1 = 1 + 1 = 2.

Отже,
∥x∥ =

√
2, ∥y∥ =

√
2.

3. Перевiримо ортогональнiсть. Оскiльки

(x, y) = 0,

то вектори x i y ортогональнi.
4. Побудуємо ортонормовану систему.

q1 =
x

∥x∥
=

1√
2
(1, i)T, q2 =

y

∥y∥
=

1√
2
(i, 1)T.

5. Матриця Грама. Оскiльки система {q1, q2} ортонормована, її матриця Грама до-
рiвнює

G =

(
1 0
0 1

)
.

Вiдповiдь.
(x, y) = 0, (y, x) = 0, ∥x∥ = ∥y∥ =

√
2,

q1 =
1√
2
(1, i)T, q2 =

1√
2
(i, 1)T, G = I2.

Задача 1.8: Аналiз покриття автотестiв у системi CI/CD

IT-коментар

У системах CI/CD автотести можна описувати векторами покриття функцiо-
нальних модулiв. Це дозволяє порiвнювати тести мiж собою, виявляти дублю-
вання i бачити, якi з них покривають незалежнi частини системи.

У просторi R4 задано вектори покриття трьох автотестiв:

t1 = (1, 1, 0, 0)T, t2 = (1, 0, 1, 0)T, t3 = (0, 0, 1, 1)T.

Координати вiдповiдають чотирьом пiдсистемам програмного продукту.
Потрiбно:

1. знайти всi попарнi скалярнi добутки векторiв t1, t2, t3;

2. обчислити норми векторiв t1, t2, t3;

3. знайти косинуси кутiв мiж кожною парою тестiв;

4. з’ясувати, якi тести є найбiльш схожими, а якi — найбiльш незалежними;

5. визначити, чи є серед заданих тестiв ортогональнi;

6. пояснити, як одержанi результати можна використати для зменшення дублю-
вання в наборi автотестiв.
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Розв’язання.

Розглянемо вектори покриття автотестiв

t1 = (1, 1, 0, 0)T, t2 = (1, 0, 1, 0)T, t3 = (0, 0, 1, 1)T.

У просторi R4 використовується стандартний скалярний добуток

(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

1. Знайдемо попарнi скалярнi добутки.

(t1, t2) = 1 · 1 + 1 · 0 + 0 · 1 + 0 · 0 = 1,

(t1, t3) = 1 · 0 + 1 · 0 + 0 · 1 + 0 · 1 = 0,

(t2, t3) = 1 · 0 + 0 · 0 + 1 · 1 + 0 · 1 = 1.

2. Обчислимо норми векторiв.

∥t1∥ =
√
12 + 12 + 02 + 02 =

√
2,

∥t2∥ =
√
12 + 02 + 12 + 02 =

√
2,

∥t3∥ =
√
02 + 02 + 12 + 12 =

√
2.

3. Знайдемо косинуси кутiв мiж парами тестiв. За формулою cosφ = (x,y)
∥x∥ ∥y∥ одер-

жуємо:

cos∠(t1, t2) =
1√

2 ·
√
2
=

1

2
,

cos∠(t1, t3) =
0√

2 ·
√
2
= 0,

cos∠(t2, t3) =
1√

2 ·
√
2
=

1

2
.

Отже,

∠(t1, t2) = arccos
1

2
=
π

3
, ∠(t1, t3) = arccos 0 =

π

2
, ∠(t2, t3) = arccos

1

2
=
π

3
.

4. Визначимо, якi тести є найбiльш схожими, а якi — найбiльш незалежними.

Найбiльш схожими є тi тести, для яких косинус кута найбiльший. Маємо

cos∠(t1, t2) = cos∠(t2, t3) =
1

2
,

тому пари (t1, t2) i (t2, t3) є однаково найбiльш схожими.
Найбiльш незалежними є тести, для яких косинус кута найменший. Оскiльки

cos∠(t1, t3) = 0, то найбiльш незалежною є пара (t1, t3).

5. Перевiримо, чи є серед тестiв ортогональнi. Оскiльки (t1, t3) = 0, то вектори t1
i t3 є ортогональними.

6. Iнтерпретацiя результатiв. Тести t1 i t3 покривають незалежнi пiдсистеми i не
дублюють один одного. Тест t2 частково перетинається з обома i виконує промiжну
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роль. Аналiз таких векторiв дає змогу виявляти дублювання покриття, добирати
бiльш незалежнi тести та робити набiр автотестiв компактнiшим i ефективнiшим.

Вiдповiдь.
(t1, t2) = 1, (t1, t3) = 0, (t2, t3) = 1;

∥t1∥ = ∥t2∥ = ∥t3∥ =
√
2;

cos∠(t1, t2) =
1

2
, cos∠(t1, t3) = 0, cos∠(t2, t3) =

1

2
.

Найбiльш схожi пари: (t1, t2) i (t2, t3). Найбiльш незалежна пара: (t1, t3). Ортогональ-
ними є вектори t1 i t3.

1.5 Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 1.1: Перевiрка означення скалярного добутку

Нехай L — лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел R. Потрiбно з’ясувати, чи задає
наведена формула (·, ·) скалярний добуток у просторi L. Якщо нi, слiд указати, яка
з аксiом скалярного добутку порушується.

Варiанти:
1. L = P2(x) — простiр дiйсних многочленiв степеня не вище 2. Для довiльних f, g ∈ L

визначимо

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x) dx.

2. L = M2(R) — простiр матриць порядку 2 з дiйсними елементами. Для довiльних ма-
триць

A =

(
x1 y1
z1 u1

)
, B =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо

(A,B) = x1x2 + y1y2.

3. L = R3. Для довiльних x, y ∈ L визначимо

(x, y) = ∥x∥ ∥y∥.

4. L = P3(x) — простiр дiйсних многочленiв степеня не вище 3. Для довiльних f, g ∈ L
визначимо

(f, g) =

∫ 1

0

f ′(x)g′(x) dx.

5. L =M2(R). Для довiльних

A =

(
x1 y1
z1 u1

)
, B =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо

(A,B) = x1x2 + u1u2.

6. L = R3. Для довiльних x, y ∈ L визначимо

(x, y) = ∥x∥ ∥y∥ sinα,

де α — кут мiж векторами x i y.
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7. L = P2(x). Для довiльних f, g ∈ L визначимо

(f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x) dx+

∫ 1

0

f ′(x)g′(x) dx.

8. L =M2(R). Для довiльних

A =

(
x1 y1
z1 u1

)
, B =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо

(A,B) = x1x2 + y1y2 + z1z2 + u1u2.

9. L = R3. Для довiльних x, y ∈ L визначимо

(x, y) = 2∥x∥ ∥y∥ cosα,

де α — кут мiж векторами x i y.
10. L = P3(x). Для довiльних f, g ∈ L визначимо

(f, g) =

∫ 1

0

f ′(x)g(x) dx+

∫ 1

0

f(x)g′(x) dx.

11. L =M2(R). Для довiльних

A =

(
x1 y1
z1 u1

)
, B =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо

(A,B) = 2x1y2 + 2x2y1.

12. L = R3. Для довiльних x, y ∈ L визначимо

(x, y) = ∥x∥2 + ∥y∥2.

13. L = P2(x). Для довiльних f, g ∈ L визначимо

(f, g) = f(0)g(0).

14. L =M2(R). Для довiльних

A =

(
x1 y1
z1 u1

)
, B =

(
x2 y2
z2 u2

)
визначимо

(A,B) = det(AB).

15. L = P2(x). Якщо
f = a1x

2 + b1x+ c1, g = a2x
2 + b2x+ c2,

то визначимо
(f, g) = a1a2 + b1b2 + c1c2.
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Задача 1.2: Скалярний добуток, норми, вiдстань i кут мiж векторами

У просторi R3 задано вектори x та y.

Потрiбно:

1. знайти скалярний добуток (x, y);

2. обчислити норми ∥x∥ i ∥y∥;

3. знайти вiдстань мiж векторами x i y;

4. знайти кут мiж векторами x i y;

5. з’ясувати, чи є вектори x i y ортогональними.

Варiанти:

1. x = (1, 2,−1)T, y = (2, 0, 1)T

2. x = (1, 1, 0)T, y = (1,−1, 2)T

3. x = (2, 1, 1)T, y = (1, 0,−1)T

4. x = (1, 3, 0)T, y = (2,−1, 1)T

5. x = (2, 2, 1)T, y = (1,−1, 0)T

6. x = (1, 0, 2)T, y = (2, 1,−1)T

7. x = (3, 1, 0)T, y = (1, 2, 2)T

8. x = (1,−1, 1)T, y = (2, 1, 0)T

9. x = (2, 0, 1)T, y = (1, 1,−1)T

10. x = (1, 2, 2)T, y = (2,−1, 1)T

11. x = (2, 1,−1)T, y = (1, 3, 0)T

12. x = (1, 0, 1)T, y = (2, 2,−1)T

13. x = (2,−1, 2)T, y = (1, 1, 1)T

14. x = (1, 1, 2)T, y = (2, 0,−1)T

15. x = (3, 0, 1)T, y = (1,−1, 2)T

Задача 1.3: Ортогональнiсть, ортонормованiсть i матриця Грама

У просторi R3 задано систему векторiв {x1, x2, x3}.

Потрiбно:

1. перевiрити, чи є система {x1, x2, x3} ортогональною;

2. перевiрити, чи є вона ортонормованою;

3. побудувати матрицю Грама цiєї системи;

4. знайти визначник Грама;

5. зробити висновок про лiнiйну незалежнiсть системи.

Варiанти:
1. x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T

2. x1 = (1, 0, 1)T, x2 = (1, 0,−1)T, x3 = (0, 1, 0)T

3. x1 = (2, 0, 0)T, x2 = (0, 1, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T

4. x1 = (1, 1, 1)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (1, 1,−2)T

5. x1 = (1, 2, 0)T, x2 = (2,−1, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T

6. x1 = (1, 0, 0)T, x2 = (0, 1, 1)T, x3 = (0, 1,−1)T

7. x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (2,−2, 0)T, x3 = (0, 0, 3)T

8. x1 = (1, 0, 1)T, x2 = (0, 1, 0)T, x3 = (1, 0,−1)T

9. x1 = (1, 2, 2)T, x2 = (2,−1, 0)T, x3 = (0, 1,−1)T
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10. x1 = (1, 0, 0)T, x2 = (0, 2, 0)T, x3 = (0, 0, 3)T

11. x1 = (1, 1, 0)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (1, 0, 1)T

12. x1 = (2, 1, 0)T, x2 = (1,−2, 0)T, x3 = (0, 0, 1)T

13. x1 = (1, 1, 1)T, x2 = (1,−1, 0)T, x3 = (0, 1,−1)T

14. x1 = (1, 0, 1)T, x2 = (1, 1, 0)T, x3 = (1,−1, 0)T

15. x1 = (1, 2, 0)T, x2 = (2,−1, 0)T, x3 = (0, 1, 1)T

Задача 1.4: Ортогональне доповнення, проєкцiя та ортогональна складова

У просторi R3 задано пiдпростiр L i вектор x.

Потрiбно:

1. знайти базис пiдпростору L⊥;

2. знайти ортогональну проєкцiю prL x вектора x на пiдпростiр L;

3. знайти ортогональну складову z = x− prL x;

4. перевiрити, що z ∈ L⊥;

5. перевiрити розклад x = prL x+ z.

Варiанти:
1. L = Lin

〈
(1, 1, 0)T

〉
, x = (2, 1, 1)T

2. L = Lin
〈
(1, 1, 0)T, (1,−1, 0)T

〉
, x = (1, 2, 3)T

3. L = Lin
〈
(1, 0, 1)T

〉
, x = (1, 2, 0)T

4. L = Lin
〈
(1, 0, 0)T, (0, 0, 1)T

〉
, x = (2, 1,−1)T

5. L = Lin
〈
(2, 1, 0)T

〉
, x = (1, 0, 1)T

6. L = Lin
〈
(1,−1, 1)T

〉
, x = (2, 0, 1)T

7. L = Lin
〈
(1, 2, 2)T

〉
, x = (2, 1, 0)T

8. L = Lin
〈
(1, 0, 1)T, (1, 0,−1)T

〉
, x = (2, 1, 0)T

9. L = Lin
〈
(1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T

〉
, x = (1, 2, 3)T

10. L = Lin
〈
(0, 1, 0)T, (0, 0, 1)T

〉
, x = (3,−1, 2)T

11. L = Lin
〈
(1, 1, 1)T

〉
, x = (2, 1, 0)T

12. L = Lin
〈
(2,−1, 1)T

〉
, x = (1, 1, 2)T

13. L = Lin
〈
(1, 1, 0)T, (0, 0, 1)T

〉
, x = (2, 0, 1)T

14. L = Lin
〈
(1, 0, 1)T, (0, 1, 0)T

〉
, x = (1, 2, 2)T

15. L = Lin
〈
(1,−1, 0)T, (0, 0, 1)T

〉
, x = (2, 1, 1)T

Задача 1.5: Ортогоналiзацiя системи векторiв методом Грама–Шмiдта

У просторi R3 задано лiнiйно незалежну систему векторiв {v1, v2, v3}.
Потрiбно:

1. застосувати процес Грама–Шмiдта до системи {v1, v2, v3};

2. побудувати ортогональну систему {u1, u2, u3};

3. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему {q1, q2, q3};
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4. перевiрити ортогональнiсть i ортонормованiсть одержаної системи;

5. записати матрицю Грама ортонормованої системи.

Варiанти:
1. v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T

2. v1 = (1, 0, 1)T, v2 = (1, 1, 0)T, v3 = (0, 1, 1)T

3. v1 = (1, 1, 1)T, v2 = (1,−1, 0)T, v3 = (0, 1,−1)T

4. v1 = (1, 2, 0)T, v2 = (2, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T

5. v1 = (2, 1, 0)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 2)T

6. v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (2, 1, 1)T, v3 = (1, 0, 2)T

7. v1 = (1, 0, 0)T, v2 = (1, 1, 0)T, v3 = (1, 1, 1)T

8. v1 = (1, 2, 1)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T

9. v1 = (2, 0, 1)T, v2 = (1, 1, 0)T, v3 = (0, 1, 1)T

10. v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1,−1, 1)T, v3 = (0, 1, 2)T

11. v1 = (1, 0, 1)T, v2 = (2, 1, 0)T, v3 = (1, 1, 1)T

12. v1 = (1, 2, 0)T, v2 = (1, 1, 1)T, v3 = (2, 0, 1)T

13. v1 = (2, 1, 1)T, v2 = (1, 0, 1)T, v3 = (0, 1, 1)T

14. v1 = (1, 1, 1)T, v2 = (2, 1, 0)T, v3 = (1, 0, 2)T

15. v1 = (1, 0, 2)T, v2 = (1, 1, 0)T, v3 = (0, 1, 1)T

Задача 1.6: Ортогоналiзацiя системи многочленiв

У просторi многочленiв степеня не вище другого P2(x) задано скалярний добуток

(p, h) =

∫ 1

−1

p(x)h(x) dx.

Розглядається система многочленiв {v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x)}.

Потрiбно:

1. застосувати процес Грама–Шмiдта до системи {v1, v2, v3};

2. побудувати ортогональну систему {u1, u2, u3};

3. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему {q1, q2, q3};

4. перевiрити ортогональнiсть одержаної системи;

5. записати матрицю Грама ортонормованої системи.

Варiанти:

1. v3(x) = x2

2. v3(x) = x2 + x

3. v3(x) = x2 − x

4. v3(x) = x2 + 2x

5. v3(x) = x2 − 2x

6. v3(x) = x2 + 1

7. v3(x) = x2 − 1

8. v3(x) = x2 +
1

2
x

9. v3(x) = x2 − 1

2
x

10. v3(x) = x2 + x+ 1

11. v3(x) = x2 − x+ 1

12. v3(x) = x2 + 2x+ 1

13. v3(x) = x2 − 2x+ 1

14. v3(x) = x2 +
1

3

15. v3(x) = x2 − 1

3
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1.6 Прикладнi задачi

Задача 1.1: Косинусна подiбнiсть пошукового запиту та документiв

IT-коментар

У пошукових системах, рекомендацiйних сервiсах i задачах обробки природної
мови тексти та запити часто подаються embedding-векторами, тобто векторами
ознак. У такому поданнi близькiсть мiж об’єктами зручно оцiнювати за кутом
мiж вiдповiдними векторами або за косинусною подiбнiстю.

У спрощенiй моделi пошуковий запит користувача та два документи подано
embedding-векторами

q = (2, 1, 0, 1)T, d1 = (1, 1, 0, 0)T, d2 = (2, 0, 1, 1)T.

Потрiбно:

1. знайти скалярнi добутки (q, d1) i (q, d2);

2. обчислити норми векторiв q, d1, d2;

3. знайти косинуси кутiв мiж вектором q та векторами d1, d2;

4. визначити, який документ є ближчим до запиту за косинусною подiбнiстю;

5. порiвняти ранжування документiв за скалярним добутком i за косинусною по-
дiбнiстю та пояснити, як нормування впливає на результат.

Задача 1.2: Порiвняння профiлiв користувачiв у просторi ознак

IT-коментар

Поведiнку користувача в системi часто описують вектором ознак. Вiдстань мiж
такими векторами використовують для порiвняння профiлiв, а також для ви-
явлення атипової поведiнки.

Поведiнковi профiлi трьох користувачiв задано векторами

u1 = (3, 2, 1, 0)T, u2 = (2, 1, 1, 1)T, u3 = (6, 4, 2, 0)T.

Потрiбно:

1. знайти вiдстанi мiж парами профiлiв (u1, u2), (u1, u3), (u2, u3);

2. обчислити норми векторiв u1, u2, u3;

3. з’ясувати, якi два профiлi є найближчими за евклiдовою вiдстанню;

4. з’ясувати, чи є вектор u3 пропорцiйним до вектора u1;

5. порiвняти роль евклiдової вiдстанi та кута мiж векторами в задачах аналiзу
профiлiв.
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Задача 1.3: Перевiрка локальної системи координат у 3D-модулi

IT-коментар

У комп’ютернiй графiцi, CAD-системах i модулях вiзуалiзацiї локальна система
координат має бути коректною. Вiд цього залежать повороти, масштабування,
побудова нормалей i робота камери.

Три осi локальної системи координат задано векторами

v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1,−1, 0)T, v3 = (0, 0, 2)T.

Потрiбно:

1. перевiрити, чи є система {v1, v2, v3} ортогональною;

2. обчислити норми векторiв v1, v2, v3;

3. з’ясувати, чи є ця система ортонормованою;

4. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему нормуванням заданих векторiв;

5. вказати, якi переваги дає ортонормований базис пiд час обчислення поворотiв
i напрямiв.

Задача 1.4: Аналiз залежностi ознак за матрицею Грама

IT-коментар

У задачах добору ознак важливо виявляти напрями, якi дублюють один одного
або несуть близьку iнформацiю. Для цього зручно використовувати матрицю
Грама.

У просторi R4 задано вектори ознак

f1 = (1, 1, 0, 0)T, f2 = (1,−1, 0, 0)T, f3 = (2, 0, 1, 1)T.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю Грама системи {f1, f2, f3};

2. знайти її визначник;

3. з’ясувати, чи є система {f1, f2, f3} лiнiйно незалежною;

4. перевiрити, чи є деякi з векторiв попарно ортогональними;

5. зробити висновок, якi з ознак можна вважати незалежними, а якi — частково
дубльованими.
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Задача 1.5: Ортогоналiзацiя напрямiв у модулi навiгацiї агента

IT-коментар

У задачах навiгацiї, робототехнiки та комп’ютерної графiки часто потрiбно по-
будувати з кiлькох напрямiв коректну систему координат. Один iз природних
способiв — процес Грама–Шмiдта.

У модулi навiгацiї автономного агента задано два напрями

v1 = (1, 1, 0)T, v2 = (1, 0, 1)T.

Потрiбно за методом Грама–Шмiдта побудувати з них ортонормовану пару напрямiв
у площинi, натягнутiй на v1 i v2.

Потрiбно:

1. застосувати процес Грама–Шмiдта до системи v1, v2;

2. побудувати ортогональну систему u1, u2;

3. побудувати вiдповiдну ортонормовану систему q1, q2;

4. перевiрити ортогональнiсть i ортонормованiсть одержаної системи;

5. пояснити практичний змiст побудованої ортонормованої системи для задач на-
вiгацiї та обертання об’єкта.

1.7 Питання для самоконтролю

1. Який лiнiйний простiр називається евклiдовим?

2. Що називається скалярним добутком у евклiдовому просторi?

3. Якi аксiоми скалярного добутку?

4. Як у просторi Rn задається стандартний скалярний добуток?

5. Якi ще приклади скалярного добутку, крiм простору Rn, розглядаються в цiй темi?

6. Який лiнiйний простiр називається унiтарним?

7. Що називається ермiтовим скалярним добутком?

8. У чому полягає вiдмiннiсть мiж скалярним добутком у евклiдовому просторi та ер-
мiтовим скалярним добутком в унiтарному просторi?

9. Що називається нормою вектора?

10. Як визначається вiдстань мiж двома векторами?

11. Як визначається кут мiж двома ненульовими векторами?

12. Чому формула норми коректно визначена i в унiтарному просторi?

13. У чому полягає нерiвнiсть Кошi–Буняковського?
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14. Коли в нерiвностi Кошi–Буняковського досягається рiвнiсть?

15. У чому полягає нерiвнiсть трикутника?

16. Якi вектори називаються ортогональними?

17. Яка система векторiв називається ортогональною?

18. Яка система векторiв називається ортонормованою?

19. Чому ортогональна система ненульових векторiв є лiнiйно незалежною?

20. Як iз ортогональної системи векторiв побудувати ортонормовану систему?

21. У чому полягає iдея процесу Грама–Шмiдта?

22. За якими формулами будуються вектори в процесi Грама–Шмiдта?

23. Чому процес Грама–Шмiдта, застосований до лiнiйно незалежної системи векторiв,
дає ортогональну систему ненульових векторiв?

24. Що називається ортогональним доповненням пiдпростору?

25. Що називається матрицею Грама системи векторiв?

26. Який вигляд має матриця Грама ортогональної системи векторiв?

27. Який вигляд має матриця Грама ортонормованої системи?

28. Який зв’язок мiж визначником Грама та лiнiйною незалежнiстю системи векторiв?

29. Як за допомогою скалярного добутку перевiрити ортогональнiсть двох векторiв?

30. Як за допомогою норм i скалярного добутку знайти кут мiж векторами?

31. У чому полягає теорема про iзоморфiзм скiнченновимiрних евклiдових просторiв?

32. Що означає координатний змiст ортонормованого базису?

33. Чому в ортонормованому базисi обчислення в евклiдовому просторi зводяться до
стандартних координатних формул?

34. У яких прикладних задачах використовуються скалярний добуток, норма, кут мiж
векторами, ортогональнiсть, матриця Грама та ортогоналiзацiя?
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Тема 2. Оператори в евклiдових просторах: спряженi, ор-
тогональнi та самоспряженi

2.1 Вступ

Пiсля вивчення евклiдового простору, скалярного добутку, норми, кута та ортогонально-
стi переходять до лiнiйних операторiв, що дiють у просторi з такою геометричною стру-
ктурою. У лiнiйному просторi оператор розглядається насамперед як вiдображення, що
зберiгає лiнiйнi комбiнацiї. В евклiдовому просторi з’являється ще один аспект: можна
дослiджувати, як перетворення, що задано оператором, впливає на довжини векторiв,
кути мiж ними, ортогональнiсть, ортогональнi пiдпростори та скалярний добуток. Тому
оператори в евклiдових просторах мають алгебраїчний i виразний геометричний змiст.

У цiй темi розглядаються спецiальнi класи лiнiйних операторiв, тiсно пов’язанi зi ска-
лярним добутком. Центральним поняттям є спряжений оператор, який описує взаємодiю
заданого оператора зi скалярним добутком i дає змогу вводити важливi класи операторiв:
самоспряженi та ортогональнi. Самоспряженi оператори в ортонормованому базисi задаю-
ться симетричними матрицями й мають особливо зручну спектральну будову: їхнi власнi
значення є дiйсними, а власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним значенням, орто-
гональнi. Ортогональнi оператори зберiгають скалярний добуток, норми, вiдстанi й кути,
тому описують такi геометричнi перетворення, як повороти, вiдбиття та їхнi композицiї.

Важливим є зв’язок мiж оператором i його матрицею в ортонормованому базисi. Для
спряженого оператора матриця отримується транспонуванням матрицi початкового опе-
ратора. Самоспряженим операторам вiдповiдають симетричнi матрицi, а ортогональним
операторам — ортогональнi матрицi. Це дає змогу перейти вiд абстрактних означень до
конкретних обчислювальних критерiїв: перевiряти симетричнiсть, ортогональнiсть, знахо-
дити власнi значення та власнi вектори, будувати ортонормованi базиси з власних векто-
рiв, дослiджувати збереження норми та скалярного добутку пiд дiєю оператора.

Лiнiйнi оператори є математичною моделлю перетворень даних, координат, ознак, си-
гналiв, зображень i станiв систем. Ортогональнi оператори використовуються в комп’ю-
тернiй графiцi, 3D-моделюваннi, обробцi зображень, робототехнiцi та задачах навiгацiї,
оскiльки вони зберiгають геометричну форму об’єктiв i не спотворюють довжини та ку-
ти. У чисельних алгоритмах ортогональнi перетворення вiдiграють важливу роль завдяки
кращiй чисельнiй стiйкостi, зокрема в QR-розкладi2 i методах розв’язування перевизна-
чених систем.

Самоспряженi оператори та симетричнi матрицi з’являються в задачах аналiзу даних,
оптимiзацiї, машинного навчання та статистичного моделювання. Зокрема, вони виника-
ють пiд час дослiдження коварiацiйних матриць, квадратичних функцiй якостi, нормаль-
них рiвнянь методу найменших квадратiв i методiв зниження розмiрностi. Метод голов-
них компонент (PCA)3 ґрунтується на спектральних властивостях симетричних матриць.
Матерiал теми безпосередньо пов’язує абстрактну лiнiйну алгебру з алгоритмами, якi ви-
користовуються в програмних системах для обробки, аналiзу та iнтерпретацiї даних.

Ця тема завершує геометричне осмислення лiнiйних операторiв у евклiдовому просто-
рi й пiдводить до квадратичних форм, спектральних методiв та прикладних алгоритмiв
аналiзу даних.

2QR-розклад — це подання матрицi у виглядi добутку ортогональної матрицi Q та верхньої трикутної
матрицi R, яке широко використовується в чисельнiй лiнiйнiй алгебрi.

3PCA (Principal Component Analysis, метод головних компонент) — це метод зниження розмiрностi
даних, у якому головнi напрями визначаються власними векторами коварiацiйної матрицi.
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2.2 Короткi теоретичнi вiдомостi

Нехай V — скiнченновимiрний евклiдовий простiр зi скалярним добутком (·, ·).

Означення 2.1: Спряжений оператор

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор. Спряженим до T називається такий лiнiйний
оператор T ∗ : V → V , що

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x, y ∈ V.

Спряжений оператор переносить дiю T з першого аргументу скалярного добутку в
другий. Це показує, як оператор узгоджується зi структурою евклiдового простору.

Теорема 2.1: Iснування i єдинiсть спряженого оператора

Для кожного лiнiйного оператора T : V → V на скiнченновимiрному евклiдовому
просторi iснує єдиний спряжений оператор T ∗.

Для обчислень важливий матричний запис спряженого оператора. В ортонормованому
базисi вiн має найпростiший вигляд.

Теорема 2.2: Матриця спряженого оператора в ортонормованому базисi

Нехай E = (e1, . . . , en) — ортонормований базис простору V , а

[T ]E = A.

Тодi
[T ∗]E = AT.

Отже, в ортонормованому базисi побудова матрицi спряженого оператора зводиться
до транспонування матрицi початкового оператора. Тому ортонормованi базиси є найзру-
чнiшими для дослiдження операторiв у евклiдових просторах.

Зауваження 2.1: Спряження в довiльному базисi

Якщо оператор T задано в довiльному базисi B = (b1, . . . , bn), то матриця спряженого
оператора виражається через матрицю Грама

G =
(
(bi, bj)

)n
i,j=1

цього базису. Якщо
[T ]B = A,

то
[T ∗]B = G−1ATG.

У випадку ортонормованого базису G = I, тому ця формула переходить у рiвнiсть

[T ∗]E = AT.

Окремий важливий клас утворюють оператори, що збiгаються зi своїми спряженими.
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Означення 2.2: Самоспряжений оператор

Лiнiйний оператор T : V → V називається самоспряженим, якщо

T = T ∗.

Еквiвалентно,
(Tx, y) = (x, Ty) ∀x, y ∈ V.

У координатному записi самоспряженi оператори вiдповiдають симетричним матри-
цям.

Теорема 2.3: Критерiй самоспряженостi в ортонормованому базисi

Нехай E — ортонормований базис простору V , а

[T ]E = A.

Тодi оператор T є самоспряженим тодi i тiльки тодi, коли матриця A є симетричною,
тобто

AT = A.

Самоспряженi оператори мають важливi спектральнi властивостi.

Теорема 2.4: Спектральнi властивостi самоспряженого оператора

Нехай T : V → V — самоспряжений оператор. Тодi:

1. усi власнi значення оператора T є дiйсними;

2. власнi вектори, що вiдповiдають рiзним власним значенням, є ортогональними.

Теорема 2.5: Спектральна теорема для самоспряженого оператора

Для кожного самоспряженого оператора T : V → V на скiнченновимiрному евклi-
довому просторi iснує ортонормований базис простору V , що складається з власних
векторiв оператора T .

У такому базисi матриця оператора має дiагональний вигляд

[T ]E = diag(λ1, . . . , λn),

де λ1, . . . , λn — власнi значення оператора T .

Наслiдок 2.1: Ортогональна дiагоналiзацiя симетричної матрицi

Для кожної симетричної матрицi A ∈ Mn(R) iснує ортогональна матриця Q така,
що

QTAQ = Λ,

де Λ — дiагональна матриця.
Стовпцями матрицi Q є ортонормованi власнi вектори матрицi A, а на головнiй

дiагоналi матрицi Λ стоять вiдповiднi власнi значення.

Важливий змiст операцiї спряження полягає також у її зв’язку з ортогональними до-
повненнями пiдпросторiв.
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Означення 2.3: Iнварiантний пiдпростiр

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор. Пiдпростiр L ⊂ V називається iнварiантним
вiдносно оператора T , якщо

TL ⊂ L.

Це означає, що для кожного x ∈ L виконується Tx ∈ L.

Теорема 2.6: Iнварiантнiсть ортогонального доповнення

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор, а L ⊂ V — пiдпростiр, iнварiантний вiдносно
T . Тодi ортогональне доповнення L⊥ є iнварiантним вiдносно спряженого оператора
T ∗, тобто

T ∗(L⊥) ⊂ L⊥.

Наслiдок 2.2: Iнварiантнiсть ортогонального доповнення для самоспряже-
ного оператора

Якщо T : V → V — самоспряжений оператор, а L ⊂ V — пiдпростiр, iнварiантний
вiдносно T , то L⊥ також є iнварiантним вiдносно T .

Окремо розглядають оператори, якi зберiгають скалярний добуток.

Означення 2.4: Ортогональний оператор

Лiнiйний оператор T : V → V називається ортогональним, якщо

(Tx, Ty) = (x, y) ∀x, y ∈ V.

Для ортогонального оператора зберiгаються норми:

∥Tx∥2 = (Tx, Tx) = (x, x) = ∥x∥2,

тобто
∥Tx∥ = ∥x∥.

Отже, ортогональний оператор є iзометрiєю евклiдового простору.

Теорема 2.7: Критерiї ортогональностi оператора

Для лiнiйного оператора T : V → V такi умови еквiвалентнi:

1. T є ортогональним;

2. T зберiгає норми всiх векторiв, тобто

∥Tx∥ = ∥x∥ ∀x ∈ V ;

3. T переводить деякий ортонормований базис простору V в ортонормований ба-
зис;

4. T ∗ = T−1.

У матричнiй формi ортогональним операторам вiдповiдають ортогональнi матрицi.
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Означення 2.5: Ортогональна матриця

Квадратна матриця Q ∈Mn(R) називається ортогональною, якщо

QTQ = QQT = I.

Теорема 2.8: Матриця ортогонального оператора

Нехай E — ортонормований базис евклiдового простору V , а

[T ]E = Q.

Тодi оператор T є ортогональним тодi i тiльки тодi, коли матриця Q є ортогональ-
ною.

Лема 2.1: Властивостi ортогональної матрицi

Нехай Q ∈Mn(R) — ортогональна матриця. Тодi:

1. Q−1 = QT;

2. detQ = ±1;

3. добуток ортогональних матриць є ортогональною матрицею;

4. матриця, обернена до ортогональної, є ортогональною;

5. стовпчики матрицi Q утворюють ортонормований базис простору Rn;

6. рядки матрицi Q утворюють ортонормований базис простору Rn.

Зауваження 2.2: Геометричний змiст визначника ортогональної матрицi

Якщо Q — ортогональна матриця, то detQ = 1 або detQ = −1.
У випадку detQ = 1 ортогональне перетворення зберiгає орiєнтацiю. На площинi

це вiдповiдає повороту.
У випадку detQ = −1 ортогональне перетворення змiнює орiєнтацiю. На площинi

це вiдповiдає вiдбиттю або композицiї повороту з вiдбиттям.

На прямiй i площинi ортогональнi оператори мають просту геометричну iнтерпретацiю.
На прямiй вони зводяться до тотожного перетворення або центральної симетрiї. На пло-
щинi вони описують повороти навколо початку координат або вiдбиття вiдносно прямої,
що проходить через початок координат.

Теорема 2.9: Ортогональнi оператори на прямiй i площинi

1. Кожний ортогональний оператор на одновимiрному евклiдовому просторi має
матрицю (1) або (−1) в ортонормованому базисi.

2. Кожний ортогональний оператор на площинi в деякому ортонормованому ба-
зисi задається або матрицею повороту(

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
,
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або матрицею вiдбиття (
1 0
0 −1

)
.

У загальному скiнченновимiрному евклiдовому просторi ортогональнi оператори також
мають канонiчний опис через одновимiрнi та двовимiрнi iнварiантнi пiдпростори.

Теорема 2.10: Будова ортогонального оператора

Нехай T : V → V — ортогональний оператор на скiнченновимiрному евклiдовому
просторi. Тодi iснує ортонормований базис простору V , у якому матриця оператора
має блочно-дiагональний вигляд iз блоками таких типiв:

(1), (−1),

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

З геометричного погляду ця теорема означає, що ортогональний оператор дiє неза-
лежно на взаємно ортогональних компонентах простору: на одновимiрних компонентах
вiн або зберiгає напрям, або змiнює його на протилежний, а на двовимiрних компонентах
задає поворот.

Унiтарний випадок як узагальнення евклiдового

У евклiдовому просторi розглядаються вектори з дiйсними координатами, а скаляр-
ний добуток є дiйснозначною функцiєю. У багатьох прикладних задачах, зокрема в
обробцi сигналiв, спектральному аналiзi, перетвореннi Фур’є та квантових обчислен-
нях, природно виникають комплекснi вектори. Тому евклiдовий простiр має важливе
узагальнення — унiтарний простiр.

В унiтарному просторi скалярний добуток набуває комплексних значень i врахо-
вує комплексне спряження. Для простору Cn стандартний скалярний добуток можна
задати формулою

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Тому матриця спряженого оператора в ортонормованому базисi вже не просто транс-
понується, а ермiтово спряжується:

A∗ = A
T
.

Унiтарний випадок повторює основнi iдеї евклiдового випадку, але з урахуванням
комплексного спряження. Самоспряженим операторам у дiйсному просторi вiдповiд-
ають ермiтовi оператори в комплексному просторi:

A∗ = A.

Ортогональним операторам вiдповiдають унiтарнi оператори:

U∗U = I.

Основнi вiдповiдностi мiж евклiдовим i унiтарним випадками зручно подати в
таблицi:

Поняття Евклiдовий простiр Унiтарний простiр
спряження AT A∗ = A

T

самоспряженiсть AT = A A∗ = A
збереження норми QTQ = I U∗U = I
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Унiтарнi матрицi описують перетворення, що зберiгають норму комплексного ве-
ктора, а ермiтовi матрицi мають дiйснi власнi значення й вiдiграють роль компле-
ксного аналога симетричних матриць.

Самоспряженi оператори мають зручну спектральну будову, а ортогональнi зберiга-
ють геометрiю евклiдового простору. Унiтарний випадок переносить цi iдеї на комплекснi
простори.

2.3 Алгоритми розв’язування типових задач

У цьому пiдроздiлi зiбрано основнi алгоритмiчнi схеми для задач на спряженi, самоспря-
женi та ортогональнi оператори. Якщо не зазначено iнше, матрицi операторiв розгляда-
ються в ортонормованому базисi. У цьому випадку скалярний добуток має стандартний
координатний вигляд, а матриця спряженого оператора отримується звичайним транспо-
нуванням.

Алгоритм знаходження матрицi спряженого оператора в ортонормовано-
му базисi

Нехай лiнiйний оператор T : V → V задано в ортонормованому базисi матрицею

A = [T ]E .

Щоб знайти матрицю спряженого оператора T ∗, потрiбно виконати такi кроки:

1. перевiрити, що базис E є ортонормованим;

2. записати матрицю оператора T :

A = (aij);

3. транспонувати матрицю A:
AT = (aji);

4. зробити висновок:
[T ∗]E = AT.

Якщо базис не є ортонормованим, то простого транспонування вже недостатньо. У
цьому випадку потрiбно враховувати матрицю Грама заданого базису.

Алгоритм знаходження матрицi спряженого оператора в довiльному ба-
зисi

Нехай оператор T : V → V задано в базисi

B = (b1, . . . , bn)

матрицею
A = [T ]B.

Щоб знайти матрицю спряженого оператора T ∗ у цьому самому базисi, потрiбно
виконати такi кроки:
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1. побудувати матрицю Грама базису B:

G =
(
(bi, bj)

)n
i,j=1

;

2. знайти транспоновану матрицю AT;

3. обчислити матрицю
G−1ATG;

4. записати вiдповiдь:
[T ∗]B = G−1ATG.

Алгоритм перевiрки самоспряженостi оператора

Нехай оператор T : V → V задано в ортонормованому базисi матрицею

A = [T ]E .

Щоб перевiрити, чи є оператор T самоспряженим, потрiбно виконати такi кроки:

1. знайти транспоновану матрицю AT;

2. порiвняти матрицi A та AT;

3. якщо
AT = A,

то оператор T є самоспряженим;

4. якщо
AT ̸= A,

то оператор T не є самоспряженим.

У типових задачах самоспряженi оператори часто дослiджують через їхнi власнi зна-
чення та власнi вектори. Для симетричних матриць це дає можливiсть побудувати орто-
нормований базис iз власних векторiв.

Алгоритм спектрального дослiдження самоспряженого оператора

Нехай самоспряжений оператор T : V → V задано в ортонормованому базисi симе-
тричною матрицею

A = AT.

Щоб виконати спектральне дослiдження оператора T , потрiбно виконати такi кроки:

1. скласти характеристичне рiвняння

det(A− λI) = 0;

2. знайти всi власнi значення λ1, . . . , λk;

3. для кожного власного значення λi знайти власний пiдпростiр

Vλi
= ker(A− λiI);
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4. знайти базис кожного власного пiдпростору;

5. якщо потрiбно, ортонормувати знайденi базиси власних пiдпросторiв;

6. об’єднати ортонормованi базиси всiх власних пiдпросторiв;

7. отримати ортонормований базис простору V , що складається з власних векторiв
оператора T .

Алгоритм ортогональної дiагоналiзацiї симетричної матрицi

Нехай задано симетричну матрицю

A ∈Mn(R), AT = A.

Щоб знайти ортогональну матрицю Q, для якої

QTAQ = Λ,

потрiбно виконати такi кроки:

1. знайти власнi значення матрицi A з рiвняння

det(A− λI) = 0;

2. для кожного власного значення λi знайти власний пiдпростiр

ker(A− λiI);

3. вибрати базис у кожному власному пiдпросторi;

4. ортонормувати базиси власних пiдпросторiв;

5. утворити матрицю Q, стовпцями якої є знайденi ортонормованi власнi вектори;

6. записати дiагональну матрицю

Λ = diag(λ1, . . . , λn),

де власнi значення розташовано в тому самому порядку, що й вiдповiднi власнi
вектори в матрицi Q;

7. перевiрити рiвнiсть
QTAQ = Λ.

Алгоритм перевiрки ортогональностi оператора

Нехай оператор T : V → V задано в ортонормованому базисi матрицею

Q = [T ]E .

Щоб перевiрити, чи є оператор T ортогональним, потрiбно виконати такi кроки:

1. знайти транспоновану матрицю QT;
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2. обчислити добуток
QTQ;

3. якщо
QTQ = I,

то матриця Q є ортогональною, а оператор T є ортогональним;

4. якщо
QTQ ̸= I,

то матриця Q не є ортогональною, а оператор T не є ортогональним.

Ортогональнiсть матрицi можна також перевiряти через її стовпчики або рядки. Цей
спосiб часто є зручним у задачах невеликої розмiрностi.

Алгоритм перевiрки ортогональностi матрицi за стовпчиками

Нехай

Q =


q11 q12 . . . q1n
q21 q22 . . . q2n
...

... . . . ...
qn1 qn2 . . . qnn


i нехай q1, . . . , qn — стовпчики цiєї матрицi. Щоб перевiрити ортогональнiсть матрицi
Q, потрiбно виконати такi кроки:

1. перевiрити, що кожний стовпчик має норму 1:

∥qi∥ = 1, i = 1, . . . , n;

2. перевiрити, що рiзнi стовпчики ортогональнi:

(qi, qj) = 0, i ̸= j;

3. якщо стовпчики матрицi Q утворюють ортонормовану систему, то Q є ортого-
нальною матрицею;

4. якщо хоча б одна з наведених умов не виконується, то Q не є ортогональною
матрицею.

Алгоритм перевiрки збереження норми та скалярного добутку

Нехай оператор T : V → V задано матрицею Q в ортонормованому базисi. Щоб
перевiрити збереження геометричних характеристик, потрiбно виконати такi кроки:

1. для заданого вектора x обчислити його образ

x′ = Qx;

2. порiвняти норми
∥x′∥ i ∥x∥;
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3. для двох заданих векторiв x, y обчислити їхнi образи

x′ = Qx, y′ = Qy;

4. порiвняти скалярнi добутки

(x′, y′) i (x, y);

5. якщо для всiх векторiв зберiгаються норми та скалярнi добутки, то оператор є
ортогональним.

На площинi ортогональну матрицю можна не лише перевiрити, а й геометрично iнтер-
претувати як поворот або вiдбиття.

Алгоритм геометричної iнтерпретацiї ортогональної матрицi на площинi

Нехай задано ортогональну матрицю

Q =

(
a b
c d

)
.

Щоб визначити геометричний змiст вiдповiдного перетворення площини, потрiбно
виконати такi кроки:

1. обчислити визначник матрицi:
detQ;

2. якщо
detQ = 1,

то перетворення є поворотом навколо початку координат;

3. у цьому випадку кут повороту φ можна знайти з рiвностей

cosφ = a = d, sinφ = c = −b;

4. якщо
detQ = −1,

то перетворення змiнює орiєнтацiю i є вiдбиттям або композицiєю повороту з
вiдбиттям;

5. у вiдповiдi потрiбно вказати, чи зберiгається орiєнтацiя та якi геометричнi ха-
рактеристики не змiнюються пiд дiєю оператора.

Алгоритм перевiрки iнварiантностi пiдпростору

Нехай оператор T : V → V задано матрицею A, а пiдпростiр L ⊂ V задано базисом

u1, . . . , uk.

Щоб перевiрити, чи є L iнварiантним вiдносно T , потрiбно виконати такi кроки:
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1. знайти образи базисних векторiв:

Tu1, . . . , Tuk;

2. для кожного i = 1, . . . , k перевiрити, чи належить вектор Tui пiдпростору L;

3. для цього розв’язати систему

Tui = α1u1 + · · ·+ αkuk;

вiдносно невiдомих α1, . . . , αk;

4. якщо для кожного i така система сумiсна, то

TL ⊂ L,

тобто L є iнварiантним пiдпростором;

5. якщо хоча б для одного i система несумiсна, то L не є iнварiантним вiдносно
T .

Алгоритм використання теореми про iнварiантнiсть ортогонального до-
повнення

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор, а L ⊂ V — пiдпростiр, iнварiантний вiд-
носно T . Щоб використати теорему про iнварiантнiсть ортогонального доповнення,
потрiбно виконати такi кроки:

1. перевiрити iнварiантнiсть пiдпростору L вiдносно T :

TL ⊂ L;

2. знайти спряжений оператор T ∗;

3. записати висновок теореми:
T ∗(L⊥) ⊂ L⊥;

4. якщо оператор T самоспряжений, тобто T = T ∗, то зробити висновок:

T (L⊥) ⊂ L⊥.

Наприкiнцi корисно зафiксувати алгоритмiчну вiдповiднiсть мiж дiйсним та компле-
ксним випадками. У межах цього практичного заняття унiтарний випадок використовує-
ться переважно як коротке узагальнення евклiдового.

Алгоритм перевiрки ермiтовостi та унiтарностi комплексної матрицi

Нехай задано комплексну матрицю

A ∈Mn(C).

Щоб перевiрити її ермiтовiсть або унiтарнiсть, потрiбно виконати такi кроки:

1. знайти комплексно спряжену матрицю A;
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2. транспонувати її та отримати ермiтово спряжену матрицю

A∗ = A
T
;

3. якщо
A∗ = A,

то матриця A є ермiтовою;

4. якщо
A∗A = I,

то матриця A є унiтарною;

5. якщо вiдповiднi рiвностi не виконуються, то матриця не має зазначеної власти-
востi.

У типових задачах цього практичного заняття найчастiше використовуються такi пе-
ревiрки:

AT = A — самоспряженiсть у евклiдовому просторi,

QTQ = I — ортогональнiсть у евклiдовому просторi,

A∗ = A — ермiтовiсть у комплексному просторi,

U∗U = I — унiтарнiсть у комплексному просторi.

2.4 Типовi задачi

Наведенi нижче задачi охоплюють основнi алгоритми роботи зi спряженими, самоспряже-
ними та ортогональними операторами в евклiдовому просторi.

Задача 2.1: Матриця спряженого оператора в ортонормованому базисi

Лiнiйний оператор T : R3 → R3 задано в стандартному ортонормованому базисi ма-
трицею

A =

 1 2 0
−1 3 4
0 1 2

 .

Знайти матрицю спряженого оператора T ∗. Перевiрити, чи є оператор T самоспря-
женим.

Розв’язання.

Оскiльки оператор задано в стандартному ортонормованому базисi простору R3,
матриця спряженого оператора дорiвнює транспонованiй матрицi:

[T ∗] = AT.

Тому

AT =

1 −1 0
2 3 1
0 4 2

 .
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Отже,

[T ∗] =

1 −1 0
2 3 1
0 4 2

 .

Для перевiрки самоспряженостi потрiбно порiвняти матрицi A та AT. Маємо

A =

 1 2 0
−1 3 4
0 1 2

 , AT =

1 −1 0
2 3 1
0 4 2

 .

Оскiльки
AT ̸= A,

то оператор T не є самоспряженим.
Вiдповiдь.

[T ∗] =

1 −1 0
2 3 1
0 4 2

 ;

оператор T не є самоспряженим.

Задача 2.2: Матриця спряженого оператора в довiльному базисi

У просторi R2 зi стандартним скалярним добутком задано базис

B = (b1, b2), b1 =

(
1
0

)
, b2 =

(
1
1

)
.

Лiнiйний оператор T : R2 → R2 у базисi B має матрицю

[T ]B = A =

(
1 2
0 3

)
.

Знайти матрицю спряженого оператора T ∗ у цьому самому базисi.

Розв’язання.

Базис B = (b1, b2) не є ортонормованим, оскiльки

(b1, b2) =

(
1
0

)
·
(
1
1

)
= 1 ̸= 0.

Тому матрицю спряженого оператора не можна знайти простим транспонуванням
матрицi A. Потрiбно використати матрицю Грама базису B.

Знайдемо матрицю Грама:

G =

(
(b1, b1) (b1, b2)
(b2, b1) (b2, b2)

)
.

Оскiльки

(b1, b1) = 1, (b1, b2) = 1, (b2, b1) = 1, (b2, b2) = 2,
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то
G =

(
1 1
1 2

)
.

Для довiльного базису матриця спряженого оператора задається формулою

[T ∗]B = G−1ATG.

Знайдемо обернену матрицю до G:

detG =

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣ = 2− 1 = 1.

Тому

G−1 =

(
2 −1
−1 1

)
.

Далi

AT =

(
1 0
2 3

)
.

Обчислимо добуток ATG:

ATG =

(
1 0
2 3

)(
1 1
1 2

)
=

(
1 1
5 8

)
.

Тепер

G−1ATG =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
5 8

)
=

(
−3 −6
4 7

)
.

Отже,

[T ∗]B =

(
−3 −6
4 7

)
.

Зауважимо, що

AT =

(
1 0
2 3

)
̸=

(
−3 −6
4 7

)
.

Це показує, що в неортонормованому базисi транспонування матрицi оператора не
дає матрицi спряженого оператора.

Вiдповiдь. Матриця Грама базису

B =

((
1
0

)
,

(
1
1

))
дорiвнює

G =

(
1 1
1 2

)
.

Матриця спряженого оператора в базисi B:

[T ∗]B = G−1ATG =

(
−3 −6
4 7

)
.
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Задача 2.3: Самоспряжений оператор i його спектральна будова

Лiнiйний оператор T : R2 → R2 задано в стандартному ортонормованому базисi ма-
трицею

A =

(
2 1
1 2

)
.

Перевiрити, що оператор T є самоспряженим. Знайти його власнi значення та побу-
дувати ортонормований базис iз власних векторiв. Записати ортогональну дiагона-
лiзацiю матрицi A.

Розв’язання.

Матриця A є симетричною, оскiльки

AT =

(
2 1
1 2

)
= A.

Отже, оператор T є самоспряженим.
Знайдемо власнi значення матрицi A. Для цього складемо характеристичне рiв-

няння:
det(A− λI) = det

(
2− λ 1
1 2− λ

)
= (2− λ)2 − 1 = 0.

Звiдси
(2− λ)2 = 1,

тому
λ1 = 3, λ2 = 1.

Для λ1 = 3 маємо

A− 3I =

(
−1 1
1 −1

)
.

Тому власнi вектори вiдповiдають рiвнянню

−x1 + x2 = 0,

звiдки
x1 = x2.

Отже, можна взяти власний вектор

v1 = (1, 1).

Пiсля нормування одержуємо

e1 =
1√
2
(1, 1).

Для λ2 = 1 маємо

A− I =

(
1 1
1 1

)
.

Тому власнi вектори вiдповiдають рiвнянню

x1 + x2 = 0,
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звiдки
x2 = −x1.

Можна взяти власний вектор
v2 = (1,−1).

Пiсля нормування одержуємо

e2 =
1√
2
(1,−1).

Вектори e1 та e2 ортонормованi:

(e1, e2) = 0, ∥e1∥ = ∥e2∥ = 1.

Тому вони утворюють ортонормований базис iз власних векторiв оператора T .
Складемо ортогональну матрицю Q, стовпцями якої є цi вектори:

Q =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
.

Тодi

QTAQ =

(
3 0
0 1

)
.

Отже, ортогональна дiагоналiзацiя матрицi A має вигляд

QTAQ = diag(3, 1).

Вiдповiдь. Оператор T є самоспряженим. Його власнi значення:

λ1 = 3, λ2 = 1.

Ортонормований базис iз власних векторiв:

e1 =
1√
2
(1, 1), e2 =

1√
2
(1,−1).

Ортогональна дiагоналiзацiя:

QTAQ =

(
3 0
0 1

)
, Q =

1√
2

(
1 1
1 −1

)
.

Задача 2.4: Перевiрка ортогональностi матрицi та геометричний змiст опе-
ратора

Лiнiйний оператор T : R2 → R2 задано в стандартному ортонормованому базисi ма-
трицею

Q =

(
0 −1
1 0

)
.

Перевiрити, що оператор T є ортогональним. Визначити його геометричний змiст.
Перевiрити збереження норми для вектора

x = (2, 1)T.
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Розв’язання.

Перевiримо ортогональнiсть матрицi Q. Маємо

QT =

(
0 1
−1 0

)
.

Тодi

QTQ =

(
0 1
−1 0

)(
0 −1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= I.

Отже, матриця Q є ортогональною, а оператор T є ортогональним.
Знайдемо визначник:

detQ = det

(
0 −1
1 0

)
= 1.

Оскiльки detQ = 1, оператор зберiгає орiєнтацiю. На площинi це означає, що опе-
ратор є поворотом навколо початку координат.

Матриця повороту має вигляд(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Порiвнюючи з матрицею Q, одержуємо

cosφ = 0, sinφ = 1.

Тому
φ =

π

2
.

Отже, оператор T є поворотом площини на кут π
2

проти годинникової стрiлки.
Перевiримо збереження норми для вектора

x = (2, 1)T.

Його образ:

Tx = Qx =

(
0 −1
1 0

)(
2
1

)
=

(
−1
2

)
.

Обчислимо норми:

∥x∥ =
√
22 + 12 =

√
5, ∥Tx∥ =

√
(−1)2 + 22 =

√
5.

Отже,
∥Tx∥ = ∥x∥.

Це узгоджується з тим, що ортогональний оператор зберiгає довжини векторiв.
Вiдповiдь. Оператор T є ортогональним. Вiн задає поворот площини на кут π

2

проти годинникової стрiлки.
Для вектора x = (2, 1)T: Tx = (−1, 2), ∥Tx∥ = ∥x∥ =

√
5.
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Задача 2.5: Iнварiантний пiдпростiр та ортогональне доповнення

Лiнiйний оператор T : R3 → R3 задано в стандартному ортонормованому базисi ма-
трицею

A =

2 1 0
0 1 3
0 0 4

 .

Нехай

L = Lin

〈1
0
0

〉
.

Перевiрити, що пiдпростiр L є iнварiантним вiдносно оператора T . Знайти L⊥ i пе-
ревiрити, що L⊥ є iнварiантним вiдносно спряженого оператора T ∗.

Розв’язання.

Пiдпростiр L породжений вектором e1 =
(
1, 0, 0

)
. Отже, L = Lin ⟨e1⟩.

Щоб перевiрити iнварiантнiсть L вiдносно T , достатньо знайти образ вектора e1:

Te1 = Ae1 =

2 1 0
0 1 3
0 0 4

1
0
0

 =

2
0
0

 = 2e1.

Отже,
Te1 ∈ L.

Тому
TL ⊂ L,

тобто L є iнварiантним пiдпростором вiдносно T .
Оскiльки L = Lin ⟨e1⟩, то

L⊥ =


 0
x2
x3

 : x2, x3 ∈ R

 .

Отже,

L⊥ = Lin

〈0
1
0

 ,

0
0
1

〉
= Lin ⟨e2, e3⟩ .

Знайдемо матрицю спряженого оператора. Оскiльки базис стандартний ортонор-
мований, маємо

[T ∗] = AT.

Тому

AT =

2 0 0
1 1 0
0 3 4

 .

Перевiримо, що L⊥ iнварiантний вiдносно T ∗. Достатньо знайти образи базисних
векторiв e2 та e3:

T ∗e2 = ATe2 =

2 0 0
1 1 0
0 3 4

0
1
0

 =

0
1
3

 = e2 + 3e3.
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Отже,
T ∗e2 ∈ L⊥.

Далi

T ∗e3 = ATe3 =

2 0 0
1 1 0
0 3 4

0
0
1

 =

0
0
4

 = 4e3.

Отже,
T ∗e3 ∈ L⊥.

Тому
T ∗(L⊥) ⊂ L⊥.

Цей результат узгоджується з теоремою про iнварiантнiсть ортогонального до-
повнення: якщо L iнварiантний вiдносно T , то L⊥ iнварiантний вiдносно T ∗.

Вiдповiдь. Пiдпростiр

L = Lin

〈1
0
0

〉

є iнварiантним вiдносно T . Його ортогональне доповнення:

L⊥ = Lin

〈0
1
0

 ,

0
0
1

〉
.

Спряжений оператор має матрицю

[T ∗] = AT =

2 0 0
1 1 0
0 3 4

 ,

i
T ∗(L⊥) ⊂ L⊥.

Задача 2.6: Прикладна задача. Головнi напрями змiни двох ознак

IT-коментар

У задачах аналiзу даних симетричнi матрицi часто виникають як коварiацiйнi
матрицi ознак. Їхнi власнi вектори визначають головнi напрями змiни даних,
а власнi значення показують, наскiльки суттєво данi змiнюються вздовж цих
напрямiв. Саме ця iдея лежить в основi методу головних компонента.

аPCA (Principal Component Analysis, метод головних компонент) — це метод зниження
розмiрностi даних, у якому новi координатнi осi вибираються вздовж власних векторiв ко-
варiацiйної матрицi.

У задачi аналiзу даних двi числовi ознаки мають коварiацiйну матрицю

C =

(
5 2
2 2

)
.
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Перевiрити, що матриця C є симетричною. Знайти її власнi значення та ортонормо-
ванi власнi вектори. Виконати ортогональну дiагоналiзацiю матрицi C та пояснити
змiст отриманого результату.

Розв’язання.

Матриця C є симетричною, оскiльки

CT =

(
5 2
2 2

)
= C.

Отже, вiдповiдний оператор є самоспряженим, а матрицю C можна ортогонально
дiагоналiзувати.

Знайдемо власнi значення:

det(C − λI) = det

(
5− λ 2
2 2− λ

)
= (5− λ)(2− λ)− 4.

Отже,
(5− λ)(2− λ)− 4 = 10− 7λ+ λ2 − 4 = λ2 − 7λ+ 6.

Характеристичне рiвняння:
λ2 − 7λ+ 6 = 0.

Звiдси
(λ− 6)(λ− 1) = 0,

тому
λ1 = 6, λ2 = 1.

Для λ1 = 6 маємо

C − 6I =

(
−1 2
2 −4

)
.

Система для власного вектора: {
−x1 + 2x2 = 0,

2x1 − 4x2 = 0.

Звiдси
x1 = 2x2.

Можна взяти власний вектор
v1 = (2, 1)T.

Його норма:
∥v1∥ =

√
22 + 12 =

√
5.

Тому нормований власний вектор:

e1 =
1√
5
(2, 1)T.

Для λ2 = 1 маємо

C − I =

(
4 2
2 1

)
.
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Система для власного вектора: {
4x1 + 2x2 = 0,

2x1 + x2 = 0.

Звiдси
x2 = −2x1.

Можна взяти власний вектор
v2 = (1,−2)T.

Його норма:
∥v2∥ =

√
12 + (−2)2 =

√
5.

Тому нормований власний вектор:

e2 =
1√
5
(1,−2)T.

Перевiримо ортогональнiсть:

(e1, e2) =
1

5

(
2 · 1 + 1 · (−2)

)
= 0.

Отже, e1, e2 утворюють ортонормований базис iз власних векторiв.
Складемо ортогональну матрицю

Q =
1√
5

(
2 1
1 −2

)
.

Тодi

QTCQ =

(
6 0
0 1

)
.

Отже, матриця C ортогонально зводиться до дiагонального вигляду:

QTCQ = diag(6, 1).

З прикладного погляду це означає, що початковi двi ознаки можна замiнити
новими ортонормованими напрямами e1 та e2. Уздовж напряму

e1 =
1√
5
(2, 1)T

розсiювання даних дорiвнює 6, а вздовж напряму

e2 =
1√
5
(1,−2)T

розсiювання дорiвнює 1. Тому перший напрям є головним напрямом змiни даних.
Якщо потрiбно зменшити розмiрнiсть подання, то саме напрям e1 зберiгає бiльшу
частину iнформацiї про варiацiю даних.

Вiдповiдь. Матриця C є симетричною. Її власнi значення:

λ1 = 6, λ2 = 1.
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Ортонормованi власнi вектори можна вибрати так:

e1 =
1√
5
(2, 1)T, e2 =

1√
5
(1,−2)T.

Ортогональна дiагоналiзацiя:

QTCQ =

(
6 0
0 1

)
, Q =

1√
5

(
2 1
1 −2

)
.

Головним напрямом змiни даних є напрям

e1 =
1√
5
(2, 1)T,

оскiльки йому вiдповiдає бiльше власне значення λ1 = 6.

2.5 Задачi для самостiйного розв’язування

У цьому пiдроздiлi зiбрано задачi для самостiйного опрацювання основних понять теми:
спряженого оператора, самоспряженостi, ортогональностi, ортогональної дiагоналiзацiї та
iнварiантностi ортогонального доповнення. У всiх задачах, якщо не зазначено iнше, ма-
трицi операторiв задано в стандартному ортонормованому базисi.

Задача 2.1: Спряжений оператор i самоспряженiсть

Для кожної матрицi A:

1. знайти матрицю спряженого оператора T ∗;

2. перевiрити, чи є оператор T самоспряженим;

3. у випадку самоспряженостi знайти власнi значення оператора.

Варiанти:

1.
A =

(
1 2
2 3

)
.

2.
A =

(
0 1
2 0

)
.

3.
A =

(
4 −1
−1 4

)
.

4.
A =

(
2 3
0 1

)
.

5.
A =

(
3 0
0 −1

)
.

6.
A =

(
1 −2
2 1

)
.

7.
A =

(
2 1
1 2

)
.

8.
A =

(
1 0
3 2

)
.

9.
A =

(
5 2
2 2

)
.

10.
A =

(
0 −1
1 0

)
.

11.
A =

(
2 −1
−1 2

)
.

12.
A =

(
3 1
0 3

)
.

13.
A =

(
1 3
3 1

)
.

14.
A =

(
2 0
1 2

)
.

15.
A =

(
6 −2
−2 3

)
.
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Задача 2.2: Спряжений оператор у довiльному базисi

Для кожного варiанта:

1. перевiрити, що система B = (b1, b2, b3) є базисом простору R3;

2. побудувати матрицю Грама

G =
(
(bi, bj)

)3
i,j=1

;

3. знайти матрицю спряженого оператора T ∗ у базисi B, якщо

[T ]B = A;

Варiанти:
1.

A =

1 2 0
0 2 1
1 0 3

 , B =

1
0
1

 ,

1
1
0

 ,

0
1
1

 .

2.

A =

2 1 0
1 0 2
0 1 3

 , B =

1
1
0

 ,

0
1
1

 ,

1
0
2

 .

3.

A =

3 0 1
1 2 0
0 1 1

 , B =

1
2
0

 ,

0
1
1

 ,

1
0
1

 .

4.

A =

1 0 2
2 1 0
0 1 2

 , B =

1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

 .

5.

A =

2 0 1
0 3 1
1 1 0

 , B =

1
1
1

 ,

1
2
0

 ,

0
1
2

 .

6.

A =

0 1 2
1 2 0
2 0 1

 , B =

2
1
0

 ,

1
0
1

 ,

0
1
1

 .

7.

A =

1 1 0
0 2 1
2 0 1

 , B =

1
0
2

 ,

0
1
1

 ,

1
1
0

 .

8.

A =

2 1 1
0 1 2
1 0 2

 , B =

1
1
0

 ,

2
0
1

 ,

0
1
1

 .

9.

A =

3 1 0
0 1 1
1 2 0

 , B =

1
0
1

 ,

1
2
1

 ,

0
1
2

 .
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10.

A =

1 2 1
0 1 0
2 1 3

 , B =

1
1
1

 ,

1
0
2

 ,

0
1
0

 .

11.

A =

2 0 2
1 1 0
0 2 1

 , B =

2
0
1

 ,

1
1
1

 ,

0
1
2

 .

12.

A =

0 2 1
1 1 1
2 0 2

 , B =

1
2
1

 ,

0
1
2

 ,

1
0
1

 .

13.

A =

1 0 1
2 2 0
0 1 3

 , B =

1
0
0

 ,

1
1
1

 ,

0
1
2

 .

14.

A =

2 1 0
1 3 1
0 1 2

 , B =

1
1
0

 ,

1
0
1

 ,

0
1
2

 .

15.

A =

3 0 1
1 1 2
0 2 1

 , B =

2
1
1

 ,

1
0
2

 ,

0
1
1

 .

Задача 2.3: Ортогональнi матрицi та збереження норми

Для кожної матрицi Q:

1. перевiрити, чи є матриця Q ортогональною;

2. якщо матриця ортогональна, знайти detQ;

3. для заданого вектора x перевiрити збереження норми:

∥Qx∥ = ∥x∥;

4. у випадку ортогональностi пояснити геометричний змiст перетворення.

Варiанти:

1.
Q =

(
0 −1
1 0

)
, x = (1, 2)T.

2.
Q =

(
2 0
0 1

)
, x = (1, 1)T.

3.

Q =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
, x = (2, 0)T.

4.
Q =

(
1 1
0 1

)
, x = (1, 2)T.

5.
Q =

(
1 0
0 −1

)
, x = (3,−1)T.

6.

Q =
1

2

(√
3 −1

1
√
3

)
, x = (2, 2)T.
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7.
Q =

(
1 2
0 1

)
, x = (1, 0)T.

8.
Q =

(
0 1
1 0

)
, x = (2, 3)T.

9.

Q =
1√
5

(
1 −2
2 1

)
, x = (1,−2)T.

10.
Q =

(
1 0
1 1

)
, x = (2,−1)T.

11.

Q =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
, x = (1, 1)T.

12.
Q =

(
0 2
1 0

)
, x = (1, 2)T.

13.
Q =

1

5

(
3 −4
4 3

)
, x = (5, 0)T.

14.
Q =

(
−1 0
0 1

)
, x = (−2, 4)T.

15.
Q =

(
1 0
1 0

)
, x = (1, 3)T.

Задача 2.4: Ортогональна дiагоналiзацiя симетричної матрицi

Для кожної симетричної матрицi A:

1. знайти власнi значення;

2. знайти власнi вектори;

3. побудувати ортонормований базис iз власних векторiв;

4. скласти ортогональну матрицю Q;

5. записати дiагональний вигляд

QTAQ = Λ.

Варiанти:

1.
A =

(
2 1
1 2

)
.

2.
A =

(
5 2
2 2

)
.

3.
A =

(
3 −1
−1 3

)
.

4.
A =

(
4 0
0 1

)
.

5.
A =

(
1 2
2 1

)
.

6.
A =

(
6 2
2 3

)
.

7.
A =

(
2 −1
−1 2

)
.

8.
A =

(
0 1
1 0

)
.

9.
A =

(
7 4
4 1

)
.

10.
A =

(
3 1
1 3

)
.

11.
A =

(
4 3
3 4

)
.

12.
A =

(
2 0
0 5

)
.

13.
A =

(
6 −2
−2 3

)
.

14.
A =

(
5 −1
−1 5

)
.

15.
A =

(
1 3
3 1

)
.
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Задача 2.5: Iнварiантний пiдпростiр та ортогональне доповнення

Для кожного оператора T , заданого матрицею A, i пiдпростору L:

1. перевiрити, чи є L iнварiантним вiдносно T ;

2. знайти ортогональне доповнення L⊥;

3. знайти матрицю спряженого оператора T ∗;

4. перевiрити, чи є L⊥ iнварiантним вiдносно T ∗.

Варiанти:

1.

A =

2 1 0
0 1 3
0 0 4

 , L = Lin

〈1
0
0

〉
.

2.

A =

1 0 2
0 3 1
0 0 2

 , L = Lin

〈1
0
0

〉
.

3.

A =

2 0 0
1 3 0
4 1 5

 , L = Lin

〈0
0
1

〉
.

4.

A =

1 2 0
0 3 0
0 1 4

 , L = Lin

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉
.

5.

A =

3 0 1
0 2 1
0 0 4

 , L = Lin

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉
.

6.

A =

2 1 0
1 2 0
0 0 5

 , L = Lin

〈1
1
0

〉
.

7.

A =

4 0 0
0 1 2
0 2 1

 , L = Lin

〈1
0
0

〉
.

8.

A =

1 0 0
0 2 1
0 1 2

 , L = Lin

〈0
1
1

〉
.

9.

A =

2 0 0
0 3 0
1 2 4

 , L = Lin

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉
.

10.

A =

5 1 0
0 5 0
0 0 2

 , L = Lin

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉
.

11.

A =

1 0 0
2 3 0
1 4 5

 , L = Lin

〈0
0
1

〉
.

12.

A =

2 0 1
0 2 1
0 0 3

 , L = Lin

〈 1
−1
0

〉
.

13.

A =

3 0 0
0 4 0
1 1 5

 , L =

〈1
0
0

 ,

0
1
0

〉
.

14.

A =

1 1 0
1 1 0
0 0 3

 , L = Lin

〈 1
−1
0

〉
.

15.

A =

2 0 0
0 2 0
1 −1 3

 , L = Lin

〈1
1
0

〉
.
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2.6 Прикладнi задачi

У цьому пiдроздiлi зiбрано прикладнi задачi, у яких спецiальнi класи операторiв в ев-
клiдових просторах з’являються в типових для програмної iнженерiї ситуацiях: аналiзi
лiнiйних модулiв, оптимiзацiї, комп’ютернiй графiцi, обробцi сигналiв та квантових обчи-
сленнях. На вiдмiну вiд прикладної задачi з попереднього блоку, тут не розглядається
PCA та коварiацiйна матриця; основний акцент зроблено на спряжених, самоспряжених,
ортогональних та унiтарних операторах.

Задача 2.1: Спряжений оператор у лiнiйному модулi обробки ознак

IT-коментар

У програмних системах для аналiзу даних та машинного навчання лiнiйний
модуль часто має вигляд z = Ax, де x — вектор вхiдних ознак, а z — вектор
перетворених ознак. Спряжений оператор AT виникає пiд час перенесення по-
хибок або чутливостей у зворотному напрямi, зокрема в алгоритмах зворотного
поширення похибки.

Лiнiйний модуль перетворення ознак задано матрицею

A =

1 2 0
0 1 1
1 0 1

 .

Нехай вектор вхiдних ознак дорiвнює x =
(
1,−1, 2

)T, а вектор чутливостей на виходi
модуля має вигляд r =

(
2,−1, 1

)T.

Потрiбно:

1. знайти матрицю спряженого оператора A∗ = AT;

2. обчислити вихiдний вектор z = Ax;

3. обчислити вектор перенесених чутливостей ATr;

4. перевiрити рiвнiсть (Ax, r) = (x,ATr);

5. пояснити, чому ця рiвнiсть є важливою для коректного перенесення iнформацiї
мiж шарами лiнiйної моделi.

Задача 2.2: Квадратична функцiя якостi та самоспряжений оператор

IT-коментар

У задачах оптимiзацiї та машинного навчання функцiї якостi часто локально
наближають квадратичними функцiями. Матриця такої квадратичної частини
є симетричною i описує самоспряжений оператор. Її власнi значення показу-
ють, наскiльки швидко функцiя змiнюється вздовж вiдповiдних ортогональних
напрямiв.
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Нехай локальна квадратична модель функцiї якостi має вигляд

F (x1, x2) = 3x21 + 4x1x2 + 3x22.

Їй вiдповiдає симетрична матриця

A =

(
3 2
2 3

)
,

оскiльки
F (x) = xTAx.

Потрiбно:

1. перевiрити, що матриця A є симетричною;

2. знайти власнi значення матрицi A;

3. знайти ортонормованi власнi вектори;

4. виконати ортогональну дiагоналiзацiю матрицi A;

5. записати функцiю F у нових ортонормованих координатах;

6. пояснити, якi напрями вiдповiдають швидшiй i повiльнiшiй змiнi функцiї якостi.

Задача 2.3: Поворот об’єкта в комп’ютернiй графiцi

IT-коментар

У комп’ютернiй графiцi повороти об’єктiв на площинi задаються ортогональ-
ними матрицями. Такi перетворення не змiнюють довжин вiдрiзкiв i кутiв мiж
ними, тому форма об’єкта зберiгається. Це важливо пiд час рендерингу, анiма-
цiї, обертання моделей та роботи з локальними системами координат.

Фрагмент зображення має вершини

p1 =
(
1, 0

)T
, p2 =

(
2, 0

)T
, p3 =

(
1, 1

)T
.

До нього застосовують лiнiйне перетворення з матрицею

Q =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
.

Потрiбно:

1. перевiрити, що матриця Q є ортогональною;

2. знайти образи вершин Qp1, Qp2, Qp3;

3. обчислити довжини вiдрiзкiв p1p2 та Qp1Qp2;

4. визначити геометричний змiст перетворення;

5. пояснити, чому таке перетворення не спотворює форму фрагмента зображення.
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Задача 2.4: Ортогональне перетворення сигналу та збереження енергiї

IT-коментар

В обробцi сигналiв ортогональнi перетворення використовуються для переходу
до нової системи координат, у якiй сигнал зручнiше аналiзувати або стискати.
Якщо матриця перетворення ортогональна, то вона зберiгає норму сигналу, а
отже, i його енергiю в евклiдовiй моделi.

Дискретний сигнал задано вектором s =
(
2, 0, 1, 1

)T. До нього застосовують ор-
тогональне перетворення з матрицею

H =
1

2


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

 .

Потрiбно:

1. перевiрити, що матриця H є ортогональною;

2. знайти перетворений сигнал ŝ = Hs;

3. обчислити норми ∥s∥ та ∥ŝ∥;

4. перевiрити збереження енергiї сигналу ∥ŝ∥2 = ∥s∥2;

5. пояснити, чому така властивiсть важлива для чисельної обробки сигналiв.

Задача 2.5: Квантовий вентиль Паулi Y як унiтарний оператор

IT-коментар

У квантових обчисленнях стан одного кубiтаа описується комплексним векто-
ром норми 1. Квантовi вентилi задаються унiтарними матрицями, бо такi ма-
трицi зберiгають норму стану. Окремi квантовi вентилi, зокрема матрицi Паулi,
є також ермiтовими, що пов’язує їх зi спостережуваними величинами.

аКубiт (qubit, quantum bit) — базова одиниця квантової iнформацiї, стан якої описується
нормованим вектором у комплексному двовимiрному просторi.

Розглянемо матрицю Паулi

Y =

(
0 −i
i 0

)
та стан кубiта

ψ =
1√
2

(
1
i

)
.

Потрiбно:

1. знайти ермiтово спряжену матрицю Y ∗ = Y
T;
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2. перевiрити, що матриця Y є ермiтовою Y ∗ = Y ;

3. перевiрити, що матриця Y є унiтарною Y ∗Y = I;

4. обчислити новий стан ψ′ = Y ψ;

5. перевiрити збереження норми: ∥ψ′∥ = ∥ψ∥ = 1;

6. пояснити, чому унiтарнiсть є необхiдною властивiстю квантового вентиля.

2.7 Питання для самоконтролю

1. Що називається спряженим оператором в евклiдовому просторi? Якою рiвнiстю вiн
означається?

2. Чому спряжений оператор пов’язаний саме зi скалярним добутком? Який геометри-
чний змiст має рiвнiсть

(Tx, y) = (x, T ∗y)?

3. Як знайти матрицю спряженого оператора в ортонормованому базисi?

4. Чому в довiльному базисi матриця спряженого оператора не завжди дорiвнює транс-
понованiй матрицi початкового оператора?

5. Яку роль вiдiграє матриця Грама пiд час знаходження матрицi спряженого опера-
тора в довiльному базисi?

6. Що називається iнварiантним пiдпростором лiнiйного оператора?

7. Сформулюйте теорему про iнварiантнiсть ортогонального доповнення для спряже-
ного оператора.

8. Що називається самоспряженим оператором в евклiдовому просторi?

9. Який матричний критерiй самоспряженостi оператора в ортонормованому базисi?

10. Якi основнi спектральнi властивостi мають самоспряженi оператори?

11. Сформулюйте спектральну теорему для самоспряженого оператора в скiнченнови-
мiрному евклiдовому просторi.

12. Що означає ортогональна дiагоналiзацiя симетричної матрицi?

13. Що називається ортогональним оператором? Якi геометричнi характеристики вiн
зберiгає?

14. Який матричний критерiй ортогональностi оператора в ортонормованому базисi?

15. Якi властивостi має ортогональна матриця? Чому її обернена матриця дорiвнює
транспонованiй?

16. Як за визначником ортогональної матрицi на площинi встановити, чи зберiгає вiд-
повiдне перетворення орiєнтацiю?

17. Який геометричний змiст мають ортогональнi оператори на прямiй та площинi?
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18. У чому полягає будова ортогонального оператора в скiнченновимiрному евклiдовому
просторi?

19. Якi основнi вiдповiдностi iснують мiж операторами в евклiдовому та унiтарному
просторах?

20. Чим ермiтова матриця вiдрiзняється вiд симетричної, а унiтарна матриця — вiд ор-
тогональної?

21. Чому унiтарнi оператори є природним комплексним аналогом ортогональних опера-
торiв?

22. Наведiть приклади застосування ортогональних операторiв у комп’ютернiй графiцi,
обробцi сигналiв або робототехнiцi.

23. Чому самоспряженi оператори та симетричнi матрицi важливi в задачах оптимiзацiї,
аналiзу даних i машинного навчання?

24. Чому в квантових обчисленнях квантовi вентилi задаються унiтарними матрицями?

25. Якi з вивчених класiв операторiв використовуються для збереження геометрiї про-
стору, а якi — для спектрального аналiзу?
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Бiлiнiйнi та квадратичнi форми

Тема 3. Бiлiнiйнi та квадратичнi форми: матриця форми,
канонiчний вигляд, iнерцiя, додатна визначенiсть

3.1 Вступ

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми продовжують тему лiнiйних просторiв, операторiв та ев-
клiдових просторiв уже в iншому напрямi. Якщо лiнiйнi форми описують залежнiсть
числового значення вiд одного векторного аргументу, то бiлiнiйнi форми дають змогу
дослiджувати взаємодiю двох векторiв, а квадратичнi форми — числовi характеристики
одного вектора, що мають другий степiнь вiдносно його координат. Апарат форм поєднує
алгебраїчний опис векторного простору з геометричними та аналiтичними властивостя-
ми моделей, у яких важливу роль вiдiграють добутки координат, симетричнiсть, додатна
визначенiсть i зведення до простiшого вигляду.

У цiй темi розглядаються лiнiйнi форми, бiлiнiйнi форми та їхнi матрицi в задано-
му базисi. Особливу увагу придiлено формулi змiни матрицi бiлiнiйної форми при замiнi
базису, оскiльки вона вiдрiзняється вiд формули змiни матрицi лiнiйного оператора i при-
водить до поняття конгруентностi матриць. Далi вводяться симетричнi та кососиметричнi
бiлiнiйнi форми, квадратичнi форми, їхнi матрицi та полярнi бiлiнiйнi форми. Центральне
мiсце займає задача зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду, зокрема ме-
тодом Лагранжа. На цiй основi формулюються теорема Якобi, закон iнерцiї квадратичної
форми та критерiй Сильвестра для додатної визначеностi.

Для фахiвцiв з програмної iнженерiї цей матерiал має фундаментальне й прикладне
значення. Квадратичнi форми виникають в оптимiзацiї, чисельному аналiзi, машинному
навчаннi, статистичному моделюваннi, методi найменших квадратiв, аналiзi похибок i до-
слiдженнi локальної поведiнки функцiй багатьох змiнних. Матриця квадратичної форми
часто пов’язана з матрицею Гессе4, яка описує характер змiни функцiї поблизу критичної
точки. Додатна визначенiсть квадратичної форми є важливою умовою локального мiнi-
муму, стiйкостi обчислювальних процедур i коректностi багатьох алгоритмiчних моделей.

Бiлiнiйнi форми узагальнюють скалярний добуток i використовуються для опису вза-
ємодiї ознак i аналiзу парних залежностей. У прикладних задачах матричний запис бiлi-
нiйних i квадратичних форм дає змогу перейти вiд абстрактних означень до конкретних
алгоритмiчних процедур: обчислення матрицi форми, перевiрки симетричностi, зведення
до канонiчного вигляду, визначення iндексiв iнерцiї та перевiрки додатної визначеностi.

Бiлiнiйнi та квадратичнi форми поєднують алгебраїчнi методи, геометричну iнтерпре-
тацiю та прикладнi моделi. Їх вивчення дає змогу виконувати перетворення матриць, зво-
дити форми до канонiчного вигляду та розумiти змiст таких понять, як iнерцiя, додатна
визначенiсть, локальний мiнiмум, стiйкiсть i класифiкацiя квадрик. Тому опанування бiлi-
нiйних i квадратичних форм є необхiдним етапом для подальшого використання лiнiйної

4Матриця Гессе — це матриця других частинних похiдних функцiї багатьох змiнних. Вона використо-
вується для аналiзу локального екстремуму, опуклостi та стiйкостi моделей.
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алгебри в оптимiзацiї, чисельних методах, аналiзi даних, машинному навчаннi та матема-
тичному моделюваннi.

3.2 Короткi теоретичнi вiдомостi

У пiдроздiлi розглянуто бiлiнiйнi та квадратичнi функцiї на лiнiйному просторi. Основна
увага придiляється тому, як цi об’єкти задаються в базисi, як змiнюються їхнi матрицi при
переходi до iншого базису i як квадратичнi функцiї зводяться до простiшого, канонiчного
вигляду. Доведення теорем тут не подаються, оскiльки в практичнiй частинi основну увагу
придiлено означенням, формулам та їхньому використанню в задачах.

Означення 3.1: Бiлiнiйна функцiя i бiлiнiйна форма

Нехай V — лiнiйний простiр над полем R. Вiдображення

B : V × V → R

називається бiлiнiйною функцiєю, якщо воно є лiнiйним за кожним аргументом окре-
мо. Це означає, що для всiх x, y, z ∈ V i всiх α ∈ R виконуються рiвностi

B(x+ y, z) = B(x, z) +B(y, z), B(αx, y) = αB(x, y),

B(x, y + z) = B(x, y) +B(x, z), B(x, αy) = αB(x, y).

Якщо в просторi V зафiксовано базис i вектори записано через координати, то вiд-
повiдний координатний запис бiлiнiйної функцiї називають бiлiнiйною формою.

Отже, бiлiнiйна функцiя задає залежнiсть вiд двох векторних аргументiв, а бiлiнiйна
форма — її координатний запис у вибраному базисi. У практичних обчисленнях саме
координатний запис i матриця форми дають змогу працювати з бiлiнiйними функцiями
як iз матричними виразами.

Зауваження 3.1: Бiлiнiйнi форми i скалярний добуток

Скалярний добуток у евклiдовому просторi є прикладом бiлiнiйної функцiї. Проте
довiльна бiлiнiйна функцiя не обов’язково є скалярним добутком: вона може бути
несиметричною або не бути додатно визначеною. Тому бiлiнiйнi функцiї слiд роз-
глядати як ширший клас об’єктiв.

Наступний крок полягає в тому, щоб навчитися записувати бiлiнiйну функцiю у фiксо-
ваному базисi. Для цього вводиться її матриця.

Означення 3.2: Матриця бiлiнiйної функцiї в базисi

Нехай B(x, y) — бiлiнiйна функцiя на скiнченновимiрному просторi V , а

a1, a2, . . . , an

— фiксований базис простору V . Матрицею бiлiнiйної функцiї B у цьому базисi
називається матриця

A = (αij)
n
i,j=1, αij = B(ai, aj).

Якщо
x = x1a1 + · · ·+ xnan, y = y1a1 + · · ·+ ynan,
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то

B(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijxiyj.

У матричному записi це має вигляд

B(x, y) = XTAY,

де X i Y — стовпцi координат векторiв x та y у вибраному базисi.

Матриця бiлiнiйної функцiї залежить вiд базису. Тому важливо розумiти, як вона змi-
нюється при переходi до iншої системи координат. Тут з’являється одна з ключових вiд-
мiнностей мiж матрицями форм i матрицями лiнiйних операторiв.

Теорема 3.1: Зв’язок матриць бiлiнiйної функцiї в рiзних базисах

Нехай бiлiнiйнiй функцiї B(x, y) у базисi a1, a2, . . . , an вiдповiдає матриця A, а в
базисi b1, b2, . . . , bn — матриця A′. Якщо C — матриця переходу до нового базису i
координати пов’язанi спiввiдношенням

X = CY,

то матрицi бiлiнiйної функцiї в цих базисах пов’язанi формулою

A′ = CTAC.

Означення 3.3: Конгруентнi матрицi

Квадратнi матрицi A i B одного порядку називаються конгруентними, якщо iснує
невироджена матриця C така, що

B = CTAC.

Зауваження 3.2: Конгруентнiсть i подiбнiсть матриць

Для бiлiнiйних i квадратичних форм при замiнi базису виникає конгруентне пере-
творення. Його не слiд ототожнювати з перетворенням матрицi лiнiйного оператора,
де з’являється формула подiбностi A′ = C−1AC. Це принципова рiзниця: оператор
дiє на вектори, а форма задає числову характеристику векторiв або пар векторiв.

Наслiдок 3.1: Iнварiантнiсть рангу бiлiнiйної функцiї

Ранг матрицi бiлiнiйної функцiї не залежить вiд вибору базису.

Означення 3.4: Ранг бiлiнiйної функцiї

Рангом бiлiнiйної функцiї на скiнченновимiрному просторi називається ранг її ма-
трицi в довiльному базисi цього простору.

Пiсля введення матрицi розглянемо два спецiальнi класи бiлiнiйних функцiй. Вони
вiдiграють особливу роль, бо саме симетрична частина бiлiнiйної функцiї породжує ква-
дратичну функцiю.
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Означення 3.5: Симетрична бiлiнiйна функцiя

Бiлiнiйна функцiя B(x, y) на просторi V називається симетричною бiлiнiйною фун-
кцiєю, якщо для всiх x, y ∈ V

B(x, y) = B(y, x).

У будь-якому базисi матриця симетричної бiлiнiйної функцiї є симетричною:

AT = A.

Означення 3.6: Кососиметрична бiлiнiйна функцiя

Бiлiнiйна функцiя B(x, y) на просторi V називається кососиметричною бiлiнiйною
функцiєю, якщо для всiх x, y ∈ V

B(x, y) = −B(y, x).

У будь-якому базисi матриця кососиметричної бiлiнiйної функцiї є кососиметричною:

AT = −A.

Звiдси, зокрема, випливає, що для кожного x ∈ V

B(x, x) = 0.

Твердження 3.1: Розклад бiлiнiйної функцiї

Кожну бiлiнiйну функцiю B(x, y) можна подати у виглядi суми симетричної та ко-
сосиметричної бiлiнiйних функцiй:

B(x, y) = Bs(x, y) +Ba(x, y),

де
Bs(x, y) =

1

2

(
B(x, y) +B(y, x)

)
, Ba(x, y) =

1

2

(
B(x, y)−B(y, x)

)
.

Квадратичнi функцiї виникають саме з симетричних бiлiнiйних функцiй. Iдея дуже
проста: у бiлiнiйнiй функцiї два аргументи ототожнюються, пiсля чого одержується фун-
кцiя одного векторного аргументу.

Означення 3.7: Квадратична функцiя i квадратична форма

Нехай B(x, y) — симетрична бiлiнiйна функцiя на просторi V . Функцiя

Q : V → R, Q(x) = B(x, x),

називається квадратичною функцiєю, породженою бiлiнiйною функцiєю B. Якщо в
просторi зафiксовано базис i функцiю записано через координати, то вiдповiдний
координатний запис називають квадратичною формою.
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Означення 3.8: Полярна бiлiнiйна функцiя

Симетрична бiлiнiйна функцiя B(x, y), яка породжує квадратичну функцiю Q(x),
називається полярною бiлiнiйною функцiєю квадратичної функцiї Q. Вона вiднов-
люється за формулою

B(x, y) =
1

2

(
Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)

)
.

Теорема 3.2: Єдинiсть полярної бiлiнiйної функцiї

Для кожної квадратичної функцiї iснує єдина полярна симетрична бiлiнiйна фун-
кцiя.

Це твердження пояснює, чому квадратичнi функцiї можна дослiджувати через симе-
тричнi бiлiнiйнi функцiї. На практицi це означає, що за квадратичною формою можна
вiдновити її матрицю i вiдповiдну бiлiнiйну структуру.

Означення 3.9: Матриця квадратичної функцiї

Матрицею квадратичної функцiї Q(x) у заданому базисi називається матриця її
полярної бiлiнiйної функцiї. Якщо ця матриця дорiвнює A, то

Q(x) = XTAX.

Оскiльки полярна бiлiнiйна функцiя є симетричною, матрицю квадратичної функцiї
завжди розглядають як симетричну матрицю.

Зауваження 3.3: Два способи завдання квадратичної функцiї

Квадратичну функцiю на скiнченновимiрному просторi можна задавати двома рiв-
ноцiнними способами. Перший спосiб — матричний запис Q(x) = XTAX, де A є
симетричною матрицею. Другий спосiб — координатний запис у виглядi квадрати-
чної форми, тобто суми квадратiв змiнних i попарних добуткiв змiнних з вiдповiд-
ними коефiцiєнтами. Перехiд мiж цими способами є стандартною частиною роботи
з квадратичними формами.

Далi важливо перейти до базису, в якому зникають усi мiшанi добутки змiнних.

Означення 3.10: Канонiчний вигляд квадратичної функцiї

Квадратична форма називається канонiчним виглядом квадратичної форми, якщо
вона мiстить лише квадрати змiнних:

Q(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

Зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду означає перехiд до такого
базису, у якому її матриця є дiагональною.
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Зауваження 3.4: Матричний змiст зведення до канонiчного вигляду

Якщо у старому базисi квадратичнiй функцiї вiдповiдає матриця A, то зведення до
канонiчного вигляду означає знаходження невиродженої матрицi C, для якої

CTAC = D,

де D — дiагональна матриця. Отже, зведення квадратичної функцiї до канонiчного
вигляду є задачею дiагоналiзацiї матрицi за конгруентнiстю.

Зауваження 3.5: Метод Лагранжа

Метод Лагранжа, або метод видiлення повних квадратiв, є одним з основних спосо-
бiв зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду. Його змiст полягає в
послiдовному видiленнi повних квадратiв i виконаннi невироджених замiн змiнних.
Кожна така замiна вiдповiдає переходу до нового базису. Метод Лагранжа зручний
тим, що дає конструктивне перетворення форми без обов’язкового знаходження вла-
сних значень матрицi.

Поряд iз методом Лагранжа використовують i метод Якобi. Вiн дає канонiчний вигляд
через кутовi мiнори матрицi квадратичної функцiї.

Означення 3.11: Кутовi мiнори

Нехай A — квадратна матриця порядку n. Кутовим мiнором порядку k, 1 ≤ k ≤ n,
називається визначник пiдматрицi, розташованої в перших k рядках i перших k
стовпцях матрицi A. Його позначають через ∆k.

Означення 3.12: Умова Якобi

Симетрична матриця A задовольняє умову Якобi, якщо всi її кутовi мiнори вiдмiннi
вiд нуля:

∆1 ̸= 0, ∆2 ̸= 0, . . . , ∆n ̸= 0.

Теорема 3.3: Метод Якобi

Нехай квадратична функцiя має симетричну матрицю A, яка задовольняє умову
Якобi. Тодi iснує базис, у якому ця функцiя задається канонiчною квадратичною
формою

Q(y) = ∆1y
2
1 +

∆2

∆1

y22 +
∆3

∆2

y23 + · · ·+ ∆n

∆n−1

y2n,

де ∆1,∆2, . . . ,∆n — кутовi мiнори матрицi A. Цей результат називають методом
Якобi.

Канонiчний вигляд не є єдиним: рiзнi методи можуть давати рiзнi коефiцiєнти. Проте
кiлькiсть додатних, вiд’ємних i нульових коефiцiєнтiв залишається сталою. Це i є змiст
закону iнерцiї.

Означення 3.13: Iндекси iнерцiї квадратичної функцiї

Нехай квадратичну функцiю зведено до канонiчного вигляду

Q(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.
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Iндексами iнерцiї квадратичної функцiї називають кiлькiсть додатних, вiд’ємних i
нульових коефiцiєнтiв у її канонiчному виглядi. Вiдповiдно говорять про додатний,
вiд’ємний i нульовий iндекси iнерцiї.

Теорема 3.4: Закон iнерцiї квадратичних форм

Закон iнерцiї квадратичних форм стверджує, що кiлькiсть додатних коефiцiєнтiв,
кiлькiсть вiд’ємних коефiцiєнтiв i кiлькiсть нульових коефiцiєнтiв у канонiчному ви-
глядi квадратичної форми не залежать вiд способу зведення до канонiчного вигляду.

Зауваження 3.6: Ранг квадратичної функцiї

Ранг квадратичної функцiї дорiвнює рангу її матрицi, тобто рангу вiдповiдної по-
лярної бiлiнiйної функцiї. У канонiчному виглядi цей ранг дорiвнює кiлькостi нену-
льових коефiцiєнтiв.

Закон iнерцiї дозволяє класифiкувати квадратичнi функцiї незалежно вiд конкретного
способу зведення. Окремо видiляють додатнi квадратичнi функцiї, бо саме вони пов’язанi
зi скалярними добутками, локальними мiнiмумами та стiйкiстю моделей.

Означення 3.14: Додатна квадратична функцiя

Квадратична функцiяQ(x) на просторi V називається додатною квадратичною фун-
кцiєю, або додатно визначеною квадратичною формою, якщо

Q(x) > 0 для всiх x ̸= θ.

Еквiвалентно, Q(x) ≥ 0 для всiх x ∈ V , причому рiвнiсть можлива лише для нульо-
вого вектора.

Зауваження 3.7: Додатна квадратична функцiя i скалярний добуток

Якщо квадратична функцiя є додатною, то її полярна симетрична бiлiнiйна функцiя
задає на просторi скалярний добуток. Саме тому додатнi квадратичнi функцiї є
важливими не лише в алгебрi, а й у геометрiї та прикладних задачах.

Означення 3.15: Умова Сильвестра

Симетрична матриця A задовольняє умову Сильвестра, якщо всi її кутовi мiнори
додатнi:

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0.

Теорема 3.5: Критерiй Сильвестра

Критерiй Сильвестра стверджує, що квадратична функцiя на скiнченновимiрному
векторному просторi є додатною тодi i тiльки тодi, коли в деякому базисi її матриця
задовольняє умову Сильвестра.

Критерiй Сильвестра є зручним практичним iнструментом: додатну визначенiсть мо-
жна перевiряти не через усi значення квадратичної функцiї, а через кутовi мiнори її ма-
трицi.
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Зауваження 3.8: Застосування теорiї симетричних матриць до теорiї ква-
дратичних функцiй

Якщо матриця квадратичної функцiї є дiйсною симетричною матрицею, то до неї
можна застосувати теорiю симетричних матриць. Iснує ортонормований базис iз вла-
сних векторiв цiєї матрицi, у якому квадратична функцiя має канонiчний вигляд

Q(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n,

де λ1, λ2, . . . , λn — власнi значення матрицi квадратичної функцiї. Такий перехiд
вiдповiдає ортогональному перетворенню змiнних.

Ортогональне зведення геометрично вiдповiдає повороту прямокутної системи коорди-
нат. Саме ця iдея лежить в основi класифiкацiї кривих i поверхонь другого порядку.

Означення 3.16: Поверхня другого порядку

Поверхнею другого порядку в R3 називається множина точок, координати яких за-
довольняють рiвняння

a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3

+ b1x1 + b2x2 + b3x3 + c = 0,

де коефiцiєнти при квадратичнiй частинi не дорiвнюють нулю одночасно.

Зауваження 3.9: Класифiкацiя поверхонь другого порядку

Класифiкацiя поверхонь другого порядку спирається на зведення її квадратичної
частини до канонiчного вигляду. Ортогональне перетворення змiнних усуває мiшанi
добутки i вiдповiдає повороту системи координат, а подальше видiлення повних ква-
дратiв у лiнiйних членах вiдповiдає паралельному перенесенню початку координат.
Пiсля цього рiвняння порiвнюють з канонiчними рiвняннями квадрик.

Зауваження 3.10: Основнi типи поверхонь другого порядку

Пiсля зведення рiвняння до канонiчного вигляду можуть виникати елiпсоїди, гiпер-
болоїди, конуси, елiптичнi, гiперболiчнi та параболiчнi цилiндри, елiптичнi й гiпер-
болiчнi параболоїди, а також виродженi випадки. Для практичного заняття важливо
не запам’ятовувати цей перелiк формально, а розумiти, що тип поверхнi визнача-
ється знаками коефiцiєнтiв, кiлькiстю ненульових квадратiв i наявнiстю лiнiйних
членiв пiсля зведення.

Бiлiнiйнi функцiї дають змогу описувати взаємодiю двох векторiв, а квадратичнi фун-
кцiї — числовi характеристики одного вектора другого степеня. Матрицi цих функцiй
залежать вiд базису, але ранг, iнерцiя та додатна визначенiсть мають iнварiантний змiст.
Тому бiлiнiйнi й квадратичнi форми пов’язують лiнiйну алгебру, геометрiю, оптимiзацiю
та прикладнi моделi.

3.3 Алгоритми розв’язування типових задач

У практичних задачах з цiєї теми найчастiше потрiбно перейти вiд координатного запису
до матрицi, дослiдити властивостi бiлiнiйної або квадратичної функцiї, виконати замiну
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базису чи звести квадратичну форму до канонiчного вигляду. Наведенi нижче алгоритми
зiбрано як основнi схеми розв’язування типових обчислювальних задач.

Алгоритм побудови матрицi бiлiнiйної функцiї застосовується тодi, коли бiлiнiйну фун-
кцiю потрiбно подати у матричному виглядi.

Алгоритм побудови матрицi бiлiнiйної функцiї

Нехай B(x, y) — бiлiнiйна функцiя на скiнченновимiрному просторi V , а

a1, a2, . . . , an

— заданий базис простору. Для побудови матрицi цiєї функцiї в даному базисi потрi-
бно обчислити всi числа

αij = B(ai, aj), i, j = 1, . . . , n.

Пiсля цього матриця бiлiнiйної функцiї має вигляд

A = (αij)
n
i,j=1.

Якщо вектори x та y мають у цьому базисi стовпцi координат X i Y , то значення
бiлiнiйної функцiї обчислюється за формулою

B(x, y) = XTAY.

Алгоритм змiни матрицi бiлiнiйної функцiї використовується тодi, коли вiдома матриця
форми в одному базисi i потрiбно знайти її матрицю в iншому базисi.

Алгоритм змiни матрицi бiлiнiйної функцiї

Нехай у старому базисi бiлiнiйнiй функцiї вiдповiдає матриця A, а координати ве-
ктора в старому та новому базисах пов’язанi спiввiдношенням

X = CY,

де C — матриця переходу до нового базису. Тодi матриця цiєї бiлiнiйної функцiї в
новому базисi дорiвнює

A′ = CTAC.

Саме цю формулу потрiбно використовувати для бiлiнiйних i квадратичних форм.
Вона вiдрiзняється вiд формули змiни матрицi лiнiйного оператора, де використову-
ється подiбнiсть матриць.

Алгоритм перевiрки симетричностi бiлiнiйної функцiї зводиться до аналiзу її матрицi.

Алгоритм перевiрки симетричностi бiлiнiйної функцiї

Нехай A — матриця бiлiнiйної функцiї в деякому базисi. Якщо

AT = A,

то бiлiнiйна функцiя є симетричною. Якщо

AT = −A,
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то бiлiнiйна функцiя є кососиметричною. У другому випадку всi дiагональнi елементи
матрицi дорiвнюють нулю, а для кожного вектора x виконується рiвнiсть

B(x, x) = 0.

Якщо не виконується жодна з цих двох умов, то бiлiнiйна функцiя не є нi симетри-
чною, нi кососиметричною.

Алгоритм розкладу бiлiнiйної функцiї дає змогу вiдокремити частину, яка породжує
квадратичну функцiю.

Алгоритм розкладу бiлiнiйної функцiї на симетричну та кососиметричну
частини

Для довiльної бiлiнiйної функцiї B(x, y) ї ї симетрична частина має вигляд

Bs(x, y) =
1

2

(
B(x, y) +B(y, x)

)
,

а кососиметрична частина має вигляд

Ba(x, y) =
1

2

(
B(x, y)−B(y, x)

)
.

Тодi
B(x, y) = Bs(x, y) +Ba(x, y).

У матричному виглядi, якщо A — матриця функцiї B, то

As =
1

2
(A+ AT ), Aa =

1

2
(A− AT ).

Саме симетрична частина Bs використовується при переходi до квадратичної фун-
кцiї.

Алгоритм побудови матрицi квадратичної функцiї застосовується тодi, коли квадрати-
чна форма задана координатним записом.

Алгоритм побудови матрицi квадратичної функцiї

Спочатку визначається кiлькiсть змiнних; вона задає порядок матрицi. Коефiцiєнти
при квадратах змiнних записуються на головнiй дiагоналi. Якщо у формi є доданок
з добутком xixj, то вiдповiдний коефiцiєнт дiлиться навпiл i записується в позицiї
(i, j) та (j, i), щоб матриця була симетричною.

У результатi одержується симетрична матриця A, для якої

Q(x) = XTAX.

Саме ця матриця є матрицею полярної бiлiнiйної функцiї, що вiдповiдає данiй ква-
дратичнiй функцiї.

Алгоритм побудови полярної бiлiнiйної функцiї використовується для переходу вiд ква-
дратичної функцiї до вiдповiдної симетричної бiлiнiйної функцiї.
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Алгоритм побудови полярної бiлiнiйної функцiї

Якщо задано квадратичну функцiю Q(x), то її полярна бiлiнiйна функцiя визначає-
ться формулою

BQ(x, y) =
1

2

(
Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)

)
.

Якщо квадратична функцiя вже записана у матричному виглядi

Q(x) = XTAX,

де A = AT , то вiдповiдна полярна бiлiнiйна функцiя має вигляд

BQ(x, y) = XTAY.

Цей перехiд важливий, бо дає змогу дослiджувати квадратичну функцiю через си-
метричну бiлiнiйну функцiю.

Алгоритм методу Лагранжа ґрунтується на послiдовному видiленнi повних квадратiв.

Алгоритм зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду методом
Лагранжа

Якщо в квадратичнiй формi є ненульовий коефiцiєнт при квадратi деякої змiнної,
то всi доданки, якi мiстять цю змiнну, групуються разом. Далi з них видiляється
повний квадрат, пiсля чого виконується невироджена замiна змiнних. У результатi
один квадрат вiдокремлюється, а решта доданкiв утворює квадратичну форму вiд
меншої кiлькостi змiнних.

Якщо на деякому кроцi квадратiв змiнних немає, але є мiшаний добуток xixj, то
попередньо виконується замiна змiнних, яка переводить мiшаний добуток у рiзницю
квадратiв. Пiсля цього знову застосовується видiлення повних квадратiв.

Процес завершується тодi, коли форма набуває вигляду

Q(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

Це i є канонiчний вигляд квадратичної функцiї.

Алгоритм методу Якобiзастосовується тодi, коли матриця квадратичної функцiї задо-
вольняє умову Якобi.

Алгоритм зведення квадратичної функцiї методом Якобi

Нехай A — симетрична матриця квадратичної функцiї, а

∆1,∆2, . . . ,∆n

— її кутовi мiнори. Якщо
∆k ̸= 0, k = 1, . . . , n,

то квадратична функцiя може бути зведена до канонiчного вигляду

Q(y) = ∆1y
2
1 +

∆2

∆1

y22 +
∆3

∆2

y23 + · · ·+ ∆n

∆n−1

y2n.
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Метод Якобi зручний тодi, коли потрiбно швидко визначити канонiчнi коефiцiєнти
через кутовi мiнори матрицi.

Алгоритм визначення iндексiв iнерцiї застосовується пiсля зведення квадратичної фун-
кцiї до канонiчного вигляду.

Алгоритм визначення рангу та iндексiв iнерцiї квадратичної функцiї

Нехай
Q(y) = λ1y

2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

Потрiбно порахувати кiлькiсть додатних, вiд’ємних i нульових коефiцiєнтiв серед
чисел

λ1, λ2, . . . , λn.

Кiлькiсть додатних коефiцiєнтiв дає додатний iндекс iнерцiї, кiлькiсть вiд’ємних —
вiд’ємний iндекс iнерцiї, а кiлькiсть нульових — нульовий iндекс iнерцiї. Ранг квадра-
тичної функцiї дорiвнює кiлькостi ненульових коефiцiєнтiв у її канонiчному виглядi.

Алгоритм застосування критерiю Сильвестра дає змогу перевiрити додатнiсть квадра-
тичної функцiї за її матрицею.

Алгоритм перевiрки додатної визначеностi за критерiєм Сильвестра

Нехай A — симетрична матриця квадратичної функцiї. Спочатку обчислюються її
кутовi мiнори

∆1,∆2, . . . ,∆n.

Якщо всi вони додатнi, тобто

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0,

то квадратична функцiя є додатно визначеною. Якщо хоча б одна з цих умов не
виконується, то критерiй Сильвестра не дає пiдстав вважати форму додатно визна-
ченою.

Алгоритм ортогонального зведення спирається на теорiю дiйсних симетричних ма-
триць.

Алгоритм зведення квадратичної функцiї ортогональним перетворенням

Нехай квадратична функцiя має матрицю A = AT . Потрiбно знайти власнi значення
матрицi A та побудувати ортонормований базис iз її власних векторiв. Якщо цi власнi
вектори записати у стовпцi ортогональної матрицi Q, то виконується рiвнiсть

QTAQ = D,

деD — дiагональна матриця з власними значеннями матрицi A на головнiй дiагоналi.
У нових координатах квадратична функцiя має вигляд

Q(y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n.

Геометрично таке перетворення вiдповiдає повороту ортонормованої системи коор-
динат.
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Алгоритм класифiкацiї поверхнi другого порядку використовує зведення квадратичної
частини рiвняння до канонiчного вигляду.

Алгоритм класифiкацiї поверхнi другого порядку

Нехай поверхню задано загальним рiвнянням другого порядку

a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3

+ b1x1 + b2x2 + b3x3 + c = 0.

Спочатку видiляють квадратичну частину рiвняння i складають її симетричну ма-
трицю

A =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 .

Далi квадратичну частину зводять до канонiчного вигляду ортогональним перетво-
ренням змiнних. Геометрично це означає поворот прямокутної системи координат,
пiсля якого з рiвняння зникають мiшанi добутки змiнних.

Пiсля такого перетворення рiвняння має вигляд

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 + k1y1 + k2y2 + k3y3 + c = 0.

Далi, якщо це можливо, у змiнних з ненульовими коефiцiєнтами при квадратах видi-
ляють повнi квадрати. Це вiдповiдає паралельному перенесенню початку координат.
Пiсля повороту i перенесення отримане рiвняння порiвнюють з канонiчними рiвнян-
нями поверхонь другого порядку.

Якщо пiсля зведення залишаються три квадрати, тобто

λ1 ̸= 0, λ2 ̸= 0, λ3 ̸= 0,

то пiсля видiлення повних квадратiв рiвняння набуває вигляду

λ1z
2
1 + λ2z

2
2 + λ3z

2
3 = c1.

У цьому випадку можливi такi типи поверхонь:

1. якщо коефiцiєнти при трьох квадратах мають один знак i права частина має
вiдповiдний знак, то отримується елiпсоїд ;

2. якщо коефiцiєнти при трьох квадратах мають один знак, але права частина
має супротивний знак, то рiвняння не має дiйсних точок, тобто задає порожню
множину ;

3. якщо коефiцiєнти при трьох квадратах мають один знак, а права частина до-
рiвнює нулю, то отримується одна точка;

4. якщо два коефiцiєнти одного знака, а третiй супротивного, то залежно вiд знака
правої частини отримується однопорожнинний гiперболоїд або двопорожнин-
ний гiперболоїд ;

5. якщо два коефiцiєнти одного знака, третiй супротивного, а права частина до-
рiвнює нулю, то отримується конус другого порядку.
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Якщо пiсля зведення залишаються два квадрати, наприклад

λ1 ̸= 0, λ2 ̸= 0, λ3 = 0,

то рiвняння зводиться до вигляду

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + k3y3 + c1 = 0.

Тут потрiбно розрiзняти два випадки. Якщо лiнiйного члена за змiнною y3 немає,
тобто k3 = 0, то пiсля перенесення початку координат отримується рiвняння

λ1z
2
1 + λ2z

2
2 = c2.

Тодi можливi такi типи:

1. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають один знак i права частина має
вiдповiдний знак, то отримується елiптичний цилiндр;

2. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають один знак, але права частина має
супротивний знак, то рiвняння не має дiйсних точок;

3. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають один знак, а права частина дорiв-
нює нулю, то отримується пряма;

4. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають рiзнi знаки i права частина не
дорiвнює нулю, то отримується гiперболiчний цилiндр;

5. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають рiзнi знаки, а права частина до-
рiвнює нулю, то отримується пара площин, що перетинаються.

Якщо ж k3 ̸= 0, то пiсля перенесення початку координат рiвняння зводиться до
вигляду

λ1z
2
1 + λ2z

2
2 = −k3z3.

У цьому випадку:

1. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають один знак, то отримується елi-
птичний параболоїд ;

2. якщо коефiцiєнти при двох квадратах мають рiзнi знаки, то отримується гiпер-
болiчний параболоїд.

Якщо пiсля зведення залишається один квадрат, наприклад

λ1 ̸= 0, λ2 = 0, λ3 = 0,

то рiвняння рiвняння зводиться до вигляду

λ1y
2
1 + k2y2 + k3y3 + c = 0.

У цьому випадку можливi такi ситуацiї:

1. якщо лiнiйних членiв за змiнними y2 i y3 немає, то пiсля перенесення початку
координат отримується рiвняння

λ1z
2
1 = c1.

Залежно вiд знака c1 воно задає пару паралельних площин, одну площину або
порожню множину;
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2. якщо хоча б один iз лiнiйних членiв за змiнними y2, y3 присутнiй, то пiсля вiд-
повiдного повороту в площинi цих змiнних рiвняння зводиться до вигляду

λ1z
2
1 = kz2,

тобто задає параболiчний цилiндр.

Отже, тип поверхнi другого порядку визначається кiлькiстю ненульових квадратiв у
канонiчному виглядi, знаками коефiцiєнтiв при цих квадратах, наявнiстю лiнiйних членiв
пiсля ортогонального зведення та значенням вiльного члена пiсля перенесення початку
координат.

3.4 Типовi задачi

У цьому блоцi зiбрано базовi типи задач, якi потрiбнi для практичного засвоєння теми.
Спочатку розглядаються бiлiнiйнi функцiї, їхнi матрицi та поведiнка при замiнi базису.
Далi увага переходить до квадратичних функцiй: побудови матрицi, полярної бiлiнiйної
функцiї, зведення до канонiчного вигляду, визначення iндексiв iнерцiї та перевiрки дода-
тної визначеностi. Остання задача показує, як канонiчний вигляд квадратичної частини
використовується для розпiзнавання поверхонь другого порядку.

Задача 3.1: Матриця бiлiнiйної функцiї та її тип

У просторi R2 задано бiлiнiйну функцiю

B(x, y) = 2x1y1 − x1y2 + 3x2y1 + x2y2.

Потрiбно:

1. записати матрицю бiлiнiйної функцiї у стандартному базисi;

2. визначити, чи є ця бiлiнiйна функцiя симетричною або кососиметричною;

3. знайти її симетричну та кососиметричну частини;

4. записати квадратичну функцiю Q(x) = B(x, x).

Розв’язання.

1. Запишемо бiлiнiйну функцiю у матричному виглядi

B(x, y) = XTAY,

де X = (x1, x2)
T , Y = (y1, y2)

T . З координатного запису безпосередньо маємо

A =

(
2 −1
3 1

)
.

2. Перевiримо симетричнiсть:

AT =

(
2 3
−1 1

)
.

Оскiльки AT ̸= A, бiлiнiйна функцiя не є симетричною. Також AT ̸= −A, тому вона
не є кососиметричною.
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3. Симетрична частина має матрицю

As =
1

2
(A+ AT ) =

(
2 1
1 1

)
.

Кососиметрична частина має матрицю

Aa =
1

2
(A− AT ) =

(
0 −2
2 0

)
.

Отже,
A = As + Aa.

4. Квадратична функцiя, породжена B, має вигляд

Q(x) = B(x, x) = 2x21 − x1x2 + 3x2x1 + x22.

Тому
Q(x) = 2x21 + 2x1x2 + x22.

Квадратична функцiя залежить лише вiд симетричної частини бiлiнiйної функцiї.

Вiдповiдь.

A =

(
2 −1
3 1

)
, As =

(
2 1
1 1

)
, Aa =

(
0 −2
2 0

)
.

Бiлiнiйна функцiя не є нi симетричною, нi кососиметричною.
Вiдповiдна квадратична функцiя: Q(x) = 2x21 + 2x1x2 + x22.

Задача 3.2: Змiна матрицi бiлiнiйної функцiї при замiнi базису

У стандартному базисi простору R2 бiлiнiйнiй функцiї вiдповiдає матриця

A =

(
2 1
1 3

)
.

Новий базис задано векторами: b1 = (1, 1)T, b2 = (1,−1)T.

Потрiбно:

1. записати матрицю переходу C до нового базису;

2. знайти матрицю бiлiнiйної функцiї в новому базисi;

3. пояснити, чому використовується формула A′ = CTAC, а не формула подiбно-
стi.

Розв’язання.

1. Стовпцями матрицi переходу є координати нових базисних векторiв у старому
базисi. Тому

C =

(
1 1
1 −1

)
.
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2. Для бiлiнiйних функцiй матриця при замiнi базису змiнюється за законом кон-
груентностi:

A′ = CTAC.

Обчислимо:
AC =

(
2 1
1 3

)(
1 1
1 −1

)
=

(
3 1
4 −2

)
.

Оскiльки CT = C, маємо

A′ = CTAC =

(
1 1
1 −1

)(
3 1
4 −2

)
=

(
7 −1
−1 3

)
.

3. Формула A′ = CTAC використовується тому, що бiлiнiйна функцiя має два ве-
кторнi аргументи. При замiнi координат перетворюється i перший, i другий аргу-
мент. Для матрицi лiнiйного оператора ситуацiя iнша, тому там використовується
формула подiбностi.

Вiдповiдь. Матриця переходу до нового базису: C =

(
1 1
1 −1

)
.

Матриця бiлiнiйної функцiї в новому базисi: A′ =

(
7 −1
−1 3

)
.

Задача 3.3: Матриця квадратичної функцiї та полярна бiлiнiйна функцiя

Задано квадратичну функцiю

Q(x) = 3x21 + 4x1x2 + 2x22.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї;

2. записати вiдповiдну полярну бiлiнiйну функцiю;

3. перевiрити додатну визначенiсть квадратичної функцiї за критерiєм Сильве-
стра.

Розв’язання.

1. Матриця квадратичної функцiї є симетричною. Коефiцiєнти при квадратах змiн-
них записуємо на головнiй дiагоналi, а коефiцiєнт при змiшаному добутку дiлимо
навпiл. Оскiльки коефiцiєнт при x1x2 дорiвнює 4, то вiдповiднi позадiагональнi еле-
менти дорiвнюють 2. Отже,

A =

(
3 2
2 2

)
.

Тодi
Q(x) = XTAX.

2. Полярна бiлiнiйна функцiя має вигляд

BQ(x, y) = XTAY.
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Тобто
BQ(x, y) = 3x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2.

3. Перевiримо додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра. Кутовi мiнори:

∆1 = 3 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣3 2
2 2

∣∣∣∣ = 6− 4 = 2 > 0.

Отже, всi кутовi мiнори додатнi. Тому квадратична функцiя є додатно визначеною.

Вiдповiдь. Матриця квадратичної функцiї: A =

(
3 2
2 2

)
.

Полярна бiлiнiйна функцiя: BQ(x, y) = 3x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 2x2y2.
Квадратична функцiя є додатно визначеною.

Задача 3.4: Зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду мето-
дом Лагранжа

Звести до канонiчного вигляду квадратичну функцiю

Q(x) = x21 + 4x1x2 + 2x1x3 + 5x22 + 4x2x3 + 2x23.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї;

2. звести функцiю до канонiчного вигляду методом Лагранжа;

3. записати замiну змiнних;

4. визначити ранг та iндекси iнерцiї.

Розв’язання.

1. Спочатку побудуємо матрицю квадратичної функцiї:

A =

1 2 1
2 5 2
1 2 2

 .

2. Оскiльки при x21 коефiцiєнт ненульовий, починаємо видiлення повного квадрата
за змiнною x1. Зберемо всi доданки, якi мiстять x1:

x21 + 4x1x2 + 2x1x3.

Маємо
x21 + 4x1x2 + 2x1x3 = (x1 + 2x2 + x3)

2 − (2x2 + x3)
2.

Тодi
Q(x) = (x1 + 2x2 + x3)

2 − (2x2 + x3)
2 + 5x22 + 4x2x3 + 2x23

= (x1 + 2x2 + x3)
2 + x22 + x23.

Введемо новi змiннi:

y1 = x1 + 2x2 + x3, y2 = x2, y3 = x3.
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Тодi
Q = y21 + y22 + y23.

Це канонiчний вигляд квадратичної функцiї.
3. Iз замiни маємо

x1 = y1 − 2y2 − y3, x2 = y2, x3 = y3.

Тому матриця переходу у формулi X = CY має вигляд

C =

1 −2 −1
0 1 0
0 0 1

 .

4. У канонiчному виглядi є три додатнi квадрати й немає вiд’ємних. Тому

rankQ = 3, p = 3, q = 0, r0 = 0.

Вiдповiдь. Матриця квадратичної функцiї: A =

1 2 1
2 5 2
1 2 2

.

Канонiчний вигляд: Q = y21 + y22 + y23.

Матриця переходу: C =

1 −2 −1
0 1 0
0 0 1

.

Ранг дорiвнює 3, додатний iндекс iнерцiї p = 3, вiд’ємний iндекс iнерцiї q = 0,
нульовий iндекс iнерцiї r0 = 0.

Задача 3.5: Метод Лагранжа у випадку вiдсутностi квадратiв

Звести до канонiчного вигляду квадратичну функцiю

Q(x) = 6x1x2.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї;

2. виконати замiну змiнних, яка перетворює мiшаний добуток на рiзницю квадра-
тiв;

3. записати канонiчний вигляд;

4. визначити ранг та iндекси iнерцiї.

Розв’язання.

1. Матриця квадратичної функцiї має вигляд

A =

(
0 3
3 0

)
,
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оскiльки коефiцiєнт при x1x2 дорiвнює 6, а вiдповiднi позадiагональнi елементи си-
метричної матрицi дорiвнюють 3.
2. У формi немає квадратiв змiнних, тому виконаємо допомiжну замiну:

x1 = y1 − y2, x2 = y1 + y2.

Тодi
x1x2 = (y1 − y2)(y1 + y2) = y21 − y22.

Отже,
Q = 6x1x2 = 6y21 − 6y22.

Матриця переходу у формулi X = CY дорiвнює

C =

(
1 −1
1 1

)
.

Оскiльки detC = 2 ̸= 0, замiна є невиродженою.
4. У канонiчному виглядi є один додатний i один вiд’ємний квадрат. Тому

rankQ = 2, p = 1, q = 1, r0 = 0.

Функцiя є невизначеною.

Вiдповiдь. Матриця квадратичної функцiї:

A =

(
0 3
3 0

)
.

Канонiчний вигляд:
Q = 6y21 − 6y22.

Матриця переходу:

C =

(
1 −1
1 1

)
.

Ранг дорiвнює 2, додатний iндекс iнерцiї p = 1, вiд’ємний iндекс iнерцiї q = 1,
нульовий iндекс iнерцiї r0 = 0. Функцiя є невизначеною.

Задача 3.6: Метод Якобi та критерiй Сильвестра

Задано квадратичну функцiю

Q(x) = 2x21 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x22 + 2x2x3 + 3x23.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї;

2. обчислити кутовi мiнори;

3. перевiрити застосовнiсть методу Якобi;

4. звести функцiю до канонiчного вигляду методом Якобi;

5. дослiдити додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра;
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6. визначити ранг та iндекси iнерцiї.

Розв’язання.

Матриця квадратичної функцiї:

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 3

 .

Обчислимо кутовi мiнори:
∆1 = 2.

Далi

∆2 =

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 4− 1 = 3.

Нарештi

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 2 1
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ .
Розкладаючи за першим рядком, маємо

∆3 = 2

∣∣∣∣2 1
1 3

∣∣∣∣− ∣∣∣∣1 1
1 3

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣∣
= 2(6− 1)− (3− 1) + (1− 2)

= 10− 2− 1 = 7.

Отже,
∆1 = 2, ∆2 = 3, ∆3 = 7.

Усi кутовi мiнори ненульовi, тому метод Якобi застосовний.
Покладемо ∆0 = 1. За методом Якобi:

Q(y) =
∆1

∆0

y21 +
∆2

∆1

y22 +
∆3

∆2

y23.

Тому

Q(y) = 2y21 +
3

2
y22 +

7

3
y23.

Оскiльки
∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0,

за критерiєм Сильвестера квадратична функцiя є додатно визначеною.
У канонiчному виглядi всi три коефiцiєнти додатнi. Отже,

rankQ = 3, p = 3, q = 0, r0 = 0.

Вiдповiдь. Матриця квадратичної функцiї:

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 3

 .
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Канонiчний вигляд за методом Якобi:

Q(y) = 2y21 +
3

2
y22 +

7

3
y23.

Функцiя є додатно визначеною. Ранг дорiвнює 3, додатний iндекс iнерцiї p = 3,
вiд’ємний iндекс iнерцiї q = 0, нульовий iндекс iнерцiї r0 = 0.

Задача 3.7: Ортогональне зведення поверхнi другого порядку до канонi-
чного вигляду

Звести до канонiчного вигляду ортогональним перетворенням рiвняння поверхнi
другого порядку

5x2 + 4xy + 8y2 − z2 = 36.

Потрiбно:

1. видiлити квадратичну частину рiвняння та записати її матрицю;

2. знайти власнi значення матрицi квадратичної частини;

3. побудувати ортонормований базис iз власних векторiв;

4. записати ортогональну матрицю переходу;

5. виконати ортогональну замiну координат i отримати канонiчний вигляд рiвня-
ння;

6. визначити тип поверхнi другого порядку.

Розв’язання.

Квадратична частина рiвняння має вигляд

Q(x, y, z) = 5x2 + 4xy + 8y2 − z2.

Їй вiдповiдає симетрична матриця

A =

5 2 0
2 8 0
0 0 −1

 .

Справдi, коефiцiєнт при змiшаному добутку xy дорiвнює 4, тому вiдповiднi позадi-
агональнi елементи матрицi дорiвнюють 2.

Знайдемо власнi значення матрицi A. Оскiльки змiнна z не змiшується зi змiн-
ними x та y, одне власне значення одразу дорiвнює

λ3 = −1.

Для змiнних x, y розглянемо матрицю

A1 =

(
5 2
2 8

)
.
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Її характеристичне рiвняння:

det(A1 − λI) =

∣∣∣∣5− λ 2
2 8− λ

∣∣∣∣ = (5− λ)(8− λ)− 4.

Отже,
(5− λ)(8− λ)− 4 = λ2 − 13λ+ 36 = (λ− 9)(λ− 4).

Тому
λ1 = 9, λ2 = 4, λ3 = −1.

Знайдемо власнi вектори. Для λ1 = 9 маємо

(A1 − 9I)

(
x
y

)
=

(
−4 2
2 −1

)(
x
y

)
= 0.

Звiдси y = 2x, тому можна взяти власний вектор

v1 = (1, 2, 0)T .

Пiсля нормування:

e1 =
1√
5
(1, 2, 0)T .

Для λ2 = 4 маємо

(A1 − 4I)

(
x
y

)
=

(
1 2
2 4

)(
x
y

)
= 0.

Звiдси x+ 2y = 0, тому можна взяти власний вектор

v2 = (−2, 1, 0)T .

Пiсля нормування:

e2 =
1√
5
(−2, 1, 0)T .

Для власного значення λ3 = −1 маємо власний вектор

e3 = (0, 0, 1)T .

Отже, отримали ортонормований базис iз власних векторiв:

e1 =
1√
5
(1, 2, 0)T , e2 =

1√
5
(−2, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T .

Складемо з цих векторiв ортогональну матрицю переходу:

U =

 1√
5

− 2√
5

0
2√
5

1√
5

0

0 0 1

 .

Тодi
UTU = I
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i

UTAU =

9 0 0
0 4 0
0 0 −1

 .

Виконаємо ортогональну замiну координатxy
z

 = U

u
v
w

 .

У координатному виглядi це означає:

x =
1√
5
u− 2√

5
v, y =

2√
5
u+

1√
5
v, z = w.

У нових координатах квадратична частина набуває вигляду

Q = 9u2 + 4v2 − w2.

Отже, рiвняння поверхнi переходить у вигляд

9u2 + 4v2 − w2 = 36.

Подiлимо обидвi частини рiвняння на 36:

u2

4
+
v2

9
− w2

36
= 1.

Це канонiчне рiвняння поверхнi другого порядку. У ньому два квадрати мають
додатнi коефiцiєнти, один квадрат має вiд’ємний коефiцiєнт, а права частина дорiв-
нює 1. Тому задана поверхня є однопорожнинним гiперболоїдом.

Вiдповiдь. Ортогональна матриця переходу:

U =

 1√
5

− 2√
5

0
2√
5

1√
5

0

0 0 1

 .

Ортогональна замiна координат:

x =
1√
5
u− 2√

5
v, y =

2√
5
u+

1√
5
v, z = w.

Канонiчний вигляд рiвняння:

u2

4
+
v2

9
− w2

36
= 1.

Отже, задана поверхня є однопорожнинним гiперболоїдом.

3.5 Задачi для самостiйного розв’язування

У наведених нижче задачах потрiбно вiдпрацювати основнi обчислювальнi прийоми те-
ми: побудову матрицi бiлiнiйної та квадратичної функцiї, розклад бiлiнiйної функцiї на
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симетричну й кососиметричну частини, змiну матрицi при замiнi базису, побудову поляр-
ної бiлiнiйної функцiї, зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду, визначення
iндексiв iнерцiї та перевiрку додатної визначеностi за критерiєм Сильвестра.

Задача 3.1: Бiлiнiйна функцiя, її матриця та симетрична частина

Для свого варiанта у просторi R2 задано бiлiнiйну функцiю B(x, y), де

x = (x1, x2), y = (y1, y2).

Потрiбно:

1. записати матрицю бiлiнiйної функцiї у стандартному базисi;

2. визначити, чи є функцiя симетричною або кососиметричною;

3. знайти симетричну та кососиметричну частини цiєї бiлiнiйної функцiї;

4. записати квадратичну функцiю Q(x) = B(x, x).

Варiанти:

1. B(x, y) = 2x1y1 − x1y2 + 3x2y1 + x2y2.

2. B(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + 4x2y2.

3. B(x, y) = 3x1y2 − 3x2y1.

4. B(x, y) = 4x1y1 + x1y2 − 2x2y1 + 5x2y2.

5. B(x, y) = 2x1y1 − 4x1y2 + 4x2y1 + 3x2y2.

6. B(x, y) = x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2.

7. B(x, y) = 5x1y2 − 5x2y1.

8. B(x, y) = 3x1y1 + 6x1y2 + x2y1 + x2y2.

9. B(x, y) = 2x1y1 + 3x1y2 + 3x2y1 + 2x2y2.

10. B(x, y) = −x1y1 + 2x1y2 − 2x2y1 + 4x2y2.

11. B(x, y) = x1y2 − x2y1.

12. B(x, y) = 6x1y1 − 2x1y2 + x2y1 + 3x2y2.

13. B(x, y) = 2x1y1 + 5x1y2 + 5x2y1 − 2x2y2.

14. B(x, y) = 4x1y1 − 3x1y2 + 3x2y1.

15. B(x, y) = x1y1 + 4x1y2 − 2x2y1 + 6x2y2.

Задача 3.2: Змiна матрицi бiлiнiйної функцiї при замiнi базису

У стандартному базисi простору R2 бiлiнiйнiй функцiї вiдповiдає матриця A. Новий
базис задано векторами

b1 = (1, 1), b2 = (1,−1).

Потрiбно:

1. записати матрицю переходу C до нового базису;

2. знайти матрицю бiлiнiйної функцiї в новому базисi за формулою

A′ = CTAC;

3. перевiрити, чи зберiгається симетричнiсть матрицi, якщо початкова матриця є
симетричною;

4. пояснити, чому тут використовується конгруентне перетворення, а не подi-
бнiсть матриць.

Варiанти:
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1. A =

(
2 1
1 3

)
.

2. A =

(
1 −2
3 4

)
.

3. A =

(
3 2
2 5

)
.

4. A =

(
0 4
−4 0

)
.

5. A =

(
5 −1
−1 2

)
.

6. A =

(
2 3
1 4

)
.

7. A =

(
4 0
0 1

)
.

8. A =

(
1 5
5 1

)
.

9. A =

(
3 −2
2 3

)
.

10. A =

(
6 1
1 6

)
.

11. A =

(
2 −3
−3 2

)
.

12. A =

(
1 4
−2 5

)
.

13. A =

(
7 2
2 3

)
.

14. A =

(
0 1
−1 0

)
.

15. A =

(
4 −1
2 6

)
.

Задача 3.3: Матриця квадратичної функцiї, полярна функцiя та критерiй
Сильвестера

Для свого варiанта задано квадратичну функцiю Q(x) у просторi R2, де x = (x1, x2).

Потрiбно:

1. побудувати симетричну матрицю квадратичної функцiї;

2. записати матричний вигляд Q(x) = XTAX;

3. побудувати полярну бiлiнiйну функцiю BQ(x, y);

4. перевiрити додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра;

5. зробити висновок про знакозначенiсть квадратичної функцiї.

Варiанти:

1. Q(x) = 3x21 + 4x1x2 + 2x22.

2. Q(x) = 2x21 − 2x1x2 + 5x22.

3. Q(x) = x21 + 6x1x2 + x22.

4. Q(x) = 4x21 + 4x1x2 + 4x22.

5. Q(x) = 5x21 − 6x1x2 + 2x22.

6. Q(x) = 2x21 + 8x1x2 + 2x22.

7. Q(x) = 6x21 + 2x1x2 + 3x22.

8. Q(x) = x21 − 4x1x2 + 4x22.

9. Q(x) = 7x21 + 10x1x2 + 4x22.

10. Q(x) = 3x21 − 2x1x2 + 3x22.

11. Q(x) = 4x21 + 12x1x2 + 9x22.

12. Q(x) = 5x21 + 2x1x2 + x22.

13. Q(x) = 2x21 − 8x1x2 + 2x22.

14. Q(x) = 9x21 − 6x1x2 + x22.

15. Q(x) = x21 + 2x1x2 + 6x22.

Задача 3.4: Зведення квадратичної функцiї до канонiчного вигляду мето-
дом Лагранжа

Для свого варiанта звести квадратичну функцiю до канонiчного вигляду методом
Лагранжа.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї;

2. виконати видiлення повних квадратiв;

3. записати невироджену замiну змiнних;

4. записати канонiчний вигляд;
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5. визначити ранг, додатний, вiд’ємний i нульовий iндекси iнерцiї;

6. зробити висновок про тип квадратичної функцiї.

Варiанти:

1. Q = x21+4x1x2+2x1x3+5x22+4x2x3+2x23.

2. Q = 2x21 + 4x1x2 + 2x22 + 3x23.

3. Q = x21 − 2x1x2 + 3x22 + 2x2x3 + x23.

4. Q = 3x21 + 6x1x2 + 3x22 − 2x23.

5. Q = 2x21+4x1x2+4x1x3+3x22+4x2x3+3x23.

6. Q = x21 +2x1x2 +2x1x3 +2x22 +2x2x3 + x23.

7. Q = 4x21 − 4x1x2 + x22 + 2x2x3 + x23.

8. Q = 2x21 + 6x1x2 + 5x22 + 4x2x3 + 2x23.

9. Q = x21 + 2x1x2 + x22 − 4x23.

10. Q = 3x21 − 6x1x2 + 3x22 + 2x23.

11. Q = x21 + 4x1x2 + 4x22 + 2x2x3 + x23.

12. Q = 2x21 − 4x1x2 + 5x22 − 2x2x3 + x23.

13. Q = 6x1x2 + 2x23.

14. Q = 4x1x2 − 2x2x3.

15. Q = 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

Задача 3.5: Метод Якобi та iндекси iнерцiї

Для свого варiанта задано симетричну матрицю A квадратичної функцiї

Q(x) = XTAX, X = (x1, x2, x3)
T .

Потрiбно:

1. записати квадратичну функцiю в координатному виглядi;

2. обчислити кутовi мiнори ∆1,∆2,∆3;

3. перевiрити, чи застосовний метод Якобi;

4. якщо метод Якобi застосовний, записати канонiчний вигляд;

5. перевiрити додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра;

6. визначити ранг та iндекси iнерцiї.

Варiанти:

1. A =

2 1 1
1 2 1
1 1 3

 .

2. A =

3 1 0
1 2 1
0 1 2

 .

3. A =

1 2 0
2 1 1
0 1 3

 .

4. A =

4 1 1
1 3 0
1 0 2

 .

5. A =

 2 −1 0
−1 2 1
0 1 4

 .

6. A =

1 1 1
1 3 1
1 1 5

 .

7. A =

5 2 0
2 2 1
0 1 3

 .

8. A =

2 1 0
1 −1 1
0 1 3

 .

9. A =

3 0 1
0 4 2
1 2 3

 .

10. A =

 1 −2 1
−2 5 0
1 0 2

 .

11. A =

4 2 1
2 4 1
1 1 2

 .

12. A =

2 0 1
0 3 1
1 1 1

 .
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13. A =

6 1 2
1 3 1
2 1 2

 . 14. A =

1 1 0
1 1 2
0 2 5

 . 15. A =

 3 −1 1
−1 3 1
1 1 3

 .

Задача 3.6: Ортогональне зведення та класифiкацiя поверхнi другого по-
рядку

Для свого варiанта дослiдити рiвняння поверхнi другого порядку.

Потрiбно:

1. видiлити квадратичну частину рiвняння;

2. побудувати симетричну матрицю квадратичної частини;

3. знайти власнi значення цiєї матрицi;

4. побудувати ортонормований базис iз власних векторiв;

5. записати ортогональну замiну координат, яка усуває мiшанi добутки;

6. записати рiвняння в канонiчному виглядi;

7. визначити тип поверхнi другого порядку.

Варiанти:

1. 5x2 + 4xy + 8y2 − z2 = 36.

2. 4x2 − 4xy + 4y2 + z2 = 9.

3. x2 + 2xy + y2 − 4z = 0.

4. x2 − 2xy + y2 + 9z2 = 1.

5. 3x2 + 4xy + 3y2 + 2z2 = 1.

6. 5x2 + 2xy + 5y2 − z2 = 1.

7. x2 + 2xz + z2 − y = 0.

8. 4x2 + 3y2 + 2yz + 3z2 = 1.

9. 6x2 − 4xy + 6y2 + 3z2 = 12.

10. 4x2 + 4xy + 4y2 − 9z2 = 0.

11. 2x2 + 2xy + 2y2 − z = 0.

12. x2 − 2xy + y2 − 1 = 0.

13. 9x2 − 8xy + 9y2 + 4z2 = 36.

14. 3x2 − 2xy + 3y2 + z2 = 4.

15. x2 + 2xy + y2 + 4z2 = 1.

3.6 Прикладнi задачi

Наведенi задачi показують, як бiлiнiйнi та квадратичнi форми виникають у моделях, ха-
рактерних для програмної iнженерiї. Вони пов’язують теорiю iз ситуацiями, де матриця
форми описує взаємодiю параметрiв, локальну поведiнку функцiї якостi, стiйкiсть моделi
або геометрiю простору пошуку.
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Задача 3.1: Квадратична модель функцiї втрат програмної моделi

IT-коментар

У задачах налаштування програмної моделi часто потрiбно зрозумiти, як змi-
нюється функцiя втрата пiсля малих змiн параметрiв. Поблизу стацiонарної
точки квадратична частина функцiї дає змогу визначити характер цiєї точки:
локальний мiнiмум, максимум або сiдлову точку.

аLoss function — функцiя втрат, тобто числова мiра помилки або неякiсностi роботи моделi.
Чим менше її значення, тим кращим вважається поточний стан моделi.

Нехай h1 та h2 позначають малi змiни двох параметрiв програмної моделi. Ло-
кальна змiна функцiї втрат описується квадратичною функцiєю

Q(h1, h2) = 4h21 + 4h1h2 + 3h22.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї Q;

2. перевiрити додатну визначенiсть форми за критерiєм Сильвестра;

3. звести форму до канонiчного вигляду методом Лагранжа;

4. визначити ранг та iндекси iнерцiї;

5. пояснити, що означає додатна визначенiсть цiєї форми для локальної поведiнки
функцiї втрат.

Задача 3.2: Бiлiнiйна мiра взаємодiї програмних модулiв

IT-коментар

У програмнiй iнженерiї модулi, класи або компоненти системи можна опису-
вати векторами ознак: складнiсть коду, кiлькiсть викликiв, покриття тестами,
кiлькiсть дефектiв тощо. Бiлiнiйна форма дає змогу враховувати окремi ознаки
та їхню взаємодiю (cross-features)а.

аCross-features — комбiнованi ознаки, якi описують взаємодiю двох або кiлькох початкових
ознак. Наприклад, у програмнiй iнженерiї важливою може бути не лише складнiсть модуля
або кiлькiсть змiн у ньому окремо, а їх поєднання.

Для порiвняння двох програмних модулiв використовується вектор ознак

x = (x1, x2, x3),

де x1 — умовний показник складностi, x2 — частота змiн, x3 — рiвень покриття
тестами. Зважена мiра взаємодiї двох модулiв x та y задана бiлiнiйною функцiєю

B(x, y) = 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + 3x2y2 + x3y3.

Потрiбно:
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1. записати матрицю бiлiнiйної функцiї B;

2. перевiрити, чи є ця бiлiнiйна функцiя симетричною;

3. записати квадратичну функцiю Q(x) = B(x, x);

4. перевiрити додатну визначенiсть вiдповiдної квадратичної функцiї;

5. зробити висновок, чи може така функцiя задавати зважений скалярний добуток
у просторi ознак.

Задача 3.3: Метод найменших квадратiв у задачi оцiнювання параметрiв

IT-коментар

Метод найменших квадратiв часто використовується для калiбрування пара-
метрiв моделi: оцiнювання часу виконання, вартостi розробки, навантаження на
сервiс або кiлькостi дефектiв. Квадратична частина функцiї похибки визначає,
чи має задача єдиний стiйкий мiнiмум.

У задачi наближеного оцiнювання часу виконання програмного компонента ви-
користовується модель iз двома параметрами a та b. Функцiя сумарної квадратичної
похибки має вигляд

E(a, b) = (a+ b− 3)2 + (2a− b− 1)2 + (a+ 2b− 4)2.

Потрiбно:

1. розкрити дужки i подати E(a, b) у виглядi суми квадратичної, лiнiйної та сталої
частин;

2. записати матрицю квадратичної частини;

3. перевiрити додатну визначенiсть квадратичної частини за критерiєм Сильве-
стра;

4. пояснити, чому додатна визначенiсть квадратичної частини забезпечує єдинiсть
точки мiнiмуму;

5. сформулювати змiст цього результату для задачi калiбрування параметрiв.
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Задача 3.4: Регуляризацiя параметрiв моделi

IT-коментар

Регуляризацiя (L2-штраф або Ridge regression)а використовується для обмеже-
ння надмiрного зростання параметрiв моделi. Якщо квадратична форма штра-
фу не є додатно визначеною, це може означати, що деякi напрями в просторi
параметрiв залишаються неконтрольованими.

аL2-штраф — штрафний доданок, пропорцiйний сумi квадратiв параметрiв моделi. Ridge
regression — гребенева регресiя, тобто лiнiйна регресiя з L2-регуляризацiєю, яка зменшує
величини коефiцiєнтiв i допомагає стабiлiзувати модель.

У моделi машинного навчання для програмної системи використовується штра-
фна функцiя

R(w1, w2, w3) = w2
1 + 2w2

2 + 3w2
3 + 2w1w2.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї R;

2. перевiрити додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра;

3. звести форму до канонiчного вигляду методом Лагранжа;

4. визначити ранг та iндекси iнерцiї;

5. пояснити, чи обмежує така регуляризацiя зростання параметрiв у всiх напрямах
простору.

Задача 3.5: Квадратична функцiя стiйкостi програмно-апаратної системи

IT-коментар

Додатно визначена квадратична форма може використовуватися як функцiя
Ляпуноваа для дослiдження стiйкостi системи. Разом з умовою на змiну цiєї
функцiї вздовж траєкторiй вона дає змогу оцiнювати поведiнку системи пiсля
малих збурень.

аФункцiя Ляпунова — це скалярна функцiя стану системи, яку використовують для дослi-
дження стiйкостi без явного розв’язування рiвнянь руху або рiвнянь еволюцiї системи. Якщо
така функцiя є додатно визначеною, а її змiна вздовж траєкторiй системи має потрiбний знак,
то це дає пiдстави робити висновки про стiйкiсть стану рiвноваги. Назва пов’язана з працями
О. М. Ляпунова.

Нехай стан програмно-апаратної системи пiсля малого збурення описується ве-
ктором x = (x1, x2)

T. Деяка енергетична функцiя системи описується квадратичною
функцiєю

Q(x1, x2) = 5x21 − 4x1x2 + 2x22.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної функцiї Q;
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2. перевiрити її додатну визначенiсть за критерiєм Сильвестра;

3. звести форму до канонiчного вигляду методом Лагранжа;

4. визначити ранг та iндекси iнерцiї;

5. пояснити, як додатна визначенiсть пов’язана зi стiйкiстю стану системи щодо
малих збурень.

Задача 3.6: Лiнiї рiвня функцiї якостi програмної моделi

IT-коментар

Лiнiї рiвня функцiї якостi допомагають зрозумiти геометрiю простору пошу-
куа. Форма цих лiнiй вказує, чи однаково чутлива модель до змiни рiзних па-
раметрiв, чи iснують напрями, у яких значення функцiї змiнюється швидше.

аГеометричне подання функцiї втрат або функцiї якостi в просторi параметрiв моделi ча-
сто називають loss landscape. Таке подання дає змогу аналiзувати, як змiнюється значення
функцiї при змiнi параметрiв, де розташованi локальнi мiнiмуми, сiдловi точки та напрями
найбiльшої чутливостi.

У задачi аналiзу двох параметрiв програмної моделi лiнiї рiвня функцiї якостi
задаються рiвнянням

3x21 + 4x1x2 + 3x22 = 1.

Потрiбно:

1. побудувати матрицю квадратичної форми, що стоїть у лiвiй частинi рiвняння;

2. перевiрити додатну визначенiсть цiєї форми;

3. звести форму до канонiчного вигляду;

4. визначити тип кривої другого порядку;

5. пояснити, як форма лiнiй рiвня допомагає оцiнити чутливiсть функцiї якостi
до змiни параметрiв.

3.7 Питання для самоконтролю

1. Що називають бiлiнiйною функцiєю на лiнiйному просторi? Якi умови лiнiйностi за
кожним аргументом потрiбно перевiрити?

2. Чим вiдрiзняються поняття бiлiнiйної функцiї та бiлiнiйної форми?

3. Як будується матриця бiлiнiйної функцiї в заданому базисi?

4. Як за матрицею бiлiнiйної функцiї записати її матричний вигляд B(x, y) = XTAY ?

5. Як змiнюється матриця бiлiнiйної функцiї при переходi до iншого базису?

6. Чим формула A′ = CTAC для бiлiнiйних i квадратичних форм вiдрiзняється вiд
формули змiни матрицi лiнiйного оператора?
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Матриця форми, канонiчний вигляд, iнерцiя, додатна визначенiсть

7. Якi матрицi називають конгруентними? Як це поняття пов’язане з матрицями бiлi-
нiйної функцiї в рiзних базисах?

8. Що називають рангом бiлiнiйної функцiї? Чому вiн не залежить вiд вибору базису?

9. Яку бiлiнiйну функцiю називають симетричною? Як це перевiрити за її матрицею?

10. Яку бiлiнiйну функцiю називають кососиметричною? Яку властивiсть має значення
B(x, x) для такої функцiї?

11. Як довiльну бiлiнiйну функцiю подати у виглядi суми симетричної та кососиметри-
чної частин?

12. Що називають квадратичною функцiєю? У якому розумiннi квадратична форма є
координатним записом квадратичної функцiї?

13. Що називають полярною бiлiнiйною функцiєю квадратичної функцiї? За якою фор-
мулою її можна вiдновити?

14. Якими двома способами можна задавати квадратичну функцiю на скiнченновимiр-
ному просторi?

15. Що означає звести квадратичну функцiю до канонiчного вигляду?

16. У чому полягає метод Лагранжа для зведення квадратичної форми до канонiчного
вигляду?

17. У чому полягає метод Якобi? Яку роль у ньому вiдiграють кутовi мiнори матрицi?

18. Що називають додатним, вiд’ємним i нульовим iндексами iнерцiї квадратичної фун-
кцiї?

19. У чому полягає закон iнерцiї квадратичних форм?

20. Яку квадратичну функцiю називають додатною або додатно визначеною?

21. Сформулюйте критерiй Сильвестра для додатної квадратичної функцiї.

22. Як теорiя симетричних матриць використовується для зведення квадратичної фун-
кцiї до канонiчного вигляду?

23. Який геометричний змiст має ортогональне перетворення змiнних?

24. Як квадратичнi форми використовуються пiд час класифiкацiї поверхонь другого
порядку?

25. Вiд чого залежить тип поверхнi другого порядку пiсля зведення її рiвняння до ка-
нонiчного вигляду?
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