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Передмова

Ця невелика книга є частиною конспекту лекцiй з дисциплiни «Додатко-
вi роздiли функцiонального аналiзу» для студентiв магiстерської програми
«Прикладна математика» факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-
ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Майже весь ма-
терiал розповiдався в 2022–2025 роках.

Роздiл 1 мiстить фундаментальнi топологiчнi теореми Брауера, Шаудера та
Какутанi про нерухомi точки. На мою думку, знайомство з цими теоремами
має велике значення у формуваннi сучасного фахiвця з прикладної матема-
тики. Також розглянуто порядковi теореми Бурбакi–Кнезера та Тарського
про нерухомi точки.

Роздiл 2 мiстить нарис метричної теорiї нерухомих точок та основнi методи
апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих операторiв.

У кiнцi роздiлiв наведено задачi, що пропонувались студентам для само-
стiйного розв’язання.

Попереднi знання, якi вимагаються для розумiння матерiалу, вiдповiдають
тому середньому рiвню, що досягається пiсля двох рокiв навчання на факуль-
тетах комп’ютерних наук, кiбернетики та прикладної математики класичних
унiверситетiв України (вiльне володiння основними поняттями та фактами
математичного аналiзу, лiнiйної алгебри та лiнiйного функцiонального ана-
лiзу). Для довiдок рекомендуємо книги [1–3].

Попереднi варiанти окремих сюжетiв були опублiкованi ранiше в посiбни-
ках [4,5]. Для глибшого вивчення розглянутих питань пропонуємо книги [6–8].

Робота над книгою була пiдтримана Вiддiленням цiльової пiдготовки Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка при Нацiональнiй
академiї наук України (проєкт «Новi субградiєнтнi та екстраградiєнтнi мето-
ди для негладких задач регресiї», 0124U002162, 2024–2025).

Автор глибоко вдячний колегам i студентам за плiднi дискусiї та зауважен-
ня щодо змiсту, передусiм Сергiю Ляшку, Сергiю Денисову, Юрiю Гончаренку
та Владиславi Чернорай.

Зауваження та побажання можна надсилати електронною поштою:

semenov.volodya@knu.ua, semenov.volodya@gmail.com.
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Роздiл 1

Топологiчнi теореми про нерухому точку

Задачi про нерухомi точки вiдображень є зручною загальною формою запи-
су й дослiдження рiзних проблем прикладного нелiнiйного аналiзу. Зокрема,
у виглядi задачi пошуку нерухомої точки можуть бути сформульованi задачi
розв’язання рiвнянь, знаходження екстремуму функцiоналiв, точок рiвноваги
Неша в грi тощо.

У цьому роздiлi розглянуто кiлька фундаментальних топологiчних теорем
про нерухомi точки (теореми Брауера, Шаудера та Какутанi). Знайомство з
цими теоремами має велике значення у формуваннi сучасного фахiвця з при-
кладної математики. Також розглянуто порядковi теореми Бурбакi–Кнезера
та Тарського про нерухомi точки.

1.1. Теореми Брауера та Шаудера

Будемо використовувати позначення:

• Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} — одинична куля;

• Sn−1 = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} — одинична сфера.

У даному пiдроздiлi норма в просторi Rn — евклiдова.
Нехай T : X→ X — деяке вiдображення. Точку x ∈ X називають нерухомою

точкою вiдображення T , якщо Tx = x.
Множину нерухомих точок (fixed points) вiдображення T позначимо F(T).
Має мiсце

Теорема 1.1 (Brouwer1, 1912). Довiльне неперервне вiдображення T :

Bn → Bn має нерухому точку.
1Лейтзен Егберт Ян Брауер (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 27.02.1881 — 2.12.1966) — видатний гол-

ландський математик. Займався топологiєю, теорiєю множин, математичною логiкою, теорiєю мiри та
комплексним аналiзом. Поклав початок новому напряму в математицi — iнтуїцiонiзму.
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З теореми 1.1 легко отримати такий результат про iснування нерухомої
точки.

Теорема 1.2. Нехай K ⊆ Rn — компактна опукла множина та T : K→
K — неперервне вiдображення. Тодi T має нерухому точку.

Доведення. Достатньо застосувати теорему 1.1 до вiдображення

T ◦ PK : B→ K,

де PK — метрична проєкцiя на K, B — замкнена куля, що мiстить K.

Теорема 1.3. Нехай K — гомеоморфний образ кулi Bn, T : K → K —
неперервне вiдображення. Тодi T має нерухому точку.

Наслiдок 1.1 (лема про гострий кут). Нехай неперервне вiдображення
T : Bn → Rn має властивiсть

(Tx, x) ≥ 0 ∀x ∈ Sn−1.

Тодi iснує точка x0 ∈ Bn така, що Tx0 = 0.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що Tx 6= 0 для всiх x ∈ Bn. Тодi
визначене неперерервне вiдображення

x 7→ −
Tx

‖Tx‖

кулi Bn у себе. За теоремою Брауера iснує точка x1 ∈ Bn така, що

−
Tx1

‖Tx1‖
= x1.

Звiдси маємо
(Tx1, x1) = − ‖Tx1‖ < 0,

що, разом iз включенням x1 ∈ Sn−1, веде до протирiччя.

Теорему Брауера виведемо з теореми про вiдсутнiсть ретракцiї кулi Bn на
сферу Sn−1.

Означення 1.1. Нехай A ⊆ X. Неперервне вiдображення r : X → A

називають ретракцiєю X на A, якщо r(x) = x для всiх x ∈ A. Множину A
називають ретрактом X.

Теорема 1.4. Не iснує ретракцiї кулi Bn на сферу Sn−1.
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Доведення теореми Брауера. Вiд супротивного. Припустимо, що iснує непе-
рервне вiдображення T : Bn → Bn без нерухомих точок. Побудуємо за допо-
могою T ретракцiю r кулi Bn на сферу Sn−1.

Для кожної точки x ∈ Bn розглянемо промiнь iз початком Tx 6= x, що
проходить через x. Нехай r(x) — точка, у якiй цей промiнь перетинає сферу
Sn−1. Ясно, що побудоване вiдображення r — ретракцiя Bn на Sn−1.

Теорема 1.1 та теорема 1.4 еквiвалентнi. Дiйсно, нехай iснує ретракцiя r :
Bn → Sn−1. Тодi вiдображення

−r : Bn → Sn−1

не має нерухомих точок, що суперечить теоремi 1.1.
Доведемо теорему 1.4 для випадку гладкого вiдображення. Перейти до не-

перервних вiдображень можна за допомогою апроксимацiї неперервних вiд-
ображень гладкими.

Доведення теореми 1.4. Вiд супротивного. Припустимо, що iснує ретракцiя
r : Bn → Sn−1 з класу C1. Для x ∈ Bn i 0 ≤ t ≤ 1 покладемо

g(x) = r(x) − x,

rt(x) = x+ tg(x) = (1− t)x+ tr(x).

З неперервної диференцiйовностi вiдображення g випливає iснування такої
сталої L > 0, що

‖g(x) − g(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ Bn.

Вiдображення rt : Bn → Bn iн’єктивне при 0 ≤ t < 1
L
. Дiйсно, якщо x 6= y, то

‖rt(x) − rt(y)‖ ≥ ‖x− y‖− t‖g(x) − g(y)‖ ≥ (1− tL)‖x− y‖ > 0.

Частиннi похiднi вiдображення g рiвномiрно обмеженi, тому матриця Якобi

r ′t(x) = In + t · g ′(x)

за малих t оборотна.
За теоремою про обернене вiдображення rt при t ∈ [0, t0] вiдображає intBn

на деяку вiдкриту множину Gt ⊆ intBn.
Нехай e ∈ Bn\Gt. З’єднаємо вiдрiзком точку e з довiльною точкою мно-

жини Gt i розглянемо точку b, у якiй цей вiдрiзок перетинає межу множини
Gt.

Множина Bn компактна, тому b = rt(x) для деякої точки x ∈ Bn.
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Оскiльки
b /∈ Gt = rt(intBn),

то x /∈ intBn, тобто x ∈ Sn−1.

Тому
b = x i e = b = x ∈ Sn−1.

Таким чином, rt сюр’єктивно вiдображає intBn на intBn.

Крiм того, rt бiєктивно вiдображає Sn−1 на Sn−1 (на сферi Sn−1 маємо
rt(x) = x) i, як було показано ранiше, rt iн’єктивно вiдображає Bn у Bn.

Тому для t ∈ [0, t0] вiдображення rt — бiєкцiя Bn на Bn.

Розглянемо iнтеграл

V(t) =

∫
Bn

det (r ′t(x))dx =

∫
Bn

det (In + t · g ′(x))dx.

Для t ∈ [0, t0] цей iнтеграл дорiвнює об’єму кулi Bn.

Iнтеграл V(t) — полiном вiд t. Тому V(t) — додатня стала при 0 ≤ t ≤ 1,
зокрема

V(1) =

∫
Bn

det (r ′(x))dx > 0.

З iншого боку, r(x) ∈ Sn−1 для всiх x ∈ Bn. Оскiльки

(r(x), r(x)) = ‖r(x)‖2 = 1 ∀x ∈ Bn,

то
0 =

d

dt
(r(x+ th), r(x+ th))|t=0 = 2(r(x), r

′(x)h) ∀h ∈ Rn.

Отже,

R(r ′(x)) = {r ′(x)h : h ∈ Rn} ⊆ {r(x)}⊥ = {y ∈ Rn : (y, r(x)) = 0}

i тому
det (r ′(x)) = 0.

В цьому випадку

V(1) =

∫
Bn

det (r ′(x))dx = 0.

Отримали суперечнiсть.
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Доведемо один важливий результат, який за традицiєю називають лемою
Кнастера2–Куратовського3–Мазуркевича4.

Лема 1.1. Нехай X — довiльна множина в Rn. Кожнiй точцi x ∈ X
поставлено у вiдповiднiсть компактну множину F(x) ⊆ Rn так, що для
довiльної скiнченної множини {x1, x2, ..., xp} ⊆ X

conv {x1, x2, ..., xp} ⊆
p⋃
i=1

F(xi).

Тодi ⋂
x∈X

F(x) 6= ∅.

Доведення. Достатньо довести, що сiм’я множин {F(x)}x∈X центрована.
Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що iснує така множина

{x1, x2, ..., xp} ⊆ X, що
p⋂
i=1

F(xi) = ∅.

Тодi
p⋃
i=1

Oi = Rn,

де Oi = Rn\F(xi).
Нехай {φi} — неперервне розбиття одиницi в Rn, узгоджене з вiдкритим

покриттям {Oi}, тобто

φi ∈ C(Rn), 0 ≤ φi ≤ 1,
p∑
i=1

φi = 1, suppφi ⊆ Oi.

2Бронiслав Кнастер (Bronislaw Knaster, 22.05.1893, Варшава — 3.11.1980, Вроцлав) — видатний поль-
ський математик, вiдомий своїми роботами по загальнiй топологiї. З 1939 року професор Львiвського
унiверситету. З 1945 року жив та працював у Вроцлавi. Один з вiдомих результатiв — теорема Кнастера–
Тарського, яка стверджує, що множина всiх нерухомих точок монотонного вiдображення повної гратки в
себе також є повною граткою.

3Казимир Куратовський (Kazimierz Kuratowski, 2.02.1896, Варшава — 18.06.1980, Варшава) — видатний
польський математик–тополог. У 1927–1933 роках викладав у Львiвськiй полiтехнiцi. З 1948 до 1967 очо-
лював Iнститут математики Польської академiї наук.

4Стефан Мазуркевич (Stefan Mazurkiewicz, 25.09.1888, Варшава — 19.06.1945, Гродзиськ-Мазовецький)
— видатний польський математик, професор Варшавського университету. Основнi розультати в топологiї,
математичному аналiзi та теорiї ймовiрностей. У 1933–1935 роках був президентом Польського математи-
чного товариства. Був одним з засновникiв та головним редактором журналу «Fundamentа mаthematiсае».
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Розглянемо вiдображення

φ(x) =

p∑
i=1

φi(x)xi.

Ясно, що φ(K) ⊆ K, де K = conv {x1, x2, ..., xp}. За теоремою Брауера про
нерухому точку iснує така точка y ∈ K, що

y =

p∑
i=1

φi(y)xi.

Можна вважати, що для деякого k ≤ p маємо

φi(y)

{
> 0, якщо i ≤ k,
= 0, якщо i > k,

тобто y ∈ conv {x1, x2, ..., xk}. Тодi y ∈
⋃k
i=1 F(xi), а отже, для деякого i ≤ k

маємо y ∈ F(xi). Звiдси випливає, що y /∈ Oi, тобто φi(y) = 0. Дiйшли
суперечностi.

Зауваження 1.1. У лемi 1.1 умову компактностi всiх множин F(x) мо-
жна послабити до їх замкненостi та iснування принаймнi однiєї компактної
множини F(x0), x0 ∈ X.

А що у нескiнченновимiрнiй ситуацiї?
Розглянемо в просторi c0 нескiнченно малих послiдовностей з нормою
‖x‖ = maxn |xn| оператор

Tx = (1, x1, x2, . . .) , x = (x1, x2, . . .) ∈ c0.

Оператор T неперервний та вiдображає одиничну замкнену кулю B ⊆ c0 у
себе. Нехай x = (x1, x2, . . .) — нерухома точка T у B. Тодi

(x1, x2, . . .) = (1, x1, x2, . . .) .

Звiдси випливає, що x = (1, 1, . . .) /∈ c0. Отже, F(T) = ∅.
Розглянемо в просторi `2 оператор

Tx =

(√
1− ‖x‖2, x1, x2, . . .

)
, x = (x1, x2, . . .) ∈ `2.

Оператор T неперервний та вiдображає одиничну замкнену кулю B ⊆ `2 у
себе. Нехай x = (x1, x2, . . .) — нерухома точка T у B. Тодi ‖x‖ = 1. З iншого
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боку, з

(x1, x2, . . .) =

(√
1− ‖x‖2, x1, x2, . . .

)
випливає x = (0, 0, . . .), що суперечить ‖x‖ = 1. Отже, F(T) = ∅.

Доведемо один з найважливiших результатiв нескiнченновимiрного нелi-
нiйного аналiзу — теорему Ю. Шаудера5 про нерухому точку. Ця теорема є
потужним засобом доведення iснування розв’язкiв iнтегральних та диферен-
цiальних рiвнянь.

Теорема 1.5 (Schauder, 1930). Нехай K — опуклий компакт у лiнiйному
нормованому просторi E та T : K → K — неперервне вiдображення. Тодi T
має нерухому точку.

Доведення. Покажемо, що для довiльного ε > 0 iснує така точка xε ∈ K, що

‖Txε − xε‖ ≤ ε.

Це дасть нам iснування нерухомої точки. Дiйсно, з (x1/n) видiлимо пiдпослi-
довнiсть (x1/nk

), збiжну до деякої точки x ∈ K. Тодi

Tx1/nk
→ Tx,

звiдки випливає Tx = x, оскiльки маємо∥∥Tx1/nk
− x1/nk

∥∥→ 0.

Зафiксуємо ε > 0 та оберемо в K деяку ε-сiтку x1, ... , xN ∈ K.
Нехай S = conv{x1, ..., xN} — опукла оболонка множини цих точок. За ра-

хунок опуклостi K маємо S ⊆ K. Для i = 1, 2, ...,N розглянемо функцiї

βi(x) =

{
ε− ‖x− xi‖ , якщо ‖x− xi‖ ≤ ε,
0, якщо ‖x− xi‖ > ε.

Легко перевiрити, що функцiї βi неперервнi. Також маємо

N∑
i=1

βi(x) > 0 при x ∈ K,

5Юлiуш Павло Шаудер (Juliusz Pawel Schauder, 21.09.1899 Львiв — вересень 1943 року, Львiв) — поль-
ський математик єврейського походження, вiдомий своїми роботами з функцiонального аналiзу. Юлiуш
вступив до Львiвського унiверситету в 1919 роцi i отримав докторський ступiнь в 1923 роцi. З 1935 ро-
ку Шаудер працює у Львiвському унiверситетi. Належав до Львiвської математичної школи. Страчений
гестапо, iмовiрно, у вереснi 1943 року.
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оскiльки для кожного x ∈ K iснує такий номер i, що ‖x− xi‖ < ε. Тому
функцiї

αk(x) =
βk(x)∑N
i=1 βi(x)

неперервнi на K. Зазначимо також, що

0 ≤ αk(x) ≤ 1 i
N∑
k=1

αk(x) = 1 при x ∈ K.

Тепер задамо неперервне вiдображення g на K формулою

g(x) =

N∑
k=1

αk(x)xk.

Вiдображення
h = g ◦ T : K→ K

також неперервне, причому h(S) ⊆ S (опуклiсть S i умова T(K) ⊆ K). З
теореми Брауера про нерухому точку випливає iснування z ∈ S iз h(z) = z.
Оцiнимо величину ‖Tz− z‖. Справедливi спiввiдношення

‖Tz− z‖ = ‖Tz− g(Tz)‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
k=1

αk(Tz)Tz−

N∑
k=1

αk(Tz)xk

∥∥∥∥∥ ≤
≤

N∑
k=1

αk(Tz) ‖Tz− xk‖ ≤ ε,

оскiльки при ‖Tz− xk‖ > ε маємо αk(Tz) = 0.

Iснує багато модифiкацiй цього результату. Однiєю з них є така теорема.

Теорема 1.6. Нехай K — замкнена опукла множина в банаховому про-
сторi E i T : K → K — неперервне вiдображення, причому f(K) лежить у
компактi. Тодi T має нерухому точку.

Доведення. Нехай V — замикання опуклої оболонки T(K). Множина V —
опуклий компакт та T(V) ⊆ V .

Вiдомий такий результат В. Клi6.
6Вiктор Л. Клi–молодший (Victor L. Klee, Jr., 18.09.1925, Сан-Франциско — 17.08.2007) — вiдомий аме-

риканський математик, який спецiалiзувався в опуклому аналiзi, функцiональному аналiзi, комбiнаторицi
та оптимiзацiї.
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Теорема 1.7 (Klee, 1955). Для довiльної некомпактної, обмеженої, за-
мкненої та опуклої множини K банахового простору iснує неперервне вiд-
ображення T : K→ K без нерухомих точок.

1.2. Комбiнаторне доведення теореми Брауера в R2

За допомогою комбiнаторних мiркувань доведемо iснування нерухомих то-
чок для неперервних вiдображень T : ∆ → ∆, де ∆ ⊆ R2 — замкнений три-
кутник.

Означення 1.2. Трикутники ∆0 i ∆1 розташованi правильно, якщо вiрна
альтернатива:

∆0 ∩ ∆1 = ∅ або ∆0 ∩ ∆1 — вершина чи сторона ∆0 i ∆1.

Введемо поняття триангуляцiї.

Означення 1.3. Скiнченна множина T = {S} трикутникiв називається
триангуляцiєю трикутника ∆ якщо:

1) S ⊆ ∆ для всiх S ∈ T;

2) ∆ =
⋃
S∈T S;

3) довiльнi два трикутника з T розташованi правильно.

Вершини трикутникiв, що утворюють триангуляцiю T, будемо називати
вершинами триангуляцiї T.

Нехай задана деяка триангуляцiя T трикутника ∆ з вершинами v1, v2 та
v3. Помiтимо кожну вершину триангуляцiї номером з множини {1, 2, 3}. Ре-
зультат цiєї процедури будемо називати фарбуванням вершин триангуляцiї.

Означення 1.4. Фарбування вершин триангуляцiї T називатимемо пра-
вильним, якщо вершину vi трикутника ∆ пофарбовано в i-й колiр та всi вер-
шини триангуляцiї, що належать сторонi vivj пофарбованi лише в кольори i
та j, а внутрiшнi вершини пофарбованi в кольори 1, 2, 3 довiльним чином.

Має мiсце

Лема 1.2 (лема Шпернера, 1928). Нехай вершини триангуляцiї T три-
кутника ∆ правильно пофарбовано. Тодi серед трикутникiв триангуляцiї
знайдеться такий, всi вершини якого пофарбовано у рiзнi кольори. Бiльше
того, кiлькiсть таких трикутникiв непарна.
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Доведення. Побудуємо граф G = (V, E): в множину вершин V включимо по
внутрiшнiй точцi з кожного трикутника триангуляцiї T та одну точку, що
лежить ззовнi трикутника ∆; ребрами з’єднуватимемо вершини, що лежать
у сусiднiх трикутниках зi спiльною стороною, вершини якої пофарбованi у
кольори 1 та 2 (рiзнi).

Розподiл степенiв вершин графа G такий: зовнiшня вершина — непарний
степiнь; вершина з трикольорового трикутника — 1; вершина з трикутника,
що пофарбований рiвно в два кольори 1 та 2 — 2; вершина з трикутника, у
фарбуваннi якого вiдсутнiй один з кольорiв 1 або 2 — 0.

З рiвностi
∑

v∈V d(v) = 2|E| випливає непарнiсть кiлькостi трикольорових
трикутникiв.

Перейдемо до комбiнаторного доведення теореми Брауера.
Нехай ∆ — трикутник в R3 з вершинами e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) та

e3 = (0, 0, 1).
Розглянемо неперервне вiдображення

T = (f1, f2, f3) : ∆→ ∆.

Припустимо, що
Tx 6= x ∀x ∈ ∆.

Позначимо diam(T) максимальну довжину сторiн трикутникiв триангуля-
цiї T = {S}.

Розглянемо послiдовнiсть таких триангуляцiй Tk трикутника ∆, що

diam(Tk)→ 0.

В кожнiй з цих триангуляцiй фарбуватимемо вершини v за правилом

c(v) = min {i : fi(v) < vi} ∈ {1, 2, 3} .

Дане фарбування коректне та правильне. Тому за лемою Шпернера у кожнiй
триангуляцiї Tk iснує трикольоровий трикутник з вершинами

{
vk,1, vk,2, vk,3

}
,

причому
c(vk,i) = i, i = 1, 2, 3.

Оскiльки ∆ є компактом, то можна вважати, що

vk,1 → v ∈ ∆, k→∞.
Ясно, що

vk,2 → v та vk,3 → v.

14



Оскiльки для всiх k i-та координата Tvk,i менше i-тої координати vk,i, то у
рiзницi Tv− v немає додатнiх координат.

Якщо Tv 6= v, то отримуємо неможливий випадок.

1.3. Теорема Какутанi

Теореми Брауера та Шаудера можна узагальнити на багатозначнi вiдобра-
ження.

Наведемо деякi факти про багатозначнi вiдображення. Нехай X та Y —
непорожнi множини, через 2Y позначимо булеан Y. Вiдображення

T : X→ 2Y

будемо називати багатозначним. У цьому випадку кожнiй точцi x ∈ X по-
ставлено у вiдповiднiсть деяку множину Tx ⊆ Y, яку далi вважатимемо не-
порожньою.

Графiком багатозначного вiдображення T : X→ 2Y називатимемо множину

ΓT = {(x, y) ∈ X× Y : y ∈ Tx} ⊆ X× Y.

Означення 1.5. Точка x̄ ∈ X називається нерухомою точкою вiдображе-
ння T : X→ 2X, якщо x̄ ∈ Tx̄.

Нехай X та Y — топологiчнi простори.

Означення 1.6. Багатозначне вiдображення

T : X→ 2Y

називається напiвнеперервним зверху в точцi x ∈ X, якщо для довiльної вiд-
критої множини U ⊆ Y такої, що Tx ⊆ U, iснує окiл V точки x, що задоволь-
няє умову

T(V) =
⋃
v∈V

Tv ⊆ U.

Вiдображення T називається напiвнеперервним зверху, якщо воно є напiв-
неперервним зверху в кожнiй точцi x ∈ X.

Якщо T — звичайне вiдображення, то для нього напiвнеперервнiсть зверху
рiвносильна неперервностi.

Означення 1.7. Багатозначне вiдображення T : X → 2Y називається за-
мкненим, якщо графiк ΓT замкнений у X× Y.
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Лема 1.3. Нехай простiр Y регулярний. Тодi напiвнеперервне зверху вiдо-
браження T : X→ 2Y iз замкненими значеннями є замкненим.

Доведення. Нехай xα → x, yα → y та yα ∈ Txα. Припустимо, що y /∈ Tx. Тодi
iснує замкнений окiл W точки y:

W ∩ Tx = ∅.

Множина V = Y \ W вiдкрита та Tx ⊆ V . З напiвнеперервностi зверху T
випливає, що iснує окiл U точки x:

T(U) ⊆ V.

Iснує α0:

xα ∈ U ∀α ≥ α0 ⇒ yα ∈ Txα ⊆ V = Y \W ∀α ≥ α0.

Отримали протирiччя з yα → y.

Лема 1.4. Якщо простiр Y хаусдорфовий та компактний, то замкнене
вiдображення T : X→ 2Y напiвнеперервне зверху.

Доведення. Оберемо x ∈ X i вiдкриту множину V ⊇ Tx. Розглянемо

U = {z ∈ X : Tz ⊆ V} .

Оскiльки x ∈ U i T(U) ⊆ V , то достатньо довести, що множина U вiдкрита
або, що множина X\U = {z ∈ X : Tz ∩ (Y\V) 6= ∅} замкнена.

Якщо zα → z ∈ X i zα ∈ X\U, то знайдуться точки

yα ∈ Tzα ∩ (Y\V).

Унаслiдок компактностi Y iснує така пiднапрямленiсть (yβ), що yβ → y ∈
Y\U. Оскiльки вiдображення T замкнене, то y ∈ Tz. Отже,

y ∈ Tz ∩ (Y\V),

звiдки z ∈ X\U.
Зауваження 1.2. Припущення про компактнiсть Y суттєве. Дiйсно, роз-

глянемо вiдображення T : R→ 2R
2, задане за правилом

Tx =
{
(t, y) ∈ R2 : y = xt

}
.

Воно є замкненим, але вкладення

Tx ⊆ T0+Oε(0),
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де Oε(0) = {a ∈ R2 : ‖a‖ < ε}, неможливе для жодних ε > 0 та x 6= 0.

Тепер сформулюємо Какутанi7.

Теорема 1.8 (Kakutani, 1941). Нехай K — опуклий компакт у лiнiйному
нормованому просторi E та T : K → 2K — багатозначне вiдображення, що
задовольняє умови:

1) для всiх x ∈ K множина Tx є непорожньою опуклою замкненою пiд-
множиною множини K;

2) вiдображення T напiвнеперервне зверху, тобто якщо x ∈ K та вiдкри-
та множина U мiстить Tx, то iснує такий окiл V точки x, що Tv ⊆ U
для всiх v ∈ V ∩ K.

Тодi iснує точка x0 ∈ K з x0 ∈ Tx0.

Часто її формулюють у такому виглядi.

Теорема 1.9 (Kakutani, 1941). Нехай K — непорожнiй опуклий компакт
у лiнiйному нормованому просторi E та T : K → 2K — багатозначне вiд-
ображення, що задовольняє умови:

1) для всiх x ∈ K множина Tx є непорожньою опуклою пiдмножиною
множини K;

2) вiдображення T замкнене.

Тодi вiдображення T має нерухому точку.

Зауваження 1.3. Умову теореми Какутанi про опуклозначнiсть вiдобра-
ження T не можна вiдкинути. Дiйсно, вiдображення T : [0, 1]→ 2[0,1], задане
за правилом

Tx =


x+ 1

2
, якщо x < 1

2
,

{0, 1} , якщо x = 1
2
,

x− 1
2
, якщо x > 1

2
,

замкнене, але без нерухомих точок.

Зауваження 1.4. Iз замкненостi вiдображення T та компактностi мно-
жини K випливає компактнiсть множини нерухомих точок.

7Сiдзуо Какутанi (Shizuo Kakutani, 28.08.1911, Осака — 17.08.2004) — видатний японський та амери-
канський математик, займався функцiональним аналiзом, комплексним аналiзом, топологiчними групами,
маркiвськими процесами, теорiєю мiри та ергодичною теорiєю. Найбiльш вiдомi результати — теорема про
нерухому точку для багатозначних вiдображень та теорема Маркова–Какутанi.
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Доведення теореми 1.9. Зафiксуємо ε > 0 та оберемо в K деяку cкiнченну ε–
сiтку xε1, ..., xεN(ε) ∈ K. Для i = 1, 2, ...,N(ε) розглянемо функцiї βεi : K→ R:

βεi(x) =

{
ε− ‖x− xεi‖ , якщо ‖x− xεi‖ < ε,
0, якщо ‖x− xεi‖ ≥ ε.

Функцiї βεi неперервнi. Також маємо

N(ε)∑
i=1

βεi(x) > 0 при x ∈ K,

оскiльки для кожного x ∈ K iснує такий номер i, що ‖x− xεi‖ < ε. Тому
функцiї

αεk(x) =
βεk(x)∑N(ε)
i=1 βεi(x)

, k = 1, 2, ...,N(ε),

неперервнi на K. Зазначимо також, що

0 ≤ αεk(x) ≤ 1 i
N(ε)∑
k=1

αεk(x) = 1 при x ∈ K.

Зафiксуємо точки yεi ∈ Txεi (i = 1, 2, ...,N(ε)) та задамо однозначне непе-
рервне вiдображення φε : K→ K формулою

φε(x) =

N(ε)∑
k=1

αεk(x)yεk.

Маємо
φε(K) ⊆ K.

Таким чином, для кожного ε > 0 маємо однозначне неперервне вiдображення

φε : K→ K.

За теоремою Шаудера у цього вiдображення є нерухома точка xε ∈ K:

φε(xε) = xε. (1.1)

Унаслiдок компактностi множини K iснують послiдовнiсть (εn) додатних
чисел i точка x̄ ∈ K такi, що:

εn → 0, (1.2)

‖xεn − x̄‖→ 0, (1.3)
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φεn(xεn) = xεn. (1.4)

Покажемо, що точка x̄ ∈ K є шуканою нерухомою точкою вiдображення T .
Покладемо

Oδ =
⋃
y∈Tx̄

Oδ(y),

де Oδ(y) = {z ∈ E : ‖z− y‖ < δ}.
Доведемо, що x̄ ∈ Oδ для довiльного δ > 0, звiдки, внаслiдок замкнено-

стi Tx̄, отримаємо потрiбне x̄ ∈ Tx̄ (замкненiсть множини Tx̄ випливає iз
замкненостi вiдображення T).
Oδ — опукла вiдкрита множина та Tx̄ ⊆ Oδ. Унаслiдок леми 1.4 iснує

вiдкрита куля Oε(x̄) така, що T (Oε(x̄) ∩ K) ⊆ Oδ. А внаслiдок умов (1.2) i
(1.3) iснує число N таке, що для n ≥ N маємо εn < ε/2 та xεn ∈ Oε/2(x̄).
Якщо αεni(xεn) > 0, то

‖xεni − xεn‖ < εn <
ε

2
,

‖xεni − x̄‖ ≤ ‖xεni − xεn‖+ ‖xεn − x̄‖ < εn +
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Отже, для n > N маємо xεni ∈ Oε(x̄) для всiх таких i, що αεni(xεn) > 0. Для
цих i отримуємо

yεni ∈ Txεni ⊆ T (Oε(x̄) ∩ K) ⊆ Oδ. (1.5)

Умову (1.1) запишемо у виглядi

xεn =

N(εn)∑
i=1

αεni(xεn)yεni. (1.6)

З (1.5) i (1.6) одержуємо, що для n ≥ N точка xεn — опукла комбiнацiя тiльки
тих точок yεni, якi лежать у Oδ, звiдки, внаслiдок опуклостi Oδ, маємо

xεn ∈ Oδ.

Перейшовши до границi при n → ∞, одержуємо, що x̄ ∈ clOδ ⊆ O2δ. Як
уже було вказано, звiдси випливає, що x̄ ∈ Tx̄.

1.4. Застосування теореми Какутанi

Теорема Какутанi має багато застосувань, переважно в математичнiй еко-
номiцi та теорiї iгор. Найбiльш вагомi застосування: доведення iснування рiв-
новаги Неша у теорiї iгор; модель Ерроу–Дебре в загальнiй теорiї економiчної
рiвноваги.
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Теорема 1.10. Нехай E — лiнiйний нормований простiр, X, Y — опуклi
компакти в E; неперервна функцiя f : X× Y → R така, що функцiї

x 7→ f(x, y)

опуклi, а функцiї
y 7→ f(x, y)

угнутi. Тодi
min
x∈X

max
y∈Y

f(x, y) = max
y∈Y

min
x∈X

f(x, y).

Доведення. Застосуємо теорему Какутанi до вiдображення

T : (x, y) 7→ (Ay, Bx),

де

Ay =

{
u ∈ X : f(u, y) = min

x ′∈X
f(x ′, y)

}
, Bx =

{
v ∈ Y : f(x, v) = max

y ′∈Y
f(x, y ′)

}
.

Множини Ay, Bx непорожнi, опуклi та замкненi. Необхiдно довести, що вiд-
ображення T : X× Y → 2X×Y замкнене (самостiйно).

Теорема 1.9 дає точку (x0, y0), для якої

x0 ∈ Ay0 =
{
u ∈ X : f(u, y0) = min

x ′∈X
f(x ′, y0)

}
,

y0 ∈ Bx0 =
{
v ∈ Y : f(x0, v) = max

y ′∈Y
f(x0, y

′)

}
.

Тобто,
f(x0, y0) = min

x ′∈X
f(x ′, y0) = max

y ′∈Y
f(x0, y

′).

Звiдси,
min
x ′∈X

max
y ′∈Y

f(x ′, y ′) ≤ f(x0, y0) ≤ max
y ′∈Y

min
x ′∈X

f(x ′, y ′).

Оскiльки завжди

min
x ′∈X

max
y ′∈Y

f(x ′, y ′) ≥ max
y ′∈Y

min
x ′∈X

f(x ′, y ′),

то
f(x0, y0) = min

x ′∈X
max
y ′∈Y

f(x ′, y ′) = max
y ′∈Y

min
x ′∈X

f(x ′, y ′),

що i треба було довести.
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Як приклад розв’яжемо задачу iснування точок рiвноваги Неша8 для до-
сить загальної ситуацiї.

Задамо лiнiйнi нормованi простори E1, E2, ..., Ep та

Ci ⊆ Ei

— непорожнi множини;

fi : C = C1 × ...× Cp → R

— функцiї, F = (f1, ..., fp).

Задача рiвноваги Неша полягає у знаходженнi такої точки

x̄ = (x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ C,

що 
f1 (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infx1∈C1

f1 (x1, x̄2, ..., x̄p) ,

f2 (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infx2∈C2
f2 (x̄1, x2, ..., x̄p) ,

...............

fp (x̄1, x̄2, ..., x̄p) = infxp∈Cp
fp (x̄1, x̄2, ..., xp) .

(1.7)

Позначимо NE(F, C) множину розв’язкiв задачi (1.7). Її елементи називати-
мемо точками рiвноваги за Нешем.

Нехай C =
∏p

i=1Ci — опукла компактна пiдмножина лiнiйного нормовано-
го простору E =

∏p
i=1 Ei.

Розглянемо багатозначнi вiдображення
p∏
i=2

Ci 3 (x2, ..., xp) 7→ BR1 (x2, ..., xp) =

=

{
x̄1 ∈ C1 : f1(x̄1, x2, ..., xp) = inf

x1∈C1

f1 (x1, x2, ..., xp)

}
,

............................
p∏

i=1, i6=k

Ci 3 (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp) 7→
8Джон Форбс Неш молодший (John Forbes Nash, Jr., 13.06.1928 — 23.05.2015) — видатний американ-

ський математик. Зробив значний внесок в теорiю iгор, теорiю нелiнiйних диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, диференцiальну геометрiю. Лауреат Нобелiвської премiї з економiки (1994), Премiї
Абеля (2015).
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7→ BRk (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp) =

=

{
x̄k ∈ Ck : fk(x1, ..., x̄k, ..., xp) = inf

xk∈Ck

fk (x1, x2, ..., xp)

}
,

............................

p−1∏
i=1

Ci 3 (x1, ..., xp−1) 7→ BRp (x1, ..., xp−1) =

=

{
x̄p ∈ Cp : fp(x1, ..., xp−1, x̄p) = inf

xp∈Cp

fp (x1, x2, ..., xp)

}
.

Покладемо

BR(x1, ..., xp) = BR1 (x2, ..., xp)× ...
...× BRk (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xp)× ...× BRp (x1, ..., xp−1) .

Точка x̄ = (x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ C є розв’язком задачi (1.7) тодi й тiльки тодi,
коли вона є нерухомою точкою вiдображення BR : C→ 2C, тобто

(x̄1, x̄2, ..., x̄p) ∈ BR(x̄1, x̄2, ..., x̄p).

Вiдображення BR : C → 2C задовольняє умови теореми Какутанi, якщо
припустити, що для i = 1, p

• функцiя fi неперервна на множинi C1 × ... × Cp, причому для всiх
(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xp) ∈ C1 × ...× Ci−1 × Ci+1 × ...× Cp функцiя

Ci 3 η→ fi(x1, ..., xi−1, η, xi+1, ..., xp)

опукла (доведiть це).

Приходимо до такої теореми.

Теорема 1.11. Нехай E1, E2, ..., Ep — лiнiйнi нормованi простори. При-
пустимо, що:

1) Ci — непорожня опукла компактна пiдмножина Ei;

2) fi — неперервна на множинi C1 × ... × Cp функцiя, причому для всiх
(x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xp) ∈ C1 × ... × Ci−1 × Ci+1 × ... × Cp функцiя Ci 3
η→ fi(x1, ..., xi−1, η, xi+1, ..., xp) опукла.

Тодi множина NE(F, C) точок рiвноваги за Нешем непорожня.

Розглянемо ще одне застосування. Тепер це застосування теореми Брауера
до питання про опуклiсть чебишовських множин.
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Нехай E — лiнiйний нормований простiр. Вiдстанню вiд заданої точки x до
заданої множини C ⊆ E називають величину

d(x,C) = inf
y∈C
‖x− y‖.

Пiд елементом найкращого наближення або найближчою точкою для заданої
точки x будемо розумiти таку точку y0 ∈ C, що ‖x − y0‖ = d(x,C), тобто
‖x−y0‖ ≤ ‖x−y‖ для всiх y ∈ C. Множину всiх найближчих точок з C для
заданої точки x позначимо PCx.

Означення 1.8. Непорожню множину C називають чебишовською, якщо
довiльна точка x має єдину найближчу точку в множинi C, тобто

∀x множина PC складається з однiєї точки.

Якщо C — чебишовська множина, то вiдображення PC, що ставить у вiд-
повiднiсть точцi x її найближчу точку PCx iз C, називається метричною про-
єкцiєю на C.

Ясно, що чебишовська множина є замкненою. Опишемо всi чебишовськi
множини евклiдового простору Rm.

Теорема 1.12 (Л. Бунт9, T. Моцкiн10). Чебишовська множина евклiдо-
вого простору є замкненою та опуклою.

Головну роль у розглянутому нижче доведеннi грає теорема Брауера про
нерухому точку.

Лема 1.5. Метрична проєкцiя PC на чебишовську множину C є непе-
рервним вiдображенням.

Доведення. Спочатку зазначимо, що для x, y ∈ Rm

|d(x,C) − d(y,C)| ≤ ‖x− y‖. (1.8)

Припустимо, що метрична проєкцiя PC розривна в деякiй точцi x, тобто
знайдуться число ε > 0 i послiдовнiсть (xn), xn → x, такi, що

‖PCxn − PCx‖ ≥ ε ∀n ∈ N.
9Лукас Нiколаас Хендрiк Бунт (Lucas Nicolaas Hendrik Bunt, 10.06.1905 — 22.01.1984) — голландський

математик.
10Теодор Самуїл Моцкiн (Theodore Samuel Motzkin, 26.03.1908, Берлiн — 15.12.1970, Лос-Анджелес)

— iзраїльський та американський математик. Один з розробникiв математичної термiнологiї на iвритi.
Вiдомий своїми роботами з теорiї лiнiйних нерiвностей. Займався комбiнаторикою, теорiєю графiв, теорiєю
наближення, чисельними методами та теорiєю чисел.
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Унаслiдок (1.8) послiдовнiсть (PCxn) обмежена. Нехай y — її часткова гра-
ниця. Ясно, що y 6= PCx. За (1.8)

‖x− y‖ = lim
k→∞ ‖xnk

− PCxnk
‖ = lim

k→∞d(xnk
, C) = d(x,C).

Оскiльки множина C замкнена, то y ∈ C, тобто точка y також є найближчою
до x. Отримали протирiччя з тим, що C — чебишовська множина.

Означення 1.9. Чебишовську множину C називають чебишовським сон-
цем, якщо

PC(PCx+ t(x− PCx)) = PCx ∀x /∈ C ∀t ≥ 0.

Лема 1.6. Чебишовська множина є чебишовським сонцем.

Доведення. Нехай C — чебишовська множина та x /∈ C. Розглянемо промiнь
`, що виходить з y = PCx ∈ C та проходить через x. Покладемо r = ‖x−y‖ та
розглянемо кулю B = B(x, r). Задамо вiдображення T : B→ B за формулою

Tz = x+ r
x− PCz

‖x− PCz‖
, z ∈ B.

Точка Tz — точка перетину сфери S(x, r) та променю, що виходить з x у
напрямку x− PCz.

Вiдображення T неперервне (випливає з неперервностi метричної проекцiї
на чебишовську множину). За теоремою Брауера iснує точка z0 ∈ B така, що

Tz0 = z0.

З означення Tz0 випливає, що точка x лежить на вiдрiзку, що з’єднує z0 з її
проекцiєю PCz0. При цьому найближчим елементом до кожної точки вiдрiзка
[z0, PCz0] буде точка PCz0 (випливає з нерiвностi трикутника та чебишовостi
C). Однак для x найближча точка y = PCx, i вона єдина. Отже, PCz0 = y.
Таким чином, для всiх точок iз [y, z0] найближчою точкою iз C є точка y.

Застосовуючи попереднi мiркування, проведенi для точки x, до точки z0,
ми ще далi просунемось по променю `. У результатi для кожної точки p ∈ `
точка y буде єдиною найближчою з множини C.

Лема 1.7. Чебишовське сонце є опуклою множиною.

Доведення. Нехай x, y ∈ C та z = λx+ (1− λ)y, де λ ∈ (0, 1). Оскiльки C —
чебишовське сонце, то при z /∈ C кожна точка z + t(z − PCz) для t > 0 має
точку PCz своєю найближчою iз C. Тому

‖z+ t(z− PCz) − PCz‖2 ≤ ‖z+ t(z− PCz) − x‖2 . (1.9)
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Використовуючи властивостi скалярного добутку, отримуємо

1

t
‖z− PCz‖2 + 2(z− PCz, z− PCz) ≤

1

t
‖z− x‖2 + 2(z− PCz, z− x).

Спрямовуючи t→ +∞ у цiй нерiвностi, отримуємо

(z− PCz, z− x) ≥ ‖z− PCz‖2.

Аналогiчно, пiдставляючи y замiсть x у (1.9), маємо

(z− PCz, z− y) ≥ ‖z− PCz‖2.

Звiдси

‖z− PCz‖2 ≤ λ(z− PCz, z− x) + (1− λ)(z− PCz, z− y) = 0.

Отже,
z = PCz ∈ C.

Це доводить опуклiсть множини C.

У нескiнченновимiрних лiнiйних просторах про опуклiсть чебишовських
пiдмножин вiдомо небагато. Наприклад, на момент написання цього тексту11

не вiдомо, чи опукла довiльна чебишовська множина в нескiнченновимiрному
гiльбертовому просторi (проблема В. Клi, 1961).

1.5. Порядковi теореми про нерухому точку

Крiм теорем Банаха, Брауера та Шаудера використовуються також поряд-
ковi теореми про нерухому точку типу теореми Тарського. Вони кориснi при
дослiдженнi операторних рiвнянь в частково впорядкованих просторах, при-
чому можна не використовувати явно метричнi чи топологiчнi властивостi
цих просторiв.

Нагадаємо вiдомi поняття.
Нехай M — непорожня множина.

Означення 1.10. Бiнарне вiдношення o ∈ M ×M називають вiдношен-
ням часткового порядку (на M) якщо:

• (x, x) ∈ o для всiх x ∈M (рефлексивнiсть);

• якщо (x, y) ∈ o i (y, x) ∈ o, то x = y (антисиметричнiсть);
11Сiчень 2026 року.
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• якщо (x, y) ∈ o i (y, z) ∈ o, то (x, z) ∈ o (транзитивнiсть).

Замiсть запису (x, y) ∈ o будемо використовувати нотацiю x ≤ y, або
y ≤ x. Крiм того, будемо писати y < x коли y ≤ x та x 6= y.

Означення 1.11. Частково впорядкованою множиною називають впоряд-
ковану пару (M,≤), де M — непорожня множина, ≤ — вiдношення част-
кового порядку на M.

Означення 1.12. Ланцюгом L в частково впорядкованiй множинi (M,≤)
називається така непорожня множина L ⊆M, що для кожної пари елементiв
x, y ∈ L або y ≤ x, або x ≤ y.

Нехай (M,≤) — частково впорядкована множина та F ⊆M.

Означення 1.13. Елемент z ∈ F називають найбiльшим елементом мно-
жини F, якщо x ≤ z для всiх x ∈ F. Елемент z ∈ F називають найменшим
елементом множини F, якщо z ≤ x для всiх x ∈ F.

Означення 1.14. Елемент z ∈ M називають мажорантою множини F,
якщо x ≤ z для всiх x ∈ F. Елемент z ∈M називають мiнорантою множини
F, якщо z ≤ x для всiх x ∈ F.

Означення 1.15. Мажоранта z множини F називається її супремумом,
якщо z ≤ y для довiльної мажоранти y множини F. Мiноранта z множини F
називається її iнфiмумом, якщо y ≤ z для довiльної мiноранти y множини F.

Супремум множини F позначимо через sup F, а її iнфiмум — через inf F.

Означення 1.16. Елемент z ∈ M називається максимальним, якщо з
z ≤ x випливає z = x. Елемент z ∈ M називається мiнiмальним, якщо з
x ≤ z випливає z = x.

Центральним пунктом пiдроздiлу є доведення (незалежне вiд леми Цорна
i аксiоми вибору) наступної порядкової теореми про нерухому точку.

Теорема 1.13 (Bourbaki12, 1940; Kneser13, 1950). Нехай:

(i) вiдображення T : M → M частково впорядкованої множини (M,≤)
задовольняє x ≤ Tx для всiх x ∈M;

12Нiколя Бурбакi (Nicolas Bourbaki) — колективний псевдонiм групи французьких математикiв, ство-
реної в 1935 роцi. Метою групи було написання серiї книг «Elements de mathematique». Книги Бурбакi
написанi в аксiоматичнiй манерi й мали на метi дати виклад математики на основi теорiї множин Цермело–
Френкеля.

13Гельмут Кнезер (Hellmuth Kneser, 16.08.1898 — 23.08.1973) — нiмецький математик, який зробив по-
мiтний внесок у теорiю груп та топологiю.
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(ii) кожен ланцюг з M має супремум.

Тодi T має нерухому точку.

Зауваження 1.5. Теорема 1.13 елементарно виводиться з леми Цорна.
Множина M має максимальний елемент z ∈M. Оскiльки z ≤ Tz, то z = Tz.

Зауваження 1.6. Теорема 1.13 залишиться вiрною, якщо в (i) замiнити
«≤» на «≥» та в (ii) — «супремум» на «iнфiмум».

Доведення теореми 1.13. Нехай a — фiксований елемент множини M. Наз-
вемо баштою множину C ⊆M, що має такi три властивостi:

1) a ∈ C;

2) T(C) ⊆ C;

3) супремум кожного ланцюга з C належить C.

Ясно, що башти iснують. Наприклад, сама множина M є баштою.
Якщо деяка башта C є ланцюгом, то для точки w = supC ∈ B, в силу

включення Tw ∈ C, має мiсце нерiвнiсть

w ≤ Tw ≤ w,

тобто, Tw = w, що i потрiбно було довести.
Для доведення твердження теореми потрiбно сконструювати башту, яка є

ланцюгом.
Перетин башт є баштою. Отже, перетин A 6= ∅ усiх башт буде мiнiмальною

баштою. Покажемо, що мiнiмальна башта A є ланцюгом.
Оскiльки множина {x ∈M : x ≥ a} є баштою, то

4) a ≤ x для всiх x ∈ A.

Розглянемо множину

P = {x ∈ A : y ∈ A, y < x ⇒ Ty ≤ x} .

Покажемо, що

5) якщо x ∈ P i z ∈ A, то

z ≤ x або z ≥ Tx.

Беремо елемент x ∈ P та розглянемо множину

B = {z ∈ A : z ≤ x ∨ Tx ≤ z} .
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З умови 4) випливає, що B має властивiсть 1).
Множина B також має властивiсть 2). Дiйсно, якщо z ≥ Tx, то Tz ≥ z ≥ Tx;

якщо z = x, то Tz = Tx; i, нарештi, якщо z < x, то Tz ≤ x, оскiльки x ∈ P.
Множина B має властивiсть 3). Дiйсно, якщо u = sup F, F — ланцюг з B,

то або y ≤ x для всiх y ∈ F i тодi u ≤ x, або y ≥ Tx для деякого y ∈ F i тодi
u ≥ Tx.

Таким чином, множина B є баштою, що лежить в A. Тому, B = A, звiдки
випливає властивiсть 5).

Покажемо, що множина P є баштою.
Властивiсть 1) для P має мiсце.
Для доведення 2) розглянемо елемент x ∈ P та покажемо, що якщо z ∈ A

i z < Tx, то Tz ≤ Tx. З властивостi 5) випливає, що або z ≥ Tx, або z ≤ x,
тому якщо z < Tx, то z ≤ x. Але тодi, оскiльки x ∈ P, з z < x випливає, що
Tz ≤ x ≤ Tx, а з z = x — Tz = Tx.

Для доведення властивостi 3) для множини P, розглянемо супремум v лан-
цюга F ⊆ P. Покажемо, що v ∈ P. Для цього розглянемо елемент z ∈ A та
z < v. З властивостi 5) випливає кожна точка x ∈ F задовольняє одну з нерiв-
ностей: z ≤ x або x ≤ Tx ≤ z. Друга нерiвнiсть не може бути справедливою
для кожного x ∈ F, оскiльки тодi v ≤ z. Отже, для деякого x ∈ F виконується
z ≤ x. Але якщо z < x, то Tz ≤ x ≤ v за означенням множини P. Якщо
z = x, то, оскiльки z 6= v, в множинi F знайдеться такий елемент y, що z < y,
в цьому випадку Tz ≤ y ≤ v. Показали, що в обох випадках Tz ≤ v, чим
довели, що v ∈ P, тобто P має властивiсть 3). Отже, множина P є баштою.

Оскiльки множина P є баштою та пiдмножиною мiнiмальної башти A, то

P = A.

З умови 5) випливає, що для довiльних точок x та z з A маємо:

z ≤ x або z ≥ Tx ≥ x.
Тобто, A — ланцюг.

З теореми 1.13 випливає такий результат.

Теорема 1.14. Нехай:

(i) вiдображення T : X → X частково впорядкованої множини (X,≤) є
неспадним, тобто, для x, y ∈ X

x ≤ y ⇒ Tx ≤ Ty;

(ii) кожен ланцюг з X має супремум.
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(iii) iснує такий елемент x0 ∈ X, що x0 ≤ Tx0.

Тодi T має найменшу нерухому точку в множинi {x ∈ X : x0 ≤ x}.

Зауваження 1.7. Вiдображення T має найбiльшу нерухому точку в мно-
жинi {x ∈ X : x ≤ x0} якщо виконується (i), в (ii) замiнити «супремум» на
«iнфiмум», в (iii) нерiвнiсть x0 ≤ Tx0 замiнити на Tx0 ≤ x0.

Доведення. Розглянемо множину

M = {x ∈ X : x ≤ Tx, x0 ≤ x} .

Оскiльки x0 ≤ Tx0, то x0 ∈ M 6= ∅. Крiм того, T(M) ⊆ M. Дiйсно, для
точки x ∈ M виконується x0 ≤ x та x ≤ Tx. З того, що вiдображення T є
неспадним, випливає нерiвнiсть Tx ≤ T(Tx). Отже, Tx ∈M.

Покажемо, що довiльний ланцюг C ⊆M має супремум вM. Ясно, що iснує
z = supC ∈ X. З нерiвностi x ≤ z ∀x ∈M та монотонностi T випливає

x ≤ Tx ≤ Tz ∀x ∈M.

Оскiльки z = supC, то z ≤ Tz. Крiм того, x0 ≤ z. Отже, z ∈M.
Тепер теорема 1.13 гарантує iснування нерухомої точки вiдображення T в

множинi
M ⊆ {x ∈ X : x0 ≤ x} .

Доведемо iснування найменшої нерухомої точки вiдображення T в множинi
{x ∈ X : x0 ≤ x}. Розглянемо множину

N = {y ∈M : y — мiноранта множини нерухомих точок T в M} .

Аналогiчно попереднiм мiркуванням з використанням теореми 1.13 дово-
димо iснування нерухомої точки вiдображення T в множинi N. Ця нерухома
точка є найменшою нерухомою точкою T в множинi N та, звичайно, в мно-
жинi {x ∈ X : x0 ≤ x}.

Завершимо пiдроздiл теоремою Тарського про нерухому точку неспадних
вiдображень, що дiють в повних ґратках.

Означення 1.17. Частково впорядковану множину (M,≤) називають
ґраткою, якщо кожна непорожня скiнченна пiдмножина M має супремум
та iнфiмум.

Означення 1.18. Частково впорядковану множину (M,≤) називають
повною ґраткою, якщо кожна непорожня пiдмножина M має супремум та
iнфiмум.
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Має мiсце

Теорема 1.15 (Tarski14, 1955). Нехай (X,≤) — повна ґратка. Кожне
неспадне вiдображення T : X → X має нерухому точку. Крiм того, таке
вiдображення має найменшу та найбiльшу нерухомi точки.

Доведення. Нехай a = inf X та b = supX. Тодi a ≤ Ta та Tb ≤ b. Отже,
твердження випливає з теореми 1.14 та зауваження 1.7.

Нагадаємо формулювання аксiоми вибору.

Означення 1.19. Функцiєю вибору для множини X називається така
функцiя

ϕ : 2X \ {∅}→ X,

що ϕ(A) ∈ A для всiх A ⊆ X, A 6= ∅.

Неформально, функцiя ϕ «вибирає» елемент з кожної непорожньої пiд-
множини X.

Аксiома вибору. Для довiльної множини iснує функцiя вибору.

Зауваження 1.8. Часто аксiому вибору формулюють у такому виглядi:
для кожної родини {Xs}s∈S непорожнiх множин iснує функцiя

f : S→⋃
s∈S

Xs,

така, що f(s) ∈ Xs для всiх s ∈ S.

Розглянемо два фундаментальних твердження з теорiї множин.

Теорема 1.16 (теорема Хаусдорфа про максимальний ланцюг). Довiльна
частково впорядкована множина E мiстить максимальний ланцюг, тобто,
iснує ланцюг в E, що не є власною пiдмножиною iншого ланцюга з E.

Теорема Хаусдорфа стверджує таке. Нехай (E,≤) — непорожня частково
впорядкована множина. Множину

ch (E) = {L ⊆ E : L− ланцюг}

частково упорядкуємо вiдношенням вкладення ⊆. Тодi частково впорядкова-
на множина (ch (E) ,⊆) має максимальний елемент.

14Альфред Тарський, прiзвище при народженнi Тайтельбаум (Alfred Tarski (Tajtelbaum) 14.01.1901,
Варшава — 26.10.1983, Берклi, Калiфорнiя) — видатний польський та американський математик та логик.
Теорема 1.15 отримана в 1942 р., але опублiкована лише в 1955 р.: Tarski A. A lattice-theoretical fixpoint
theorem and its applications. Pacific Journal of Mathematics. 1955. Vol. 5. No. 2. P. 285–309.
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Доведення теореми 1.16. Розглянемо ланцюг L ⊆ ch (E). Множина

S =
⋃
C∈L

C

належить ch (E) та S = supL.
Нехай ϕ — функцiя вибору для множини E. Для L ∈ ch (E) позначимо

через L∗ множину всiх таких

x ∈ E \
⋃
C∈L

C,

що L ∪ {x} ∈ ch (E). Покладемо

f(L) =

{
L ∪ {ϕ(L∗)} , якщо L∗ 6= ∅,

L, якщо L∗ = ∅.

Нерухома точка вiдображення f є максимальним ланцюгом в (E,≤). За
теореою 1.13 iснує L ∈ ch (E): f(L) = L.

Теорема 1.17 (лема Цорна). Якщо довiльний ланцюг з частково впоряд-
кованої множини E має мажоранту, то E має максимальний елемент.

Доведення. Нехай E0 — максимальний ланцюг з частково впорядкованої мно-
жини (E,≤), який iснує за теоремою Хаусдорфа. Розглянемо точку x ∈ E —
мажоранту E0. Нехай x ≤ y для y ∈ E. Якщо y /∈ E0, то множина E0 ∪ {y} є
ланцюгом, що мiстить максимальний ланцюг E0. Отже, y ∈ E0 та x = y.

Виведемо аксiому вибору з леми Цорна.
Для довiльної множини X розглянемо непорожню родину F вiдображень

ψ : 2D \ {∅}→ D, D ⊆ X,

що мають властивiсть

ψ(A) ∈ A для всiх A ⊆ D, A 6= ∅.

Задамо частковий порядок на F

ψ1 � ψ2 ⇔ D1 ⊆ D2, ψ2|2D1\{∅} = ψ1.

Довiльний ланцюг в (F,�) має мажоранту. Тому F мiстить максимальний
елемент ϕ. Функцiя ϕ задана на 2X \ {∅}, iнакше легко побудувати функцiю з
F, що строго бiльша за ϕ. Таким чином, вiдбраження ϕ є функцiєю вибору
для множини X.
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1.6. Задачi

Задача 1.1. Нехай X та Y гомеоморфнi, X має топологiчну властивiсть
нерухомої точки15. Доведiть, що Y має топологiчну властивiсть нерухомої
точки.

Задача 1.2. Нехай топологiчний простiр X має топологiчну властивiсть
нерухомої точки та Y — ретракт X. Доведiть, що Y має топологiчну власти-
вiсть нерухомої точки.

Задача 1.3. Нехай неперервне вiдображення T : Bn → Rn має власти-
вiсть:

T(Sn−1) ⊆ Bn.
Доведiть, що iснує точка x0 ∈ Bn: Tx0 = x0.

Задача 1.4. Нехай A ⊆ Bn — непорожня замкнена множина. Доведiть,
що iснує неперервне вiдображення T : Bn → Bn таке, що F(T) = A, де F(T) —
множина нерухомих точок вiдображення T .

Задача 1.5. Доведiть теорему 1.4 для випадку неперервного вiдображен-
ня.

Задача 1.6. Нехай C — вiдкрита опукла пiдмножина евклiдового просто-
ру Rn, 0 ∈ C. Введемо функцiю

p(x) = inf
{
α > 0 :

x

α
∈ C
}
∀x ∈ Rn.

Функцiю p називають функцiєю Мiнковського множини C. Доведiть, що
функцiя p має такi властивостi:

1) p(λx) = λp(x) ∀x ∈ Rn ∀λ > 0;

2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ Rn;

3) ∃M > 0: 0 ≤ p(x) ≤M‖x‖ ∀x ∈ Rn;

4) C = {x ∈ Rn : p(x) < 1}.

Задача 1.7. Доведiть, що опуклий компакт з непорожньою внутрiшнiстю
C ⊆ Rn є гомеоморфними образами кулi Bn.

Задача 1.8. Доведiть, що всi опуклi компакти з непорожньою внутрiшнi-
стю в Rn гомеоморфнi.

15Кажуть, що топологiчний простiр X має топологiчну властивiсть нерухомої точки, якщо довiльне
неперервне вiдображення T : X→ X має нерухому точку.
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Задача 1.9. Покажiть, як можна побудувати для довiльної множини C ⊆
Rn, опуклої, але не компактної, неперервне вiдображення T : C → C без
нерухомих точок.

Задача 1.10. Нехай K ⊆ Rn — компактна опукла множина, T : K→ K —
неперервне вiдображення. Застосувавши лему 1.1 до сiм’ї множин

F(x) = {y ∈ K : (y− Ty, y− x) ≤ 0} ∀x ∈ K,

доведiть, що T має нерухому точку.

Задача 1.11. В банахових просторах `2, c0 та C([−1, 1]) побудувати при-
клади неперервних вiдображень, що вiдображають замкнену кулю в себе, але
не мають нерухомих точок.

Задача 1.12. Нехай H — сепарабельний гiльбертовий простiр, BH = {x ∈
H : ‖x‖ ≤ 1}. Якщо T : BH → BH — слабко секвенцiйно неперервний опера-
тор, то T має нерухому точку в BH.

Задача 1.13. Нехай A1, A2, A3 — набiр замкнених пiдмножин трикутника
∆ ⊆ R2 з вершинами v1, v2 та v3. Нехай:

1) ∆ =
⋃3
k=1Ak;

2) ∀k ∈ {1, 2, 3} : vk ∈ Ak;

3) ∀k, i ∈ {1, 2, 3} : [vk, vi] ⊆ Ak ∪Ai.

Доведiть, що
⋂3
k=1Ak 6= ∅.

Задача 1.14. Нехай (X, dX), (Y, dY) — метричнi простори, (Y, dY) — ком-
пактний простiр. Нехай f ∈ C(X× Y) та

g(x) = max
y∈Y

f(x, y).

Доведiть, що g ∈ C(X).

Задача 1.15. Нехай функцiя φ : X × Y → R неперервна, Y — компакт.
Доведiть, що вiдображення T : X→ 2Y, задане спiввiдношенням

Tx =

{
ȳ ∈ Y : φ(x, ȳ) = inf

y∈Y
φ(x, y)

}
,

замкнене16.
16X, Y — метричнi простори.
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Задача 1.16. Нехай A, B — непорожнi опуклi компакти з банахових прос-
торiв X, Y, вiдповiдно. Функцiя L : X×Y → R— неперервна наA×B та опукла
по x на A (для всiх y ∈ B), угнута по y на B (для всiх x ∈ A). Доведiть, що
iснує сiдлова точка функцiї L на A× B, тобто, iснує (x0, y0) ∈ A× B:

L(x0, y) ≤ L(x0, y0) ≤ L(x, y0) ∀x ∈ X ∀y ∈ B.

Задача 1.17. Нехай C ⊆ Rn — опуклий компакт, A : C→ Rn — неперерв-
не вiдображення. Доведiть, що iснує така точка x ∈ C, що

(Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Задача 1.18. Нехай C ⊆ Rn — замкнена опукла множина, A : C→ Rn —
неперервне вiдображення з властивiстю17: для деякого x0 ∈ C виконано

(Ax, x− x0)

‖x‖
→ +∞, ‖x‖→ +∞, x ∈ C.

Доведiть, що iснує така точка x ∈ C, що

(Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Задача 1.19 (лема Тейхмюллера–Т’юкi). Нехай родина E пiдмножин де-
якої множини E має властивiсть: A ∈ E тодi i тiльки тодi, коли довiльна
скiнченна пiдпможина A належить E. Доведiть, що в E є максимальний еле-
мент.

Задача 1.20. Доведiть, що якщо в ґратцi (X,≤) кожне неспадне вiдобра-
ження T : X→ X має нерухому точку, то ґратка (X,≤) повна.

17Дану властивiсть називають коерцитивнiстю.
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Роздiл 2

Елементи метричної теорiї нерухомих точок

Класичнi топологiчнi теореми Брауера, Шаудера та Какутанi про iснуван-
ня нерухомих точок мають неконструктивний характер. Природно видiлити
класи операторiв, для яких можна конструктивно знаходити нерухомi точки.
Найвiдомiшим прикладом такого класу є стискаючi вiдображення. Дiйсно,
в класичному доведеннi теореми Банаха–Пiкара–Качiополлi явно будується
послiдовнiсть, що збiгається до нерухомої точки. Бiльш широким є клас не-
розтягуючих операторiв, теорiя яких плiдно розвивається з 1960-х рокiв.

У даному роздiлi ми розглянемо питання iснування нерухомих точок нероз-
тягуючих операторiв, що дiють в гiльбертових просторах, та основнi методи
апроксимацiї нерухомих точок (для подальшого та глибшого знайомства з те-
мою радимо звернутись до книг [6,7]). Цi методи слiд трактувати як шаблони
для бiльш спецiалiзованих алгоритмiв [8].

2.1. Метрична проєкцiя на замкнену опуклу множину

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та
нормою ‖·‖. Cильну збiжнiсть позначатимемо через →, а слабку — ⇀.

Теорема 2.1. Нехай C ⊆ H — опукла замкнена множина. Тодi для будь-
якого елемента x простору H в C iснує єдиний найближчий до x елемент.
Iншими словами, iснує єдиний елемент z ∈ C, для якого

‖z− x‖ = min
y∈C
‖y− x‖ .

Перше доведення. Нехай zk ∈ C — мiнiмiзуюча послiдовнiсть, тобто

lim
k→∞ ‖zk − x‖ = d = inf

y∈C
‖y− x‖ . (2.1)
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За правилом паралелограма (елементарний наслiдок всластивостей скаляр-
ного добутку)

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 , x, y ∈ H,

можемо записати

‖zk − zl‖2 = 2 ‖x− zk‖2 + 2 ‖x− zl‖2 − 4
∥∥∥∥x− zk + zl2

∥∥∥∥2 . (2.2)

З опуклостi C випливає 1
2
zk +

1
2
zl ∈ C, тому

d2 ≤
∥∥∥∥x− zk + zl2

∥∥∥∥2 .
Отже,

‖zk − zl‖2 ≤ 2 ‖x− zk‖2 + 2 ‖x− zl‖2 − 4d2.
З (2.1) випливає, що limk,l→∞ ‖zk − zl‖ = 0.

Оскiльки простiр H повний, множина C замкнена, то iснує елемент z ∈ C
такий, що zk → z. Крiм того,

‖z− x‖ = lim
k→∞ ‖zk − x‖ = d.

Для доведення єдиностi найближчого елемента слiд тiльки зазначити, що
пiсля пiдстановки в (2.2) замiсть zk i zl довiльних двох елементiв z, z ′ ∈ C,
якi задовольняють ‖z− x‖ = ‖z ′ − x‖ = d, одержимо

‖z− z ′‖2 = 2 ‖x− z‖2 + 2 ‖x− z ′‖2 − 4
∥∥∥∥x− z+ z ′2

∥∥∥∥2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0,
звiдки випливає, що z = z ′.

Друге доведення. Оскiльки d(x,C) = infy∈C ‖y−x‖ = d(0, C−x), то теорему
достатньо довести для випадку x = 0. Позначимо d(0, C) через d i розглянемо
множини

Cn =

{
y ∈ C : ‖y‖ ≤ d+

1

n

}
.

Перетин усiх Cn — це множина елементiв, якi розташованi на вiдстанi d вiд
нуля. Отже, потрiбно довести, що

⋂∞
n=1Cn складається з однiєї точки. Ско-

ристаємось принципом вкладених множин. Множини Cn утворюють спадний
ланцюг опуклих замкнених множин. Потрiбно показати, що diamCn → 0
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(n→∞). Для x, y ∈ Cn маємо:

‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 − ‖x+ y‖2 ≤

≤ 2

((
d+

1

n

)2
+

(
d+

1

n

)2
− 2d2

)
=
8d

n
+
4

n2
.

Отже, diamCn ≤
√

8d
n
+ 4

n2 → 0 (n→∞).

Теорема 2.1 дозволяє коректно ввести оператор PC метричного проєктува-
ння (проєкцiї) простору H на опуклу замкнену множину C ⊆ H, який ставить
у вiдповiднiсть елементу x ∈ H єдиний елемент PCx ∈ C, для якого

‖PCx− x‖ = min
y∈C
‖y− x‖ . (2.3)

Оператор PC можна охарактеризувати наступним чином.

Теорема 2.2. Нехай C ⊆ H — опукла замкнена множина, x ∈ H, z ∈ C.
Такi умови рiвносильнi:

1) z = PCx.

2) (z− x, y− z) ≥ 0 ∀y ∈ C.

3) ‖z− y‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖z− x‖2 ∀y ∈ C.

Доведення. Рiвносильнiсть 2) та 3) випливає з тотожностi

2(z− y, z− x) = ‖z− y‖2 + ‖z− x‖2 − ‖x− y‖2 .

Доведемо рiвносильнiсть 1) та 2). Нехай x ∈ H i z = PCx. Оскiльки мно-
жина C опукла, то

(1− t)z+ ty = z+ t(y− z) ∈ C ∀z ∈ C 0 ≤ t ≤ 1.

Унаслiдок (2.3) функцiя

φ(t) = ‖x− z− t(y− z)‖2 = ‖x− z‖2 − 2t(x− z, y− z) + t2 ‖z− y‖2

досягає мiнiмуму в точцi t = 0. Це означає, що d
dt
φ(0) ≥ 0, тобто (x− z, y−

z) ≤ 0 для всiх y ∈ C, або (z − x, y − z) ≥ 0 для всiх y ∈ C. З iншого боку,
якщо z ∈ C i (z− x, y− z) ≥ 0 при y ∈ C, то

0 ≤ (z− x, y− x+ x− z) = − ‖x− z‖2 + (z− x, y− x).
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Отже, ‖x− z‖2 ≤ (z − x, y − x) ≤ ‖z− x‖ ‖y− x‖ i тим самим ‖x− z‖ ≤
‖y− x‖ ∀y ∈ C, тобто z = PCx.

З теореми 2.2 випливає, що оператор метричного проєктування PC нероз-
тягуючий, тобто

‖PCx− PCy‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.

Для деяких опуклих замкнених множин C вiдомi явнi формули обчислення
проєкцiї PC. Наприклад, для кулi

B(x0, R) = {y ∈ H : ‖y− x0‖ ≤ R}

та x /∈ B(x0, R) маємо

PBR(x0)x = x0 + R
x− x0
‖x− x0‖

,

а для гiперплощини L = {y ∈ H : (x0, y) = c} (x0 6= 0, c ∈ R) проєкцiя PLx
обчислюється за формулою

PLx = x+ (c− (x0, x))
x0

‖x0‖2
.

Розглянемо скiнченний набiр замкнених опуклих множин C1, C2,..., Cr. Для
x0 ∈ H визначимо послiдовнiсть (xn) за таким правилом:

x0
PC17→ x1

PC27→ x2
PC37→ x3

PC47→ ...
PCr7→ xr

PC17→ xr+1
PC27→ ..., (2.4)

тобто
xn+1 = PCnmod r+1

xn.

Має мiсце

Теорема 2.3 (Л.М. Брегман1). Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi
множини з непорожнiм перетином. Тодi

xn ⇀ x̄ ∈
r⋂
i=1

Ci, n→∞.
1Лев Меєрович Брегман (Lev M. Bregman, нар. 31 сiчня 1941, Ленiнград — 24 лютого 2023, Беер-

Шева) — радянський та iзраїльский математик. Автор поняття дивергенцiя Брегмана. Закiнчив у 1963
роцi Ленiнградський унiверситет та працював у ньому до 1991-го. Кандидатську дисертацiю захистив у
1966 роцi. Розробив релаксацiйний метод знаходження спiльної точки опуклих множин та застосував його
для розв’язання задач опуклого програмування. Емiгрував до Iзраїлю у 1991 роцi.
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Доведення. Нехай x ∈ ∩ri=1Ci. Позначимо через (yik) пiдпослiдовнiсть (xkr+i),
де i ∈ {1, ..., r}. Iз означення метричної проєкцiї випливають нерiвностi

‖x0 − x‖ ≥ ‖x1 − x‖ ≥ ‖x2 − x‖ ≥ ‖x3 − x‖ ≥ ... ≥ 0.

Отже, послiдовнiсть (xn) обмежена та iснує границя limn→∞ ‖xn − x‖. Зокре-
ма, обмеженою є послiдовнiсть (y1k). Тому iснує така пiдпослiдовнiсть (y1kl),
що y1kl ⇀ x̄ ∈ H (l→∞). Оскiльки y1kl ∈ C1, а множина C1 слабко замкнена,
то x̄ ∈ C1.

Для y2kl = PC2
y1kl маємо∥∥y1kl − y2kl∥∥2 ≤ ∥∥y1kl − x∥∥2 − ∥∥y2kl − x∥∥2 .

Тому liml→∞ ∥∥y1kl − y2kl∥∥ = 0. Звiдси y2kl ⇀ x̄. Отримали, що x̄ ∈ C2. Продов-
жуючи аналогiчнi мiркування, одержуємо, що має мiсце включення

x̄ ∈
r⋂
i=1

Ci.

Залишилось показати, що вся послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до x̄.
Доводимо вiд супротивного. Припустимо, що (xn) не збiгається слабко до x̄.
Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть (xnj

), що

xnj
⇀ x̃ 6= x̄, j→∞.

Пiдпослiдовнiсть (xnj
) мiстить принаймнi одну пiдпослiдовнiсть вигляду (yikl)

для деякого i ∈ {1, ..., r}. Мiркуючи як i ранiше, отримаємо x̃ ∈ ∩ri=1Ci. Роз-
глянемо числову послiдовнiсть

αn = ‖xn − x̄‖2 − ‖xn − x̃‖2 = ‖x̄‖2 − ‖x̃‖2 + 2(xn, x̃− x̄).

Послiдовнiсть (αn) збiжна. Нехай α = limn→∞ αn. З одного боку, розглянув-
ши пiдпослiдовнiсть (αnj

), отримаємо

α = ‖x̄− x̃‖2 .

З iншого, розглянувши (y1kl), отримаємо

α = − ‖x̄− x̃‖2 .

Таким чином, α = 0 та x̄ = x̃.

Має мiсце
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Теорема 2.4. Нехай E1,..., Er ⊆ H — замкненi афiннi пiдпростори з не-
порожнiм перетином. Тодi для всiх x ∈ H

(PEr...PE2PE1)
n
x→ P∩ri=1Ei

x, n→∞.
Опишемо метод усереднених проєкцiй знаходження спiльної точки скiнчен-

ного набору замкнених опуклих множин C1, C2,..., Cr.
Для x0 ∈ H будуємо послiдовнiсть (xn) за правилом:

xn+1 =
1

r

r∑
i=1

PCi
xn. (2.5)

Обчислення проєкцiй у (2.5) можна органiзувати паралельно.
Має мiсце

Теорема 2.5. Нехай C1, C2,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з
непорожнiм перетином, (xn) — послiдовнiсть, побудована методом усере-
днених проєкцiй (2.5). Тодi

xn ⇀ x̄ ∈
r⋂
i=1

Ci, n→∞.
Доведення. Розглянемо гiльбертовий простiр

H = H×H× ...×H︸ ︷︷ ︸
r

зi скалярним добутком 〈~x,~y〉 =
∑r

i=1(xi, yi). Задамо множини:

C = {~x = (x1, x2, ..., xr) ∈ H : xi ∈ Ci} ,
D = {(x, x, ..., x) ∈ H : x ∈ H} .

Множина C — опукла та замкнена, а D — замкнений лiнiйний пiдпростiр.
Бiльш того, C ∩ D 6= ∅ тодi й тiльки тодi, коли ∩ri=1Ci 6= ∅. Неважко переко-
натись у правильностi формул:

PC~x = (PC1
x1, PC2

x2, ..., PCr
xr) ,

PD~x = (x, x, ..., x) , де x =
∑r

i=1 xi
r
.

Для ~x = (x, x, ..., x) ∈ D розглянемо PDPC~x. Маємо

PDPC~x =

(
1

r

r∑
i=1

PCi
x,
1

r

r∑
i=1

PCi
x, ...,

1

r

r∑
i=1

PCi
x

)
.
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Застосувавши теорему 2.3 для послiдовностi

~xn+1 = PDPC~xn, ~x0 = (x0, x0, ..., x0) ∈ H,

одержимо потрiбний результат.

Зауваження 2.1. Якщо додатково C1, C2,..., Cr ⊆ H — замкненi афiннi
пiдпростори з непорожнiм перетином, то

xn → P∩ri=1Ci
x0, n→∞,

де (xn) — послiдовнiсть, побудована методом усереднених проєкцiй (2.5).

2.2. Нерозтягуючi оператори

Нехай E — лiнiйний нормований простiр iз нормою ‖ · ‖, C ⊆ E.

Означення 2.1. Оператор T : C→ E називатимемо нерозтягуючим, якщо

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ E.

Позначимо через F(T) множину нерухомих точок оператора T , тобто

F(T) = {x ∈ C : Tx = x} .

Зауваження 2.2. Множина нерухомих точок F(T) нерозтягуючого опера-
тора T , що дiє в просторi E, може бути порожньою. Дiйсно, якщо Tx = x+ y
(y ∈ E\{0}), то F(T) = ∅.

Для нерозтягуючих операторiв, що дiють у гiльбертових просторах, мно-
жина F(T) має вiдносно просту будову.

Лема 2.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — опукла замкне-
на множина, T : C → H — нерозтягуючий оператор. Тодi множина F(T)
опукла та замкнена.

Доведення. З неперервностi T випливає замкненiсть F(T). Покажемо опу-
клiсть множини F(T). Нехай x, y ∈ F(T), α ∈ [0, 1]. Тодi для z = αx+(1−α)y

маємо
‖z− Tz‖2 = ‖z‖2 − 2α(x, Tz) − 2(1− α)(y, Tz) + ‖Tz‖2 =

= ‖z‖2 + α ‖x− Tz‖2 − α ‖x‖2 − α ‖Tz‖2+
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+ (1− α) ‖y− Tz‖2 − (1− α) ‖y‖2 − (1− α) ‖Tz‖2 + ‖Tz‖2 ≤
≤ ‖z‖2 + α ‖x− z‖2 − α ‖x‖2 + (1− α) ‖y− z‖2 − (1− α) ‖y‖2 =

= ‖z‖2 − 2α(x, z) − 2(1− α)(y, z) + ‖z‖2 = 0.

Отже, z = Tz.

У випадку довiльного банахового простору множина нерухомих точок не-
розтягуючого оператора може бути неопуклою. Розглянемо простiр R2 з нор-
мою ‖x‖ = max {|x1| , |x2|} та оператор T : R2 → R2, заданий формулою

Tx = (|x2| , x2), x = (x1, x2) ∈ R2.

Ясно, що оператор T нерозтягуючий, (1, 1), (1,−1)— нерухомi точки операто-
ра T . Однак вiдрiзок, що з’єднує (1, 1) та (1,−1), не мiстить iнших нерухомих
точок оператора T (F(T) =

{
x = (x1, x2) ∈ R2 : x1 = |x2|

}
).

Зауваження 2.3. Лема 2.1 справедлива для строго опуклих лiнiйних нор-
мованих просторiв.

При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертового
простору будемо використовувати вiдому лему Опяла2 [9].

Лема 2.2 (Opial, 1967). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiльберто-
вого простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх y ∈ H\{x}

маємо
lim
n→∞ ‖xn − x‖ < lim

n→∞ ‖xn − y‖.
Для нелiнiйних операторiв, що дiють в нескiнченновимiрних просторах,

корисним є поняття демiзамкненостi.

Означення 2.2. Нехай C — непорожня пiдмножина банахового простору
E, F : C → E. Оператор F називатимемо демiзамкненим, якщо для довiльної
послiдовностi точок xn ∈ C iз xn ⇀ x ∈ C та Fxn → y випливає, що Fx = y.

Лема 2.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла
замкнена множина, T : C → H — нерозтягуючий оператор. Тодi оператор
I− T є демiзамкненим.

Доведення. Нехай (xn) — така послiдовнiсть точок iз C, що xn ⇀ x ∈ C та
xn − Txn → y ∈ H. Покажемо, що (I− T)x = y.

2Zdzislaw Opial (29.09.1930, Кракiв — 27.07.1974, Кракiв) — польський математик. Займався теорiєю
диференцiальних рiвнянь та нелiнiйним функцiональним аналiзом.
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Має мiсце нерiвнiсть

‖xn − Tx− y‖ ≤ ‖xn − Txn − y‖+ ‖Txn − Tx‖ ≤ ‖xn − Txn − y‖+ ‖xn − x‖ .

Звiдси випливає

lim
n→∞ ‖xn − Tx− y‖ ≤ lim

n→∞ ‖xn − x‖ .
Припустимо, що x 6= Tx+ y. Тодi з леми Опяла випливає, що

lim
n→∞ ‖xn − x‖ < lim

n→∞ ‖xn − Tx− y‖ .
Отримали абсурдну нерiвнiсть

lim
n→∞ ‖xn − Tx− y‖ < lim

n→∞ ‖xn − Tx− y‖ .
Отже, x− Tx = y.

Зауваження 2.4. Цей результат, вiдомий пiд назвою «принцип демi-
замкненостi Браудера», є одним з фундаментальних результатiв теорiї не-
розтягуючих операторiв.

Теорема 2.6 (F. Browder, [10]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— непорожня опукла замкнена обмежена множина, T : C→ C — нерозтя-
гуючий оператор. Тодi

F(T) 6= ∅.

Доведення. Можемо вважати, що 0 ∈ C. Розглянемо оператор λT : C → C,
де λ ∈ (0, 1). За теоремою Банаха рiвняння

x = λTx

має єдиний розв’язок xλ ∈ C.
З обмеженостi множини C випливає, що

‖xλ − Txλ‖ = (1− λ) ‖Txλ‖ ≤ (1− λ)diam(C)→ 0 при λ→ 1.

Оберемо збiжну до 1 послiдовнiсть λn ∈ (0, 1) таку, що

xλn ⇀ x̄ ∈ C.

З леми 2.3 випливає, що x̄ ∈ F(T).

Зауваження 2.5. Доведена теорема не випливає з вiдомої теореми
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Шаудера–Тихонова3, оскiльки нерозтягуючий оператор може не бути непе-
рервним у слабкiй топологiї.

Зазначимо, що теорема 2.6 не виконується для випадку довiльного банахо-
вого простору. Дiйсно, розглянемо в просторi c0 нескiнченно малих послiдов-
ностей з нормою ‖x‖ = maxn |xn| оператор

Tx = (1, x1, x2, . . .) ,

де x = (x1, x2, . . .). Оператор T нерозтягуючий та вiдображає одиничну за-
мкнену кулю B ⊆ c0 у себе. Нехай x = (x1, x2, . . .) — нерухома точка T у B.
Тодi (x1, x2, . . .) = (1, x1, x2, . . .). Звiдси випливає, що x = (1, 1, . . .) /∈ c0.

Зауваження 2.6. Теорема 2.6 справедлива для рiвномiрно опуклого ба-
нахового простору [11–13]. Питання про її справедливiсть для довiльного ре-
флексивного простору досi вiдкрите.

Має мiсце цiкавий результат.

Теорема 2.7 (W.O. Ray, [14]). Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена
опукла необмежена пiдмножина гiльбертового простору H. Тодi iснує не-
розтягуючий оператор T : C→ C такий, що F(T) = ∅.
Доведення. Оскiльки множина C необмежена, то iснує елемент y ∈ H такий,
що

Cn = {x ∈ C : (x, y) ≥ n} 6= ∅ ∀n ∈ N.

Зауважимо, що множини Cn опуклi та замкненi.
Нехай PCn

— оператор метричного проєктування простору H на множину
Cn. Оператор PCn

нерозтягуючий. Зафiксуємо елемент x ∈ C. Побудуємо по-
слiдовнiсть (λn) додатних чисел таку, що

∑∞
n=1 λn = 1 та

∑∞
n=1 λn ‖PCn

x‖ <
+∞. Тодi ряд

∑
λnPCn

z абсолютно збiжний при кожному z ∈ C. Отже, опе-
ратор T : C→ C, заданий формулою

T =

∞∑
n=1

λnPCn
,

коректно визначений та нерозтягуючий.
Покажемо, що F(T) = ∅, вiд супротивного. Нехай z ∈ C — нерухома точка

оператора T :

z =

∞∑
n=1

λnPCn
z.

3Нехай C — непорожня компактна опукла пiдмножина локально опуклого простору E, T : C → C —
неперервний оператор. Тодi F(T) 6= ∅.
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Якщо z ∈ Cn\Cn+1, то PCk
z = z для k ≤ n i (PCk

z, y) > (z, y) для k > n.
Тодi

(z, y) =

∞∑
k=1

λk(PCk
z, y) =

=

n∑
k=1

λk(z, y) +

∞∑
k=n+1

λk(PCk
z, y) >

∞∑
k=1

λk(z, y) = (z, y).

Звiдси очевидно, що T не має нерухомої точки в C.

Повернемось до теореми 2.6. А саме, докладнiше вивчимо схему апрокси-
мацiї за допомогою якої отримано факт iснування нерухомих точок.

Теорема 2.8 (F. Browder, [15]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— непорожня опукла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий
оператор, F(T) 6= ∅, y ∈ C. Тодi для довiльного t ∈ (0, 1) iснує єдиний
елемент xt ∈ C такий, що

xt = ty+ (1− t)Txt.

При t→ 0 напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки PF(T)y, де PF(T) —
оператор метричного проєктування на множину F(T).

Доведення. Оскiльки F(T) — непорожня замкнена опукла множина, то iснує
точка y0 = PF(T)y ∈ F(T). Для довiльного t ∈ (0, 1) оператор ty + (1 − t)T

стискаючий i вiдображає множину C в себе. Тому вiн має єдину нерухому
точку xt ∈ C.

Покажемо, що напрямленiсть {xt} обмежена. Для p ∈ F(T) має мiсце нерiв-
нiсть

‖xt − p‖ ≤ (1− t) ‖Txt − p‖+ t ‖y− p‖ ≤ (1− t) ‖xt − p‖+ t ‖y− p‖ .

Звiдси ‖xt − p‖ ≤ ‖y− p‖. Тобто напрямленiсть {xt} обмежена, а разом з нею
обмежена й напрямленiсть {Txt}. Крiм того, маємо

‖xt − Txt‖ = t ‖Txt − y‖→ 0 при t→ 0 . (2.6)

Оберемо довiльну збiжну до нуля послiдовнiсть чисел tn ∈ (0, 1) i покаже-
мо, що (xtn) мiстить пiдпослiдовнiсть, яка сильно збiгається до y0 = PF(T)y.
Оскiльки послiдовнiсть (xtn) обмежена, можна вважати, що xtn ⇀ x̄ ∈ C. Iз
(2.6) випливає включення x̄ ∈ F(T).
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Перемноживши скалярно тотожнiсть xt− x̄ = (1− t)(Txt− x̄) + t(y− x̄) та
xt − x̄, використавши нерiвнiсть Шварца, отримаємо нерiвнiсть

‖xt − x̄‖2 = (1− t)(Txt − x̄, xt − x̄) + t(y− x̄, xt − x̄) ≤
≤ (1− t) ‖xt − x̄‖2 + t(y− x̄, xt − x̄).

Звiдси
‖xt − x̄‖2 ≤ (y− x̄, xt − x̄).

Зокрема,
‖xtn − x̄‖2 ≤ (y− x̄, xtn − x̄). (2.7)

З нерiвностi (2.7) та xtn ⇀ x̄ випливає, що xtn → x̄.

Тепер покажемо, що x̄ = y0. Оскiльки xt є нерухомою точкою оператора
ty+ (1− t)T , то

xt − y = −
1− t

t
(xt − Txt).

Для x ∈ F(T), ураховуючи монотоннiсть оператора I− T ,4 отримуємо

(xt − y, xt − x) = −
1− t

t
(xt − Txt, xt − x) =

= −
1− t

t
((I− T)xt − (I− T)x, xt − x) ≤ 0. (2.8)

Здiйснивши в нерiвностi (2.8) граничний перехiд при t = tn → 0, доходимо
висновку, що x̄ задовольняє нерiвнiсть

(x̄− y, x̄− x) ≤ 0 ∀x ∈ F(T),

що рiвносильно рiвностi x̄ = y0.

Покажемо, що й уся напрямленiсть {xt} сильно збiгається до y0 = PF(T)y.
Для цього припустимо, що xsn → y1, де sn → 0. Оскiльки y1 ∈ F(T), то

(y0 − y, y0 − y1) ≤ 0. (2.9)

Переставляючи мiсцями y0 та y1, отримуємо

(y1 − y, y1 − y0) ≤ 0. (2.10)

4Мова йде про нерiвнiсть

((I− T)x− (I− T)y, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ C.
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Склавши (2.9) та (2.10), отримуємо

(y0 − y1, y0 − y1) ≤ 0,

тобто y0 = y1.

Твердження 2.1. Нехай у теоремi 2.8 маємо F(T) = ∅. Тодi

‖xt‖→ +∞ при t→ 0.

Доведення. Дiйсно, iнакше iснує слабко збiжна послiдовнiсть (xtn), де (0, 1) 3
tn → 0. Її границя z має належати множинi F(T) (унаслiдок (2.6)).

У 2004 р. отримано узагальнення апроксимацiйної теореми Браудера.

Теорема 2.9 (H.K. Xu, [16]). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H —
опукла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор, F(T) 6=
∅, f : C → C — стискаючий оператор. Тодi для довiльного t ∈ (0, 1) iснує
єдиний елемент xt ∈ C такий, що xt = tf(xt) + (1 − t)Txt. При t → 0

напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки x̄ такої, що x̄ = PF(T)f(x̄).

Доведення. Теорему 2.9 легко отримати з теореми 2.8 такими мiркуваннями.
Уведемо допомiжну напрямленiсть {yt} за допомогою рiвняння

yt = tf(x̄) + (1− t)Tyt , t ∈ (0, 1) .

За теоремою 2.8 маємо

yt → PF(T)f(x̄) = x̄ при t→ 0 .

Для доведення теореми 2.9 достатньо показати, що

‖yt − xt‖→ 0 при t→ 0 .

З оцiнки

‖yt − xt‖ = ‖t(f(x̄) − f(xt)) + (1− t)(Tyt − Txt)‖ ≤
≤ αt ‖x̄− xt‖+ (1− t) ‖yt − xt‖ ,

де α ∈ [0, 1) — коефiцiєнт стискання оператора f, отримуємо

‖yt − xt‖ ≤ α ‖x̄− xt‖ ≤ α ‖x̄− yt‖+ α ‖yt − xt‖ .

Звiдси ‖yt − xt‖ ≤ α
1−α ‖x̄− yt‖→ 0 при t→ 0.
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Описана апроксимацiя має на метi полiпшення вихiдної задачi. Задачу

xt = ty+ (1− t)Txt (2.11)

можна розв’язувати стандартним методом послiдовних наближень, оскiльки
оператор ty+ (1− t)T , на вiдмiну вiд оператора T , є стискаючим. Однак iте-
рацiї, що апроксимують розв’язок (2.11) при фiксованому t 6= 0, не апрокси-
мують елемент PF(T)y при збiльшеннi номера iтерацiї.

Якщо оператор T : H → H cтискаючий, то його єдину нерухому точку
можна знайти за допомогою методу послiдовних наближень (простої iтерацiї)

xn+1 = Txn. (2.12)

У випадку нерозтягуючого оператора T (навiть з єдиною нерухомою точкою)
процес (2.12) може виявитись розбiжним для всiх початкових наближень, вiд-
мiнних вiд x0 ∈ F(T). Приклад: обертання круга B ⊆ R2 проти годинникової
стрiлки на кут π/2 радiан.

Має мiсце пов’язаний з методом (2.12) критерiй iснування нерухомої точки
нерозтягуючого оператора T , що дiє в гiльбертовому просторi H.

Теорема 2.10. Нехай H — гiльбертовий простiр, T : H→ H — нерозтя-
гуючий оператор. Операторне рiвняння

x− Tx = 0 (2.13)

має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли для деякого x0 ∈ H послiдовнiсть
(xn), що визначена формулою xn+1 = Txn, n ≥ 0, обмежена.

Доведення. Нехай x ∈ H — розв’язок рiвняння (2.13). Тодi

‖xn+1 − x‖ = ‖Txn − Tx‖ ≤ ‖xn − x‖ .

Звiдси випливає обмеженiсть (xn).
Навпаки, нехай послiдовнiсть (xn) обмежена. Побудуємо множини

Cn =

∞⋂
k=n

Bd(xk),

де d = diam{xn}. Множини Cn непорожнi, опуклi та мають властивiсть

T(Cn) ⊆ Cn+1.
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Нехай

C = cl
∞⋃
n=1

Cn.

Множина C є замкненою, опуклою та обмеженою. Оскiльки T(C) ⊆ C, то за
теоремою 2.6 оператор T має нерухому точку в C.

2.3. Алгоритм Красносельського–Манна

Розглянемо один з найпопулярнiших iтерацiйних методiв пошуку нерухо-
мих точок — метод Красносельського–Манна. Вiн є джерелом багатьох ефе-
ктивних алгоритмiв оптимiзацiї.

Першi варiанти методу розглядались ще в серединi ХХ ст. У 1953 р. для
задачi пошуку нерухомої точки неперервної функцiї f : [0, 1] → [0, 1] Манн
запропонував iтерацiйний процес (mean value method): x0 ∈ [0, 1],

xn+1 =
n

n+ 1
xn +

1

n+ 1
f(xn). (2.14)

Цi iтерацiї можна записати у виглядi

xn+1 =
f(x0) + f(x1) + ...+ f(xn)

n+ 1
.

Через два роки М.О. Красносельський5 [17] запрононував для пошуку неру-
хомих точок нерозтягуючого оператора T : C → C (C — опукла замкнена
обмежена пiдмножина банахова простору E) процес: x0 ∈ C,

xn+1 =
xn + Txn

2
.

Вiн довiв його сильну збiжнiсть для компактних нерозтягуючих операторiв
T , що дiють у рiвномiрно опуклих банахових просторах.

5Марк Олександрович Красносельський (27.04.1920, Старокостянтинiв — 13.02.1997, Москва) — радян-
ський i росiйський математик, один з творцiв сучасного нелiнiйного функцiонального аналiзу. Народився в
Старокостянтиновi (Україна). Закiнчив фiзико-математичний факультет Київського унiверситету в 1942
роцi в евакуацiї (в Казахстанi). У 1946 роцi переїхав до Києва, де працював в Iнститутi математики
Академiї наук Української РСР (до 1952 року). М.О. Красносельський був учнем видатного математика
М.Г. Крейна. У 1948 роцi захистив кандидатську дисертацiю, а в 1950 р. — докторську дисертацiю по
топологiчним методам нелiнiйного аналiзу. У 1953 роцi М.О. Красносельський переїхав у Воронежа, де
протягом наступних 15 рокiв очолював кафедру функцiонального аналiзу Воронезького унiверситету. У
1968 роцi переїхав з Воронежа до Москви та почав працювати в Iнститут автоматики i телемеханiки (з
1969 року — Iнститут проблем управлiння, IПУ) АН СРСР. В iнститутi органiзував лабораторiю «Мате-
матичних методiв аналiзу складних систем». У 1990 р перейшов в Iнститут проблем передачi iнформацiї
АН СРСР (IППI). Серед його учнiв тiльки докторiв фiзико-математичних наук понад 30 осiб. Похований
на Хованському кладовищi в Москвi.
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Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H, T : C→ C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що

F(T) 6= ∅.

Iтерацiйний метод Красносельського–Манна має такий вигляд.

Алгоритм 2.1. Для заданого x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв
xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αnxn + (1− αn)Txn,

де (αn) — послiдовнiсть чисел з [0, 1].

Теорема 2.11. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, T : C→ C — нерозтягуючий оператор iз F(T) 6=
∅. Нехай послiдовнiсть чисел αn ∈ [0, 1] задовольняє умову

∞∑
n=0

αn(1− αn) = +∞. (2.15)

Тодi згенерована алгоритмом 2.1 послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до
деякої точки з F(T).

Доведення. Для довiльного p ∈ F(T) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ αn ‖xn − p‖+ (1− αn) ‖Txn − p‖ ≤ ‖xn − p‖ .

Таким чином, iснує limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R, а послiдовнiсть (xn) обмежена.
Покажемо, що

lim
n→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. (2.16)

Оцiнимо зверху ‖xn+1 − p‖2, де p ∈ F(T),

‖xn+1 − p‖2 = ‖xn − p+ (1− αn)(Txn − xn)‖2 =

= ‖xn − p‖2 + 2(1− αn)(xn − p, Txn − xn)+
+(1− αn)

2 ‖Txn − xn‖2 = ‖xn − p‖2 − (1− αn) ‖Txn − xn‖2−
−(1− αn) ‖p− xn‖2 + (1− αn) ‖Txn − p‖2+

+(1− αn)
2 ‖Txn − xn‖2 ≤ ‖xn − p‖2 − αn(1− αn) ‖Txn − xn‖2 .

Звiдси
n∑
k=0

αk(1− αk) ‖Txk − xk‖2 ≤ ‖x0 − p‖2 ∀n ∈ N. (2.17)
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З (2.17) i (2.15) випливає

lim
n→∞ ‖Txn − xn‖ = 0. (2.18)

Маємо
‖xn+1 − xn‖ = (1− αn) ‖Txn − xn‖ .

Урахуємо цю рiвнiсть пiд час оцiнки зверху ‖Txn+1 − xn+1‖:

‖Txn+1 − xn+1‖ ≤ ‖Txn+1 − Txn‖+ αn ‖Txn − xn‖ ≤
≤ ‖xn+1 − xn‖+ αn ‖Txn − xn‖ = ‖Txn − xn‖ . (2.19)

З (2.19) випливає iснування limn→∞ ‖xn − Txn‖ ∈ R. Разом iз (2.18) це гаран-
тує виконання (2.16). Ураховуючи демiзамкненiсть оператора I− T , обмеже-
нiсть (xn) i (2.16), робимо висновок, що всi частковi слабкi границi послiдов-
ностi (xn) є нерухомими точками оператора T .

Покажемо, що (xn) слабко збiгається до деякого елемента y ∈ F(T). Нехай
a, b ∈ F(T) — двi слабкi частковi границi послiдовностi (xn). Припустимо, що
a 6= b, xnk

⇀ a, xnl
⇀ b. Тодi

lim
n→∞ ‖xn − a‖ = lim

k→∞ ‖xnk
− a‖ < lim

k→∞ ‖xnk
− b‖ =

= lim
l→∞ ‖xnl

− b‖ < lim
l→∞ ‖xnl

− a‖ = lim
n→∞ ‖xn − a‖ .

Ця нерiвнiсть указує на те, що a = b. Отже, послiдовнiсть (xn) слабко збiжна.

Зауваження 2.7. З (2.17) випливає нерiвнiсть (при обмеженiй множинi
C ⊆ H):

‖Txn − xn‖ ≤
diam(C)√∑n
k=0 αk(1− αk)

∀n ∈ N.

2.4. Ергодична теорема для нерозтягуючих операторiв

Твердження про граничну поведiнку послiдовностi середнiх вигляду

x+ Tx+ T 2x+ ...+ Tn−1x

n

називають операторними ергодичними теоремами. Розглядають також iншi
процедури усереднення.
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Перша операторна ергодична теорема (для лiнiйних iзометричних опера-
торiв гiльбертового простору) була сформульована та доведена Дж. фон Не-
йманом6.

Ергодичнi теореми для нелiнiйних вiдображень — багата на глибокi резуль-
тати та цiкавi проблеми галузь функцiонального аналiзу, що активно розви-
вається.

Ми доведемо лише класичну ергодичну теорему Байона для нелiнiйних
нерозтягуючих операторiв, що дiють у гiльбертовому просторi. Ця теорема
стала джерелом численних узагальнень i уточнень.

Теорема 2.12 (J. B. Baillon). Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H
— опукла замкнена множина, T : C→ C — нерозтягуючий оператор. Якщо
F(T) 6= ∅, то для довiльного x ∈ C послiдовнiсть середнiх за Чезаро

1

n

n−1∑
k=0

Tkx

слабко збiгається до деякого елемента y ∈ F(T).

Доведення. Нехай F(T) 6= ∅. Позначимо

xk = T
kx (x0 = x), yn =

1

n

n−1∑
k=0

xk.

Для довiльного p ∈ F(T) маємо

‖xn − p‖ = ‖Txn−1 − Tp‖ ≤ ‖xn−1 − p‖ .

Таким чином, iснує
lim
n→∞ ‖xn − p‖ ∈ R,

а послiдовностi (xn), (yn) i (Tyn) обмеженi.
Покажемо, що всi частковi слабкi границi (якi iснують) послiдовностi (yn)

є нерухомими точками оператора T .

6Джон фон Нейман (англ. John von Neumann, угор. Neumann Janos Lajos, нiм. Johann von Neumann,
28.12.1903, Будапешт — 8.02.1957, Вашингтон) — видантний американський математик угорського похо-
дження. З 1930 року працював у США. Був одним з перших запрошених на роботу в заснований в 1930
роцi науково-дослiдний Iнститут перспективних дослiджень (англ. Institute for Advanced Study), що роз-
ташовувався в Принстонi, де з 1933 року i до самої смертi посiдав професорську посаду. Зробив значний
внесок у квантову фiзику, функцiональний аналiз, теорiю множин, iнформатику та математичну еконо-
мiку. Приймав участь в Манхеттенському проектi. Вiдомий як засновником теорiї iгор разом iз Оскаром
Морґенштерном. Автор «архiтектури фон Неймана», яка використовується в сучасних комп’ютерах.
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Для цього, беручи до уваги демiзамкненiсть оператора I − T (лема 2.3),
достатньо довести, що

‖yn − Tyn‖→ 0 при n→∞ . (2.20)

Для u ∈ H маємо

‖yn − u‖2 =

∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
k=0

(xk − u)

∥∥∥∥∥
2

=
1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

(xk − u, xi − u).

Оскiльки

2(xk − u, xi − u) = ‖xk − u‖2 + ‖xi − u‖2 − ‖xk − xi‖2 ,

то

2 ‖yn − u‖2 =
2

n

n−1∑
k=0

‖xk − u‖2 −
1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

‖xk − xi‖2 . (2.21)

Обравши у (2.21) u = yn, отримаємо

1

n2

n−1∑
k=0

n−1∑
i=0

‖xk − xi‖2 =
2

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 .

Поклавши у (2.21) u = Tyn, одержимо

‖yn − Tyn‖2 =
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − Tyn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 =

=
1

n
‖x− Tyn‖2 +

1

n

n−1∑
k=1

‖Txk−1 − Tyn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 ≤

≤ 1

n
‖x− Tyn‖2 +

1

n

n−1∑
k=1

‖xk−1 − yn‖2 −
1

n

n−1∑
k=0

‖xk − yn‖2 =

=
1

n
‖x− Tyn‖2 −

1

n
‖xn−1 − yn‖2 ≤

1

n
‖x− Tyn‖2 .

Остаточно маємо оцiнку

‖yn − Tyn‖ = O
(
1√
n

)
при n→∞ .

Ми довели, що для довiльного p ∈ F(T) iснує limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R та
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всi частковi слабкi границi послiдовностi (yn) належать множинi F(T). По-
кажемо, що звiдси випливає слабка збiжнiсть послiдовностi (yn) до деякого
елемента y ∈ F(T). Для цього спочатку розглянемо двi точки p1, p2 ∈ F(T).
Маємо 1

2
p1 +

1
2
p2 ∈ F(T) та∥∥∥∥p1 + p22
− xn

∥∥∥∥2 = ‖xn − p1‖2 + ∥∥∥∥p1 − p22

∥∥∥∥2 + (xn − p1, p1 − p2).

Отже, iснує границя limn→∞(xn−p1, p1−p2) = l ∈ R. За теоремою Штольца

lim
n→∞(yn − p1, p1 − p2) = l.

Нехай a ∈ F(T), b ∈ F(T) – двi слабкi частковi границi послiдовностi (yn).
Тодi

(a− b, p2 − p1) = 0, ∀p1, p2 ∈ F(T). (2.22)

Поклавши у (2.22) p2 = a, p1 = b, отримаємо ‖a− b‖2 = 0. Отже, послiдов-
нiсть (yn) слабко збiгається до деякого елемента множини F(T).

Зауваження 2.8. Якщо F(T) = ∅, то для довiльного x ∈ C маємо∥∥∥∥∥ 1n
n−1∑
k=0

Tkx

∥∥∥∥∥→ +∞.
Дiйсно, iнакше послiдовнiсть середнiх 1

n

∑n−1
k=0 T

kx має слабко збiжнi пiдпо-
слiдовностi, якi внаслiдок демiзамкненостi оператора I − T та (2.20) є неру-
хомими точками оператора T .

Також Байон одержав уточнення теореми 2.12.

Теорема 2.13. Нехай виконуються умови теореми 2.12. Припустимо,
що

C = −C та T(−x) = −Tx ∀x ∈ C.
Тодi для довiльного x ∈ C послiдовнiсть середнiх за Чезаро 1

n

∑n−1
k=0 T

kx силь-
но збiгається до деякого елемента y ∈ F(T).

2.5. Алгоритм Гальперна

Нехай T : H → H — нерозтягуючий оператор iз F(T) 6= ∅. Побудувати по-
слiдовнiсть, що сильно збiгається до PF(T)y, де y ∈ H, можна за допомогою
такої конструкцiї. Нехай t0 ∈ (0, 1) та x0 ∈ H фiксованi. Беручи x0 за поча-
ткову точку, зробимо один крок методу послiдовних наближень розв’язання
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задачi
x = t0y+ (1− t0)Tx.

Отримаємо точку
x1 = t0y+ (1− t0)Tx0.

Далi оберемо t1 ∈ (0, t0) i з парою t1, x1 виконаємо аналогiчну дiю. Отрима-
ємо точку x2 i т.д.

Описаний метод запропонував Б. Гальперн [18] у 1967 р. Виявляється, що
можна апрiорно задати послiдовнiсть tn → 0 таким чином, що описана iте-
рацiйна процедура буде сильно збiгатись до PF(T)y (якщо F(T) 6= ∅).

Перейдемо до вивчення цiєї схеми. Спочатку сформулюємо лему про число-
вi послiдовностi, що грає важливу роль у доведеннi результату про збiжнiсть.

Лема 2.4. Нехай (xn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задоволь-
няє рекурентну нерiвнiсть

xn+1 ≤ (1− an)xn + anbn + cn,

де послiдовностi (an), (bn) i (cn) мають властивостi:

1) an ∈ [0, 1) та
∑∞

n=1 an = +∞;

2) limn→∞bn ≤ 0;
3) cn ∈ [0,+∞) та

∑∞
n=1 cn < +∞.

Тодi limn→∞ xn = 0.

Доведення. Для довiльного ε > 0 iснує таке N ∈ N, що для всiх n ≥ N

bn < ε ,

∞∑
n=N

cn < ε.

Для n > N з рекурентної нерiвностi маємо

xn+1 ≤

(
n∏
k=N

(1− ak)

)
xN +

(
1−

n∏
k=N

(1− ak)

)
ε+

n∑
k=N

ck.

Беручи до уваги рiвносильнiсть умов
∑∞

n=0 an = +∞ та
∏∞

n=0(1 − an) = 0,
отримуємо, що

limn→∞xn ≤ 2ε.
Звiдси limn→∞ xn = 0.
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Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового
простору H, T : C→ C — нерозтягуючий оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅.

Iтерацiйний метод Гальперна має такий вигляд.

Алгоритм 2.2. Задаємо x0 ∈ C та y ∈ C, генеруємо послiдовнiсть еле-
ментiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = αny+ (1− αn)Txn,

де (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1).

Уперше збiжнiсть цього iтерацiйного алгоритму дослiдив у 1967 р. Б. Галь-
перн [18]. Вiн показав, що умови

limn→∞ αn = 0,∑∞
n=0 αn = +∞

}
(2.23)

є необхiдними для сильної збiжностi побудованої послiдовностi (xn) до не-
рухомих точок нерозтягуючих операторiв T , та отримав достатнi умови
сильної збiжностi. Зокрема, Б. Гальперн довiв збiжнiсть алгоритму 2.2 при
αn = 1

(n+1)q , де q ∈ (0, 1).
У 1977 р. П.–Л. Лiонс7 [19] покращив результат Б. Гальперна, довiвши

сильну збiжнiсть алгоритму 2.2, при умовi якщо послiдовнiсть задовольняє
(2.23) та

lim
n→∞ αn+1 − αnα2n+1

= 0. (2.24)

Зазначимо, що умови Б. Гальперна та П.–Л. Лiонса не задовольняє числова
послiдовнiсть αn = 1

n+1 .
У 1992 р. Р. Вiттман [20] довiв сильну збiжнiсть алгоритму 2.2 до нерухомої

точки оператора T за виконання умов (2.23) та
∞∑
n=0

|αn+1 − αn| < +∞. (2.25)

У 1996 р. H.H. Bauschke в [21] запропонував циклiчний алгоритм Гальперна,
який будував послiдовнiсть, що сильно збiгається до спiльної нерухомої точки
скiнченної кiлькостi нерозтягуючих операторiв.

7П’єр–Луї Лiонс (Pierre–Louis Lions, 11.08.1956, Грасс) — видатний французький математик. Син
Жака–Луї Лiонса. Отримав медаль Фiлдса у 1994 роцi. Займається теорiєю нелiнiйних рiвнянь в ча-
стинних похiдних, теорiєю iгор середнього поля.
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Нарештi, у 2002 р. H.K. Xu [22] сформулював теорему про сильну збiжнiсть
алгоритму 2.2 за виконання умов (2.23) та

lim
n→∞ αn+1 − αnαn+1

= 0. (2.26)

Досi вiдкритим8 залишається питання: чи є (2.23) достатньою умовою
сильної збiжностi алгоритму 2.2 для довiльного нерозтягуючого оператора
T : C→ C?

Теорема 2.14. Нехай T : C→ C — нерозтягуючий оператор iз F(T) 6= ∅,
y ∈ C. Нехай послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови:

1) limn→∞ αn = 0,

2)
∑∞

n=0 αn = +∞,

3)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < +∞ або limn→∞ αn+1−αn

αn+1
= 0.

Тодi згенерована алгоритмом 2.2 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до
точки PF(T)y.

Доведення. Покажемо обмеженiсть послiдовностi (xn). Для p ∈ F(T) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ (1− αn) ‖Txn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − p‖+ αn ‖y− p‖ ≤ max {‖xn − p‖ , ‖y− p‖} .

Звiдcи iндукцiєю отримуємо ‖xn − p‖ ≤ {‖x0 − p‖ , ‖y− p‖} , n ≥ 0.
Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена, а разом з нею — також послi-

довнiсть (Txn).
Покажемо, що

lim
n→∞ ‖xn+1 − xn‖ = 0 (2.27)

та
lim
n→∞ ‖xn − Txn‖ = 0. (2.28)

Використаємо лему 2.4 про числовi послiдовностi. Маємо

‖xn+1 − xn‖ = ‖(αn − αn−1)(y− Txn−1) + (1− αn)(Txn − Txn−1)‖ ≤
≤ (1− αn) ‖xn − xn−1‖+ |αn − αn−1| · ‖y− Txn−1‖ .

З леми 2.4 про числовi послiдовностi випливає (2.27). Тепер ми можемо
отримати (2.28) iз (2.27).

‖xn − Txn‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ αn ‖y− Txn‖→ 0.

8Точнiше, у сiчнi 2026-го ми вважаємо його таким.
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Доведемо, що
limn→∞(PF(T)y− xn, PF(T)y− y) ≤ 0. (2.29)

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
) таку, що

limn→∞(PF(T)y− xn, PF(T)y− y) = lim
k→∞(PF(T)y− xnk

, PF(T)y− y).

Можна вважати, що xnk
⇀ x̃. Iз (2.28) випливає включення x̃ ∈ F(T). Тому

одержуємо

lim
k→∞(PF(T)y− xnk

, PF(T)y− y) = (PF(T)y− x̃, PF(T)y− y) ≤ 0,

чим i доводимо (2.29).
Покажемо тепер, що xn → PF(T)y. Маємо∥∥xn+1 − PF(T)y∥∥2 ≤ (1− αn)

∥∥xn − PF(T)y∥∥2+
+ 2αn

(
y− PF(T)y, xn+1 − PF(T)y

)
. (2.30)

Застосувавши до одержаної рекурентної нерiвностi (2.30) лему 2.4 про чи-
словi послiдовностi, робимо висновок, що

∥∥xn − PF(T)y∥∥→ 0.

Розглянута схема є узагальненням усереднення за Чезаро.
Дiйсно, якщо T — лiнiйний оператор, αn = 1

n+1 та x0 = y, то породжена
алгоритмом Гальперна послiдовнiсть має вигляд

xn =
1

n+ 1

n∑
k=0

Tky,

а за умови ‖T‖ ≤ 1 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до PN(I−T)y. Отже, з
теореми 2.14 випливає ергодична теорема фон Неймана.

Має мiсце такий результат щодо швидкостi збiжностi.

Теорема 2.15 (F. Lieder, [23]). Нехай T : H → H — нерозтягуючий опе-
ратор iз F(T) 6= ∅. Тодi для послiдовностi (xn), що згенерована схемою

xn+1 =
1

n+ 2
x0 +

n+ 1

n+ 2
Txn,

має мiсце оцiнка

1

2
‖xn − Txn‖ ≤

‖x0 − x‖
n+ 1

∀n ≥ 0 ∀x ∈ F(T). (2.31)

Причому оцiнка (2.31) точна.
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Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор A : H → H —
лiпшицевий та сильно монотонний9. Розглянемо iтерацiйну схему:{

yn = Txn,

xn+1 = yn − αnAyn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0; 2)∑∞
n=0 αn = +∞; 3)

∑∞
n=0 |αn+1 − αn| < +∞.

Аналогiчно теоремi 2.14 доводиться, що послiдовнiсть (xn) сильно збiгає-
ться до єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ F(T).

Розглянемо задачу

f(x)→ min, x ∈
N⋂
i=1

Ci, (2.32)

де f — опукла функцiя з лiпшицевим градiєнтом, Ci — опуклi замкненi мно-
жини. Указана схема дозволяє для задачi (2.32) обгрунтувати такий метод{

yn =
(
1
N

∑N
i=1 PCi

)
xn,

xn+1 = yn − αn∇f(yn),

де αn > 0 задовольняє наведенi вище умови.

2.6. Задачi

Задача 2.1. Нехай C1 ⊇ C2 ⊇ ... — незростаюча послiдовнiсть опуклих
замкнених множин. Припустимо, що C =

⋂∞
n=1Cn 6= ∅, i нехай x ∈ H. Дове-

дiть, що PCn
x→ PCx.

Задача 2.2. Нехай C1 ⊆ C2 ⊆ ... — неспадна послiдовнiсть непорожнiх
опуклих замкнених множин. Покладемо C = cl (

⋃∞
n=1Cn) i нехай x ∈ H.

Доведiть, що PCn
x→ PCx.

Задача 2.3. Нехай A — опукла замкнена множина з Rn. Доведiть, що
через довiльну точку x ∈ frA можна провести опорну гiперплощину до мно-
жини A, тобто ∃ a ∈ Rn\{0}: (a, x) ≥ (a, y) ∀y ∈ A.

9Оператор A : H→ H називаємо сильно монотонним на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала µ > 0,
що

(Ax−Ay, x− y) ≥ µ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — µ-сильно монотонний.
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Задача 2.4. Нехай C — непорожня замкнена опукла пiдмножина гiльбер-
тового простору H, x ∈ H\C. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0} такий, що

sup
y∈C

(p, y) < (p, x).

Задача 2.5. Нехай C— непорожня опукла пiдмножина гiльбертового про-
стору H, dimH < +∞, x ∈ H\C. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0} такий, що

sup
y∈C

(p, y) ≤ (p, x).

Задача 2.6. Нехай C, D — непорожнi пiдмножини H такi, що C∩D = ∅.

(i) Якщо припустити, що

множина C−D опукла та замкнена,

то iснує p ∈ H\ {0} такий, що supy∈C(p, y) < infy∈D(p, x).

(ii) Якщо припустити, що

dimH < +∞, множина C−D опукла,

то iснує p ∈ H\ {0} такий, що supy∈C(p, y) ≤ infy∈D(p, x).

Задача 2.7. Нехай C, D — непорожнi замкненi опуклi пiдмножини гiль-
бертового просторуH, C∩D = ∅ таD обмежена. Доведiть, що iснує p ∈ H\ {0}
такий, що

sup
y∈C

(p, y) < inf
y∈D

(p, x).

Задача 2.8. Нехай L ⊆ H — замкнений лiнiйний пiдпростiр, x ∈ H, z ∈ L.
Доведiть, що такi умови рiвносильнi:

1) z = PLx.

2) (z− x, y) = 0 ∀y ∈ L.

Задача 2.9. Нехай L ⊆ H — замкнений лiнiйний пiдпростiр. Доведiть, що
оператор PL лiнiйний.

Задача 2.10. Якщо L ⊆ H — замкнений лiнiйний пiдпростiр, то

H = L⊕ L⊥,

тобто, кожний x ∈ H можна єдиним чином подати у виглядi x = y + z, де
y ∈ L, z ∈ L⊥.
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Задача 2.11. Нехай C — опукла пiдмножина гiльбертового простору. До-
ведiть, що наступнi умови рiвносильнi:

1) C — слабко секвенцiйно замкнена множина.

2) C — замкнена множина.

3) C — слабко замкнена множина.

Задача 2.12. Доведiть, що для гiперплощини L = {y ∈ H : (x0, y) = c}

(x0 6= 0, c ∈ R) проекцiя PLx обчислюється за формулою

PLx = x− ((x0, x) − c)
x0

‖x0‖2
.

Задача 2.13. Нехай {en}n∈N — злiченна ортонормована система елементiв
гiльбертового простору H та C = cl lin {en}. Доведiть, що

PCx =

∞∑
n=1

(x, en)en, x ∈ H.

Задача 2.14. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H та x, y ∈ H. Доведiть рiвнiсть Py+Cx = y+ PC(x− y).

Задача 2.15. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового просторуH та x ∈ H. Доведiть, що для всiх λ ≥ 0 має мiсце рiвнiсть
PC(PCx+ λ(x− PCx)) = PCx.

Задача 2.16. Нехай H — нескiнченновимiрний гiльбертовий простiр. До-
ведiть, що оператор проєктування на замкнену кулю не є слабко неперервним.

Задача 2.17. Нехай A — непорожня пiдмножина метричного простору
(X, d), f : A → R — лiпшицева функцiя. Доведiть, що iснує лiпшицеве про-
довження g функцiї f на весь простiр X зi збереженням константи Лiпшиця.

Задача 2.18. Нехай {B(xi, ri)}, {B(yi, ri)}, i = 1, ..., n, двi множини за-
мкнених куль в гiльбертовому просторi H для яких

‖yi − yj‖ ≤ ‖xi − xj‖ ∀i ∀j.

Доведiть, що
n⋂
i=1

B(xi, ri) 6= ∅ ⇒ n⋂
i=1

B(yi, ri) 6= ∅.
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Задача 2.19. Нехай {B(xα, rα)}, {B(yα, rα)}, α ∈ A, двi множини замкне-
них куль в H для яких

‖yα − yβ‖ ≤ ‖xα − xβ‖ ∀α ∀β.

Доведiть, що ⋂
α∈A

B(xα, rα) 6= ∅ ⇒ ⋂
α∈A

B(yα, rα) 6= ∅.

Задача 2.20. Нехай A — непорожня пiдмножина гiльбертового простору
H, T : A→ H — нерозтягуючий оператор. Доведiть, що iснує такий нерозтя-
гуючий оператор V : H→ H, що V |A = T .

Задача 2.21. Покажiть, що лема 2.1 справедлива для строго опуклих
лiнiйних нормованих просторiв.

Задача 2.22. Нехай C — непорожня множина гiльбертового простору H,
T1, T2, ..., Tm : C → H — нерозтягуючi оператори, причому

⋂m
n=1 F(Tn) 6= ∅.

Доведiть, що оператор

Tx =
1

m

m∑
n=1

Tnx (x ∈ C)

є нерозтягуючим та F(T) =
⋂m
n=1 F(Tn).

Задача 2.23. Нехай C — непорожня пiдмножина гiльбертового простору
H, T1, T2, ..., Tm : C → H — строго квазiнерозтягуючi оператори10, причому⋂m
n=1 F(Tn) 6= ∅. Доведiть, що оператор

Tx = T1T2...Tmx (x ∈ C)

є строго квазiнерозтягуючим та F(T) =
⋂m
n=1 F(Tn).

Задача 2.24. Нехай H — гiльбертовий простiр, D ⊆ H. Доведiть, що
оператор T : D→ H твердо нерозтягуючий11 тодi i тiльки тодi, коли

(Tx− Ty, x− y) ≥ ‖Tx− Ty‖2 ∀x, y ∈ D.
10Оператор T : C→ H називають строго квазiнерозтягуючим, якщо

‖Tx− y‖ < ‖x− y‖ ∀x ∈ C \ F(T) ∀y ∈ F(T).

11Оператор T : H→ H називатимемо твердо нерозтягуючим (firmly nonexpansive), якщо

‖Tx− Ty‖2 ≤ ‖x− y‖2 − ‖(I− T)x− (I− T)y‖2 ∀x, y ∈ H.
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Задача 2.25. Нехай H — гiльбертовий простiр, D ⊆ H. Доведiть, що
оператор T : D→ H твердо нерозтягуючий тодi i тiльки тодi, коли оператор
2T − I : D→ H нерозтягуючий.

Задача 2.26. Нехай H — гiльбертовий простiр, D ⊆ H. Доведiть, що
оператор T : D → H твердо нерозтягуючий тодi i тiльки тодi, коли T =
1
2
(I+ S), де S : D→ H — нерозтягуючий оператор.

Задача 2.27. Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня мно-
жина; (xn) — послiдовнiсть точок H. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Доведiть, що (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.

Задача 2.28. Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня мно-
жина; (xn) — послiдовнiсть точок H i x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

, де (λn) — послiдовнiсть
додатнiх чисел така, що

∑∞
n=1 λn = +∞. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (x̄n) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Доведiть, що (x̄n) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.

Задача 2.29. Нехай H — гiльбертовий простiр, T : H → H — твердо
нерозтягуючий оператор з F(T) 6= ∅. Розглянемо метод простої iтерацiї:{

x0 ∈ H,
xn+1 = Txn.

Доведiть, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до деякої точки з F(T).

Задача 2.30. Нехай C — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiль-
бертового простору H, T : C → H — нерозтягуючий оператор з F(T) 6= ∅.
Припустимо, що послiдовнiсть точок xn ∈ C має властивостi:

1) ∀p ∈ F(T) ∃ limn→∞ ‖xn − p‖ ∈ R;

2) limn→∞ ‖xn − Txn‖ = 0.
Доведiть, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до точки з F(T).
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Задача 2.31. Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з непоро-
жнiм перетином. Розглянемо послiдовнiсть

xn+1 =
1

r
(PC1

xn + PC1
PC2
xn + ...+ PC1

...PCr
xn) ,

де x0 ∈ H. Доведiть, що

xn ⇀ x̄ ∈
r⋂
i=1

Ci при n→∞.
Задача 2.32. Нехай C1,..., Cr ⊆ H — замкненi опуклi множини з непоро-

жнiм перетином. Розглянемо послiдовнiсть

xn+1 =
1

r− 1
(PC1

PC2
xn + PC2

PC3
xn + ...+ PCr−1

PCr
xn) ,

де x0 ∈ H. Доведiть, що

xn ⇀ x̄ ∈
r⋂
i=1

Ci при n→∞.
Задача 2.33. Нехай E1, E2 ⊆ H — замкненi лiнiйнi пiдпростори. Доведiть,

що послiдовнiсть операторiв PE1, PE2PE1, PE1PE2PE1, PE2PE1PE2PE1, ... поточково
збiгається до PE1∩E2. Зокрема, для всiх x ∈ H

lim
n→∞ (PE2PE1)

n
x = PE1∩E2x.

Задача 2.34. Отримайте ергодичну теорему для послiдовностi середнiх∑n−1
k=0 λkT

kx∑n−1
k=0 λk

,

де (λn)— така послiдовнiсть додатних чисел, що
∑∞

n=0 λn = +∞, T — нерозтя-
гуючий оператор, що вiдображає опуклу замкнену множину C гiльбертового
простору H у себе, x ∈ C.

Задача 2.35. Функцiя f : [0, 1]→ [0, 1] задовольняє умову

|f(x1) − f(x2)| ≤ |x1 − x2| , ∀x1, x2 ∈ [0, 1].

Для x0 ∈ [0, 1] покладемо

xn+1 =
xn + f(xn)

2
.
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Доведiть, що xn → y ∈ [0, 1] i f(y) = y.

Задача 2.36. Доведiть, що задана (2.14) послiдовнiсть збiгається до не-
рухомої точки неперервної функцiї f : [0, 1]→ [0, 1].

Задача 2.37. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → C — нерозтягуючий оператор, F(T) 6= ∅,
y ∈ C. Покажiть, що для довiльного t ∈ (0, 1) iснує єдиний елемент xt ∈ C,
такий, що

xt = T(ty+ (1− t)xt).

Доведiть, що при t → 0 напрямленiсть {xt} сильно збiгається до точки x̄,
такої, що x̄ = PF(T)y.

Задача 2.38. НехайH – гiльбертовий простiр, C ⊆ H – непорожня опукла
замкнена множина, T : C → C – нерозтягуючий оператор з F(T) 6= ∅, f :

C→ C – стискаючий оператор. Для заданого x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть
елементiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми:

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)Txn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0;
2)
∑∞

n=0 αn = +∞; 3)
∑∞

n=0 |αn+1 − αn| < +∞. Доведiть, що згенерована
послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки z ∈ F(T), такої, що z = PF(T)f(z).

Задача 2.39. Нехай Ti : C→ C — злiченний набiр нерозтягуючих опера-
торiв, що дiють у замкненiй опуклiй пiдмножинi C гiльбертового простору
H, F =

⋂∞
i=1 F(Ti) 6= ∅. Розглянемо схему:

xn+1 = αna+

n∑
i=1

(αi−1 − αi)Tixn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞, αn →
0, x1 ∈ C i a ∈ C. Доведiть, що послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до PFa.

Задача 2.40. Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор
A : H → H — лiпшицевий та сильно монотонний iз сталими L > 0, l > 0,
вiдповiдно. Оператор Tα : H→ H задано рiвнiстю

Tαx = Tx− αATx, α ∈ [0,+∞) .

Доведiть, що для довiльного µ ∈
(
0, 2l
L2

)
маємо

‖Tαx− Tαy‖ ≤
(
1−

τ

µ
α

)
‖x− y‖ ∀x ∈ H ∀y ∈ H,
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де α ∈ [0, µ], τ = 1−
√
1− 2lµ+ L2µ2 ∈ (0, 1].

Задача 2.41. Нехай C ⊆ H — непорожня замкнена опукла обмежена мно-
жина та A : C→ H — монотонний12 i неперервний оператор. Тодi нерiвнiсть

x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C

рiвносильна нерiвностi

x ∈ C : (Ay, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ C.

Задача 2.42. Доведiть, що похiдна опуклої диференцiйовної функцiї f :
Rn → R є монотонним оператором.

Задача 2.43. Доведiть, що похiдна сильно опуклої диференцiйовної
функцiї f : Rn → R є сильно монотонним оператором.

Задача 2.44. Нехай оператор T : H → H — нерозтягуючий, оператор
A : H → H — лiпшицевий та сильно монотонний. Розглянемо iтерацiйну
схему: {

yn = Txn,

xn+1 = yn − αnAyn,

де послiдовнiсть чисел αn ∈ (0, 1) задовольняє умови: 1) limn→∞ αn = 0; 2)∑∞
n=0 αn = +∞; 3)

∑∞
n=0 |αn+1 − αn| < +∞. Доведiть, що породжена послi-

довнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку варiацiйної нерiвностi:

знайти x ∈ C : (Ax, y− x) ≥ 0 ∀y ∈ F(T).

Задача 2.45 (СQ–method, [24]). Нехай C ⊆ H — непорожня опукла за-
мкнена пiдмножина гiльбертового простору H, T : C → H — нерозтягуючий
оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅. Розглянемо алгоритм, що для заданого
x0 = x ∈ C генерує послiдовнiсть елементiв xn ∈ C за допомогою iтерацiйної
схеми: 

yn = Txn,

Cn = {z ∈ C : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
Qn = {z ∈ C : (xn − z, x0 − xn) ≥ 0} ,
xn+1 = PCn∩Qn

x0.

Доведiть, що породжена описаним алгоритмом послiдовнiсть (xn) сильно збi-
гається до точки z0 = PF(T)x0.

12Оператор A : H→ H називаємо монотонним, якщо

(Ax−Ay, x− y) ≥ 0 ∀x, y ∈ H.
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Задача 2.46 (hybrid method, [25]). Нехай C ⊆ H — непорожня опукла
замкнена пiдмножина гiльбертового просторуH, T : C→ H — нерозтягуючий
оператор. Припустимо, що F(T) 6= ∅. Розглянемо алгоритм, що для заданого
x0 = x ∈ C генерує послiдовнiсть елементiв xn ∈ C за допомогою схеми:

x1 ∈ C, C1 = C,
yn = Txn,

Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖z− yn‖ ≤ ‖z− xn‖} ,
xn+1 = PCn+1

x0.

Доведiть, що породжена описаним алгоритмом послiдовнiсть (xn) сильно збi-
гається до точки z0 = PF(T)x0.
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