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Передмова
Навчальний посiбник “Математичний аналiз. Числовi ряди. Функцiональнi

ряди. Степеневi ряди. Ряди Фур’є” пiдготовлено для здобувачiв вищої освiти
першого (бакалаврського) рiвня спецiальностей F2 “Iнженерiя програмного
забезпечення” та F3 “Комп’ютернi науки”, якi навчаються на факультетi
комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка. Видання призначене для методичної пiдтримки
практичних занять, органiзацiї самостiйної роботи студентiв i систематизацiї
основних понять, методiв та алгоритмiв розв’язування задач iз вiдповiдного
роздiлу дисциплiни “Математичний аналiз”.

Курс математичного аналiзу є основою фундаментальної математичної
пiдготовки для випускникiв природничих спецiальностей у класичних унiвер-
ситетах.

Дане видання охоплює один iз найважливiших роздiлiв математичного
аналiзу — теорiю рядiв. Вивчення цiєї теми є критично важливим для майбу-
тнiх фахiвцiв як з iнженерiї програмного забезпечення, так i з комп’ютерних
наук, оскiльки апарат рядiв лежить в основi чисельних методiв, алгоритмiв
апроксимацiї та обробки сигналiв.

У цьому посiбнику детально розглянуто чотири ключових роздiли:

1. Числовi ряди: дослiдження на збiжнiсть за допомогою ознак порiвняння,
Д’Аламбера, Кошi та ознаки порiвняння зi степенем.

2. Функцiональнi ряди: поняття рiвномiрної збiжностi та методи її пе-
ревiрки (ознаки Вейєрштрасса, Дiрiхле, Абеля), а також властивостi
почленного диференцiювання та iнтегрування.

3. Степеневi ряди: знаходження областi збiжностi, розвинення функцiй у
ряди Тейлора та Маклорена.

4. Ряди Фур’є: представлення перiодичних функцiй у виглядi тригономе-
тричних рядiв, що є базою для гармонiчного аналiзу.

Кожен роздiл мiстить стислий виклад теорiї, достатнiй для розв’язання
задач, типовi приклади з детальними поясненнями, завдання для самостiй-
ного розв’язування та питання для самоконтролю. Така побудова дає змогу
поєднати теоретичну системнiсть iз опрацюванням основних методiв, а також
забезпечує зручний перехiд вiд означень i тверджень до самостiйної роботи
над задачами. Автори сподiваються, що цей посiбник допоможе студентам
ефективно опанувати складнi концепцiї математичного аналiзу в умовах
iнтенсивного навчального процесу.

Пiд час пiдготовки рукопису iнструменти штучного iнтелекту використо-
вувалися виключно як допомiжний засiб для мовного редагування, уточнення
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стилiстики та структурування окремих фрагментiв тексту. Усi змiстовi рi-
шення, формулювання математичних тверджень, добiр задач i перевiрку
коректностi матерiалу виконано авторами, якi несуть повну вiдповiдальнiсть
за якiсть видання.

Зауваження та побажання можна надсилати електронною поштою:
adzhubey@knu.ua, dm.zatula@knu.ua.
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Роздiл 1. Числовi ряди

1.1 Поняття та властивостi числового ряду

Розглянемо нескiнченну числову послiдовнiсть x1, x2, . . . , xn, . . . Складе-
ний з її елементiв вираз

x1 + x2 + . . .+ xn + . . . =

∞∑
n=1

xn

називається числовим рядом , де xn — загальний член ряду, виражений

як функцiя номера n: xn =
1

n
, xn = aqn−1 тощо. Складемо з елементiв ряду

такi суми, якi називаються частковими :

S1 = x1,

S2 = x1 + x2,

. . .

Sn = x1 + . . .+ xn.

Числовий ряд називається збiжним , якщо iснує скiнченна границя
послiдовностi його часткових сум; ця границя називається сумою ряду :

∃ lim
n→∞

Sn = S.

У протилежному випадку ряд називається розбiжним :

∄ lim
n→∞

Sn або lim
n→∞

Sn = ∞.

Приклад 1. Дослiдимо на збiжнiсть числовий ряд

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ n+ . . .

Запишемо послiдовнiсть часткових сум ряду:

S1 = x1 = 2, S2 = x1 + x2 = 1 + 2 = 3,
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S3 = x1 + x2 + x3 = 1 + 2 + 3 = 6,

. . .

Sn = x1 + . . .+ xn = 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Оскiльки lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n(n+ 1)

2
= ∞, то ряд є розбiжним.

Приклад 2. Дослiдимо на збiжнiсть числовий ряд

2

3
+

1

3
+

1

6
+

1

12
+ . . .+

1

3 · 2n−2
+ . . .

Члени ряда утворюють геометричну прогресiю iз першим членом x1 =
2

3
i

знаменником q =
1

2
. Суму перших n членiв геометричної прогресiї обчислимо

за формулою:

Sn =
x1
(
1− qn

)
1− q

=
x1 − xnq

1− q
=

4

3
− 1

3 · 2n−2
.

Оскiльки lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
4

3
− 1

3 · 2n−2

)
=

4

3
, то ряд є збiжним i його

сума дорiвнює S =
4

3
.

Властивостi числових рядiв

1. Збiжнiсть ряду
∞∑

n=1
xn не порушується, якщо всi члени ряду помножити

на одне й те саме число k ̸= 0, причому
∞∑

n=1
kxn = k

∞∑
n=1

xn.

2. Сума (рiзниця) двох збiжних рядiв є збiжним рядом, причому
∞∑

n=1

(xn ± yn) =

∞∑
n=1

xn ±
∞∑

n=1

yn.

Якщо ряд
∞∑

n=1
xn збiжний, то Rn = S−Sn називається n-тим залишком

ряду , при цьому Rn =
∞∑

k=n+1

xk, lim
n→∞

Rn = lim
n→∞

(
S − Sn

)
= 0.
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Якщо в рядi x1 + x2 + . . . + xp + xp+1 + xp+2 + . . . вiдкинути скiнченне
число перших p членiв, то отримаємо ряд xp+1 + xp+2 + . . ., який збiгається
або розбiгається одночасно з початковим рядом.

Наслiдок 1. При дослiдженнi ряду на збiжнiсть можна iгнорувати скiн-
ченне число його членiв.

1.2 Необхiдна ознака збiжностi ряду

Необхiдна ознака збiжностi ряду. Якщо ряд
∞∑

n=1
xn збiжний, то його

n-тий член xn при необмеженому зростаннi n прямує до нуля: lim
n→∞

xn = 0.

Наслiдок 2 (достатня умова розбiжностi ряду). Якщо n-тий член ряду при
n→ ∞ не прямує до 0, то ряд розбiгається.

Приклад 1. Дослiдимо на збiжнiсть числовий ряд

a− a+ a− a+ . . . , де a ̸= 0.

Помiтимо, що

Sn =

{
0, n− парне;
a, n− непарне.

Тож маємо двi частковi границi послiдовностi часткових сум ряду.

З iншого боку, lim
n→∞

x2n = a ̸= 0 i lim
n→∞

x2n = −a ̸= 0, тобто НЕ виконується
необхiдна ознака збiжностi ряду ⇒ ряд є розбiжним.

Приклад 2. Розглянемо числовий ряд
∞∑

n=1

2n

n2 + 1
= 1 +

4

5
+

3

5
+

8

17
+

5

13
+ . . .+

2n

n2 + 1
+ . . .

Визначимо границю загального члена ряду:

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

2n

n2 + 1
= 0.

Таким чином, необхiдна умова збiжностi ряду виконується. Але цього
недостатньо, щоб робити кiнцевий висновок. Наразi можна стверджувати
лише, що ряд може збiгатися.

Для встановлення факту збiжностi чи розбiжностi ряду в цьому випадку
потрiбно застосувати якусь iз достатнiх умов збiжностi (ознак збiжностi).
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1.3 Критерiй Кошi

Питання про збiжнiсть ряду, за означенням, еквiвалентне питанню про
збiжнiсть послiдовностi часткових сум.

Теорема 1 (критерiй Кошi збiжностi числового ряду). Ряд
∞∑

n=1
xn збiгається

⇔ ∀ε > 0 ∃N : ∀n > N, ∀p ∈ N ⇒
∣∣Sn+p − Sn

∣∣ < ε, тобто∣∣xn+1 + xn+2 + . . .+ xn+p

∣∣ < ε.

Приклад 1. Доведемо розбiжнiсть гармонiчного ряду
∞∑

n=1

1

n
.

По-перше, оскiльки lim
n→∞

xn = 0, то справджується необхiдна умова збi-
жностi ряду. Покажемо за критерiєм, що ряд — розбiжний:

|Sn+p − Sn| =
∣∣∣∣ 1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

n+ p

∣∣∣∣ > (p · 1

n+ p

) ∣∣∣∣
p=n

=
1

2
,

тобто ∃ ε∗ =
1

2
∀n ∈ N, ∃ p = n ⇒

∣∣Sn+p − Sn

∣∣ > ε∗.

1.4 Додатнi числовi ряди

Розглянемо ряд
∞∑

n=1
an, всi члени якого є невiд’ємними: an ⩾ 0 ∀n ∈ N;

Sn = a1 + a2 + . . .+ an, Sn+1 ⩾ Sn.

Теорема 2 (критерiй збiжностi додатнього числового ряду). Для того,
щоб ряд з додатнiми членами був збiжним, необхiдно i достатньо, щоб
послiдовнiсть (Sn) була обмеженою зверху.

Розглянемо основнi ознаки збiжностi додатних числових рядiв.

1. Ознака порiвняння рядiв. Якщо члени ряду
∞∑

n=1

an (1.1)

додатнi (невiд’ємнi) i не перевищують вiдповiдних членiв збiжного ряду
∞∑

n=1

bn, (1.2)
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тобто an ⩽ bn ∀n > N ∈ N, то ряд (1.1) збiжний, а iз розбiжностi (1.1)
випливає розбiжнiсть (1.2).

Приклад 1. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

1√
4n + n2

.

Оскiльки
1√

4n + n2
⩽

1√
4n

=
1

2n
∀n ∈ N,

i при цьому
m∑

n=1

1

2n
=

1

2
·
1− 1

2m

1− 1
2

→ 1, m→ ∞,

то за ознакою порiвняння рядiв
∞∑

n=1

1√
4n + n2

— збiжний ряд.

Приклад 2. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

1√
n

.

Оскiльки
1√
n
⩾

1

n
∀n ∈ N,

i при цьому
∞∑

n=1

1

n
= +∞ (гармонiчний ряд), то

∞∑
n=1

1√
n

теж розбiгається.

2. Ознака Д’Аламбера. Нехай всi члени ряду
∞∑

n=1
an додатнi та ∃ lim

n→∞

an+1

an
=

q. Тодi: ряд є збiжним, якщо q ∈ [0, 1); розбiжним, якщо q > 1.

3. Ознака Кошi. Нехай всi члени ряду
∞∑

n=1
an додатнi та ∃ lim

n→∞
n
√
an = q.

Тодi: ряд є збiжним, якщо q ∈ [0, 1); розбiжним, якщо q > 1.

Зауваження. Жодна iз цих ознак не дає вiдповiдi при q = 1.

Приклад 3. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

n2 + 1

n!
.

Запишемо вiдношення наступного члена ряду до попереднього:

an+1

an
=

(n+ 1)2 + 1

(n+ 1)!
· n!

n2 + 1
=

n2 + 2n+ 2

(n+ 1) · (n2 + 1)
→ 0 < 1, n→ ∞,
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звiдки за ознакою Д’Аламбера робимо висновок, що ряд є збiжним.

Приклад 4. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

(
3n2 − 1

n2 + 2

)2n

.

Застосуємо ознаку Кошi:

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
3n2 − 1

n2 + 2

)2

→ 9 = q, n→ ∞.

Оскiльки q > 1, то ряд — розбiжний.

Узагальнений гармонiчний ряд

Ряд
∞∑

n=1

1

nα
збiгається при α > 1 i розбiгається при α ⩽ 1.

Зауваження. Заcтосування ознаки Д’Аламбера не дає вiдповiдi:

an+1

an
=

nα

(n+ 1)α
→ 1, n→ ∞.

4. Ознака порiвняння зi степенем. Якщо an = O

(
1

np

)
при n → ∞,

то за умови, що p > 1, ряд
∞∑

n=1
an збiгається, а при p ⩽ 1 — розбiгається.

Приклад 5. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1
sin

(
n

5
3
√
n8 − 2

)
.

Скористаємося асимптотичною формулою sin t = t + o(t), t → 0, та
запишемо еквiвалентний вираз для n-го члена ряду:

an = sin

(
n

5
3
√
n8 − 2

)
=

n

5
3
√
n8 − 2

+ o

(
n

5
3
√
n8 − 2

)
= O

(
n

3
√
n8

)
= O

(
1

n
5
3

)

при n→ ∞. Оскiльки p =
5

3
> 1, то за ознакою порiвняння зi степенем ряд

збiгається.

• lim
n→∞

n

5
3
√
n8 − 2

:
1

n
5
3

= lim
n→∞

n
8
3

5 · n 8
3 − 2

=
1

5
∈ R\{0} ⇒ an = O

(
1

n
5
3

)
.
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5. Ознака Раабе. Якщо ряд
∞∑

n=1
an є строго додатнiм та

lim
n→∞

n ·
(

an
an+1

− 1

)
= p,

то при p > 1 ряд — збiжний; при p < 1 — розбiжний; при p = 1 ознака
вiдповiдi не дає.

6. Ознака Гаусса. Якщо для ряду
∞∑

n=1
an при n→ ∞ виконується умова

an
an+1

= α+
β

n
+

γn
n1+ε

,

де α, β, ε > 0 — сталi, а послiдовнiсть γn = O(1), то ряд
∞∑

n=1
an збiжний, якщо

α > 1, або α = 1, β > 1; розбiжний, якщо α < 1, або α = 1, β ⩽ 1.

Приклад 6. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

n! en

nn+p
, де p > 0.

Перетворимо вiдношення сусiднiх двох членiв ряду, використовуючи асим-
птотичнi формули для ln(1 + t) та et при t→ 0:

an
an+1

=
n! en · (n+ 1)n+p+1

nn+p · (n+ 1)! en+1
=

1

e
·
(
1 +

1

n

)n+p

=

=
1

e
·exp

{
(n+ p) ln

(
1 +

1

n

)}
=

=
1

e
·exp

{
(n+ p) ·

(
1

n
− 1

2n2
+ o
( 1

n2

))}
=

=
1

e
·exp

{
1 +

p

n
− 1

2n
+ o
( 1
n

)}
= exp

{(
p− 1

2

)
· 1
n
+ o
( 1
n

)}
=

= 1 +
p− 0,5

n
+ o
( 1
n

)
+ o

(
p− 0,5

n
+ o
( 1
n

))
=

= 1 +
p− 0,5

n
+ o
( 1
n

)
, n→ ∞.

Таким чином, lim
n→∞

n ·
(

an
an+1

− 1

)
= p− 0,5. За ознакою Раабе маємо, що

ряд збiгається при p > 1,5.
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Задачi для самостiйного розв’язування
Дослiдiть на збiжнiсть числовi ряди:

1.4.1
∞∑

n=1

1

3n− 2

1.4.2
∞∑

n=1

n

n2 + 1

1.4.3
∞∑

n=1

1

(2n+ 1)2

1.4.4
∞∑

n=1

2n

n!

1.4.5
∞∑

n=1

n2

3n

1.4.6
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!

1.4.7
∞∑

n=1

(
n

2n+ 1

)n

1.4.8
∞∑

n=1

1

n ln2 n

1.4.9
∞∑

n=1
sin

(
1

n

)
1.4.10

∞∑
n=1

tg

(
1

n2

)

1.4.11
∞∑

n=1

√
n+ 1−

√
n

n

1.4.12
∞∑

n=1

n!

nn

1.4.13
∞∑

n=1

3n · n!
nn

1.4.14
∞∑

n=1

(
2n+ 1

3n− 2

)2n

1.4.15
∞∑

n=1

1√
n(n+ 1)(n+ 2)

1.4.16
∞∑

n=1
ln

(
1 +

1

n2

)
1.4.17

∞∑
n=1

(n+ 1)!

2n · n!

1.4.18
∞∑

n=1

n!

(2n− 1)!!

1.4.19
∞∑

n=1

2n+ 1√
n2n

1.4.20
∞∑

n=1

1

(3n− 1)2n

1.4.21
∞∑

n=1

lnn

n3

1.4.22
∞∑

n=1

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)

1.4.23
∞∑

n=1
arcsinn

(
1

n

)

1.4.24
∞∑

n=1

n3

en

1.4.25
∞∑

n=1

2n + 3n

5n

1.4.26
∞∑

n=1

1

n2 − n+ 1

1.4.27
∞∑

n=1

n2 + 1

n4 + 3

1.4.28
∞∑

n=1

(2n)!

(n!)2 · 4n

1.4.29
∞∑

n=1

1

n
sin

1√
n

1.4.30
∞∑

n=1

(
1− cos

1

n

)
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1.5 Ряди з членами довiльного знаку

Розглянемо ряди, частина членiв яких є додатнiми, частина — вiд’ємними,
частина дорiвнює нулю. Частинний випадок такого ряду — ряд Лейбнiца,
тобто ряд вигляду

a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − a6 + · · ·+ (−1)n−1an + · · · =
∞∑

n=1

(−1)n−1an, (1.3)

де an ⩾ 0 ∀n ∈ N.

Теорема 3 (Лейбнiца). Якщо модулi членiв ряду (1.3) монотонно спадають
при зростаннi n, тобто

a1 ⩾ a2 ⩾ a3 ⩾ a4 ⩾ . . . ,

i n-ий член ряду прямує до 0, тобто lim
n→∞

an = 0, то ряд збiгається i
0 < S ⩽ a1.

Приклад 1.
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ . . . є збiжним рядом,

оскiльки виконуються умови теореми Лейбнiца.

Наслiдок 3. Якщо знакозмiнний ряд “пiдмiнити” його частковою сумою,
то похибка вiд його абсолютної величини не перевищує першого з вiдкинутих
членiв:

∞∑
n=1

(−1)n−1an = Sn + (−1)n ·
(
an+1 − an+2 + . . .

)
,

Rn = (−1)n ·
(
an+1 − an+2 + . . .

)
, |Rn| ⩽ an+1.

Приклад 2. Зокрема, для ряду
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
його 10-та часткова сума

S10 = 1− 1

2
+

1

3
− · · · − 1

10

вiдрiзняється вiд суми ряду на величину

|R10| ⩽
∣∣∣∣ (−1)10

11

∣∣∣∣ = 1

11
.

Оскiльки для збiжностi знакозмiнного ряду перевiрка загальної умови
збiжностi ряду не є простою (an → 0, Sn+m → 0), то почнемо з випадкiв,
коли збiжнiсть ряду зводиться до збiжностi додатного ряду.
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1.6 Абсолютно та умовно збiжнi ряди

Означення 1.6.1. Ряд
∞∑

n=1
an називається абсолютно збiжним, якщо

збiгається ряд
∞∑

n=1
|an|.

Загалом, при дослiдженнi рядiв на абсолютну збiжнiсть використовуємо
ознаки збiжностi для рядiв з невiд’ємними членами.

Теорема 4. Iз збiжностi ряду
∞∑

n=1
|an| випливає збiжнiсть

∞∑
n=1

an.

Означення 1.6.2. Ряд
∞∑

n=1
an називається умовно збiжним, якщо цей ряд

збiжний, а ряд
∞∑

n=1
|an| — розбiжний.

Приклад 1. Ряд
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
є умовно збiжним (виконуються умови тео-

реми Лейбнiца), але не є абсолютно збiжним, бо ряд

∞∑
n=1

∣∣∣∣ (−1)n−1

n

∣∣∣∣ = ∞∑
n=1

1

n
= +∞

(як гармонiчний ряд).

Розглянемо ряд
∞∑

n=1

anbn = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn + . . . , (1.4)

де
(
an
)

та
(
bn
)

— двi послiдовностi дiйсних чисел.

Ознака Абеля. Якщо ряд
∞∑

n=1
bn збiгається, а числа an утворюють моно-

тонну i обмежену послiдовнiсть (∃M ∈ R : |an| ⩽M ∀n ∈ N), то ряд (1.4) —
збiжний.

Ознака Дiрiхле–Абеля. Якщо частковi суми ряду
∞∑

n=1
bn обмеженi, тобто

∃M ∈ R : |Sn| =
∣∣∣∣ n∑
k=1

bk

∣∣∣∣ ⩽ M ∀n ∈ N, а числа an утворюють монотонну

послiдовнiсть, що прямує до 0: lim
n→∞

an = 0, то ряд (1.4) — збiжний.
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Зауваження. Ознака Лейбнiца є частковим випадком цiєї ознаки при

bn = (−1)n+1, ряд
∞∑

n=1
bn = 1 − 1 + 1 − 1 + . . . має обмежену послiдовнiсть

часткових сум.

Приклад 2. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

sin (λn)

n
, де λ ∈ R.

Збiжнiсть ряду очевидна при λ ∈ {πm |m ∈ Z}.

Позначимо an =
1

n
та bn = sin (λn). У такому разi послiдовнiсть (an) —

монотонно спадна i нескiнченно мала, бо lim
n→∞

1

n
= 0.

Обчислимо частковi суми ряду
∞∑

n=1
bn =

∞∑
n=1

sin (λn), використовуючи

вiдому формулу iз методу математичної iндукцiї:

|Sn| = | sinλ+ sin 2λ+ . . .+ sinnλ| =

∣∣∣∣∣ sin
(n+1)λ

2 · sin nλ
2

sin λ
2

∣∣∣∣∣ < 1∣∣sin λ
2

∣∣ .
Таким чином, послiдовнiсть (Sn) є обмеженою. Отже, за ознакою Дiрiхле–

Абеля ряд
∞∑

n=1

sin (λn)

n
є збiжним при λ /∈ {2πm |m ∈ Z}.

Приклад 3. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

cos (nx)

n
, де x ∈ R.

Використаємо рiвнiсть sin
(
n + 1

2

)
x − sin

(
n − 1

2

)
x = 2 sin

x

2
· cos (nx) для

обчислення суми виразiв по n = 1, k:

2 sin
x

2

k∑
n=1

cosnx =

k∑
n=1

(
sin
(
n+

1

2

)
x− sin

(
n− 1

2

)
x

)
=

= sin
(
k +

1

2

)
x− sin

(
k − 1

2

)
x+ sin

(
k − 1

2

)
x− sin

(
k − 3

2

)
x+

+ sin
7

2
x− sin

5

2
x+ sin

5

2
x− sin

3

2
x+ sin

3

2
x− sin

x

2
= sin

(
k +

1

2

)
x− sin

x

2
.

Таким чином, ∀x /∈ A = {2πm |m ∈ Z}:
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∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ sin

(
n+ 1

2

)
x− sin x

2

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2 sin nx

2 · cos (n+1)x
2

2 sin x
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin x
2 |
.

Отже, ряд збiгається для ∀x /∈ A за ознакою Дiрiхле–Абеля.

Якщо ж x ∈ A, то ряд перетворюється у гармонiчний i є розбiжним.

Приклад 4. Дослiдимо на збiжнiсть ряд
∞∑

n=2

sin (λn)

lnn
· cos π

n
, де λ ∈ R.

Позначимо an =
1

lnn
та bn = sin (λn). Послiдовнiсть (an)n⩾2 — монотонно

спадна i lim
n→∞

1

lnn
= 0.

Також частковi суми ряду
∞∑

n=2
bn =

∞∑
n=2

sin (λn) є обмеженими, тож за

ознакою Дiрiхле–Абеля ряд
∞∑

n=2

sin (λn)

lnn
є збiжним.

Послiдовнiсть
(
cos

π

n

)
— монотонно зростаюча i обмежена, бо∣∣∣cos π

n

∣∣∣ < 1 ∀n ⩾ 2.

Таким чином, ряд
∞∑

n=2

sin (λn)

lnn
· cos π

n
збiгається за ознакою Абеля.

Задачi для самостiйного розв’язування
Дослiдiть ряди на абсолютну та умовну збiжнiсть.

1.6.1
∞∑

n=1

(−1)n

n+ 2

1.6.2
∞∑

n=1

(−1)n−1

√
n+ 1

1.6.3
∞∑

n=1

(−1)n

n2 + n

1.6.4
∞∑

n=1

(−1)n lnn

n

1.6.5
∞∑

n=1
(−1)n

2n+ 1

3n− 1

1.6.6
∞∑

n=1

(−1)n

n · 3n

1.6.7
∞∑

n=1

(−1)n

ln(n+ 1)

1.6.8
∞∑

n=1

(−1)n sin(n)

n2
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1.6.9
∞∑

n=1

(−1)n

3
√
n

1.6.10
∞∑

n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3

1.6.11
∞∑

n=1

(−1)n(n+ 1)

n2 + 1

1.6.12
∞∑

n=1

cos(nπ)

n!

1.6.13
∞∑

n=1

(−1)n
√
n

n+ 10

1.6.14
∞∑

n=1

(−1)n

n lnn

1.6.15
∞∑

n=1
(−1)n tg

(
1

n
√
n

)

1.6.16
∞∑

n=1
(−1)n

(
n

n+ 1

)n

1.6.17
∞∑

n=1

(−1)n · 2n

n!

1.6.18
∞∑

n=1

(−1)nn

en

1.6.19
∞∑

n=1

(−1)n
√
n+ 1

n

1.6.20
∞∑

n=1

(−1)n

2n− 1

Питання для самоконтролю

1. Що називається числовим рядом? Сформулюйте означення загального
члена ряду.

2. Дайте означення n-тої часткової суми числового ряду. Що розумiють
пiд збiжнiстю та сумою числового ряду?

3. Який числовий ряд називається розбiжним? Наведiть приклади вiдо-
мих вам збiжних та розбiжних рядiв.

4. Сформулюйте необхiдну ознаку збiжностi числового ряду. Чи є вона
достатньою? Наведiть контрприклад.

5. Сформулюйте достатню умову розбiжностi ряду. Який висновок мо-
жна зробити, якщо границя загального члена ряду не iснує або не
дорiвнює нулю?

6. Що таке залишок числового ряду? Як пов’язанi мiж собою збiжнiсть
i сума самого ряду та збiжнiсть i сума його залишку?

7. Перелiчiть та охарактеризуйте основнi лiнiйнi властивостi збiжних
числових рядiв. Як впливає вiдкидання або змiна скiнченної кiлькостi
членiв на збiжнiсть ряду?

8. Сформулюйте критерiй Кошi збiжностi числового ряду. Яким чином
можна сформулювати зворотнє до нього твердження?
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9. Якi ряди називаються додатними? Яку специфiчну властивiсть має
послiдовнiсть часткових сум такого ряду?

10. Сформулюйте ознаку порiвняння для додатних рядiв. На чому ґрун-
тується її застосування?

11. Який ряд називається узагальненим гармонiчним рядом? За якої
умови вiн є збiжним, а за якої — розбiжним?

12. Сформулюйте ознаку Д’Аламбера для додатних рядiв. У якому ви-
падку ця ознака не дає вiдповiдi про збiжнiсть?

13. Сформулюйте ознаку Кошi. Який зв’язок iснує мiж областями засто-
сування ознак Д’Аламбера та Кошi?

14. Сформулюйте ознаку Раабе збiжностi додатних рядiв. У яких випад-
ках її застосовують замiсть ознак Д’Аламбера чи Кошi?

15. Сформулюйте ознаку Гаусса. Для якого класу рядiв вона є найбiльш
ефективним iнструментом дослiдження збiжностi?

16. Якi ряди називаються знакозмiнними? Наведiть приклади.

17. Сформулюйте теорему Лейбнiца для знакозмiнних рядiв. Якi власти-
востi має сума ряду Лейбнiца?

18. Як оцiнюється похибка знакозмiнного ряду при замiнi його повної
суми n-тою частковою сумою?

19. Дайте означення абсолютної та умовної збiжностi числового ряду.
Який зв’язок iснує мiж абсолютною збiжнiстю та звичайною збiжнiстю
ряду?

20. Сформулюйте ознаки Абеля та Дiрiхле–Абеля збiжностi знакозмiнних
рядiв.
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Роздiл 2. Функцiональнi ряди

2.1 Поняття функцiональної послiдовностi та
функцiонального ряду

Розглянемо послiдовнiсть

f1(x), f2(x), . . . , fn(x), . . . , (2.5)

елементами якої є функцiї вiд змiнної x. Границю послiдовностi ∀x ∈ X,
X ⊂ R, будемо називати граничною функцiєю f(x) = lim

n→∞
fn(x).

Вiдображення Φ : N → F , де F — множина всiх функцiй, називається
функцiональною послiдовнiстю (ФП). Значення вiдображення Φ(n) =
fn називається n-им членом послiдовностi.

Будемо використовувати позначення функцiональної послiдовностi: (fn).

Функцiональна послiдовнiсть (fn) називається збiжною в т. x0 ∈ X,
якщо в цiй точцi збiжною є вiдповiдна числова послiдовнiсть {fn(x0)}.

Наслiдок 4 (критерiй Кошi збiжностi функцiональної послiдовностi). Фун-
кцiональна послiдовнiсть (fn) збiгається у довiльнiй точцi x0 ∈ X ⇔

⇔ ∀ε > 0 ∃N
(
ε, x0

)
∈ N : ∀n > N ∀p ∈ N ⇒ |fn+p(x0)− fn(x0)| < ε.

Функцiональна послiдовнiсть (fn) називається поточково збiжною до
функцiї f , якщо ∀x ∈ X: f(x) = lim

n→∞
fn(x). Позначення: fn → f .

У випадках, коли важливим є сам факт поточкової збiжностi ФП, а не
гранична функцiя, будемо це позначати як fn →
Приклад 1. Дослiдимо поточкову збiжнiсть послiдовностi fn(x) = xn на
вiдрiзку [0, 1].

• Якщо x ∈ [0, 1), то lim
n→∞

xn = 0.
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• Якщо x = 1, то lim
n→∞

1n = 1.

Отже, дана послiдовнiсть збiгається поточково до розривної функцiї:

f(x) =

{
0, 0 ⩽ x < 1

1, x = 1

Розглянемо також ряд, членами якого є функцiї:
∞∑

n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x) + . . . (2.6)

Функцiональна послiдовнiсть (Sn) називається функцiональним ря-
дом (ФР), якщо iснує така функцiональна послiдовнiсть (fn), для якої
виконується умова:

∀n ∈ N ∀x ∈ X Sn(x) =

n∑
k=1

fk(x).

Такий функцiональний ряд будемо позначати
∑
fn. Значення Sn назива-

ється частковою сумою ФР
∑
fn, а функцiя fn — загальним членом

(n-им членом) функцiонального ряду.

Приклад 2. e−x + e−2x + e−3x + . . .+ e−nx + . . . =
∞∑

n=1
e−nx

2.2 Збiжнiсть функцiональних рядiв

Розглянемо функцiональний ряд
∞∑

n=1
fn(x). Припускаючи збiжнiсть, вве-

демо позначення його суми S(x), часткової суми Sn(x) i його залишку пiсля
n-го члена

rn(x) =

∞∑
k=n+1

fk(x) = S(x)− Sn(x).

При цьому ∀x: lim
n→∞

Sn(x) = S(x) i lim
n→∞

rn(x) = 0.

Функцiональний ряд
∞∑

n=1
fn(x) — збiжний в т. x0 ∈ X, якщо збiжний в цiй

точцi вiдповiдний числовий ряд
∞∑

n=1
fn(x0) або ∃ lim

n→∞
Sn(x0), i абсолютно

збiжний в т. x0, якщо при x = x0 збiгається ряд
∞∑

n=1
|fn(x)|.
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Поточковою сумою ФР
∑
fn на множинi X називається поточкова

границя його часткових сум, якщо вона iснує. ФР називається поточково
збiжним на X, якщо його поточкова сума iснує та скiнченна в кожнiй точцi
множини X.

Якщо ФР збiгається до деякої функцiї S, то будемо це позначати
∑
fn → S.

Якщо ж важливим є сам факт збiжностi ряду, то позначатимемо це так:∑
fn → . Поточкову суму ряду, якщо вона iснує, будемо позначати

∞∑
n=1

fn.

Множина точок x ∈ X, в кожнiй з яких
∞∑

n=1
fn(x) є збiжним, становить

область збiжностi функцiонального ряду.

Приклад 1. Визначимо область збiжностi функцiонального ряду

1 +
1

x
+

1

x2
+ . . .+

1

xn
+ . . . =

∞∑
n=0

1

xn
.

Застосуємо ознаку Кошi до ряду, складеного iз абсолютних величин членiв
вихiдного ряду:

q = lim
n→∞

n
√
|fn(x)| = lim

n→∞
n

√
1

|xn|
=

1

|x|
< 1 ⇒ |x| > 1.

Таким чином, область абсолютної збiжностi ряду включає в себе променi
(−∞,−1) та (1,+∞). I навпаки, якщо q > 1 ⇔ x ∈ (−1, 1), то ряд —

розбiжний. Також за необхiдною умовою, lim
n→∞

1

xn
= ∞ ∀x ∈ (−1, 1).

Залишається питання стосовно збiжностi (умовної/абсолютної) ряду при
x = ±1 (ознака Кошi не дає вiдповiдi при q = 1).

• При x = 1 маємо числовий ряд 1 + 1 + 1 + . . ., який є розбiжним
(виконується достатня умова розбiжностi).

• При x = −1 маємо
∞∑

n=0
(−1)n, який також є розбiжним, бо ∄ lim

n→∞
(−1)n.

2.3 Рiвномiрна збiжнiсть функцiональної послi-
довностi

Для функцiї f : X → R число sup
x∈Df

|f(x)| ∈ R називається рiвномiрною

нормою функцiї f на множинi Df та позначається ∥f∥.
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Функцiональна послiдовнiсть (fn) називається рiвномiрно збiжною до
функцiї f на множинi X, якщо ∥fn − f∥ → 0 при n→ ∞. При цьому функцiя
f називається рiвномiрною границею ФП (fn).

Позначення: fn ⇒ f , або fn ⇒ (якщо важливий сам факт рiвномiрної
збiжностi, а не рiвномiрна границя).

Теорема 5 (зв’язок рiвномiрної та поточкової збiжностi ФП). Якщо fn ⇒ f
на множинi X, то на цiй же множинi X також fn → f .

Наслiдок 5 (єдинiсть рiвномiрної границi). Якщо fn ⇒ на множинi X, то
рiвномiрна границя ФП (fn) єдина.

Можна також дати означення рiвномiрної збiжностi ФП в iншому форму-
люваннi.

Послiдовнiсть функцiй {fn(x)} називається рiвномiрно збiжною до f(x)
на множинi X, якщо ∀ε > 0 ∃Nε : ∀n ⩾ Nε i для всiх x ∈ X одночасно
виконується нерiвнiсть |fn(x)− f(x)| < ε або sup

x∈X
|fn(x)− f(x)| < ε.

Тут суттєво, що Nε не залежить вiд x.

ФП (fn) називається рiвномiрно фундаментальною, якщо

∀ε > 0 ∃Nε : ∀n ⩾ Nε ∀p ∈ N ⇒ ∥fn+p − fn∥ < ε.

Теорема 6 (критерiй Кошi для ФП). ФП (fn) рiвномiрно збiжна тодi i
тiльки тодi, коли вона є рiвномiрно фундаментальною.

Приклад 1. Дослiдимо на рiвномiрну збiжнiсть функцiональну послiдов-
нiсть

fn(x) =
x

1 + n2x2
, x ∈ R.

1. По-перше, визначимо функцiю f , до якої послiдовнiсть (fn) збiгається
поточково:

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

x

1 + n2x2
= 0 ∀x ∈ R.

Таким чином, fn → f , де f(x) ≡ 0.

2. Покажемо, що функцiя f також є рiвномiрною границею (fn). Оскiльки

f ′n(x) =
1 + n2x2 − 2n2x · x

(1 + n2x2)2
= 0 ⇔ x = ± 1

n
,
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то функцiя fn(x) монотонно зростає на промiжку
(
0,

1

n

)
, а на

( 1
n
,+∞

)
—

спадає. Таким чином, ∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n ⩾ N

sup
x∈R

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = sup

x∈R

|x|
1 + n2x2

=
1

2n
< ε, де N =

[
1

2ε

]
.

Приклад 2. Дослiдимо на рiвномiрну збiжнiсть функцiональну послiдов-
нiсть

fn(x) = xn, x ∈ [0, 1).

1. Визначимо функцiю f , до якої послiдовнiсть (fn) збiгається поточково:

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

xn = 0 ∀x ∈ [0, 1).

Таким чином, fn → f , де f(x) ≡ 0.

2. Покажемо, що функцiя f НЕ є рiвномiрною границею (fn). Оберемо

xn =
1
n
√
2
. Тодi ∃ ε∗ > 0 ∀n ∈ N:

sup
x∈[0,1)

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ ⩾ ∣∣fn(xn)− f(xn)

∣∣ = 1

2
= ε∗.

Таким чином, fn ⇏ f i загалом послiдовнiсть (fn) не є рiвномiрно збiжною.

Задачi для самостiйного розв’язування
Для заданих послiдовностей (fn(x)) знайдiть граничну функцiю f(x) та

дослiдiть на рiвномiрну збiжнiсть на вказанiй множинi X.

2.3.1 fn(x) = xn, X1 = [0, 12 ], X2 = [0, 1]

2.3.2 fn(x) =
n2x

1 + n2x2
, X = [0, 1]

2.3.3 fn(x) =
x

n
, X1 = [0, 1], X2 = R

2.3.4 fn(x) = xn − xn+1, X = [0, 1]

2.3.5 fn(x) =
1

1 + xn
, X = [2,+∞)

2.3.6 fn(x) = xe−nx, X = [0,+∞)

25



2.3.7 fn(x) = e−nx2

, X1 = [1,+∞), X2 = R

2.3.8 fn(x) =
sin(nx)

n
, X = R

2.3.9 fn(x) =
xn

1 + xn
, X1 = [0, 12 ], X2 = [0, 2]

2.3.10 fn(x) =
nx2

1 + nx
, X = [0, 1]

2.3.11 fn(x) = cosn x, X = [0, π4 ]

2.3.12 fn(x) = arctg(nx), X = (0,+∞)

2.3.13 fn(x) =
x

1 + nx
, X = [0, 1]

2.3.14 fn(x) =
x

n
e−

x
n , X = [0,+∞)

2.4 Рiвномiрна збiжнiсть функцiональних рядiв

ФР
∞∑

n=1
fn(x) називається рiвномiрно збiжним , якщо послiдовнiсть

його часткових сум (Sn) рiвномiрно збiгається, тобто Sn(x) ⇒ S(x), x ∈ X, а
саме:

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N ⇒
∣∣Sn(x)− S(x)

∣∣ < ε ∀x ∈ X одночасно,

або sup
x∈X

∣∣Sn(x)− S(x)
∣∣ < ε, або rn(x) = S(x)− Sn(x) ⇒ 0 ∀x ∈ X.

ФР
∞∑

n=1
fn(x) задовольняє рiвномiрну умову Кошi , якщо послiдовнiсть

його часткових сум (Sn) є рiвномiрно фундаментальною, тобто

∀ε > 0 ∃Nε : ∀n ⩾ Nε ∀p ∈ N ⇒
∥∥Sn+p(x)− Sn(x)

∥∥ < ε ∀x ∈ X.

Теорема 7 (критерiй Кошi для ФР). ФР
∞∑

n=1
fn(x) рiвномiрно збiжний тодi

i тiльки тодi, коли вiн задовольняє рiвномiрну умову Кошi.

Зауваження. Критерiй є простим переформулюванням теореми для
послiдовностей.
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Приклад 1. Дослiдимо на рiвномiрну збiжнiсть функцiональний ряд
∞∑

n=1

1

((n− 1)x+ 1) · (nx+ 1)
, x ∈ (0,+∞).

За методом невизначених коефiцiєнтiв,

fn(x) =
1

((n− 1)x+ 1) · (nx+ 1)
=

A(x)

(n− 1)x+ 1
+

B(x)

nx+ 1
.

Пiсля визначення коефiцiєнтiв A(x) та B(x) можна спростити вигляд
часткових сум ряду:

Sn(x) =

n∑
k=1

1

((k − 1)x+ 1) · (kx+ 1)
=

1

x

n∑
k=1

(
1

(k − 1)x+ 1
− 1

kx+ 1

)
=

=
1

x
·
(
1− 1

x+ 1
+

1

x+ 1
− 1

2x+ 1
+

1

2x+ 1
+ . . .+

1

(n− 1)x+ 1
− 1

nx+ 1

)
=

=
1

x
·
(
1− 1

nx+ 1

)
.

Таким чином,

lim
n→∞

Sn(x) =
1

x
.

Отже, S(x) =
1

x
. Покажемо, що ряд НЕ є рiвномiрно збiжним до своєї

суми S(x). Обираючи xn =
1

n
∈ (0,+∞), маємо, що ∃ ε∗ > 0 ∀n ∈ N:

∣∣Sn(xn)− S(xn)
∣∣ = ∣∣∣∣ 1xn − 1

xn(nxn + 1)
− 1

xn

∣∣∣∣ = 1

xn(nxn + 1)
=
n

2
⩾

1

2
=: ε∗.

Таким чином, ряд не є рiвномiрно збiжним (за означенням).

Розглянемо основнi ознаки рiвномiрної збiжностi функцiональних рядiв.

Ознака Вейєрштрасса. Якщо для функцiонального ряду
∞∑

n=1
fn(x) мо-

жна вказати такий збiжний числовий ряд
∞∑

n=1
an, що ∀n ⩾ n0 ∀x ∈ X:∣∣fn(x)∣∣ ⩽ an, то ряд

∞∑
n=1

fn(x) збiгається абсолютно i рiвномiрно на X.
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При цьому ряд
∞∑

n=1
an називають мажоруючим для

∞∑
n=1

fn(x).

Приклад 2. Дослiдимо на рiвномiрну збiжнiсть функцiональний ряд
∞∑

n=1

(−1)n

(n+ x)2
, x ∈ (0,+∞).

Оскiльки ∣∣fn(x)∣∣ = 1

(n+ x)2
<

1

n2
∀n ∈ N,

i при цьому ряд
∞∑

n=1

1

n2
є збiжним, то за ознакою Вейєрштрасса вихiдний ряд

збiгається абсолютно i рiвномiрно на множинi (0,+∞).

Приклад 3. Дослiдимо на абсолютну i рiвномiрну збiжнiсть функцiональ-
ний ряд

∞∑
n=1

arctg(n2x) · cos(πnx)
n
√
n

, x ∈ R.

Оскiльки
∣∣ arctg(n2x)∣∣ < π

2
i | cos(πnx)| ⩽ 1 для довiльних x ∈ R та n ∈ N,

то

∣∣fn(x)∣∣ = ∣∣ arctg(n2x) · cos(πnx)∣∣
n
√
n

<
π

2n
3
2

∀n ∈ N.

Iз збiжностi ряду
∞∑

n=1

1

n
3
2

випливає абсолютна i рiвномiрна збiжнiсть на

X = R ряду
∞∑

n=1
fn(x) за ознакою Вейєрштрасса.

Ознака Абеля рiвномiрної збiжностi ФР. Нехай ∀x ∈ X послiдов-

нiсть
(
fn(x)

)
— монотонна. Якщо ФР

∞∑
n=1

φn(x) ⇒ i
∥∥fn∥∥ = O(1) при n→ ∞,

то ряд
∞∑

n=1
fn(x)φn(x) ⇒ на X.

Ознака Дiрiхле рiвномiрної збiжностi ФР. Нехай ∀x ∈ X послiдов-

нiсть
(
fn(x)

)
— монотонна. Якщо ∥fn∥ = o(1) i

∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥ = O(1) при n→ ∞,

то ряд
∞∑

n=1
fn(x)hn(x) ⇒ на X.
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Приклад 4. Дослiдимо на рiвномiрну збiжнiсть функцiональний ряд
∞∑

n=1

sin(nx)

lnn+ |x|
, x ∈ R.

Позначимо fn(x) =
1

lnn+ |x|
та hn(x) = sin(nx). Оскiльки за ММI:

|Sn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

hk(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ sin nx

2 · sin (n+1)x
2

sin x
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1∣∣sin x
2

∣∣
для довiльних x ∈ R\ {2πm |m ∈ Z} та n ∈ N, то

∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥ = O(1) при n→ ∞.

Також послiдовнiсть (fn(x)) є спадною (по n) для довiльного x ∈ R. При
цьому lim

n→∞
fn(x) = 0 ∀x ∈ R. Крiм поточкової, присутня й рiвномiрна

збiжнiсть цiєї послiдовностi до f ≡ 0 на множинi R, бо ∀ε > 0 ∃N(ε): ∀n ⩾ N

sup
x∈R

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = sup

x∈R

1

lnn+ |x|
=

1

lnn
< ε, де N =

[
e

1
ε

]
.

Таким чином, ∥fn∥ = o(1) для довiльного x ∈ R. Тому
∞∑

n=1
fn(x)hn(x) ⇒

на R за ознакою Дiрiхле.

Задачi для самостiйного розв’язування
Визначте область збiжностi (2.5.1–2.5.10) та дослiдiть на рiвномiрну

збiжнiсть (2.5.11–2.5.20).

2.4.1
∞∑

n=1

xn

n · 2n

2.4.2
∞∑

n=1

1

nx

2.4.3
∞∑

n=1
e−nx

2.4.4
∞∑

n=1

sin(nx)

enx

2.4.5
∞∑

n=1
lnn x

2.4.6
∞∑

n=1

1

1 + xn

2.4.7
∞∑

n=1

n

xn

2.4.8
∞∑

n=1

xn

1 + x2n

2.4.9
∞∑

n=1

1

n2 + x2

2.4.10
∞∑

n=1

(
x(x+ n)

n

)n
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2.4.11
∞∑

n=1

sin(nx)

n2

2.4.12
∞∑

n=1

xn

n!
, x ∈ [−1, 1]

2.4.13
∞∑

n=1

1

n2 + x2

2.4.14
∞∑

n=1

(−1)n

n+ x2

2.4.15
∞∑

n=1

e−nx2

n2

2.4.16
∞∑

n=1

x

1 + n4x2

2.4.17
∞∑

n=1

cos(nx)

n3

2.4.18
∞∑

n=1

x2

x2 + n4

2.4.19
∞∑

n=1

arctg(nx)

n
√
n

2.4.20
∞∑

n=1
xn sin

(
1

2n

)
, x ∈ [−1, 1]

2.5 Властивостi функцiональних рядiв

Теорема 8 (про неперервнiсть суми ФР). Нехай функцiї fn(x) визначенi на

X = [a, b] i всi є неперервними в деякiй точцi x0 ∈ [a, b]. Якщо ряд
∞∑

n=1
fn(x)

збiгається рiвномiрно на X, то i сума ряду S(x) в точцi x0 також буде
неперервною.

Теорема 9 (Дiнi). Нехай члени ряду
∞∑

n=1
fn(x) є неперервними i невiд’ємними

на всьому промiжку X = [a, b]
(
fn(x) ∈ C([a, b]), fn(x) ⩾ 0 ∀x ∈ [a, b]

)
. Якщо

ряд має суму S(x), неперервну на X, то вiн збiгається рiвномiрно, тобто
якщо Sn(x) → S(x), то Sn(x) ⇒ S(x), n→ ∞. Це випадок, коли рiвномiрна
збiжнiсть є необхiдною умовою.

Теорема 10 (про почленне iнтегрування ФР). Якщо fn(x), n = 1, 2, 3...,

неперервнi на X = [a, b] i ряд
∞∑

n=1
fn(x) збiгається рiвномiрно:

∞∑
n=1

fn(x) ⇒

S(x), то iнтеграл вiд S(x) представляється так:∫ b

a

S(x) dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

f1(x) dx+

∫ b

a

f2(x) dx+. . .+

∫ b

a

fn(x) dx+. . .

Теорема 11 (про почленне диференцiювання ФР). Нехай fn(x), n = 1, 2, 3...,
визначенi на X = [a, b] i мають неперервнi похiднi f ′n(x) на X. Якщо ряд
∞∑

n=1
fn(x) збiгається на X, а ряд

∞∑
n=1

f ′n(x) = f ′1(x) + f ′2(x) + . . .+ f ′n(x) + . . . ,
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збiгається рiвномiрно, то i сума ряду S(x) має на X похiдну, причому

S′(x) =
∞∑

n=1

f ′n(x).

Приклад 1. Дослiдимо можливiсть застосування теореми про почленне
диференцiювання до функцiонального ряду

∞∑
n=1

cos(nx)

n2
, x ∈ R.

1) Похiднi членiв ФР f ′n(x) = − sin(nx)

n
∈ C(R).

2) Ряд
∞∑

n=1
fn(x) збiгається абсолютно на X = R за ознакою Вейєрштрасса.

3) Для ряду
(
−

∞∑
n=1

f ′n(x)
)

позначимо wn(x) =
1

n
та hn(x) = sin(nx).

Зрозумiло, що
∥∥∥∥ n∑
k=1

hk

∥∥∥∥ = O(1) при n→ ∞.

Послiдовнiсть (wn(x)) є спадною (по n) для ∀x ∈ R, а також очевидно, що
вона є рiвномiрно збiжною до функцiї w ≡ 0. Тож ∥wn∥ = o(1) ∀x ∈ R.

Тому
∞∑

n=1
wn(x)hn(x) ⇒ на R за ознакою Дiрiхле. Отже, почленне дифе-

ренцiювання вихiдного ряду є законним.

Приклад 2. Дослiдимо можливiсть застосування теореми про почленне
диференцiювання до функцiонального ряду

∞∑
n=1

arctg
x

n2
, x ∈ R.

Розглянемо ряд iз похiдних:
∞∑

n=1

1

1 + x2

n4

· 1

n2
=

∞∑
n=1

n2

n4 + x2
,

Оскiльки
n2

n4 + x2
⩽

1

n2
i ряд

∞∑
n=1

1

n2
збiжний за ознакою Вейєрштрасса,

абсолютно i рiвномiрно, то почленне диференцiювання початкового ряду є
законним.
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Задачi для самостiйного розв’язування
Дослiдити можливiсть почленного iнтегрування ряду (2.6.1–2.6.6) або

почленного диференцiювання ряду (2.6.7–2.6.10) на множинi A:

2.5.1
∞∑

n=1
(xn − xn−1), A = [0, 1]

2.5.2
∞∑

n=0

1

2n
√
1 + nx

, A = [0, 1]

2.5.3
∞∑

n=1

x

(1 + nx)(1 + (n+ 1)x)
, A = [0, 1]

2.5.4
∞∑

n=1
(−1)nxn, A = [0, 1]

2.5.5
∞∑

n=1
(−1)n+1x

n

n
, A = [−1, 1)

2.5.6
∞∑

n=1

cos2(nx)

n(n+ 1)
, A = [0, 2π]

2.5.7
∞∑

n=1

sin(nx)

n3
, A = R

2.5.8
∞∑

n=1
sin2

(n
x

)
, A = [0, 2]

2.5.9
∞∑

n=1

1

n2 + x2
, A = R

2.5.10
∞∑

n=1
(−1)n+1 ln

(
1 +

x

n

)
, A = R+

Питання для самоконтролю

1. Дайте означення функцiональної послiдовностi та функцiонального
ряду. Наведiть приклади.

2. Що розумiють пiд областю збiжностi та областю абсолютної збiжностi
функцiонального ряду? Як вони пов’язанi зi збiжнiстю вiдповiдних
числових рядiв?

3. Сформулюйте означення поточкової збiжностi функцiональної послi-
довностi та функцiонального ряду на множинi X.
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4. Сформулюйте означення рiвномiрної збiжностi функцiональної послi-
довностi на множинi X у термiнах «ε−N». У чому полягає вiдмiннiсть
мiж поточковою та рiвномiрною збiжнiстю?

5. Опишiть геометричний змiст рiвномiрної збiжностi функцiональної
послiдовностi (ε-смуга навколо граничної функцiї).

6. Дайте означення рiвномiрної збiжностi функцiонального ряду на мно-
жинi X. Яким чином можна його сформулювати через послiдовнiсть
часткових сум ряду?

7. Сформулюйте критерiй Кошi рiвномiрної збiжностi функцiональної
послiдовностi та функцiонального ряду.

8. Яка необхiдна ознака рiвномiрної збiжностi функцiонального ряду?
Наведiть приклад, який показує, що прямування загального члена
ряду до нуля не гарантує рiвномiрної збiжностi.

9. Сформулюйте мажорантну ознаку Вейєрштрасса абсолютної та рiв-
номiрної збiжностi функцiонального ряду.

10. Наведiть приклад функцiонального ряду, який є рiвномiрно збiжним
на певнiй множинi, але до якого не можна застосувати ознаку Вейєр-
штрасса.

11. Сформулюйте ознаку Дiрiхле рiвномiрної збiжностi функцiонального
ряду вигляду

∑
an(x)bn(x). Якi умови накладаються на кожну з

послiдовностей функцiй?

12. Сформулюйте ознаку Абеля рiвномiрної збiжностi функцiонального
ряду. Порiвняйте умови її застосування з умовами ознаки Дiрiхле.

13. Сформулюйте теорему Дiнi про рiвномiрну збiжнiсть монотонної
послiдовностi функцiй. Якi вимоги накладаються на члени ряду?

14. Сформулюйте теорему про неперервнiсть суми функцiонального ряду.
За якої умови сума ряду неперервних функцiй гарантовано буде
неперервною функцiєю на множинi?

15. Наведiть приклад, який демонструє, що сума ряду неперервних фун-
кцiй може бути розривною, якщо збiжнiсть ряду є лише поточковою,
але не рiвномiрною.

16. Сформулюйте теорему про почленне iнтегрування функцiонального
ряду. За яких умов iнтеграл вiд суми ряду дорiвнює сумi iнтегралiв
вiд його членiв?
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17. Сформулюйте теорему про почленне диференцiювання функцiональ-
ного ряду. Якi вимоги висуваються до початкового ряду та до ряду,
складеного з похiдних його членiв?

18. Пояснiть практичне та обчислювальне значення теорем про почленне
iнтегрування та диференцiювання функцiональних рядiв для матема-
тичного аналiзу та прикладних задач.
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Роздiл 3. Степеневi ряди

3.1 Поняття степеневих рядiв та їх збiжнiсть

Степеневий ряд — це функцiональний ряд, а саме нескiнченний много-
член

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . . =

∞∑
n=0

anx
n.

Бiльш загальний вигляд a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)2+. . .+an(x−x0)n+. . ., де
x0 — деяке фiксоване число. При рiзних значеннях змiнної x отримаємо рiзнi
числовi ряди, якi є збiжними або розбiжними. Особливий iнтерес має множина
значень x, при яких ряд збiгається. Ця множина називається областю
збiжностi степеневого ряду.

Теорема 12 (Абеля). Якщо степеневий ряд збiжний в точцi x = x0 ̸= 0, то
вiн абсолютно збiжний для всiх x, для яких |x| < |x0|; якщо ряд розбiжний
при x = x1, то вiн розбiжний ∀x : |x| >

∣∣x1∣∣.
Зауваження. При x = x0 збiгаються всi степеневi ряди. Також є ряди,

якi не збiгаються при жодному iншому значеннi x.

Приклад 1.
∞∑

n=1
n!xn. Розглянемо ряд

∞∑
n=1

∣∣anxn∣∣. За ознакою Д’Аламбера:

lim
n→∞

∣∣an+1x
n+1
∣∣∣∣anxn∣∣ = lim

n→∞

(n+ 1)!

n!
|x| = lim

n→∞
(n+ 1)·|x| < 1

лише при x = 0, тож вона є єдиною точкою збiжностi ряду.

Приклад 2.
∞∑

n=1

xn

n!
. Аналогiчно для ряду

∞∑
n=1

∣∣anxn∣∣ за ознакою Д’Аламбера:
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lim
n→∞

∣∣an+1x
n+1
∣∣∣∣anxn∣∣ = lim

n→∞

n!

(n+ 1)!
|x| = lim

n→∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1

для всiх x ∈ R, тому областю збiжностi ряду є вся числова вiсь.

Iнтервалом збiжностi степеневого ряду
∞∑

n=0
anx

n називається такий

iнтервал (−R,R), що ∀x ∈ (−R,R) ряд збiгається абсолютно, а для точок x:
|x| > R, ряд розбiгається. При цьому число R ∈ [0,+∞] називається радiусом
збiжностi ряду.

При R = 0 ряд є всюди розбiжним, а область його збiжностi складається
з однiєї точки x = 0.

При R = +∞ ряд є абсолютно збiжним на всiй числовiй вiсi.

Для ряду
∞∑

n=0
an(x−x0)n iнтервал збiжностi (x0−R, x0+R) є симетричним

вiдносно точки x = x0.

Область збiжностi степеневого ряду складається з його iнтервалу збi-
жности i, можливо, граничних точок цього iнтервалу. Дослiдити степеневий
ряд на збiжнiсть означає знайти його iнтервал збiжностi i встановити пове-
дiнку ряду у граничних точках.

Розглянемо формули для визначення радiуса збiжностi степеневого ряду.

Перша формула Кошi–Адамара

Якщо для степеневого ряду
∞∑

n=0
anx

n iснує L = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ̸= 0, то R =
1

L
.

Таким чином,

R =
1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ .
Дiйсно, застосовуючи ознаку Д’Аламбера до ряду

∞∑
n=1

∣∣anxn∣∣, маємо:

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣·|x| = L|x| < 1,

тож ряд збiжний абсолютно при |x| < 1

L
i R =

1

L
.

36



Якщо L = 0, то R = ∞ i ряд збiгається на всiй числовiй вiсi.

Друга формула Кошi–Адамара

Скористаємось ознакою Кошi, дослiджуючи на збiжнiсть ряд
∞∑

n=1

∣∣anxn∣∣.
Для цього розглянемо послiдовнiсть

ρ1 = |a1|, ρ2 =
√
|a1|, . . . , ρn = n

√
|an|, . . .

Позначаючи найбiльшу границю як ρ = lim
n→∞

ρn = lim
n→∞

n

√∣∣an∣∣, маємо, що

R =
1

ρ
.

Приклад 3. Визначимо область збiжностi степеневого ряду
∞∑

n=1

xn

n
.

Згiдно iз першою формулою Кошi–Адамара,

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ n

n+ 1

∣∣∣∣ = 1 ⇒ R = 1.

Таким чином, область абсолютної збiжностi ряду включає в себе iнтервал
(−1, 1), а при |x| > 1 ряд є розбiжним.

Залишається дослiдити збiжнiсть (умовну/абсолютну) степеневого ряду
на кiнцях iнтервалу, тобто коли x = ±1.

При x = 1 маємо гармонiчний ряд
∞∑

n=1

1

n
, який є розбiжним.

При x = −1 маємо ряд
∞∑

n=1

(−1)n

n
, який є умовно збiжним за ознакою

Лейбнiца, бо
( 1
n

)
n∈N

— монотонно спадна до нуля послiдовнiсть. Таким

чином, D = [−1, 1) — область збiжностi.
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Задачi для самостiйного розв’язування
Знайти радiус збiжностi та дослiдити поведiнку ряду на кiнцях iнтер-

валу збiжностi.

3.1.1
∞∑

n=1

xn

n · 5n

3.1.2
∞∑

n=1

(x− 2)n

n2

3.1.3
∞∑

n=1

n2xn

3n

3.1.4
∞∑

n=1

n!xn

nn

3.1.5
∞∑

n=1

(x+ 3)n√
n

3.1.6
∞∑

n=1

2nxn

2n− 1

3.1.7
∞∑

n=1

(x− 1)2n

n · 9n

3.1.8
∞∑

n=1
(−1)n

xn

2n+ 1

3.1.9
∞∑

n=1

xn

n!

3.1.10
∞∑

n=1
n!xn

3.1.11
∞∑

n=1

(
n+ 1

2n+ 1

)n

xn

3.1.12
∞∑

n=1

3n + (−2)n

n
xn

3.1.13
∞∑

n=1

(x+ 5)n

n2n

3.1.14
∞∑

n=1

nn

n!
xn

3.1.15
∞∑

n=1

xn

n ln2(n+ 1)

3.1.16
∞∑

n=1

(x− 3)n

2n
√
n+ 1

3.1.17
∞∑

n=1

xn√
n2 + 1

3.1.18
∞∑

n=1

(n!)2

(2n)!
xn

3.1.19
∞∑

n=1

2n−1x2n−1

(4n− 3)2

3.1.20
∞∑

n=1

(x+ 2)n

ln(n+ 1)

3.2 Функцiональнi властивостi степеневих рядiв

Теорема 13 (про рiвномiрну збiжнiсть степеневого ряду). Якщо ряд
∞∑

n=0
anx

n

збiгається на iнтервалi (−R,R), то вiн рiвномiрно збiжний на довiльному
замкненому промiжку [α, β] ⊂ (−R,R).

Теорема 14 (про неперервнiсть суми степеневого ряду). Сума степеневого

ряду S(x) =
∞∑

n=0
anx

n як функцiя змiнної x неперервна на (−R,R).
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Наведемо двi основнi властивостi степеневих рядiв.

1. Степеневий ряд можна диференцiювати почленно на промiжку його
збiжностi:

φ(x) = S′(x) =

∞∑
n=1

nanx
n−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + . . .+ nanx
n−1 + . . .

Iнтервал збiжностi цього ряду такий же, що й для S(x), тобто x ∈ (−R,R).

2. Степеневий ряд можна iнтегрувати почленно на iнтервалi його збiжностi
(x ∈ (−R,R)), тобто при a ∈ (−R,R):∫ x

a

S(t) dt =

∫ x

a

( ∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

a

ant
n dt.

Особливий iнтерес має iнтегрування степеневого ряду на промiжку [0, x],
де x < R:∫ x

0

S(t) dt = a0x+
1

2
a1x

2+
1

3
a2x

3+ . . .+
1

n+ 1
anx

n+1+ . . . =

∞∑
n=0

1

n+ 1
anx

n+1.

Знайдiть суми рядiв, використовуючи властивостi функцiональних ря-
дiв.

3.2.1 Обчислити суму ряду
∞∑

n=1
nxn−1, |x| < 1.

3.2.2 Обчислити суму ряду
∞∑

n=1

xn

n
, x ∈ (−1, 1).

3.2.3 Знайти суму ряду
∞∑

n=1
n(n+ 1)xn при |x| < 1.

3.2.4 Знайти суму ряду
∞∑

n=0

x2n+1

2n+ 1
через iнтегрування геометричної про-

гресiї.

3.2.5 Обчислити суму
∞∑

n=1

1

n · 2n
.

3.2.6 Обчислити суму
∞∑

n=1

n

3n
.
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3.3 Розвинення функцiй у степеневi ряди

Функцiя f(x) може бути розвинена у степеневий ряд, якщо
∞∑

n=0
anx

n

збiгається на (−R,R) i f(x) =
∞∑

n=0
anx

n для довiльного x ∈ (−R,R).

Теорема 15 (про єдинiсть розвинення функцiї у степеневий ряд). Якщо
функцiя f(x) може бути розвинена у степеневий ряд на (−R,R), то це
розвинення єдине i an — коефiцiєнти Тейлора, а ряд називається рядом
Тейлора (Маклорена) для функцiї f(x).

Дiйсно, нехай f(x) може бути розвинена у степеневий ряд на (−R,R). Тодi
його сума, тобто функцiя f(x), диференцiйовна. Продиференцюємо ряд n
разiв:

f (n)(x) = n!an + (n+ 1)!an+1x+ . . . , n ∈ {0, 1, 2, . . .}.

При x = 0 маємо, що f ′(0) = a1, f
′′(0) = 2a2, . . . , f

(n)(0) = n!an. Таким

чином, an =
f (n)(0)

n!
— це коефiцiєнти Тейлора, якi визначенi однозначно.

Наслiдок 6. Для того, щоб функцiя f могла бути розвинена у степеневий
ряд на (−R,R), необхiдно, щоб f мала неперервнi похiднi будь-якого порядку.

Теорема 16 (критерiй розвинення функцiї у степеневий ряд). Для того, щоб
функцiя f(x) могла бути розвинена у ряд Маклорена на (−R,R), необхiдно
та достатньо, щоб залишковий член у формулi Тейлора прямував до 0 на
вказаному iнтервалi.

Необхiднiсть:

Нехай f(x) =
∞∑

n=0
anx

n — збiжний ряд на (−R,R). Тодi залишок збiжного

ряду Rn(x) =
∞∑

k=n+1

akx
k є збiжним у кожнiй точцi x ∈ (−R,R). Таким чином,

lim
n→∞

Rn(x) = f(x)− lim
n→∞

Sn(x) = 0.

Достатнiсть:

Нехай Rn(x) → 0 у точцi x ∈ (−R,R) при n→ ∞. Тодi:∣∣Rn(x)
∣∣ = f(x)− Sn(x);
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lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

(
f(x)−Rn(x)

)
= lim

n→∞
f(x)− 0 = f(x).

Зауважимо, що вiдрiзками степеневих рядiв є многочлени i тому степеневi
ряди – зручний спосiб для наближених обчислень.

Теорема 17 (достатнi умови розвинення у степеневий ряд). Якщо фун-
кцiя f(x) ∈ C∞(−R,R) i всi її похiднi обмеженi одним i тим же числом:∣∣f (k)(x)∣∣ ⩽M, k = 1, 2, . . . , n, . . . , то має мiсце розвинення:

f(x) =

∞∑
n=1

anx
n.

Розклади у степеневi ряди основних елементарних функцiй:

1. sinx =
∞∑

n=1
(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
, x ∈ R;

2. cosx =
∞∑

n=0
(−1)n

x2n

(2n)!
, x ∈ R;

3. ex =
∞∑

n=0

xn

n!
, x ∈ R;

4. ln (1 + x) =
∞∑

n=1
(−1)n−1x

n

n
, x ∈ (−1, 1];

5. (1 + x)α =
∞∑

n=0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn, x ∈ (−1, 1).

1. Розглянемо, яким чином отримується розклад синуса. Для цього
використаємо достатнi умови для розвинення у ряд.

f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
,

∣∣∣f (n)(x)∣∣∣ ⩽ 1.

Коефiцiєнти Тейлора для цiєї функцiї (m = 1, 2, 3...):

f(0) = 0; f (2m)(0) = sinπm = 0; f (2m−1)(0) = sin
(
mπ − π

2

)
= (−1)m−1.

Таким чином,

sinx =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
.
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3. Розглянемо, яким чином отримується розклад ex. Для цього викори-
стаємо критерiй розвинення функцiї у степеневий ряд.

Оскiльки f (n)(x) = ex ∀n ∈ N та довiльного x ∈ R, то f(0) = 1 та
f (n)(0) = 1 ∀n ∈ N.

Вiдповiдно до критерiю, потрiбно показати, що залишок ряду Rn(x) → 0

на (−R,R). Маємо, що коефiцiєнти ряду Тейлора an =
f (n)(0)

n!
=

1

n!
. Тож

знайдемо радiус збiжностi за першою формулою Кошi–Адамара:

R =
1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1

lim
n→∞

n!
(n+1)!

=
1

lim
n→∞

1
n+1

= +∞.

Тепер оцiнимо залишок ряду (у формi Лагранжа):∣∣Rn(x)
∣∣ = ∣∣xn+1

∣∣ eγ

(n+ 1)!
< |x|n+1 e|x|

(n+ 1)!
,

бо γ = θx < |x|, θ ∈ (0, 1). Таким чином,
∣∣Rn(x)

∣∣→ 0 при n→ ∞. Отже,

ex =

∞∑
n=0

xn

n!
.

4. Розглянемо, яким чином отримується розклад f(x) = ln (1 + x). Для
цього розглянемо похiдну суми ряду:

f ′(x) =
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nxn.

Це нескiнченна спадна геометрична прогресiя, тож утворений ряд збiга-
ється при |x| < 1, його можна iнтегрувати на вiдрiзку [0, x], де |x| < R = 1:

∫ x

0

dt

1 + t
= ln (1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
.

Iнтервал збiжностi такого ряду (−1, 1).

При x = −1 маємо гармонiчний ряд
(
−

∞∑
n=1

1

n

)
, який є розбiжним.

При x = 1 маємо ряд
∞∑

n=1

(−1)n+1

n
, який є умовно збiжним за ознакою

Лейбнiца, бо
( 1
n

)
n∈N

— монотонно спадна до нуля послiдовнiсть.
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Таким чином, розвинення функцiї у ряд справедливе для x ∈ (−1, 1].

Задачi для самостiйного розв’язування
Розвинути заданi функцiї в ряд Маклорена (за степенями x) або в ряд

Тейлора (за степенями x− x0) та вказати область збiжностi розкладу.

3.3.1 f(x) = e−x2

3.3.2 f(x) = sin 3x

3.3.3 f(x) =
1

1 + x2

3.3.4 f(x) = ln (1 + 5x)

3.3.5 f(x) =
x

9 + x2

3.3.6 f(x) =
√
1 + x

3.3.7 f(x) = cos2 x

3.3.8 f(x) = ln

(
1 + x

1− x

)
3.3.9 f(x) =

1

4− x

3.3.10 f(x) = ex sinx

3.3.11 f(x) =
1

(1− x)2

3.3.12 f(x) = arctg 2x

3.3.13 f(x) = ln (2 + x)

3.3.14 f(x) =
3

1 + x− 2x2

3.3.15 f(x) =
1

x
, x0 = 1

3.3.16 f(x) = sinx, x0 = π/4

3.3.17 f(x) = 3
√
8 + x

3.3.18 f(x) =
x∫
0

e−t2dt

3.3.19 f(x) =
ln (1 + x)

x

3.3.20 f(x) = sh x =
ex − e−x

2

Питання для самоконтролю

1. Дайте означення степеневого ряду. Запишiть загальний вигляд степе-
невого ряду за степенями x та за степенями (x− x0).

2. Сформулюйте першу теорему Абеля про збiжнiсть степеневого ряду.
Який геометричний змiст вона має для структури множини збiжностi?

3. Що таке iнтервал збiжностi, радiус збiжностi та область збiжностi
степеневого ряду? Чи може область збiжностi складатися лише з
однiєї точки або з усiєї числової прямої? Наведiть приклади.

4. Сформулюйте та запишiть формулу Кошi–Адамара для знаходження
радiуса збiжностi степеневого ряду.
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5. Як знайти радiус збiжностi степеневого ряду за допомогою граничної
форми ознаки Д’Аламбера? У чому полягає особливiсть знаходження
радiуса для рядiв, що мiстять лише парнi або лише непарнi степенi x?

6. Опишiть загальний алгоритм дослiдження збiжностi степеневого ряду
на кiнцях його iнтервалу збiжностi.

7. Сформулюйте теорему про рiвномiрну збiжнiсть степеневого ряду. На
яких пiдмножинах iнтервалу збiжностi степеневий ряд гарантовано
збiгається рiвномiрно?

8. Якi властивостi має сума степеневого ряду всерединi його iнтервалу
збiжностi (неперервнiсть, диференцiйованiсть, iнтегрованiсть)?

9. Сформулюйте теорему про почленне диференцiювання степеневого
ряду. Як змiнюються радiус, iнтервал та область збiжностi пiсля
операцiї диференцiювання?

10. Сформулюйте теорему про почленне iнтегрування степеневого ряду.
Чи може область збiжностi розширитися на кiнцях iнтервалу пiсля
iнтегрування? Наведiть приклади.

11. Сформулюйте другу теорему Абеля (про неперервнiсть суми степене-
вого ряду на кiнцях iнтервалу збiжностi). Яке практичне значення
вона має для пiдсумовування числових рядiв?

12. Який ряд називається рядом Тейлора для заданої функцiї f у точцi x0?
Запишiть формули для обчислення його коефiцiєнтiв. Який вигляд
має ряд Маклорена?

13. Сформулюйте теорему про єдинiсть розкладу функцiї у степеневий
ряд.

14. Сформулюйте необхiдну i достатню умову розкладностi нескiнченно
диференцiйовної функцiї у ряд Тейлора.

15. Сформулюйте достатню умову розкладностi функцiї в ряд Тейлора,
що базується на рiвномiрнiй обмеженостi всiх її похiдних на деякому
iнтервалi.

16. Запишiть стандартнi розклади в ряд Маклорена для функцiй ex, sinx
та cosx. Вкажiть їхнi радiуси та областi збiжностi.

17. Запишiть розклад у ряд Маклорена для логарифмiчної функцiї
ln(2 + x) та визначте область збiжностi отриманого ряду.

18. Запишiть розклад у ряд Маклорена для функцiї (1 + x)α, де α ∈ R,
та охарактеризуйте залежнiсть його областi збiжностi вiд значення α.
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Роздiл 4. Ряди Фур’є

4.1 Поняття гармонiки

Рiзнi галузi науки i технiки мають справу iз перiодичними явищами, що по-
вторюються через певнi промiжки часу. Такi явища описуються перiодичними
функцiями.

Функцiя f(x) ∈ X називається перiодичною, якщо iснує таке найменше
число T , що для ∀{x, x+ T} ⊂ X виконуються рiвностi: f(x+ T ) = f(x) та
f(x+ nT ) = f(x) ∀n ∈ N, де nT — кратне перiоду число.

Окремо видiляють перiодичну функцiю y = A sin(ωx+ φ), яку називають
гармонiкою з амплiтудою |A|, частотою ω i початковою фазою φ. Гармонiка

має перiод T =
2π

ω
.

Можна представити гармонiку у такому виглядi:

A sin(ωx+ φ) = A (cosωx sinφ+ sinωx cosφ).

Покладемо a = A sinφ, b = A cosφ. Тодi будемо мати представлення
будь-якої гармонiки:

A sin(ωx+ φ) = a cosωx+ b sinωx,

де A =
√
a2 + b2, sinφ =

a

A
, cosφ =

b

A
.

Покладемо T = 2l , T =
2π

ω
= 2l , ω =

2π

T
=

2π

2l
=
π

l
i гармонiка з T = 2l

має вигляд: a cos
πx

l
+ b sin

πx

l
.
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(iлюстрацiю згенеровано за допомогою ШI )

Розглянемо основну систему тригонометричних функцiй
{
cos

nπx

l
, sin

nπx

l

}
загального перiоду T = 2l (l — напiвперiод). У фiзицi функцiї

Un = an cos
nπx

l
та Vn = bn sin

nπx

l
, n = 0, 1, 2, . . .

називають основними гармонiками (гармонiка V0 не розглядається, оскiль-
ки V0 ≡ 0).

4.2 Ортогональна та ортонормована системи фун-
кцiй

Функцiї f ∈ R[a, b] i g ∈ R[a, b] називають ортогональними, якщо∫ b

a

f(x)g(x) dx = 0.

Розглянемо систему функцiй {φ0, φ1, φ2, ..., φn...} ⊂ R[a, b]. Таку систему
називають ортогональною на [a, b], якщо
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∫ b

a

φi(x)φj(x) dx =

{
0, i ̸= j;

∥φi∥2 > 0, i = j.

Якщо ∥φi∥ = 1, то систему {φn}∞n=0 називають ортонормованою.

Будь-яку ортогональну систему можна нормувати, тобто пiдiбрати такi ко-
ефiцiєнти µ0, µ1, . . . , µn, . . . так, щоб система {µnφn}∞n=0, яка є ортогональною,
була ще й ортонормованою:∫ b

a

µ2
nφ

2
n(x) dx = µ2

n

∫ b

a

φ2
n(x) dx = 1, n = 0, 1, 2, . . .

Звiдси

µn =
1√∫ b

a
φ2
n(x) dx

=
1

∥φn∥
.

Розглянемо тригонометричну систему функцiй{
1

2
, cos

πx

l
, sin

πx

l
, cos

2πx

l
, sin

2πx

l
, . . . , sin

nπx

l
, cos

nπx

l

}
,

ортогональну на [−l , l ]. Цi функцiї будуть попарно ортогональнi на будь-
якому промiжку, довжина якого рiвна спiльному перiоду T = 2l .

Отримаємо умови ортогональностi:

1.
l∫

−l

1

2

[
cos
sin

](nπx
l

)
dx =

l
2·nπ

·
[

sin
− cos

](nπx
l

) ∣∣∣∣l
−l

= 0;

2.
l∫

−l
cos

nπx

l
cos

mπx

l
dx =

1

2

l∫
−l

(
cos

(n+m)πx

l
+ cos

(n−m)πx

l

)
dx = 0,

m ̸= n;

3.
l∫

−l
cos

nπx

l
sin

mπx

l
dx =

1

2

l∫
−l

(
sin

(n−m)πx

l
+ sin

(n+m)πx

l

)
dx = 0,

m i n — будь-якi цiлi числа;

4.
l∫

−l
sin

nπx

l
sin

mπx

l
dx =

1

2

l∫
−l

(
cos

(n−m)πx

l
− cos

(n+m)πx

l

)
dx = 0,

m ̸= n.
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Також обчислимо норми основних тригонометричних функцiй:∥∥∥∥12
∥∥∥∥2 =

∫ l

−l

(
1

2

)2

dx =
1

4
· 2l = l

2
;

∥∥∥cos nπx
l

∥∥∥2 =

∫ l

−l
cos2

nπx

l
dx =

∥∥∥sin nπx
l

∥∥∥2 = l .

Зрештою, маємо ортонормовану систему функцiй
{

φn

∥φn∥

}∞

n=0

.

4.3 Ряд Фур’є по ортогональнiй системi функцiй

Нехай функцiя f(x) задана на вiдрiзку [a, b] i може бути представлена у
виглядi ряду по ортогональнiй системi

{
φn(x)

}∞
n=0

:

f(x) = a0 φ0(x) + a1 φ1(x) + . . .+ an φn(x) + . . . =

∞∑
n=0

an φn(x)

де an — константи. Поставимо задачу обчислити сталi an. Припустимо, що
для всiх n = 0, 1, 2, . . . ряди

f(x)φn(x) = a0 φ0(x)φn(x) + a1 φ1(x)φn(x) + . . .+ an φn(x)φn(x) + . . .

можна iнтегрувати. У такому разi∫ b

a

f(x)φn(x) dx = an ·
∥∥φn

∥∥2,
звiдки

an =
1∥∥φn

∥∥2
∫ b

a

f(x)φn(x) dx, n = 0, 1, 2, . . .

Твердження. Якщо функцiї системи
{
φn(x)

}∞
n=0

неперервнi i для фун-
кцiї f(x) справедливе представлення f(x) =

∑∞
n=0 an φn(x), причому ряд

збiгається рiвномiрно, то вiн є рядом Фур’є для функцiї f , а числа an
називаються коефiцiєнтами Фур’є.
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4.4 Ряд Фур’є по тригонометричнiй системi фун-
кцiй

Функцiя f називається кусково-неперервною на (a, b), якщо цей про-
мiжок можна розбити на скiнченне число промiжкiв (as, bs), s = 1, N , на
кожному з яких функцiя f обмежена i неперервна у внутрiшнiх точках, а на
кiнцях iснують скiнченнi одностороннi границi:

f(as + 0) = lim
x→as+0

f(x), f(bs − 0) = lim
x→bs−0

f(x).

Нехай f — кусково-неперервна перiодична функцiя iз перiодом T = 2l .
Спробуємо представити цю функцiю у виглядi суми скiнченної або злiченної
кiлькостi гармонiк an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l
, n = 0, 1, 2, . . .

Зрештою, отримаємо тригонометричний ряд Фур’є:

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
. (4.7)

Припустимо, що ряд (4.7) збiгається на iнтервалi (−l , l ) i допускає почлен-
не iнтегрування:∫ l

−l
f(x) dx =

a0
2

∫ l

−l
dx+

∞∑
n=1

[
an

∫ l

−l
cos

nπx

l
dx+ bn

∫ l

−l
sin

nπx

l
dx

]
.

Оскiльки
l∫

−l
cos

nπx

l
dx =

l∫
−l

sin
nπx

l
dx = 0, то середнє значення перiоди-

чної функцiї f дорiвнює
a0
2

=
1

2l

l∫
−l
f(x) dx. Тобто

a0 =
1

l

∫ l

−l
f(x) dx. (4.8)

Для обчислення iнших коефiцiєнтiв домножимо (4.7) на cos
mπx

l
:
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l · am =

∫ l

−l
f(x) cos

mπx

l
dx =

a0
2

∫ l

−l
cos

mπx

l
dx︸ ︷︷ ︸

=0

+

+

∞∑
n=1

an
∫ l

−l
cos

nπx

l
cos

mπx

l
dx︸ ︷︷ ︸

=0

+bn

∫ l

−l
sin

nπx

l
cos

mπx

l
dx︸ ︷︷ ︸

=0

.

Оскiльки при m = n ̸= 0:
l∫

−l
cos2

nπx

l
= l , то

am =
1

l

∫ l

−l
f(x) cos

mπx

l
dx. (4.9)

Аналогiчно визначаються коефiцiєнти

bm =
1

l

∫ l

−l
f(x) sin

mπx

l
dx. (4.10)

Отже, якщо f — iнтегровна i може бути розвинута у тригонометричний ряд,
причому почленне iнтегрування цього ряду i рядiв, отриманих множенням
на cos

mπx

l
i sin

mπx

l
можливе, то коефiцiєнти am i bm обчислюються за

формулами (4.8)–(4.10).

При цьому функцiя f вiдповiдає ряду Фур’є. Термiн “вiдповiдає” можна
замiнити на “рiвний” тiльки тодi, коли доведеною є збiжнiсть ряду i рiвнiсть
його суми функцiї f(x).

Теорема 18 (достатнi умови представлення функцiї рядом Фур’є). Якщо
для функцiї f на [−l , l ] має мiсце розвинення у деякий рiвномiрно збiжний
на [−l , l ] тригонометричний ряд, то цей ряд є рядом Фур’є.

На практицi часто виникає задача розвинення в тригонометричний ряд
функцiї f(x) заданої лише на [−l , l ]. Тобто, про перiодичнiсть мова не йде,
але це не заважає записати ряд Фур’є. Але, якщо перiодично продовжити
f(x) з вiдрiзку [−l , l ] на всю вiсь Ox, то отримаємо перiодичну функцiю, що
спiвпадає на [−l , l ] з f(x), та для якої ряд Фур’є буде тотожним з рядом
Фур’є для f(x) на [−l , l ]. Тобто, немає рiзницi мiж рядом Фур’є для f на
[−l , l ] та рядом Фур’є для функцiї, що є її продовженням. Якщо f(−l ) = f(l ),
то для перiодичного продовження f труднощiв немає.
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x

y

−l l 3l 5l

Якщо f(−l ) ̸= f(l ), то не можемо продовжити функцiю перiодично, не
змiнюючи її значень, бо згiдно зi змiстом перiодичностi f(−l ) = f(l ) (можна
зробити цi значення рiвними, а можна виключити цi значення).

Змiна значень функцiї у скiнченному числi точок або невизначенiсть її у
цих точках не впливає на величину iнтеграла, тож ряд Фур’є залишається
незмiнним. При f(−l ) ̸= f(l ) i неперервностi f(x) на [−l , l ] ї ї перiодичне про-
довження буде мати розриви у точках вигляду x = (2k+1)l , k = 0,±1,±2, . . .

x

y

−l l 3l 5l

Постає питання: до якого значення збiгається ряд Фур’є у точках розриву?
Вони є точками розриву I-го роду зi стрибком δ = f(−l )− f(l ).

Функцiя f називається гладкою на [a, b], якщо вона має неперервну
похiдну. Геометрично це означає, що при перемiщеннi вздовж кривої y = f(x)
напрямок дотичної змiнюється неперервно, без стрибкiв. Функцiя, похiдна
якої допускає лише скiнченне число точок розриву I-го роду (так званих
кутових точок) називається кусково-гладкою на [a, b].

x

y

а)

a c d b
x

y

б)

a

b

x

y

в)

a

b
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а) розривна кусково-гладка функцiя;
б) гладка функцiя, плавна крива без кутових точок;

в) неперервна кусково-гладка функцiя.

Графiк кусково-гладкої функцiї є неперервною або розривною кривою,
що має скiнченну кiлькiсть кутових точок (в них маємо скачок похiдної).

Будь-яка кусково-гладка функцiя f (неперервна чи розривна) є обмеженою
i має обмежену похiдну скрiзь, за виключенням кутових i точок розриву (у
цих точках не iснує f ′(x)).

Теорема 19. Ряд Фур’є кусково-гладкої функцiї f (неперервної чи розривної),
визначеної на (−∞,+∞), та яка має перiод T = 2l , збiгається для всiх x ∈ R,
причому його сума S(x) = f(x) в кожнiй точцi неперервностi i дорiвнює

пiвстрибку S(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
в кожнiй точцi розриву x0.

Зауваження. Якщо f є всюди неперервною, то ряд збiгається абсолютно
i рiвномiрно.

4.5 Ряди Фур’є для парних i непарних функцiй

Нагадаємо, що функцiя називається парною, якщо f(−x) = f(x) i не-
парною, якщо f(−x) = −f(x) для довiльного x ∈ Df .

x

y

0 x

y

0

Для парної функцiї
∫ l
−l f(x) dx = 2

∫ l
0
f(x) dx, бо

∫ l

−l
f(x) dx =

∫ 0

−l
f(x) dx+

∫ l

0

f(x) dx =

=

∫ l

0

f(−x) dx+

∫ l

0

f(x) dx = 2

∫ l

0

f(x) dx.

Також
∫ l
−l f(x) dx = 0 для непарної функцiї.
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Нагадаємо, що:

а) добуток двох парних i двох непарних функцiй є парною функцiєю;

б) добуток парної i непарної є непарною функцiєю.

Будемо розкладати в ряд Фур’є парну перiодичну функцiю f iз перiодом
2l .

Оскiльки cos
nπx

l
— парна функцiя, то парною буде також f(x) · cos nπx

l
,

а f(x) · sin nπx
l

— непарною. Таким чином,

an =
1

l

∫ l

−l
f(x)·cos nπx

l
dx =

2

l

∫ l

0

f(x)·cos nπx
l

dx, n = 0, 1, 2, . . . ;

bn =
1

l

∫ l

−l
f(x)·sin nπx

l
dx = 0, n = 1, 2, . . .

Отже, для парної функцiї ряд Фур’є мiстить тiльки косинуси:

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
.

Нехай тепер f — непарна перiодична функцiя iз перiодом 2l .

Оскiльки sin
nπx

l
— непарна функцiя, то парною буде також f(x) · sin nπx

l
,

а f(x) · cos nπx
l

— непарною. Таким чином,

bn =
1

l

∫ l

−l
f(x)·sin nπx

l
dx =

2

l

∫ l

0

f(x)·sin nπx
l

dx, n = 1, 2, . . . ;

an =
1

l

∫ l

−l
f(x)·cos nπx

l
dx = 0, n = 0, 1, 2, . . .

Отже, для непарної функцiї ряд Фур’є мiстить тiльки синуси:

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sin
nπx

l
.

Приклад 1. Розкладемо у ряд Фур’є функцiю f(x) = sign x, x ∈ [−π, π].
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Продовжимо функцiю f перiодично на всю дiйсну вiсь (перiод функцiї
T = 2π). При цьому маємо, що продовження f — розривна кусково-гладка
функцiя. Тим не менше, вiдповiдний їй ряд Фур’є збiгається ∀x ∈ R згiдно iз
теоремою 19.

−2π −π π 2π 3π

1

−1

Коефiцiєнти a0 = 0 та an = 0 ∀n ∈ N внаслiдок непарностi функцiї f .

Враховуючи напiвперiод функцiї l = π та згiдно iз формулами коефiцiєнтiв
Фур’є, для решти коефiцiєнтiв:

bn =
2

π

∫ π

0

1·sinnx dx =
2

π
·
(
−cosnx

n

) ∣∣∣x=π

x=0
=

= − 2

πn
(cosπn− cos 0) =

2

πn
(1− cosπn) =

2 · (1− (−1)n)

πn
, n ∈ N.

Отже, для функцiї f ряд Фур’є мiстить тiльки синуси. При цьому, зва-
жаючи на теорему 19, у точках розриву (x = 0, x = ±π) ряд збiгається до
середнього арифметичного одностороннiх границь (тобто до 0), що повнi-
стю збiгається з довизначеними точками на нашому графiку. Тому для всiх
x ∈ [−π, π] маємо:

f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx =

∞∑
n=1

2·(1− (−1)n)

πn
·sinnx =

4

π

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
.

Зокрема, якщо x = π/2, то

f
(π
2

)
= 1 =

4

π

∞∑
k=1

sin (2k−1)π
2

2k − 1
⇒

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=
π

4
.

На малюнку нижче зображено процес наближення перiодично продовженої
функцiї f (крива синього кольору) частковою сумою її ряду Фур’є (крива
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червоного кольору). Це наочно демонструє ефект Гiббса — характернi сплески
бiля точок розриву.

−π π

1

−1

Приклад 2. Розкладемо у ряд Фур’є функцiю f(x) = x2, x ∈ [−π, π].

Продовжимо функцiю f перiодично на всю дiйсну вiсь (перiод функцiї
T = 2π). При цьому маємо, що продовження f — неперервна i кусково-гладка
функцiя. Тож вiдповiдний їй ряд Фур’є є збiжним абсолютно i рiвномiрно.

x

y

π2

−π π 2π 3π−2π−3π 0

Оскiльки пiвперiод функцiї l = π, то за формулами коефiцiєнтiв Фур’є:

a0 =
2

π

∫ π

0

x2 dx =
2

π
· x

3

3

∣∣∣x=π

x=0
=

2π2

3
;

an =
2

π

∫ π

0

x2 cosnx dx =
2

π
· x

2 sinnx

n

∣∣∣x=π

x=0
− 4

πn

∫ π

0

x sinnx dx =
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=
4

πn2
· x cosnx

∣∣∣x=π

x=0
− 4

πn2

∫ π

0

cosnx dx =
4

n2
cosπn =

4 · (−1)n

n2
, n ∈ N.

Коефiцiєнти bn = 0 ∀n ∈ N внаслiдок парностi функцiї f .

Отже, для функцiї f ряд Фур’є мiстить тiльки косинуси. При цьому
внаслiдок неперервностi f маємо, що для всiх x ∈ [−π, π]:

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπx

l
=
π2

3
+

∞∑
n=1

4 · (−1)n

n2
cosnx.

Зокрема, якщо x = 0, то

f(0) = 0 =
π2

3
+

∞∑
n=1

4 · (−1)n

n2
⇒

∞∑
n=1

(−1)n

n2
=
π2

12
.

Приклад 3. Розкладемо у ряд Фур’є функцiю f(x) = |x|, x ∈ [−π, π].

Продовжена функцiя є неперервною та кусково-гладкою. Ряд Фур’є кусково-
гладкої функцiї перiоду 2π збiгається для ∀x ∈ R, тож його сума дорiвнює
f(x) у кожнiй точцi неперервностi.

x

y

π

−π π 2π 3π−2π−3π 0

За рахунок парностi функцiї, маємо:

a0 =
2

π

∫ π

0

x dx =
2

π
· x

2

2

∣∣∣∣x=π

x=0

= π;

an =
2

π

∫ π

0

x cosnx dx = − 2

πn

∫ π

0

sinnx dx =
2

πn2
· cosnx

∣∣∣∣x=π

x=0

=

=
2

πn2
· (cosπn− 1) =

2

πn2
·
(
(−1)n − 1

)
.
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Тобто при n = 2m: an = 0, а при n = 2m+ 1: an = − 4

πn2
. Також bn = 0.

Таким чином,

f(x) = |x| = π

2
− 4

π

∞∑
k=1

cos(2k + 1)x

(2k + 1)2
, x ∈ [−π, π].

На малюнку нижче зображено наближення перiодично продовженої фун-
кцiї f (крива синього кольору) частковою сумою її ряду Фур’є (крива черво-
ного кольору), а саме

S3(x) =
π

2
− 4

π

(
cosx+

cos 3x

9

)
.

−3π −2π −π π 2π 3π

π

Задачi для самостiйного розв’язування
Розкладiть функцiю f у ряд Фур’є на промiжку [−π, π].

4.5.1 f(x) = |2x|

4.5.2 f(x) = x2

4.5.3 f(x) = π − |x|

4.5.4 f(x) = cos (ax), a /∈ Z

4.5.5 f(x) = | sinx|

4.5.6 f(x) = ex + e−x

4.5.7 f(x) = 1− x2

π2

4.5.8 f(x) = | cosx|

4.5.9 f(x) = (x2 − π2)2

4.5.10 f(x) = x4

4.5.11 f(x) = |x|+ 1

4.5.12 f(x) = x

4.5.13 f(x) = x·(π − |x|)

4.5.14 f(x) = sin (ax), a /∈ Z

4.5.15 f(x) = x cosx

4.5.16 f(x) = ex − e−x

4.5.17 f(x) = 1− x·|x|
π2

4.5.18 f(x) = x·| sinx|

4.5.19 f(x) = x3 − π2x

4.5.20 f(x) = x3

Розкладiть функцiю f у ряд Фур’є на зазначеному промiжку.

57



4.5.21 f(x) = x, x ∈ [−1, 1]

4.5.22 f(x) = |x|, x ∈ [−2, 2]

4.5.23 f(x) = 2x, x ∈ [0, 1] (за синусами)

4.5.24 f(x) = x2 − 1, x ∈ [−1, 1]

4.5.25 f(x) = ex, x ∈ [−3, 3]

4.5.26 f(x) = 10− x, x ∈ [5, 15]

4.5.27 f(x) = sin
(πx

2

)
, x ∈ [0, 2] (за косинусами)

4.5.28 f(x) =

{
x, x ∈ [0, 1];

2− x, x ∈ (1, 2].

4.5.29 f(x) = cos (πx), x ∈ [0, 1] (за синусами)

4.5.30 f(x) = sinx, x ∈ [0, π/2] (за синусами)

4.5.31 f(x) = shx, x ∈ [−1, 1]

4.5.32 f(x) = π − x, x ∈ [0, π] (за косинусами)

4.5.33 f(x) = |x− 1|, x ∈ [0, 2]

4.5.34 f(x) = |x| − 3, x ∈ [−3, 3]

4.5.35 f(x) = a, x ∈ [0, 5] (за синусами)

4.5.36 f(x) = 4− x2, x ∈ [−2, 2]

4.5.37 f(x) = 1− |x|, x ∈ [−1, 1]

4.5.38 f(x) = e−x, x ∈ [−1, 1]

4.5.39 f(x) = cos
(πx

2

)
, x ∈ [0, 2] (за синусами)

4.5.40 f(x) =

{
1, x ∈ (0, 2);

0, x ∈ (2, 4).

4.5.41 f(x) =

{
0, x ∈ (−3, 0);

x, x ∈ (0, 3).

4.5.42 f(x) = cosx, x ∈ [0, π/2] (за косинусами)

4.5.43 f(x) = chx, x ∈ [−1, 1]
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4.5.44 f(x) = x3, x ∈ [−1, 1]

4.5.45 f(x) = sign (cosx)

Питання для самоконтролю

1. Що називається гармонiкою? Як визначається її перiод?

2. Якi двi функцiї називаються ортогональними на вiдрiзку [a, b]?

3. Яка система функцiй називається ортогональною на вiдрiзку [a, b]?
Яка система називається ортонормованою?

4. Доведiть ортогональнiсть класичної тригонометричної системи фун-
кцiй {1, cosnx, sinnx}∞n=1 на вiдрiзку [−π, π]. Обчислiть норми цих
функцiй.

5. Сформулюйте загальне поняття коефiцiєнтiв та ряду Фур’є функцiї
f за довiльною ортогональною системою функцiй.

6. Запишiть формули для обчислення коефiцiєнтiв класичного тригоно-
метричного ряду Фур’є на вiдрiзку [−π, π].

7. Яка функцiя називається кусково-неперервною на промiжку? Наве-
дiть приклади.

8. Який вигляд має тригонометричний ряд Фур’є для кусково-неперервної
функцiї f iз перiодом 2l ?

9. Сформулюйте теорему про достатнi умови представлення функцiї f
рядом Фур’є на симетричному промiжку [−l , l ].

10. Яка функцiя називається гладкою; кусково-гладкою? Наведiть при-
клади.

11. Сформулюйте теорему про поточкову збiжнiсть тригонометричного
ряду Фур’є кусково-гладкої функцiї f . До якого значення збiгається
ряд Фур’є у точках розриву першого роду?

12. Якi особливостi має розклад у ряд Фур’є парних та непарних функцiй
на симетричному промiжку [−π, π]? Запишiть вiдповiднi спрощенi
формули для коефiцiєнтiв (ряди за синусами та косинусами).

13. Опишiть суть та геометричний змiст явища Гiббса при наближеннi
розривних функцiй за допомогою часткових сум ряду Фур’є. Як
поводиться похибка наближення поблизу точки розриву?
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14. Пояснiть концепцiю розкладу в ряд Фур’є функцiї, що задана лише на
половинi симетричного промiжку, тобто на вiдрiзку [0, π]. Що означає
продовжити функцiю парним або непарним способом?

15. Як змiнюються формули для коефiцiєнтiв ряду Фур’є та загальний
вигляд тригонометричного ряду, якщо функцiя задана на довiльному
симетричному вiдрiзку [−l , l ] перiоду 2l ?

16. Запишiть загальний вигляд та формули для коефiцiєнтiв парного та
непарного продовження функцiї, початково заданої на довiльному
несиметричному вiдрiзку [0, l ].

17. Сформулюйте теорему про почленне iнтегрування тригонометричних
рядiв Фур’є. Чи обов’язково вихiдний ряд Фур’є має бути збiжним
для можливостi його iнтегрування?

18. Сформулюйте теорему про почленне диференцiювання рядiв Фур’є.
Якi додатковi вимоги висуваються до функцiї f на границях вiдрiзка?
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Вiдповiдi та вказiвки
1.4. Додатнi числовi ряди

1.4.1. Розбiжний. 1.4.2. Розбiжний. 1.4.3. Збiжний. 1.4.4. Збiжний. 1.4.5.
Збiжний. 1.4.6. Збiжний. 1.4.7. Збiжний. 1.4.8. Збiжний. 1.4.9. Розбiжний;
1.4.10. Збiжний. 1.4.11. Збiжний. 1.4.12. Збiжний. 1.4.13. Розбiжний. 1.4.14.
Збiжний. 1.4.15. Збiжний. 1.4.16. Збiжний. 1.4.17. Збiжний. 1.4.18. Збiжний.
1.4.19. Збiжний. 1.4.20. Збiжний. 1.4.21. Збiжний. 1.4.22. Збiжний. 1.4.23.
Збiжний. 1.4.24. Збiжний. 1.4.25. Збiжний. 1.4.26. Збiжний. 1.4.27. Збiжний.
1.4.28. Розбiжний. 1.4.29. Збiжний. 1.4.30. Збiжний.

1.6. Абсолютно та умовно збiжнi ряди

1.6.1. Умовно збiжний. 1.6.2. Умовно збiжний. 1.6.3. Абсолютно збiжний.
1.6.4. Умовно збiжний. 1.6.5. Розбiжний. 1.6.6. Абсолютно збiжний. 1.6.7.
Умовно збiжний. 1.6.8. Абсолютно збiжний. 1.6.9. Умовно збiжний. 1.6.10.
Абсолютно збiжний. 1.6.11. Умовно збiжний. 1.6.12. Абсолютно збiжний.
1.6.13. Умовно збiжний. 1.6.14. Умовно збiжний. 1.6.15. Абсолютно збiжний.
1.6.16. Розбiжний. 1.6.17. Абсолютно збiжний. 1.6.18. Абсолютно збiжний.
1.6.19. Умовно збiжний. 1.6.20. Умовно збiжний.

2.3. Рiвномiрна збiжнiсть функцiональної послiдовностi

2.3.1. f(x) = 0; на X1 послiдовнiсть рiвномiрно збiжна (р.з.), на X2 —
нерiвномiрно збiжна. 2.3.2. f(x) = 0; нерiвномiрно збiжна. 2.3.3. f(x) = 0; на
X1 — р.з., на X2 — нерiвномiрно збiжна. 2.3.4. f(x) = 0; р.з. 2.3.5. f(x) = 0;
р.з. 2.3.6. f(x) = 0; р.з. 2.3.7. f(x) = 0 (при x ̸= 0); на X1 — р.з., на X2

— нерiвномiрно збiжна. 2.3.8. f(x) = 0; р.з. 2.3.9. f(x) = 0; на X1 — р.з.,
на X2 — нерiвномiрно збiжна. 2.3.10. f(x) = x; р.з. 2.3.11. f(x) = 0; р.з.
2.3.12. f(x) = π/2; нерiвномiрно збiжна. 2.3.13. f(x) = 0; р.з. 2.3.14. f(x) = 0;
нерiвномiрно збiжна.

2.4. Рiвномiрна збiжнiсть функцiональних рядiв

2.4.1. x ∈ [−2, 2). 2.4.2. x > 1. 2.4.3. x > 0. 2.4.4. x > 0. 2.4.5. x ∈ (1/e, e).
2.4.6. |x| > 1. 2.4.7. |x| > 1. 2.4.8. x ∈ R \ {−1, 1}. 2.4.9. x ∈ R. 2.4.10. x = 0.
2.4.11. Рiвномiрно збiжний (р.з.) на R (ознака Вейєрштрасса, мажоранта
1/n2). 2.4.12. Р.з. на [−1, 1]. 2.4.13. Р.з. на R. 2.4.14. Р.з. на R. 2.4.15. Р.з. на R.
2.4.16. Р.з. на R. 2.4.17. Р.з. на R. 2.4.18. Р.з. на R. 2.4.19. Р.з. на R. 2.4.20. Р.з.
на R.

2.5. Властивостi функцiональних рядiв

2.5.1. Нi, оскiльки послiдовнiсть часткових сум Sn(x) = xn − 1 прямує до
−1 при x ∈ [0, 1) та до 0 при x = 1 (гранична функцiя розривна, збiжнiсть

61



нерiвномiрна).
2.5.2. Ряд можна iнтегрувати, оскiльки вiн збiгається рiвномiрно на [0, 1] за
ознакою Вейєрштрасса (мажоранта 1/2n).
2.5.3. Ряд можна iнтегрувати, оскiльки вiн збiгається рiвномiрно на [0, 1]
(загальний член an(x) = 1

1+nx − 1
1+(n+1)x ).

2.5.4. Нi, оскiльки ряд є розбiжним при x = 1.
2.5.5. Ряд можна iнтегрувати, оскiльки вiн збiгається рiвномiрно на [0, 1] за
ознакою Дiрiхле.
2.5.6. Ряд можна iнтегрувати, оскiльки вiн збiгається рiвномiрно на [0, 1] за
ознакою Вейєрштрасса (мажоранта 1/n2).
2.5.7. Ряд можна диференцiювати, оскiльки ряд iз похiдних

∑ cos(nx)
n2 збiгає-

ться рiвномiрно за ознакою Вейєрштрасса.
2.5.8. Нi, оскiльки функцiї fn не визначенi при x = 0.
2.5.9. Ряд можна диференцiювати, оскiльки ряд iз похiдних збiгається рiвно-
мiрно за ознакою Вейєрштрасса (мажоранта 1/n3).
2.5.10. Ряд можна диференцiювати, оскiльки ряд iз похiдних збiгається рiвно-
мiрно за ознакою Дiрiхле.

3.1. Поняття степеневих рядiв та їх збiжнiсть

3.1.1. [−5, 5). 3.1.2. [1, 3]. 3.1.3. (−3, 3). 3.1.4. (−e, e). 3.1.5. [−4,−2). 3.1.6.
[− 1

2 ,
1
2 ). 3.1.7. (−2, 4). 3.1.8. (−1, 1]. 3.1.9. (−∞,+∞). 3.1.10. x = 0. 3.1.11.

(−2, 2). 3.1.12. [− 1
3 ,

1
3 ). 3.1.13. [−3.1.− 3). 3.1.14. (− 1

e ,
1
e ). 3.1.15. [−1, 1]. 3.1.16.

[1, 5). 3.1.17. [−1, 1). 3.1.18. (−4, 4). 3.1.19. [− 1√
2
, 1√

2
]. 3.1.20. [−3,−1).

3.2. Функцiональнi властивостi степеневих рядiв

3.2.1. S(x) = 1
(1−x)2 . 3.2.2. S(x) = − ln(1 − x). 3.2.3. S(x) = 2x

(1−x)3 . 3.2.4.
S(x) = 1

2 ln
1+x
1−x . 3.2.5. ln 2. 3.2.6. 3/4.

3.3. Розвинення функцiй у степеневi ряди

3.3.1.
∞∑

n=0

(−1)nx2n

n! , x ∈ R.

3.3.2.
∞∑

n=0

(−1)n32n+1x2n+1

(2n+1)! , x ∈ R.

3.3.3.
∞∑

n=0
(−1)nx2n, |x| < 1.

3.3.4.
∞∑

n=1

(−1)n−15nxn

n , |x| < 1
5 .

3.3.5.
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

9n+1 , |x| < 3.

3.3.6. 1 + x
2 +

∞∑
n=2

(−1)n−1(2n−3)!!
(2n)!! xn, |x| < 1.
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3.3.7. 1 +
∞∑

n=1

(−1)n22n−1x2n

(2n)! , x ∈ R.

3.3.8. 2
∞∑

n=0

x2n+1

2n+1 , |x| < 1.

3.3.9.
∞∑

n=0

xn

4n+1 , |x| < 4.

3.3.10.
∞∑

n=1

2n/2 sin(nπ/4)
n! xn, x ∈ R.

3.3.11.
∞∑

n=1
nxn−1, |x| < 1.

3.3.12.
∞∑

n=0

(−1)n22n+1x2n+1

2n+1 , |x| ⩽ 1
2 .

3.3.13. ln 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1xn

n2n , |x| < 2.

3.3.14.
∞∑

n=0
(1 + (−1)n2n+1)xn, |x| < 1

2 .

3.3.15.
∞∑

n=0
(−1)n(x− 1)n, |x− 1| < 1.

3.3.16.
√
2
2

∞∑
n=0

(−1)n(n−1)/2

n! (x− π
4 )

n, x ∈ R.

3.3.17. 2(1 + x
24 − x2

576 + . . . ), |x| < 8.

3.3.18.
∞∑

n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+1) , x ∈ R.

3.3.19.
∞∑

n=1

(−1)n−1xn−1

n , |x| < 1.

3.3.20.
∞∑

n=0

x2n+1

(2n+1)! , x ∈ R.

4.5. Ряди Фур’є для парних i непарних функцiй

4.5.1 f(x) = |2x| ∼ π − 8
π

∞∑
k=1

cos(2k−1)x
(2k−1)2

4.5.2 f(x) = x2 ∼ π2

3 + 4
∞∑

n=1

(−1)n

n2 cosnx

4.5.3 f(x) = π − |x| ∼ π
2 + 4

π

∞∑
k=1

cos(2k−1)x
(2k−1)2

4.5.4 f(x) = cos(ax) ∼ 2 sin aπ
π

(
1
2a +

∞∑
n=1

(−1)na cosnx
a2−n2

)
4.5.5 f(x) = | sinx| ∼ 2

π − 4
π

∞∑
n=1

cos 2nx
4n2−1
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4.5.6 f(x) = ex + e−x ∼ 2 shπ
π

(
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n

1+n2 cosnx

)
4.5.7 f(x) = 1− x2

π2 ∼ 2
3 − 4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cosnx

4.5.8 f(x) = | cosx| ∼ 2
π + 4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2−1 cos 2nx

4.5.9 f(x) = (x2 − π2)2 ∼ 8π4

15 − 48
∞∑

n=1

(−1)n

n4 cosnx

4.5.10 f(x) = x4 ∼ π4

5 + 8π2
∞∑

n=1

(−1)n

n2 cosnx− 48
∞∑

n=1

(−1)n

n4 cosnx

4.5.11 f(x) = |x|+ 1 ∼ 1 + π
2 − 4

π

∞∑
n=1

cos(nx)
n2

4.5.12 f(x) = x ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n+1

n sinnx

4.5.13 f(x) = x(π − |x|) ∼ 8
π

∞∑
k=1

sin(2k−1)x
(2k−1)3

4.5.14 f(x) = sin(ax) ∼ 2 sin aπ
π

∞∑
n=1

(−1)nn sinnx
a2−n2

4.5.15 f(x) = x cosx ∼ − 1
2 sinx+ 2

∞∑
n=2

(−1)nn
n2−1 sinnx

4.5.16 f(x) = ex − e−x ∼ 4 shπ
π

∞∑
n=1

(−1)n+1n
1+n2 sinnx

4.5.17 f(x) = 1− x|x|
π2 ∼ 1− 2

π3

∞∑
n=1

(n2π2−2)(−1)n+1−2
n3 sinnx

4.5.18 f(x) = x| sinx| ∼ 2
π sinx− 8

π

∞∑
n=1

n
(4n2−1)2 sin 2nx

4.5.19 f(x) = x3 − π2x ∼ 12
∞∑

n=1

(−1)n

n3 sinnx

4.5.20 f(x) = x3 ∼ 2
∞∑

n=1

(−1)n(6−n2π2)
n3 sinnx

4.5.21 f(x) ∼ 2
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n sin(nπx)
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4.5.22 f(x) ∼ 1− 8
π2

∞∑
k=1

cos
(2k−1)πx

2

(2k−1)2

4.5.23 f(x) ∼ 4
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n sin(nπx)

4.5.24 f(x) ∼ − 2
3 + 4

π2

∞∑
n=1

(−1)n

n2 cos(nπx)

4.5.25 f(x) ∼ sh 3
3 + 2 sh 3 ·

∞∑
n=1

(−1)n(3 cos nπx
3 −nπ sin nπx

3 )

9+n2π2

4.5.26 f(x) ∼ 10
π

∞∑
n=1

1
n sin nπ(10−x)

5

4.5.27 f(x) ∼ 2
π − 4

π

∞∑
n=1

cosnπx
4n2−1

4.5.28 f(x) ∼ 1
2 − 4

π2

∞∑
k=1

cos(2k−1)πx
(2k−1)2

4.5.29 f(x) ∼ 8
π

∞∑
k=1

k
4k2−1 sin 2kπx

4.5.30 f(x) ∼ 8
π

∞∑
n=1

(−1)n+1n
4n2−1 sin 2nx

4.5.31 f(x) ∼ 2 sh 1 ·
∞∑

n=1

(−1)n+1nπ
1+n2π2 sin(nπx)

4.5.32 f(x) ∼ π
2 + 4

π

∞∑
k=1

cos(2k−1)x
(2k−1)2

4.5.33 f(x) ∼ 1
2 − 4

π2

∞∑
k=1

cos(2k−1)πx
(2k−1)2 (збiгається з 4.5.28)

4.5.34 f(x) ∼ − 3
2 − 12

π2

∞∑
k=1

cos
(2k−1)πx

3

(2k−1)2

4.5.35 f(x) ∼ 4a
π

∞∑
k=1

sin
(2k−1)πx

5

2k−1

4.5.36 f(x) ∼ 8
3 + 16

π2

∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 cos nπx
2

4.5.37 f(x) ∼ 1
2 + 4

π2

∞∑
k=1

cos(2k−1)πx
(2k−1)2
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4.5.38 f(x) ∼ sh 1 ·
(
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n

1+n2π2 (cosnπx+ nπ sinnπx)

)
4.5.39 f(x) ∼ 8

π

∞∑
n=1

n
4n2−1 sinnπx

4.5.40 f(x) ∼ 1
2 + 2

π

∞∑
n=1

sin
(2n−1)πx

2

2n−1

4.5.41 f(x) ∼ 3
4 − 6

π2

∞∑
k=1

cos
(2k−1)πx

3

(2k−1)2 + 3
π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n sin nπx
3

4.5.42 f(x) ∼ 2
π + 4

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

4n2−1 cos 4nx

4.5.43 f(x) ∼ sh 1 ·
(
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n

1+n2π2 cosnπx

)
4.5.44 f(x) ∼ 2

π3

∞∑
n=1

(−1)n(6−n2π2)
n3 sinnπx

4.5.45 f(x) ∼ 4
π

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1 cos(2n+ 1)x
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Перелiк позначень, символiв i скорочень

У цьому роздiлi подано основнi позначення, символи, скорочення та назви
букв латинського i грецького алфавiтiв, що використовуються в посiбнику.
Зазначенi позначення вживаються в текстi без додаткових пояснень. Перелiк
покликаний унiфiкувати записи, полегшити читання математичного тексту
та забезпечити зручне звернення до вживаної символiки.

Числовi множини:

N — множина натуральних чисел;
Z — множина цiлих чисел;
Q — множина рацiональних чисел;
R — множина дiйсних чисел;
R — розширена множина дiйсних чисел;

Також, якщо до символiв N,Z,Q,R додається iндекс “+” чи “−”, то це
означає, що розглядається лише невiд’ємна (недодатна) частина множини.
Наприклад, Z+ — цiлi невiд’ємнi числа, R− — дiйснi недодатнi числа; обидвi
цi множини мiстять нуль.

Логiчнi та службовi позначення:

∀ — квантор загальностi, еквiвалентний вислову “для будь-якого” або
“для всiх”;

∃ — квантор iснування, еквiвалент слова “iснує”;
∃ ! — еквiвалентний вислову “iснує єдиний”;
⇒ — iмплiкацiя, визначається у записах типу A ⇒ B як вислiв “iз

iстинностi твердження A випливає твердження B”;
⇔ — символ еквiвалентностi, запис типу A⇔ B означає, що одночасно

виконуються iмплiкацiї A⇒ B та B ⇒ A, або ж “для того, щоб A
було iстинним, необхiдно та достатньо, щоб B було iстинним”;

∧ — символ кон’юнкцiї, запис A ∧B означає одночасне виконання A та
B;

∼ — еквiвалентно;
∅ — порожня множина;

i = n,m — запис означає, що величина (iндекс) i набуває почергово усiх
цiлих значень, починаючи з n i закiнчуючи m включно;
n∑

i=1

ai = a1 + a2 + . . . + an — сума n доданкiв;
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a ∈ A (a /∈ A) — означає, що a є (не є) елементом множини A;

A ⊂ B — A є пiдмножиною B (в нестрогому розумiннi), тобто
∀ a : (a ∈ A ⇒ a ∈ B);

A ̸⊂ B — A не є пiдмножиною B, тобто ∃ a ∈ A ∧ a /∈ B;

A = B — рiвнiсть множин, тобто (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A);

B = {a ∈ A |P (a)} — це означає, що B складається з елементiв множини A,
якi мають задану властивiсть P .

Простори функцiй:

C[a; b] — простiр неперервних функцiй на вiдрiзку [a, b].

Скорочення:

ФП — функцiональна послiдовнiсть;

ФР — функцiональний ряд;

СР — степеневий ряд.

Латинський алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв Букви Назви букв

A a а J j йот S s ес
B b бе K k ка T t те
C c це L l ель U u у
D d де M m ем V v ве (фау)
E e е N n ен W w дубль-ве
F f еф O o о X x iкс
G g ге P p пе Y y iгрек
H h аш Q q ку Z z зет
I i i R r ер
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Грецький алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв

A α альфа N ν ню
B β бета Ξ ξ ксi
Γ γ гамма O o омiкрон
∆ δ дельта Π π пi
E ε епсилон P ρ ро
Z ζ дзета Σ σ сигма
H η ета T τ тау
Θ θ тета Υ υ iпсилон
I ι йота Φ φ фi
K κ каппа X χ хi
Λ λ ламбда Ψ ψ псi
M µ мю Ω ω омега

69



Список використаних джерел

[1] Авдєєва Т.В., Качаєнко О.Б. Ряди Фур’є. Практикум. — К.: НТУУ
“КПI”, 2016. – 88 с.

[2] Денисьєвський М. О. Конспект лекцiй з математичного аналiзу. Iнте-
грали. Ряди. — Електронне видання. — 2024. — 97 с.

[3] Денисьєвський М. О., Курченко О. О., Нагорний В. Н., Нестеренко О. Н.,
Петрова Т.О., Чайковський А. В. Збiрник задач з математичного ана-
лiзу. Частина I. Функцiї однiєї змiнної. — К.: ВПЦ “Київський унiвер-
ситет”, 2005. — 257 с.

[4] Денисьєвський М. О., Чайковський А. В. Збiрник задач з математичного
аналiзу. Функцiї кiлькох змiнних. — К.: ВПЦ “Київський унiверситет”,
2012. — 276 с.

[5] Дороговцев А. Я. Математичний аналiз. Частина 1. — К: Либiдь, 1993.
— 320 с.

[6] Ляшко I. I., Ємельянов В.Ф., Боярчук О.К. Математичний аналiз.
Частина 1. — К: Вища школа, 1992. — 495 с.

[7] Ляшко I. I., Ємельянов В.Ф., Боярчук О.К. Математичний аналiз.
Частина 2. — К: Вища школа, 1993. — 375 с.

[8] Назаренко М.О., Нестеренко О.Н., Петрова Т.О., Чайковський А.В.
Збiрник типових задач з математичного аналiзу: функцiї однiєї змiнної.
Частина 3. — Електронне видання. — 2023. — 56 с.

[9] Синявська О.О., Слюсарчук П.В. Ряди Фур’є. Навчальний посiбник
для студентiв спецiальностей математика, прикладна математика,
статистика. – Ужгород, 2015. – 70 с.

[10] Стрелковська I. В., Паскаленко В. М. Ряди Фур’є. Iнтеграл Фур’є: навч.
посiб. для фахiвцiв в галузi зв’язку. – Одеса, 2021. – 122 с.

70

https://ela.kpi.ua/server/api/core/bitstreams/37aad582-18b3-476c-bf7b-f78ddfee2193/content
https://ela.kpi.ua/server/api/core/bitstreams/37aad582-18b3-476c-bf7b-f78ddfee2193/content
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2024/09/conspect_denysyevskyi.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2024/09/conspect_denysyevskyi.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/all.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/all.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/all.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/all.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/matan_fkz.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/matan_fkz.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2018/03/matan_fkz.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2023/05/zbirnyk_ch3.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2023/05/zbirnyk_ch3.pdf
https://mechmat.knu.ua/wp-content/uploads/2023/05/zbirnyk_ch3.pdf
https://www.uzhnu.edu.ua/uk/infocentre/get/58387
https://www.uzhnu.edu.ua/uk/infocentre/get/58387
https://www.uzhnu.edu.ua/uk/infocentre/get/58387
https://dspace.onua.edu.ua/server/api/core/bitstreams/cfc9a9b5-a6dd-493f-8b4a-91e4bb534563/content
https://dspace.onua.edu.ua/server/api/core/bitstreams/cfc9a9b5-a6dd-493f-8b4a-91e4bb534563/content


Предметний покажчик

А

Абсолютно збiжний ряд, 16

Абеля ознака, 16

Абеля теорема, 35

В

Вейєрштрасса ознака (мажорантна
ознака), 27

Властивостi функцiональних рядiв, 30

Властивостi числових рядiв, 8

Г

Гармонiка, 45

Гармонiчний ряд, 10

Гаусса ознака, 13

Гладка функцiя, 51

Д

Д’Аламбера ознака, 11

Диференцiювання функцiонального
ряду, 30

Дiнi теорема, 30

Дiрiхле ознака, 28

Дiрiхле–Абеля ознака, 16

Додатнi числовi ряди, 10

Достатня умова розбiжностi ряду, 9

З

Загальний член ряду, 7

Залишок ряду, 7

Збiжнiсть функцiонального ряду, 22

Збiжний числовий ряд, 7

Знакозмiнний ряд, 15

I

Iнтегрування функцiонального ряду,
30

Iнтервал збiжностi, 36

К

Коефiцiєнти Фур’є, 48

Кошi критерiй, 10

Кошi ознака, 11

Кусково-гладка функцiя, 51

Кусково-неперервна функцiя, 49

Л

Лейбнiца ряд, 15

Лейбнiца теорема, 15

М

Маклорена ряд, 40

Мажорантна ознака, 27

Н

Необхiдна ознака збiжностi ряду, 9

Неперервнiсть суми функцiонального
ряду, 30

О

Область збiжностi функцiонального

71



ряду, 23

Область збiжностi степеневого ряду,
36

Ознака порiвняння рядiв, 10

Ознака порiвняння зi степенем, 12

Ознака Раабе, 13

Ортогональна система функцiй, 46

Ортонормована система функцiй, 47

П

Парнi та непарнi функцiї, 52

Поточкова збiжнiсть, 21

Похибка знакозмiнного ряду, 15

Р

Радiус збiжностi, 36

Рiвномiрна збiжнiсть функцiональної
послiдовностi, 24

Рiвномiрна збiжнiсть функцiонально-
го ряду, 26

Рiвномiрна норма, 23

Розбiжний числовий ряд, 7

Ряд степеневий, 35

Ряд Тейлора, 40

Ряд узагальнений гармонiчний, 12

Ряд умовно збiжний, 16

Ряд функцiональний, 22

Ряд Фур’є, 48

Ряд числовий, 7

С

Степеневий ряд, 35

Сума функцiонального ряду, 30

Т

Теорема Дiнi, 30

Теорема Лейбнiца, 15

Теорема про неперервнiсть суми ФР,
30

Теорема про почленне диференцiюва-
ння ФР, 30

Теорема про почленне iнтегрування
ФР, 30

Тригонометричний ряд Фур’є, 49

У

Узагальнений гармонiчний ряд, 12

Умовно збiжний ряд, 16

Ф

Функцiональна послiдовнiсть, 21

Функцiональний ряд, 22

Ч

Часткова сума ряду, 7

Числовий ряд, 7

72


	Передмова
	Розділ 1. Числові ряди
	Поняття та властивості числового ряду
	Необхідна ознака збіжності ряду
	Критерій Коші
	Додатні числові ряди
	Ряди з членами довільного знаку
	Абсолютно та умовно збіжні ряди

	Розділ 2. Функціональні ряди
	Поняття функціональної послідовності та функціонального ряду
	Збіжність функціональних рядів
	Рівномірна збіжність функціональної послідовності
	Рівномірна збіжність функціональних рядів
	Властивості функціональних рядів

	Розділ 3. Степеневі ряди
	Поняття степеневих рядів та їх збіжність
	Функціональні властивості степеневих рядів
	Розвинення функцій у степеневі ряди

	Розділ 4. Ряди Фур'є
	Поняття гармоніки
	Ортогональна та ортонормована системи функцій
	Ряд Фур'є по ортогональній системі функцій
	Ряд Фур'є по тригонометричній системі функцій
	Ряди Фур'є для парних і непарних функцій

	Відповіді та вказівки
	Перелiк позначень, символiв i скорочень
	Список використаних джерел
	Предметний покажчик

