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Тема 1

Лiнiйне диференцiальне
рiвняння першого порядку

1.1 Лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвня-
ння першого порядку

Розглянемо такi означення [1,2, 4, 6, 10].

Означення 1.1. Диференцiальне рiвняння вигляду

dx

dt
= a(t)x+ g(t) (1.1)

називається лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого поряд-
ку.

Тут a(t), g(t) – неперервнi функцiї, t ∈ R.

Означення 1.2. Якщо функцiя g(t) тотожно рiвна нулевi, то рiвняння
(1.1) називається однорiдним. в iншому випадку рiвняння (1.1) назива-
ється неоднорiдним.

Однорiдне лiнiйне диференцiальне рiвняння

dx

dt
= a(t)x (1.2)

є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Враховуючи означення дифе-
ренцiала функцiї

dx = x′dt,

запишемо рiвняння в диференцiальнiй формi

dx = a(t)xdt.
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Вiдокремлюючи змiннi, одержимо

dx

x
= a(t)dt.

Iнтегруємо лiву i праву частини∫
dx

x
=

∫
a(t)dt+ C1,

де C1 – довiльна константа, невизначенi iнтеграли розумiємо як первiснi
пiдiнтегральних функцiй. Враховуючи, що∫

dx

x
= ln |x|,

одержуємо

ln |x| =
∫

a(t)dt+ C1.

Для того, щоб позбутись логарифмiчної функцiї в правiй частинi рiвностi,
покладемо

C1 = ln |C|,
де C – довiльна константа. Така замiна є коректною, оскiльки для будь-
якого C1 можна пiдiбрати C так, що C1 = ln |C| i навпаки. Тодi

ln |x| =
∫

a(t)dt+ ln |C|.

З останньої рiвностi одержуємо

ln
|x|
|C|

=

∫
a(t)dt,

∣∣∣ x
C

∣∣∣ = e
∫
a(t)dt.

Враховуючи, що C – довiльна константа, записуємо загальний розв’язок
однорiдного рiвняння (1.2) так

x(t) = Ce
∫
a(t)dt, (1.3)

де C – довiльна константа.
Зауважимо, що загальний розв’язок (1.3) можна подати у формi Ко-

шi. А саме, якщо шукаємо розв’язок рiвняння (1.2) з початковою умовою
x(t0) = x0, то

x(t) = x0e
∫ t

t0
a(t)dt

є розв’язком цiєї задачi Кошi.
Приклад 1.1. Розв’язати диференцiальне рiвняння

x′ − x = 0.
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Розв’язання. Пропоноване рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними. Вiдокремлюємо змiннi

dx

x
= dt

та iнтегруємо ∫
dx

x
=

∫
dt+ C1,

де C1 – довiльна константа. Покладемо

C1 = ln |C|,

де C – довiльна константа. Тодi

ln |x| = t+ ln |C|,

звiдки
ln
∣∣∣ x
C

∣∣∣ = t.

Записуємо загальний розв’язок

x(t) = Cet,

де C – довiльна константа.
Вiдповiдь:

x(t) = Cet

– загальний розв’язок, де C – довiльна константа.

1.2 Лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiв-
няння першого порядку

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння (1.1) i вiдповiдне
йому однорiдне рiвняння (1.2). Має мiсце теорема.

Теорема 1.1 (про структуру загального розв’язку). Загальний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1) дорiвнює сумi за-
гального розв’язку вiдповiдного лiнiйного однорiдного диференцiального рiв-
няння (1.2) та частинного розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння (1.1).

Теорема вказує методику знаходження загального розв’язку лiнiйного
неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1).
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На першому кроцi записуємо вiдповiдне однорiдне диференцiальне рiв-
няння (1.2) i знаходимо його загальний розв’язок

x(t) = Ce
∫
a(t)dt

так як це було зроблено у попередньому пунктi. Тут C – довiльна констан-
та.

На другому кроцi потрiбно знайти будь-який частинний розв’язок лi-
нiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1). Розглянемо такi
методи знаходження частинного розв’язку:

• метод Лагранжа (метод варiацiї довiльної сталої);

• метод Кошi;

• метод Бернуллi;

• метод Ейлера;

• метод невизначених коефiцiєнтiв.

Метод невизначених коефiцiєнтiв застосовується у випадку коли фун-
кцiя a(t) є постiйною, а функцiя g(t) має спецiальний вигляд. Решта методiв
є унiверсальними.

1.2.1 Метод варiацiї довiльної сталої (метод Лагран-
жа)

Iдея використання цього методу закладена у його назвi [1,2,4,6,10]. Споча-
тку, застосовуючи теорему про структуру загального розв’язку лiнiйного
неоднорiдного диференцiального рiвняння, записуємо вiдповiдне однорiдне
рiвняння (1.2) i знаходимо його загальний розв’язок

x(t) = Ce
∫
a(t)dt,

де C – довiльна константа. Далi, для того, щоб знайти частинний розв’язок
лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1), ми варiюємо
довiльну константу C, а саме, ми в загальному розв’язку однорiдного
рiвняння замiняємо C на невiдому функцiю, яку прийнято позначати C(t)

x = C(t)e
∫
a(t)dt. (1.4)

Можна використати i iнше позначення. Пiсля цього пiдбираємо функцiю
C(t) так, щоб (1.4) була частинним розв’язком лiнiйного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння (1.1).
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Отже, знайдемо частинний розв’язок (1.1). Для цього пiдставимо (1.4)
в (1.1) i отримаємо

C ′(t)e
∫
a(t)dt + C(t)e

∫
a(t)dta(t) = a(t)C(t)e

∫
a(t)dt + g(t).

Скорочуючи подiбнi, одержуємо

C ′(t)e
∫
a(t)dt = g(t).

Знаходимо
C ′(t) = e−

∫
a(t)dtg(t),

звiдки

C(t) =

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt.

Отже, ми знайшли „проварiйовану константу”. Пiдставляємо її в (1.4) i
одержуємо частинний розв’язок (1.1)

x = e
∫
a(t)dt

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt.

Тодi загальний розв’язок (1.1), за теоремою про структуру загального розв’язку
лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння, має вигляд

x = e
∫
a(t)dtC + e

∫
a(t)dt

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt.

Якщо в останнiй рiвностi винести за спiльну дужку множник e
∫
a(t)dt,

то ми одержимо формулу Кошi

x = e
∫
a(t)dt

(
C +

∫
g(t)e−

∫
a(t)dtdt

)
. (1.5)

Тут C – довiльна константа.
Якщо необхiдно розв’язати задачу Кошi

dx

dt
= a(t)x+ g(t), x(t0) = x0,

то застосовують формулу Кошi у такому виглядi

x = e
∫ t

t0
a(t)dt

x0 +

∫ t

t0

e
∫ t

s
a(τ)dτg(s)ds. (1.6)

Отже, запишемо алгоритм методу Лагранжа:

• на першому кроцi для лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiв-
няння (1.1) ми записуємо вiдповiдне однорiдне рiвняння i знаходимо
його загальний розв’язок;
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Рис. 1.1: Жозеф-Луї Лагранж (1736 – 1813), Огюстен Луї Кошi (1789 –
1857), Якоб Бернуллi (1655 – 1748), Леонард Ейлер (1707 – 1783). Всi зо-
браження: Вiкiпедiя / суспiльне надбання; автори Е. Гандманн (Ейлер),
iншi – невiдомi.

• на другому кроцi в загальний розв’язок однорiдного диференцiаль-
ного рiвняння пiдставляємо замiсть довiльної сталої деяку невiдому
функцiю i одержуємо рiвнiсть вигляду (1.4);

• на третьому кроцi пiдставляємо (1.4) в рiвняння (1.1) i скорочуємо
подiбнi доданки. В результатi одержуємо рiвняння для знаходження
похiдної вiд невiдомої функцiї C(t), яке розв’язуємо. Знаходимо C ′(t)
i шляхом iнтегрування знаходимо C(t);

• на четвертому кроцi пiдставляємо знайдену функцiю C(t) в рiвнiсть
(1.4) i знаходимо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного дифе-
ренцiального рiвняння (1.1);

• на останньому кроцi додаємо загальний розв’язок однорiдного дифе-
ренцiального рiвняння, який знайшли на першому кроцi, до частин-
ного розв’язку, який визначили на четвертому кроцi. У такий спосiб
знаходимо загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння (1.1).

Приклад 1.2. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x+ e3t.

Розв’язання. Записуємо вiдповiдне до заданого однорiдне рiвняння

x′ = 2x.

З dx = x′dt, пiдстановкою правої частини однорiдного рiвняння, отримуємо

dx = 2xdt.
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Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремивши змiннi, одер-
жуємо

dx

x
= 2dt.

Iнтегруємо лiву i праву частини∫
dx

x
= 2

∫
dt+ C1,

де C1 – довiльна константа. Звiдси

ln |x| = 2t+ ln |C|,

де C1 = ln |C|, – довiльна константа. Далi

ln
∣∣∣ x
C

∣∣∣ = 2t.

Отже,
x0(t) = Ce2t

– загальний розв’язок однорiдного рiвняння.
За методом варiацiї довiльної сталої, шукаємо частинний розв’язок за-

даного рiвняння як
x(t) = C(t)e2t,

де C(t) – невiдома неперервно диференцiйована функцiя, яку потрiбно ви-
значити шляхом пiдстановки

x(t) = C(t)e2t

в задане рiвняння. Знайшовши похiдну

x′(t) = C ′(t)e2t + 2C(t)e2t,

отримаємо
C ′(t)e2t + 2C(t)e2t = 2C(t)e2t + e3t.

Скорочуючи подiбнi доданки, отримаємо рiвнiсть

C ′(t)e2t = e3t,

звiдки
C ′(t) = et, C(t) = et.

Отже,
x1(t) = C(t)e2t = e3t
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є частинним розв’язком заданого рiвняння. За теоремою про структуру
загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння
першого порядку одержуємо

x(t) = x0(t) + x1(t) = Ce2t + e3t.

Вiдповiдь:
x = Ce2t + e3t

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.

Приклад 1.3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

tx′ = x+ 2t3.

Розв’язання. Знаходимо розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

tx′ = x,

або, що те саме,

t
dx

dt
= x.

Це рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремлюємо
змiннi i одержуємо

dx

x
=

dt

t
.

Iнтегруємо лiву i праву частини∫
dx

x
=

∫
dt

t
+ C1,

де C1 – довiльна константа. Переписуємо останню рiвнiсть так

ln |x| = ln |t|+ ln |C|,

де C1 = ln |C|, – довiльна константа. Далi використовуємо правила лога-
рифмування

ln |x| = ln |Ct| .
Отже,

|x| = |Ct| .
Так як C – довiльна константа, то це еквiвалентно рiвностi

x0(t) = Ct.

Отже, ми знайшли загальний розв’язок однорiдного рiвняння.
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Для знаходження загального розв’язку неоднорiдного рiвняння застосо-
вуємо метод варiацiї довiльної сталої, а саме шукаємо загальний розв’язок
неоднорiдного рiвняння у виглядi

x = C (t) t,

де C(t) – невiдома функцiя.
Знаходимо похiдну

x′ = (C (t) t)′ = C ′ (t) t+ C (t)

i пiдставляємо у рiвняння

t (C ′ (t) t+ C (t)) = C (t) t+ 2t3.

В останнiй рiвностi розкриваємо дужку i скорочуємо подiбнi доданки

C ′ (t) t2 + C (t) t = C (t) t+ 2t3, C ′ (t) = 2t.

Звiдси знаходимо

C (t) =

∫
2tdt = t2.

Маючи C(t), записуємо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння

x1(t) = C (t) t = t3.

Додаємо до нього загальний розв’язок однорiдного рiвняння i одержуємо
шуканий загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння у виглядi

x(t) = x0(t) + x1(t) = Ct+ t3.

Вiдповiдь:
x = Ct+ t3

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.
Приклад 1.4. Розв’язати рiвняння

dx

dt
+ x cos t = sin t cos t.

Розв’язання. Дане рiвняння є лiнiйним диференцiальним рiвнянням
першого порядку. Записуємо вiдповiдне однорiдне рiвняння

dx

dt
+ x cos t = 0.

Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

dx

x
+ cos tdt = 0,

∫
dx

x
+

∫
cos tdt = ln |C|.
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Звiдси
ln |x| = − sin t+ ln |C|, ln

∣∣∣ x
C

∣∣∣ = − sin t.

Таким чином знайшли загальний розв’язок однорiдного рiвняння

x0(t) = Ce− sin t.

Шукаємо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння методом варiацiї до-
вiльної сталої (методом Лагранжа) у виглядi

x(t) = C(t)e− sin t,

де C(t) – невiдома функцiя. Пiдставляємо цю функцiю в неоднорiдне рiв-
няння. Для цього спочатку знаходимо

x′(t) = C ′(t)e− sin t − C(t)e− sin t cos t

i далi пiдстановка дає

C ′(t)e− sin t − C(t)e− sin t cos t+ C(t)e− sin t cos t = sin t cos t.

Скорочуємо подiбнi i знаходимо

C ′(t) = esin t sin t cos t.

Шляхом iнтегрування одержуємо

C(t) =

∫
esin t sin t cos tdt =

∫
esin t sin td sin t =

∣∣∣s = sin t
∣∣∣ =

=

∫
essds = ses −

∫
esds = (s− 1)es = (sin t− 1)esin t.

Записуємо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння

x1(t) = C(t)e− sin t = sin t− 1.

Враховуючи теорему про структуру загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного диференцiального рiвняння першого порядку, записуємо шуканий
розв’язок

x(t) = x0(t) + x1(t) = Ce− sin t + sin t− 1.

Вiдповiдь:
x(t) = Ce− sin t + sin t− 1

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.
Приклад 1.5. Розв’язати рiвняння

(t cosx+ sin 2x)x′ = 1.
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Розв’язання. З означення диференцiала функцiї

dx = x′dt

маємо
(t cosx+ sin 2x)dx = (t cosx+ sin 2x)x′dt.

Звiдси
dt = (t cosx+ sin 2x)dx.

Отже, якщо розглядати змiнну t як функцiю вiд x, то маємо лiнiйне дифе-
ренцiальне рiвняння

dt

dx
= t cosx+ sin 2x. (1.7)

Застосовуємо метод варiацiї довiльної сталої. Спочатку знаходимо розв’язок
вiдповiдного однорiдного рiвняння

dt

dx
= t cosx,

яке є рiвнянням iз вiдокремлюваними змiнними. Його загальний розв’язок
має вигляд

t = Cesinx,

де C – довiльна константа. Частинний розв’язок рiвняння (1.7) шукаємо у
виглядi

t = C(x)esinx, (1.8)

де C(x) — невiдома функцiя вiд x. Пiдставляючи (1.8) в (1.7), отримуємо

C ′(x)esinx + C(x)esinx cosx− C(x)esinx cosx = sin 2x,

або
C ′(x) = e− sinx sin 2x.

Звiдси, iнтегруючи за частинами, матимемо

C(x) =

∫
e− sinx sin 2xdx = 2

∫
e− sinx cosx sinxdx =

= 2

∫
e− sinx sinxd sinx = |t = sinx| = 2

∫
te−tdt = 2

∫
td(−e−t) =

= 2

(
−te−t +

∫
e−tdt

)
= −2e−t(t+ 1) = −2e− sinx(sinx+ 1).

Отже,
C(x) = −2e− sinx(1 + sin x). (1.9)
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Пiдставляючи (1.9) в (1.8), отримуємо загальний розв’язок рiвняння
(1.7).

Вiдповiдь:
t = Cesinx − 2(1 + sin x).

–загальний iнтеграл рiвняння.

1.2.2 Метод Кошi
Метод Кошi застосовується для знаходження загального розв’язку лiнiйно-
го неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1) на основi формули Кошi
(1.5). Для цього:

• знаходимо первiсну ∫
a(t)dt;

• далi визначаємо ∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt;

• записуємо загальний розв’язок за формулою Кошi

x = e
∫
a(t)dt

(
C +

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt

)
,

де C – довiльна константа.

Можна застосовувати також формулу Кошi (1.6), оскiльки вона дає
загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння
(1.1) у формi Кошi. Формулу (1.6) доцiльно застосовувати також для зна-
ходження роз’язку початкової задачi.

Приклад 1.6. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x+ e3t.

Розв’язання. В запропонованому рiвняннi

a(t) = 2, g(t) = e3t.

Знаходимо первiсну ∫
a(t)dt = 2t,

визначаємо ∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt =

∫
etdt = et.
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Записуємо загальний розв’язок за формулою Кошi

x = e
∫
a(t)dt

(
C +

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt

)
= e2t

(
C + et

)
,

де C – довiльна константа (порiвняйте з результатом прикладу 1.2).
Вiдповiдь:

x = e2t
(
C + et

)
–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.

Приклад 1.7. Розв’язати диференцiальне рiвняння

x′ + tx = t.

Розв’язання. Для запропонованого рiвняння вiдповiднi до (1.1) позна-
чення такi

a(t) = −t, g(t) = t.

Тодi ∫
a(t)dt = −

∫
tdt = −t2

2
,∫

g(t)e−
∫
a(t)dtdt =

∫
te

t2

2 dt =
1

2

∫
e

t2

2 dt2 =
∣∣∣s = t2

2

∣∣∣ = ∫
esds = es = e

t2

2 .

Використовуючи формулу Кошi (1.5), записуємо загальний розв’язок нео-
днорiдного диференцiального рiвняння

x = e−
t2

2

[∫
te

t2

2 dt+ C

]
= e−

t2

2

[
e

t2

2 + C
]
= 1 + Ce−

t2

2 ,

де C – довiльна константа.
Вiдповiдь: загальним розв’язком рiвняння є функцiя

x = 1 + Ce−
t2

2 ,

де C – довiльна константа.

Приклад 1.8. Розв’язати диференцiальне рiвняння

x′ − x tg t = cos t.

Розв’язання. Для запропонованого рiвняння

a(t) = tg t, g(t) = cos t.
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Тодi ∫
a(t)dt =

∫
tg tdt = − ln | cos t|,∫

g(t)e−
∫
a(t)dtdt =

∫
cos teln | cos t|dt =

∫
cos2 tdt =

=

∫
1 + cos 2t

2
dt =

t

2
+

sin 2t

4
.

Використовуючи формулу Кошi (1.5), записуємо загальний розв’язок нео-
днорiдного диференцiального рiвняння

x = e
∫
tg tdt

(∫
e−

∫
tg tdt cos tdt+ C

)
=

= e− ln | cos t|
(∫

eln | cos t| cos tdt+ C

)
=

1

cos t

(
t

2
+

sin 2t

4
+ C

)
.

Тут C – довiльна константа.
Вiдповiдь: Загальним розв’язком рiвняння є функцiя

x =
C

cos t
+

t

2 cos t
+

sin t

2
,

де C – довiльна константа.
Приклад 1.9. Розв’язати задачу Кошi

x′ − x

t
= t2, x(2) = −2.

Розв’язання. Для запропонованого рiвняння

a(t) =
1

t
, g(t) = t2.

Тодi ∫
a(t)dt =

∫
1

t
dt = ln |t|,∫

g(t)e−
∫
a(t)dtdt =

∫
e−

∫
1
t dtt2dt =

∫
tdt =

t2

2
.

Використовуючи формулу Кошi (1.5), записуємо загальний розв’язок нео-
днорiдного диференцiального рiвняння

x = e
∫

1
t dt

(∫
e−

∫
1
t dtt2dt+ C

)
=

= eln |t|
(∫

e− ln |t|t2dt+ C

)
= t

(
t2

2
+ C

)
= Ct+

t3

2
.
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Тут C – довiльна константа.
Пiдставимо початковi умови x(2) = −2 у загальний розв’язок i одержи-

мо
2C + 4 = −2.

Звiдси C = −3 i

x(t) =
t3

2
− 3t.

Покажемо, як розв’язати цю задачу за допомогою формули Кошi (1.6).
Для цiєї задачi

t0 = 2, x0 = −2.

Тодi ∫ t

t0

a(t)dt =

∫ t

2

1

t
dt = ln |t|

∣∣∣t
2
= ln |t| − ln |2| = ln

∣∣∣ t
2

∣∣∣,∫ t

s

a(t)dt = ln |t|
∣∣∣t
s
= ln |t| − ln |s|,∫ t

t0

e
∫ t

s
a(t)dtg(s)ds =

∫ t

2

eln |t|−ln |s|s2ds = t

∫ t

2

sds = t
s2

2

∣∣∣t
2
=

t3

2
− 2t.

За формулою Кошi (1.6)

x =
t

2
x0 +

t3

2
− 2t =

t3

2
− 3t.

Вiдповiдь: Розв’язком задачi Кошi є

x(t) =
t3

2
− 3t.

1.2.3 Метод Бернуллi
Метод Бернуллi полягає у тому, що ми знаходимо загальний розв’язок лi-
нiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1) у виглядi

x(t) = u(t)v(t),

де u(t), v(t) – деякi гладкi невiдомi функцiї [1, 7]. Знаходимо похiдну

x′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t)

i пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в рiвняння (1.1). Одержуємо

u′(t)v(t) + u(t)v′(t) = a(t)u(t)v(t) + g(t).
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Далi групуємо доданки, якi мiстять u(t), але не мiстять u′(t)

u′(t)v(t) + (u(t)v′(t)− a(t)u(t)v(t)) = g(t)

i виносимо за спiльнi дужки функцiю u(t)

du(t)

dt
v(t) +

(
dv(t)

dt
− a(t)v(t)

)
u(t) = g(t). (1.10)

Функцiю v(t) знаходимо з умови рiвностi нулевi спiввiдношення в дуж-
ках

dv(t)

dt
− a(t)v(t) = 0

так, що функцiя v(t) є частинним розв’язком лiнiйного однорiдного дифе-
ренцiального рiвняння, яке вiдповiдає рiвнянню (1.1). Наприклад,

v(t) = e
∫
a(t)dt.

Пiдставляємо цю функцiю в (1.10) i одержуємо

du(t)

dt
e
∫
a(t)dt = g(t).

Звiдси
du(t)

dt
= e−

∫
a(t)dtg(t).

Шляхом iнтегрування знаходимо

u(t) =

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt+ C,

де C – довiльна константа. Так методом Бернуллi одержуємо формулу Ко-
шi (1.5)

x(t) = v(t)u(t) = e
∫
a(t)dt

(
C +

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt

)
.

Запишемо алгоритм методу Бернуллi:

• на першому кроцi пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в рiвняння (1.1), де
u(t), v(t) – деякi невiдомi функцiї;

• на другому кроцi групуємо в спiльнi дужки доданки, якi мiстять u(t),
але не мiстять u′(t), виносимо за дужки функцiю u(t) (рiвнiсть (1.10)),
спiввiдношення в дужках прирiвнюємо до нуля. Одержуємо рiвняння
для знаходження v(t);

• на третьому кроцi розв’язуємо диференцiальне рiвняння, знайдене на
другому кроцi i знаходимо v(t);
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Рис. 1.2: Сiм’я видатних математикiв: Якоб Бернуллi (1655 – 1748), Йоганн
Бернуллi (1667 – 1748), Данiель Бернуллi (1700 – 1782). Всi зображення:
Вiкiпедiя / суспiльне надбання; автори: Е. Гандманн (Якоб Бернуллi), J.
J. Haid (Йоганн Бернуллi, Данiель Бернуллi)

• на четвертому кроцi пiдставляємо знайдену функцiю v(t) в рiвняння
(1.10), записуємо диференцiальне рiвняння для знаходження функцiї
u(t), визначаємо його загальний розв’язок;

• на останньому кроцi в рiвнiсть x(t) = u(t)v(t) пiдставляємо функцiю
u(t), яку ми знайшли на четвертому кроцi, а також функцiю v(t), яку
ми знайшли на другому кроцi i таким способом записуємо загальний
розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1).

Приклад 1.10. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x+ e3t.

Розв’язання. За методом Бернуллi шукаємо загальний розв’язок рiв-
няння у виглядi

x = u(t)v(t),

де u(t), v(t) – гладкi функцiї. Знаходимо похiдну

x′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t)

i пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в задане рiвняння. Маємо

u′(t)v(t) + u(t)v′(t) = 2u(t)v(t) + e3t.

Групуємо доданки, якi мiстять u(t), але не мiстять u′(t)

u′(t)v(t) + (v′(t)− 2v(t))u(t) = e3t. (1.11)

Функцiю v(t) шукаємо з умови рiвностi нулевi виразу в дужках в (1.11)

v′ = 2v.
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Загальним розв’язком цього рiвняння є

v(t) = C0e
2t,

де C0 – довiльна константа (приклад 1.2). Пiдставляємо C0 = 1 i одержуємо

v(t) = e2t.

Тодi з (1.11) маємо
u′(t)e2t = e3t.

Звiдси
u′(t) = et, u(t) = et + C,

де C – довiльна константа. Звiдси

x(t) = u(t)v(t) = e2t(et + C).

Порiвняйте результат з прикладом 1.2.
Вiдповiдь:

x = e2t(et + C)

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.

Приклад 1.11. Знайти розв’язок задачi Кошi

t(t− 1)x′ + x = t2(2t− 1), x(2) = 4. (1.12)

Розв’язання. Згiдно методу Бернуллi шукаємо загальний розв’язок
(1.12) у виглядi

x = u(t)v(t),

де u(t), v(t) – деякi гладкi невiдомi функцiї. Знаходимо похiдну

x′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t)

i пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в рiвняння (1.12). Маємо

t(t− 1)(u′(t)v(t) + u(t)v′(t)) + u(t)v(t) = t2(2t− 1).

Далi групуємо доданки, якi мiстять u(t), але не мiстять u′(t). В дужках
виносимо u(t) за дужки i отримуємо

t(t− 1)v(t)u′(t) + [t(t− 1)v′(t) + v(t)]u(t) = t2(2t− 1). (1.13)

Функцiю v(t) знаходимо з умови

t(t− 1)v′(t) + v(t) = 0.
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Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнним. Запишемо його у виглядi

v′(t)

v(t)
=

1

t(t− 1)
,

iнтегруємо лiву i праву частини, знаходимо iнтеграли∫
v′(t)

v(t)
dt =

∫
1

v(t)
dv(t) = ln |v(t)|,

∫
1

t(t− 1)
dt =

∫ (
1

t
− 1

t− 1

)
dt = ln |t| − ln |t− 1|,

одержуємо
ln |v(t)| = ln |t| − ln |t− 1|+ ln |C0|,

де C0 – довiльна константа. Звiдси

|v(t)| =
∣∣∣ C0t

t− 1

∣∣∣.
Враховуємо те, що C0 – довiльна константа i одержуємо загальний розв’язок

v(t) =
C0t

t− 1
.

Вибираємо будь-який частинний розв’язок. Для цього в останньому спiв-
вiдношеннi виберемо C0 = 1 i одержимо

v(t) =
t

t− 1
.

Знайдену функцiю пiдставляємо в (1.13). Маємо рiвняння

u′(t) = 2t− 1,

з якого знаходимо функцiю

u(t) = t2 − t+ C,

де C – довiльна константа. Отже, загальний розв’язок рiвняння (1.12) має
вигляд

x(t) = u(t)v(t) = (t2 − t+ C)
t

t− 1
.

Розкриваючи дужки, його можна записати так

x(t) =
Ct

t− 1
+ t2.
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Використовуючи початкову умову x(2) = 4, отримуємо

4 = 2C + 4,

звiдки C = 0. Отже, розв’язком задачi Кошi є функцiя

x = t2.

Вiдповiдь:
x = t2.

1.2.4 Метод Ейлера
Метод Ейлера дозволяє звести лiнiйне диференцiальне рiвняння (1.1) до
рiвняння першого порядку в нормальнiй формi найпростiшого вигляду, а
саме, до рiвняння, в правiй частинi якого маємо вiдому функцiю тiльки
вiд незалежної змiнної [1, 7]. Як вiдомо, диференцiальне рiвняння першо-
го порядку в нормальнiй формi, права частина якого залежить лише вiд
незалежної змiнної, розв’язується за означенням первiсної i неозначений
iнтеграл вiд правої частини визначає загальний розв’язок такого рiвня-
ння. Для реалiзацiї такого пiдходу слiд знайти спецiальну функцiю, яка
називається iнтегрувальним множником, домножити на неї лiву i пра-
ву частини рiвняння (1.1). Далi, використовуючи теорему про похiдну вiд
добутку двох функцiй, одержати диференцiальне рiвняння найпростiшо-
го вигляду. Тому метод Ейлера також називають методом iнтегрувального
множника.

Розглянемо спочатку рiвняння (1.1) за умови, що функцiя a(t) є постiй-
ною, тобто a(t) = a, де a – константа. Помiтимо, що

d

dt

(
e−atx

)
= e−atdx

dt
− e−atax. (1.14)

Тому, якщо записати рiвняння (1.1) як

dx

dt
− ax = g(t),

домножити його на e−at i застосувати (1.14), то одержимо

d

dt

(
e−atx

)
= e−atg(t).

Звiдси за означенням первiсної

e−atx(t) = C +

∫
e−atg(t)dt.
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Отже, e−at є iнтегрувальним множником i загальний розв’язок рiвняння
(1.1) за умови, що a(t) = a, має вигляд

x(t) = eat
(
C +

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt

)
.

Приклад 1.12. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = −2x+ et.

Розв’язання. Помiтимо, що(
e2tx

)′
= e2tx′ + 2e2tx.

Запишемо запропоноване рiвняння як

x′ + 2x = et,

домножимо його на e2t i одержимо диференцiальне рiвняння

(e2tx)′ = e3t.

За означенням первiсної

e2tx = C +

∫
e3tdt,

де C – довiльна константа. Звiдси

e2tx = C +
1

3
e3t.

Записуємо загальний розв’язок рiвняння

x = e−2tC +
1

3
et.

Вiдповiдь:

x = e−2tC +
1

3
et

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.
Розглянемо тепер загальний випадок. Домножимо лiву i праву частину

рiвняння (1.1) на деяку функцiю µ(t), яка називається iнтегрувальним
множником

µ(t)
dx

dt
= µ(t)a(t)x+ µ(t)g(t).

Перенесемо доданки, якi мiстять шукану функцiю x i ї ї похiдну в лiву
частину рiвностi

µ(t)
dx

dt
− µ(t)a(t)x = µ(t)g(t). (1.15)

23



Пiдберемо iнтегрувальний множник µ(t) так, щоб лiва частина рiвностi
(1.15) була похiдною функцiї µ(t)x, тобто щоб виконувалась умова

d

dt
(µ(t)x) = µ(t)

dx

dt
− µ(t)a(t)x. (1.16)

Тодi з (1.15) маємо
d

dt
(µ(t)x) = µ(t)g(t). (1.17)

Iдея методу полягає у тому, що якщо вдається пiдiбрати функцiю µ(t),
для якої справджується рiвнiсть (1.16), то з рiвняння (1.17) за означенням
первiсної можемо знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння
(1.1).

Шукаємо iнтегрувальний множник µ(t) з (1.16). В лiвiй частинi рiвностi
(1.16) розкриваємо похiдну вiд добутку функцiй

µ′(t)x+ µ(t)x′ = µ(t)x′ − µ(t)a(t)x.

Далi скорочуємо подiбнi доданки

µ′(t)x = −µ(t)a(t)x

i дiлимо лiву i праву частини рiвностi на x. Одержуємо рiвняння для зна-
ходження iнтегрувального множника

µ′(t) = −µ(t)a(t).

Це рiвняння є лiнiйним однорiдним диференцiальним рiвнянням. Знаходи-
мо його ненульовий частинний розв’язок

µ(t) = e−
∫
a(t)dt. (1.18)

Для цього можемо застосувати формулу (1.3), в якiй C = 1 i функцiю a(t)
замiнюємо на −a(t).

Далi iнтегруємо рiвнiсть (1.17) i одержуємо

µ(t)x =

∫
µ(t)g(t)dt+ C. (1.19)

Тут C – довiльна константа. Пiдставляємо в (1.19) знайдений iнтегруваль-
ний множник (1.18)

e−
∫
a(t)dtx =

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt+ C.

Звiдси одержуємо загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння (1.1) у виглядi формули Кошi

x(t) = e
∫
a(t)dt

(
C +

∫
e−

∫
a(t)dtg(t)dt

)
.

Запишемо алгоритм методу Ейлера:
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• на першому кроцi домножимо лiву i праву частину рiвняння (1.1) на
деяку функцiю µ(t), перенесемо доданки, якi мiстять шукану фун-
кцiю x i ї ї похiдну в лiву частину рiвностi i одержуємо рiвнiсть (1.15);

• на другому кроцi накладаємо умову на знаходження функцiї µ(t):
лiва частина рiвностi (1.15) спiвпадає з похiдною функцiї µ(t)x. Так
одержуємо рiвностi (1.16), (1.17);

• на третьому кроцi в лiвiй частинi (1.16) розкриваємо похiдну вiд до-
бутку функцiй µ(t)x, скорочуємо подiбнi доданки, дiлимо лiву i праву
частину рiвностi на x. Так одержуємо диференцiальне рiвняння для
знаходження iнтегрувального множника µ(t). Розв’язуємо його i зна-
ходимо частинний розв’язок (1.18);

• на четвертому кроцi шляхом iнтегрування з рiвняння (1.17) обчи-
слюємо µ(t)x (формула (1.19)), пiдставляємо в µ(t)x знайдену на по-
передньому кроцi функцiю µ(t) i визначаємо x(t). Таким способом
одержуємо загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння (1.1).

Можемо зробити висновок, що розглянутi вище методи Лагранжа, Ко-
шi, Бернуллi, Ейлера знаходження загального розв’язку лiнiйного неодно-
рiдного диференцiального рiвняння (1.1) є еквiвалентними, оскiльки при-
водять до формули Кошi (1.5).
Приклад 1.13. Розв’язати диференцiальне рiвняння

x′ + tx = t.

Розв’язання. Застосуємо метод Ейлера. Домножимо лiву i праву ча-
стини рiвняння на функцiю µ(t)

µ(t)x′ + µ(t)tx = µ(t)t.

Накладемо умову
d

dt
(µ(t)x) = µ(t)x′ + µ(t)tx.

Цю умову можна записати так

µ′(t)x+ µ(t)x′ = µ(t)x′ + µ(t)tx.

Звiдси одержуємо
µ′(t)x = µ(t)tx.

Маємо диференцiальне рiвняння для знаходження iнтегрувального мно-
жника

µ′(t) = µ(t)t.
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Це рiвняння є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Його розв’язком
є функцiя

µ(t) = e
∫
tdt = e

t2

2 .

Отже, диференцiальне рiвняння має вигляд

d

dt
(µ(t)x) = µ(t)t.

Пiдставляємо iнтегрувальний множник

d

dt
(e

t2

2 x) = e
t2

2 t,

iнтегруємо лiву i праву частини

e
t2

2 x =

∫
e

t2

2 tdt+ C.

Тут C – довiльна константа. Помiчаємо, що∫
e

t2

2 tdt =

∫
e

t2

2 d
t2

2
= e

t2

2 .

Тому
e

t2

2 x = e
t2

2 + C.

У такий спосiб знаходимо загальний розв’язок

x = 1 + Ce−
t2

2 .

Вiдповiдь:
Загальний розв’язок

x = 1 + Ce−
t2

2 ,

де C – довiльна константа

Приклад 1.14. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x+ e3t.

Розв’язання. За методом Ейлера, домножимо лiву i праву частини
рiвняння на функцiю µ(t)

µ(t)x′ = 2µ(t)x+ µ(t)e3t.

Накладемо умову
d

dt
(µ(t)x) = µ(t)x′ − 2µ(t)x.
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Цю умову запишемо так

µ′(t)x+ µ(t)x′ = µ(t)x′ − 2µ(t)x.

Звiдси маємо
µ′(t)x = −2µ(t)x.

Подiливши на x праву i лiву частини останнього рiвняння, отримуємо ди-
ференцiальне рiвняння для знаходження iнтегрувального множника

µ′(t) = −2µ(t).

Його частинним розв’язком є функцiя

µ(t) = e−2t.

Отже, задане диференцiальне рiвняння має вигляд

d

dt
(µ(t)x) = µ(t)e3t.

Пiдставляємо iнтегрувальний множник

d

dt
(e−2tx) = et.

Iнтегруємо останнiй вираз i отримуємо

e−2tx = et + C.

Тут C – довiльна константа. Звiдси

x(t) = e2t(et + C).

Порiвняйте результат розв’язування з результатом прикладу 1.2.
Вiдповiдь:

x = e2t(et + C)

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.

1.3 Метод невизначених коефiцiєнтiв
Метод невизначених коефiцiєнтiв застосовується для знаходження загаль-
ного розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння (1.1) у
випадку, коли функцiя a(t) є постiйною, а функцiя g(t) є неперервною фун-
кцiєю спецiального вигляду, t ∈ R. Отже, розглянемо лiнiйне неоднорiдне
диференцiальне рiвняння першого порядку

dx

dt
= ax+ g(t), (1.20)
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де a ∈ R – постiйна, g(t) – неперервна функцiя, t ∈ R.
Спочатку записуємо вiдповiдне до (1.20) однорiдне рiвняння

dx

dt
= ax

i знаходимо його загальний розв’язок

x0(t) = Ceat, (1.21)

де C – довiльна константа. Далi розглянемо (1.20) у виглядi

dx

dt
− ax = g(t).

За методом Ейлера домножимо лiву i праву частини останньої рiвностi на
e−at. Тодi

e−atdx

dt
− ae−atx = e−atg(t).

Помiтимо, що

e−atdx

dt
− ae−atx =

d

dt
(e−atx).

Тому
d

dt
(e−atg(t)) = e−atg(t).

Iнтегруючи останню рiвнiсть, одержуємо

e−atx =

∫
e−atg(t)dt,

звiдки можемо зробити висновок, що частинний розв’язок рiвняння (1.20)
має задовольняти рiвностi

x1(t) = eat
∫

e−atg(t)dt. (1.22)

Випадок 1. Припустимо, що в рiвняннi (1.20)

g(t) = p0e
γt,

де p0, γ – дiйснi числа. Пiдставимо таку функцiю в (1.22)

x1(t) = p0e
at

∫
e(γ−a)tdt.

Тодi, якщо γ = a, то частинний розв’язок рiвняння (1.20) має вигляд

x1(t) = q0te
γt. (1.23)
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Тут q0 – константа. Якщо γ ̸= a, то

x1(t) =
p0

γ − a
eate(γ−a)t =

p0
γ − a

eγt.

Тодi частинний розв’язок рiвняння має вигляд (1.20)

x1(t) = q0e
γt. (1.24)

Коефiцiєнт q0 в виразах (1.23), (1.24) визначаємо пiдстановкою в рiвняння
(1.20).
Приклад 1.15. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x′ = 2x+ e3t.

Розв’язання. В прикладi 1.2 ми показали, що

x0(t) = Ce2t

– загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

x′ = 2x,

де C – довiльна константа. Оскiльки для заданого рiвняння a = 2, γ = 3,
тому, застосовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв, шукаємо за (1.24)
частинний розв’язок як

x = Qe3t,

де Q – невiдомий коефiцiєнт. Пiдстановка у задане рiвняння дає рiвнiсть

3Qe3t = 2Qe3t + e3t.

Зiбравши подiбнi доданки i подiливши одержаний вираз на e3t, отримаємо
Q = 1. Отже,

x1(t) = e3t

– частинний розв’язок рiвняння. За теоремою про структуру загального
розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння першого по-
рядку одержуємо

x(t) = x0(t) + x1(t) = Ce2t + e3t.

Вiдповiдь:
x = Ce2t + e3t

–загальний розв’язок рiвняння, де C – довiльна константа.
Випадок 2. Припустимо, що в рiвняннi (1.20)

g(t) = Pm(t),
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де
Pm(t) = p0t

m + p1t
m−1 + ...+ pm−1t+ pm,

– многочлен m-го степеня, m ≥ 0.
Якщо a = 0, то (1.22) має вигляд

x1(t) =

∫
Pm(t)dt,

де первiсна є многочленом m+1-го степеня, в якiй коефiцiєнт при нульовiй
степенi можна взяти рiвним нулевi.

У випадку a ̸= 0 отримаємо (1.22) у виглядi

x1(t) = eat
∫

e−atPm(t)dt.

Iнтегруємо за частинами∫
e−atPm(t)dt = −1

a

∫
Pm(t)de

−at = −1

a

(
e−atPm(t)−

∫
Pm(t)de

−at

)
=

= −1

a

(
e−atPm(t)−

∫
e−atdPm(t)

)
,

диференцiюємо Pm(t) i виражаємо dPm(t) як добуток многочлена m− 1-го
степеня на dt, до одержаного iнтегралу знову застосовуємо iнтегрування
за частинами. Продовжуючи iнтегрування, пересвiдчуємося що частинний
розв’язок є многочленом m-го степеня.

Маємо проаналiзувати такi варiанти: якщо a = 0, то частинний розв’язок
рiвняння (1.20) шукаємо у виглядi

x1(t) = tQm(t),

iнакше у виглядi
x1(t) = Qm(t).

Тут
Qm(t) = q0t

m + q1t
m−1 + ...+ qm−1t+ qm

– многочлен m-го степеня, коефiцiєнти якого q0, q1, . . ., qm−1, qm слiд знайти
так, щоб x1(t) одержати як частинний розв’язок рiвняння (1.20).
Приклад 1.16. Розв’язати диференцiальне рiвняння

x′ = x+ t2 + 1.

Розв’язання. Застосуємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Спочатку
знайдемо загальний розв’язок однорiдного рiвняння

x′ = x.
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Загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

x0 (t) = Cet,

де C – довiльна константа. Так як в цьому рiвняннi

g(t) = t2 + 1,

то за методом невизначених коефiцiєнтiв частинний розв’язок

x (t) = At2 +Bt+D.

Тут A, B, D – невiдомi коефiцiєнти. Знаходимо

x′ (t) = 2At+B

i пiдстановка в рiвняння дає

2At+B = At2 +Bt+D + t2 + 1.

Звiдси маємо тотожнiсть

t2(A+ 1) + t(B − 2A) + 1−B +D = 0,

яка справджується при

A+ 1 = 0, B − 2A = 0, 1−B +D = 0.

Тому
A = −1, B = −2, D = −3.

Частинний розв’язок рiвняння записується так

x1 (t) = −t2 − 2t− 3.

Отже, загальний розв’язок заданого лiнiйного неоднорiдного диференцi-
ального рiвняння такий

x (t) = Cet − t2 − 2t− 3,

де C – довiльна константа.
Вiдповiдь: Загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x (t) = Cet − t2 − 2t− 3,

де C – довiльна константа.
Випадок 3. Припустимо, що

g(t) = eγtPm(t),
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де
Pm(t) = p0t

m + p1t
m−1 + ...+ pm−1t+ pm,

– многочлен m-го степеня, m ≥ 0, γ – дiйсне число. Випадок 3 узагальнює
випадки 1 i 2. Пiдстановка функцiї g(t) в (1.22) дає

x1(t) = eat
∫

e(γ−a)tPm(t)dt.

Далi, подiбно до випадкiв 1, 2, аналiзуємо вигляд частинного розв’язку
рiвняння.

Якщо γ = a, то частинний розв’язок рiвняння (1.20) шукаємо у виглядi

x1(t) = teγtQm(t),

iнакше – у виглядi
x1(t) = eγtQm(t).

Тут
Qm(t) = q0t

m + q1t
m−1 + ...+ qm−1t+ qm

– многочлен m-го степеня. Невизначенi коефiцiєнти многочлена Qm(t) зна-
ходимо шляхом пiдстановки в рiвняння (1.20). Далi отримуємо рiвнiсть,
в якiй скорочуємо eαt, збираємо доданки при однакових степенях tj, j =
0, 1, . . . ,m i прирiвнюємо їх до нуля. Одержуємо систему лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь для знаходження q0, q1, . . ., qm.

Випадок 4. Нехай

g(t) = p0 cos βt+ p1 sin βt,

де p0, p1, β ̸= 0 – дiйснi числа. У цьому випадку частинний розв’язок
рiвняння (1.20) шукаємо (1.20)

x1(t) = eat
∫

e−at(p0 cos βt+ p1 sin βt)dt.

Iнтеграл знаходимо за допомогою iнтегрування за частинами. Отже, ча-
стинний розв’язок рiвняння (1.20) шукаємо у виглядi

x1(t) = q0 cos βt+ q1 sin βt,

де q0, q1 – невизначенi коефiцiєнти.
Випадок 5. Припустимо, що

g(t) = eγt (Pm(t) cos βt+Rs(t) sin βt) ,

Pm(t) = p0t
m + p1t

m−1 + ...+ pm−1t+ pm, (m ≥ 0),

Rs(t) = r0t
s + r1t

s−1 + ...+ rs−1t+ rs, (s ≥ 0),
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– многочлени m-го степеня i s-го степеня, m ≥ 0, s ≥ 0, γ, β ̸= 0 – дiйснi
числа. Знайдемо максимальний степiнь многочленiв

M = max{m, s}

i частинний розв’язок рiвняння (1.20) шукаємо у виглядi

x1(t) = eγt (QM(t) cos βt+NM(t) sin βt) .

Тут
QM(t) = q0t

M + q1t
M−1 + ...+ qM−1t+ qM ,

NM(t) = n0t
M + n1t

M−1 + ...+ nM−1t+ nM ,

– многочлени M -го степеня, коефiцiєнти яких q0, q1, . . ., qM−1, qM , n0, n1,
. . ., nM−1, nM слiд визначити за допомогою пiдстановки так x1(t) в рiвняння
(1.20), щоб одержати частинний розв’язок рiвняння (1.20).

Обґрунтування випадку 5 проводиться аналогiчно до обґрунтування
випадку 3. При цьому припускаємо, без обмежень на загальнiсть мiркувань,
що m = s = M i застосовуємо iнтегрування за частинами для iнтегралiв
вигляду ∫

tkeγt (C cos βt+D sin βt) dt =

= tkeγt (A cos βt+B sin βt)−
∫

eγt (A cos βt+B sin βt) dtk =

= tkeγt (A cos βt+B sin βt)− 1

k

∫
tk−1eγt (A cos βt+B sin βt) dt,

де C, D – константи,

A =
γC − βD

β2 + γ2
, B =

βC + γD

β2 + γ2
, k = 1, 2, . . . ,M.

Випадок 6. Припустимо, що в рiвняннi (1.20) функцiя g(t) не задо-
вольняє жодному з попереднiх випадкiв, але її можемо подати як суму
неперервних функцiй

g(t) = g(1)(t) + g(2)(t) + . . .+ g(r)(t),

де кожна з функцiй g(1)(t), g(2)(t), . . ., g(r)(t) пiдпадає пiд один з п’яти
випадкiв, за якого застосовується метод невизначених коефiцiєнтiв. Тодi

1. для кожної функцiї g(1)(t), g(2)(t), . . ., g(r)(t) знаходимо методом неви-
значених коефiцiєнтiв частинний розв’язок x(i)(t) лiнiйного неоднорi-
дного диференцiального рiвняння

dx

dt
= ax+ g(i)(t), i = 1, 2, . . . , r;
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2. конструюємо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння

dx

dt
= ax+ g(t), i = 1, 2, . . . , r;

як суму частинних розв’язкiв, знайдених на попередньому кроцi

x̄(t) = x(1)(t) + x(2)(t) + . . .+ x(r)(t).

Викладений тут метод невизначених коефiцiєнтiв для лiнiйного неодно-
рiдного рiвняння першого порядку є частинним випадком методу невизна-
чених коефiцiєнтiв для лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвнян-
ня вищих порядкiв i для систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

1.4 Випадок лiнiйного вiдносно функцiї ди-
ференцiального рiвняння

Розглянемо диференцiальне рiвняння вигляду [1, 7]

f ′(x)
dx

dt
= a(t)f(x) + g(t).

Тут a(t), g(t) – неперервнi функцiї, g(t) – неперервно диференцiйована
функцiя, t ∈ R. Замiна

z = f(x),
dz

dt
= f ′(x)

dx

dt

зводить таке рiвняння до лiнiйного

dz

dt
= a(t)z + g(t).

Приклад 1.17. Розв’язати диференцiальне рiвняння

1

x

dx

dt
+ (2− t) lnx = t(e−2t − e

t2

2 ).

Розв’язання. Робимо замiну змiнних z = lnx. Тодi

dz

dt
=

1

x

dx

dt
.

Одержуємо рiвняння

dz

dt
= (t− 2)z + t(e−2t − e

t2

2 ).
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Таке рiвняння є лiнiйним.
Розв’язуємо спочатку однорiдне рiвняння

dz

dt
= (t− 2)z,

dz

z
= (t− 2)dt.

Звiдси

ln |z| = t2

2
− 2t+ lnC, ln |z

c
| = t2

2
− 2t,

z0(t) = Ce
t2

2 −2t.

Застосуємо метод Лагранжа для знаходження частинного розв’язку

z(t) = C(t)e
t2

2 −2t.

z′(t) = C ′(t)e
t2

2 −2t + C(t)e
t2

2 −2t(t− 2).

Пiдставимо z(t), z′(t) у рiвняння. Отримаємо

C ′(t)e
t2

2 −2t = t(e−2t − e
t2

2 ),

звiдки
C ′(t) = t

(
e−

t2

2 − e2t
)
.

Iнтегруємо останню рiвнiсть

C(t) =

∫
te−

t2

2 dt−
∫

te2tdt.

Знайдемо перший iнтеграл.∫
te−

t2

2 dt =

∫
e−

t2

2 d
t2

2
= −e−

t2

2 ,

∫
te2tdt = |s = 2t| = 1

4

∫
sesds =

1

4

∫
sdes =

=
1

4
(ses −

∫
esds) =

1

4
es(s− 1) =

1

4
e2t(2t− 1).

Отже,

C(t) = −e−
t2

2 − 1

4
e2t(2t− 1),

z1(t) = C(t)e
t2

2 −2t = −(e−
t2

2 +
1

4
e2t(2t− 1))e

t2

2 −2t = −(e−2t +
1

4
e

t2

2 (2t− 1)).

z(t) = z0(t) + z1(t) = Ce
t2

2 −2t − e−2t − 1

4
e

t2

2 (2t− 1).
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Оскiльки z = lnx, то

lnx = Ce
t2

2 −2t − e−2t − 1

4
e

t2

2 (2t− 1)

буде загальним iнтегралом рiвняння.
Вiдповiдь: Загальний iнтегралом рiвняння

lnx = Ce
t2

2 −2t − e−2t − 1

4
e

t2

2 (2t− 1),

C – довiльна константа

1.5 Питання, тести для самоконтролю
1. Наведiть означення лiнiйного диференцiального рiвняння першого

порядку.

2. Сформулюйте основнi властивостi розв’язкiв лiнiйного диференцiаль-
ного рiвняння першого порядку.

3. Опишiть методику розв’язування лiнiйного однорiдного диференцi-
ального рiвняння першого порядку.

4. Сформулюйте основнi етапи методу варiацiї довiльної сталої (методу
Лагранжа).

5. Наведiть формулу Кошi загального розв’язку лiнiйного однорiдного
диференцiального рiвняння першого порядку.

6. Запишiть формулу Кошi у формi Кошi.

7. У чому полягає метод Кошi знаходження загального розв’язку лiнiй-
ного однорiдного диференцiального рiвняння першого порядку?

8. У чому полягає iдея методу Бернуллi знаходження загального розв’язку
лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння першого порядку?
Як ця iдея вiдображається при розв’язуваннi диференцiального рiв-
няння Бернуллi?

9. Сформулюйте основнi етапи методу Ейлера знаходження загального
розв’язку лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння першого
порядку.

1.6 Задачi для самостiйної роботи
Знайти загальнi розв’язки або загальнi iнтеграли наведених нижче рiвнянь.
В задачах 6, 9, 10, 13, 22 знайти розв’язок задачi Кошi.
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1. x′ = t2x

2. x′ = (ln t)x

3. dx
dt − etx = 0

4. x′ + x = e−2t

5. dx
dt − 2tx = 1

6. tx′ + x = t cos t, x(π/2) = 1

7. x′(t+ lnx) = 1

8. t ln tdxdt − x = t(ln t− 1)

9. x′ + tg tx = t cos2 t, x(0) = 1

10. (x2− 6t)x′+2x = 0, x(0) = −1

11. (x−x2)dt+(2tx2−t−x2)dx = 0

12. sec2 xdx
dt = tg x + 2e3t, secx =

1
cosx

13. dt + (t − e−x sec2 x)dx = 0,
x(2) = 0

14. dx
dt − x = 2t− t2

15. x′(t+ ctg x) = 1

16. dx
dt +

x
t =

sin t
t2

17. x′ sin t− x = 2 sin2 t
2

18. sec2 xdx
dt + t tg x = t

19. t cos tdxdt + x(t sin t+ cos t) = 1

20. dx
dt = 3x+ tet

21. dx
dt = −2x+ t2 − 3t+ 4

22. dx
dt = x+ t− 1, x(0) = 1

23. x2x′ + 1
3x

3 = tet

З метою вдосконалення практичних навичок пропонується виконати до-
датковi вправи, що мiстяться у лiтературi: [3, 8, 9].
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Тема 2

Диференцiальнi рiвняння
Бернуллi i Рiккатi

2.1 Диференцiальне рiвняння Бернуллi
Наведемо таке означення [1, 7].

Означення 2.1. Диференцiальне рiвняння вигляду
dx

dt
= a(t)x+ b(t)xk (2.1)

називається диференцiальним рiвнянням Бернуллi. Тут a(t), b(t) –
неперервнi функцiї.

Дiлимо лiву i праву частини рiвняння на xk

dx

dt
= a(t)x+ b(t)xk.

У цьому випадку одержуємо рiвняння вигляду

x−kdx

dt
= a(t)x1−k + b(t).

Рис. 2.1: Якоб Бернуллi (1655 – 1748), Якопо Рiккатi (1676 – 1705). Всi
зображення: Вiкiпедiя / суспiльне надбання; автори Нiколаус Бернуллi
(Якоб Бернуллi), iнший – невiдомий.
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Так як
d

dt
x1−k = (1− k)x−kdx

dt
,

то
x−kdx

dt
=

1

1− k

d

dt
x1−k.

Звiдси
1

1− k

d

dt
x1−k = a(t)x1−k + b(t).

Робимо замiну змiнних z = x1−k. Одержали лiнiйне диференцiальне рiвня-
ння

dz

dt
= (1− k)a(t)z + (1− k)b(t).

Замiна
x = zm, m =

1

1− k

дозволяє звести рiвняння Бернуллi до лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння. При 0 < k < 1 рiвняння Бернуллi має особливий
розв’язок x(t) ≡ 0.

Приклад 2.1. Розв’язати рiвняння

x′ − tx = −tx3

Розв’язання. Дiлимо обидвi частини рiвняння на x3 i одержуємо

x′

x3
− t

1

x2
= −t.

Робимо замiну
1

x2
= z, −2x′

x3
= z′.

Звiдси
x′

x3
= −1

2
z′.

Пiсля пiдстановки одержуємо

−1

2
z′ − tz = −t.

У такий спосiб приходимо до лiнiйного диференцiального рiвняння

z′ = −2tz + 2t.

Розв’язуємо його одним з методiв. Одержуємо загальний розв’язок

z = 1 + Ce−t2.
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Звiдси отримуємо загальний iнтеграл рiвняння Бернуллi

1

x2
= 1 + Ce−t2.

Вiдповiдь: Загальний iнтеграл

1

x2
= 1 + Ce−t2,

де C – довiльна константа.
Приклад 2.2. Розв’язати рiвняння

x′ − x = (1 + t)x2

Розв’язання. Аналiзуючи запропоноване диференцiальне рiвняння, мо-
жна зробити висновок, що це є рiвняння Бернуллi при n = 2. Дiлимо обидвi
частини рiвняння на x2 i одержуємо

−x−2x′ +
1

x
= −(1 + t).

За допомогою замiни змiнних одержуємо лiнiйне рiвняння

dz

dt
+ z = −(1 + t),

1

x
= z.

Його розв’язком є

z = e−t

[∫
(−1− t)etdt+ C

]
= Ce−t − t.

Отже,
1

x
= Ce−t − t

є загальним iнтегралом заданого рiвняння,

x =
1

Ce−t − t

є його загальним розв’язком.
Вiдповiдь: Загальний розв’язок

x =
1

Ce−t − t
,

C – довiльна константа.
Рiвняння Бернуллi можна проiнтегрувати методом Бернуллi за допомо-

гою пiдстановки
x(t) = u(t)v(t),
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де u(t), v(t) – неперервно диференцiйованi функцiї. Знаходимо похiдну

x′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t).

Пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в рiвняння (2.1). Одержуємо

u′(t)v(t) + u(t)v′(t) = a(t)u(t)v(t) + b(t)uk(t)vk(t).

Далi групуємо другий та третiй доданки i виносимо за спiльнi дужки фун-
кцiю u(t)

u′(t)v(t) + (v′(t)− a(t)v(t))u(t) = b(t)uk(t)vk(t). (2.2)

Функцiя
v(t) = e

∫
a(t)dt

є частинним розв’язком лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння

dv(t)

dt
− a(t)v(t) = 0.

Пiдставляємо цю функцiю в (2.2) i одержуємо

u′(t)e
∫
a(t)dt = b(t)ek

∫
a(t)dtuk(t).

Звiдси
u′(t) = b(t)e(k−1)

∫
a(t)dtuk(t).

Вiдокремлюючи змiннi, одержуємо

du

uk
= b(t)e(k−1)

∫
a(t)dt.

Iнтегруємо останню рiвнiсть

u1−k

1− k
=

∫
b(t)e(k−1)

∫
a(t)dt + C,

де C – довiльна константа. Звiдси

u(t) =

(
1

1− k

∫
b(t)e(k−1)

∫
a(t)dt +

C

1− k

) 1
1−k

.

Одержуємо формулу для загального розв’язку рiвняння Бернуллi

x(t) = u(t)v(t) = e
∫
a(t)dt

(
1

1− k

∫
b(t)e(k−1)

∫
a(t)dt +

C

1− k

) 1
1−k

.
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Приклад 2.3. Розв’язати рiвняння

x′ − 2x

t
= −t2x2

.

Розв’язання.
Застосуємо метод Бернуллi. Нехай

x(t) = u(t)v(t),

де u(t), v(t) – невiдомi неперервно диференцiйованi функцiї. Знаходимо
похiдну

x′(t) = u′(t)v(t) + u(t)v′(t).

Пiдставляємо x(t) = u(t)v(t) в рiвняння

u′(t)v(t) + u(t)v′(t)− 2

t
u(t)v(t) = −t2u2(t)v2(t).

Далi групуємо другий та третiй доданки i виносимо за спiльнi дужки фун-
кцiю u(t)

u′(t)v(t) +

(
v′(t)− 2

t
v(t)

)
u(t) = −t2u2(t)v2(t).

Покладаємо
v′ − 2

t
v = 0.

Знайдемо функцiю v(t). Вiдокремимо змiннi в одержаному рiвняннi

dv

v
− 2

t
= 0

i проiнтегруємо
ln |v| = 2 ln |t|+ ln |C1|.

Тут C1 – довiльна константа. Покладаючи C1 = 1, знаходимо

v(t) = t2.

Отже, u′(t)t2 = −t6u2(t), тому

u′ = −t4u2.

Вiдокремлюючи змiннi, одержуємо

du

u2
= −t4.
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Iнтегруємо

−u−1 = −t5

5
− C,

де C – довiльна константа. Отже,

u(t) =
5

t5 + 5C
,

x(t) = u(t)v(t) =
5t2

t5 + 5C
.

Вiдповiдь: Загальний розв’язок

x =
5t2

t5 + 5C
,

де C – довiльна константа.

2.2 Диференцiальне рiвняння Рiккатi
Розглянемо означення [1, 6, 7, 10].

Означення 2.2. Диференцiальне рiвняння вигляду

dx

dt
= a(t)x2 + b(t)x+ c(t) (2.3)

називається диференцiальним рiвнянням Рiккатi. Тут a(t), b(t),
b(t) – неперервнi функцiї.

В загальному випадку рiвняння Рiккатi (2.3) не iнтегрується, лише в
окремих випадках. Розглянемо два випадки:

1. Якщо a(t), b(t), b(t) є константами, то одержуємо рiвняння з вiд-
окремлюваними змiнними.

2. Нехай вiдомий один частинний розв’язок x1(t). Робимо замiну

x = x1(t) + z

i одержуємо рiвняння Бернуллi при k = 2.

z =
1

u
.

Отже, замiна

x = x1(t) +
1

u
приводить диференцiальне рiвняння Рiккатi до лiнiйного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння
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Приклад 2.4. Розв’язати рiвняння

x′ = tx2 + t2x− 2t3 + 1,

де x1(t) = t – його частинний розв’язок.
Розв’язання.
Перевiряємо, чи x1(t) = t – частинний розв’язок цього рiвняння

1 = t3 + t3 − 2t3 + 1.

Зробимо пiдстановку

x = t+
1

u
,

отримаємо
u′ + 3t2u = −t,

звiдки

u = e−t3
(
C −

∫
et

3

tdt

)
.

Отже,

x = t+
et

3

C −
∫
et3tdt

.

Вiдповiдь: Загальний розв’язок

x = t+
et

3

C −
∫
et3tdt

,

де C – довiльна константа.

2.3 Питання, тести для самоконтролю
1. Наведiть означення диференцiального рiвняння Бернуллi.

2. Запишiть пiдстановку, яка зводить рiвняння Бернуллi до лiнiйного
диференцiального рiвняння.

3. Як пов’язане диференцiальне рiвняння Бернуллi з диференцiальним
рiвнянням, яке є лiнiйним вiдносно функцiї?

4. Опишiть метод Бернуллi для розв’язування рiвняння Бернуллi.

5. Наведiть означення диференцiального рiвняння Рiккатi.

6. Проаналiзуйте, чи виконуються властивостi розв’язкiв лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння першого порядку для диференцiальних рiв-
нянь Бернуллi i Рiккатi. Наведiть приклади.
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2.4 Задачi для самостiйної роботи
Знайти загальнi розв’язки або загальнi iнтеграли таких рiвнянь

1. dx
dt = 2x+ tx3

2. x′ + tx
1−t2 = t

√
x

3. 3dx
dt − x sin t+ 3x4 sin t = 0

4. tx′ + x = tx2 ln t

5. x′ + 2x
t = 2

√
x

cos2 t

6. cos tdxdt − x sin t = x4

Знайти загальний розв’язок рiвняння, пiдiбравши спочатку частинний
розв’язок

6. t3 dxdt − x2 − t2x+ t2 = 0

7. dx
dt = x2 − t2 + 1

8. t2 dxdt − t2x2 + 5tx− 3 = 0

9. dx
dt + tx2 + x

t − t3 − 2 = 0

Знайти загальний розв’язок рiвняння, якщо вiдомий його частинний
розв’язок x1(t)

10. x′ = x2 + x
t +

1
t2 , x1(t) = −1

t

11. dx
dt =

x2

t2 + x
t − t sin t− cos2 t, x1(t) = t cos t

12. dx
dt =

e−t

sin tx
2 + x+ et (cos t− sin t) , x1(t) = et sin t

13. (t− t4)x′ − t2 − x+ 2tx2 = 0, x1(t) = t2

14. dx
dt =

2x2

t2 + x
t + t cos t− 1 + cos 2t, x1(t) = t sin t

15. dx
dt =

x2

t2 +
(
2 + 1

t

)
x− e4t, x1(t) = te2t

З метою вдосконалення практичних навичок пропонується виконати до-
датковi вправи, що мiстяться у лiтературi: [3, 8, 9].
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