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ПОДЯКИ

Автори висловлюють вдячнiсть асистентам кафедри обчислювальної

математики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського на-

цiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка Тимошенку Андрiю Ана-

толiйовичу та Оноцькому В’ячеславу Валерiйовичу за сумлiнне виконан-

ня обов’язкiв викладачiв занять з дисциплiни “Об’єктно-орiєнтоване про-

грамування” для студентiв другого курсу освiтньо-професiйної програми

“Прикладна математика”.

Також автори висловлюють окрему подяку Токарю Костянтину Сер-

гiйовичу за допомогу в формулюваннi алгоритмiв та оформленнi коду i

прикладiв.
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ВСТУП

Ця методична розробка призначена для студентiв факультету комп’ютер-

них наук та кiбернетики, щоб допомогти їм у написаннi лабораторних робiт

з курсу “Об’єктно-орiєнтоване програмування”. Даний курс є складовою

освiтньо-професiйної програми рiвня бакалавру “Прикладна математика”.

Представленi в даному документi лабораторнi роботи пропонуються сту-

дентам до виконання вже упродовж багатьох рокiв. Рiзноманiтнiсть алго-

ритмiв, як по темам, так i по рiвню складностi для реалiзацiї, дають можли-

вiсть студентам перевiрити свої навички програмування та розширити свої

знання з вiдповiдних напрямкiв. Лабораторнi роботи “Генерування псевдо-

випадкових чисел”, “Арифметика довгих чисел” та “Алгоритми обчислю-

вальної геометрiї” мiстять набори ключових алгоритмiв зi своїх напрямкiв,

що дозволяє студенту ознайомитися з основними принципами, iдеями та

проблемами пiд час роботи над програмами вiдповiдної тематики. Части-

на алгоритмiв є тривiальною, проте деякi з них є настiльки складними,

що процедура їхнього розбору може займати не одне лабораторне занят-

тя. Метою написання даної методичної розробки є висвiтлення ключових

аспектiв кожної з вищезгаданих лабораторних робiт, бiльш чiтке формулю-

вання вимог до здачi лабораторної та опис i пояснення важливих нюансiв

в алгоритмах, якi неодноразово викликали питання з боку студентiв.

Алгоритми вищезгаданих лабораторних робiт пропонується реалiзову-

вати мовою програмування С++, тому у текстi документу також будуть

присутнi блоки коду цiєю мовою, якi можна використовувати в якостi бази

для написання власного коду. Данi фрагменти, хоч i будуть вiдображати

деякi ключовi аспекти тих чи iнших алгоритмiв, тим не менше, не будуть

повними. Це означає, що для того, щоб присутнiй у документi код компi-
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лювався, його необхiдно буде доповнити власним кодом. Дана методична

розробка не має на своїй метi представлення зразку реалiзацiї всiх алго-

ритмiв вищезгаданих лабораторних робiт. Присутнiй в документi код та-

кож буде слугувати зразком дотримання парадигми об’єктно-орiєнтованого

програмування. В деяких мiсцях буде пояснюватися, чому i як використо-

вуюються принципи даної парадигми: iнкапсуляцiя, наслiдування та полi-

морфiзм.

Також присутнi в методичнiй розробцi мiркування стосовно реалiзацiї

алгоритму та самого коду не будуть спрямованi на оптимiзацiю обчислень.

Головною задачею пiд час розбору та реалiзацiї алгоритмiв, окрiм коре-

ктностi, буде отримання вiрної асимптотичної оцiнки їхньої роботи. Проте

в дяких мiсцях, де оптимiзацiю обчислень можна зробити очевидно та про-

сто, iдеї стосовно даної оптимiзацiї будуть також висвiтленi.

Значна частина алгоритмiв вищезгаданих лабораторних робiт викори-

стовує контейнери даних, частина з яких вже реалiзована в стандартнiй

бiблiотецi мови С++. I хоча автори задля бiльш глибокого розумiння робо-

ти даних контейнерiв наполегливо рекомендують спробувати реалiзувати

їх самостiйно, основна частина рекомендацiй буде стосуватися саме роботи

з контейнерами зi стандартної бiблiотеки мови С++. Такi контейнери як

std :: vector або std :: map мають достатньо повний функцiонал для викори-

стання їх в представлених алгоритмах. Проте пiд час розбору алгоритмiв

2 та 3 лабораторних робiт також будуть описанi рекомендацiї стосовно ви-

користання самостiйно реалiзованих контейнерiв, тому студент може сам

обрати, як саме йому зручнiше працювати зi структурами даних.

Автори сподiваються, що дана методична розробка допоможе студен-

там якiснiше здавати лабораторнi роботи та пiдвищить їхнiй рiвень знань

стосовно представлених в даних роботах алгоритмiв.
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РОЗДIЛ 1

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №1: ГЕНЕРУВАННЯ

ПСЕВДОВИПАДКОВИХ ЧИСЕЛ

Випадковi величини є важливою частиною програмування. Вони актив-

но використовуються пiд час тестування програм для генерацiї вхiдних

даних. Також вони є невiд’ємною складовою програм для моделювання

процесiв, якi мають стохастичну природу, таких як популяцiйнi алгоритми

та випадковi блукання. I, наостанок, випадковi величини є ключовою ча-

стиною так званих стохастичних алгоритмiв, клас яких охоплює майже всi

задачi, якi можна розв’язати за допомогою програмування. Поняття ви-

падкової величини є доволi складним поняттям теорiї ймовiрностей, але

для подальшого розгляду достатньо розумiти випадкову величину як таку,

кожну наступну реалiзацiю якої неможливо передбачити детермiнованими

алгоритмами.

Тут виникає певне протирiччя, оскiльки щоб використовувати випад-

ковi величини, тобто генерувати конкретнi реалiзацiї таких величин, ми

маємо використовувати програмне забезпечення обчислювальної машини,

де всi програми та операцiї, навпаки, мають бути передбачуваними та де-

термiнованими. Звiсно, можна спробувати вийти за межi програмного за-

безпечення та використовувати апаратне забезпечення, в якому за рахунок

доволi складних фiзичних процесiв згiдно з принципами квантової механi-

ки може виникати справжня випадковiсть. Ця задача частково вирiшена

за допомогою std :: random_device.

Проте для того, щоб дати студентам можливiсть поступово знайомитися

з можливостями мови програмування С++ на вiдносно простих задачах,

перш нiж переходити до складних алгоритмiв другої та третьої лабора-
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торних робiт, у данiй лабораторнiй студентам пропонується реалiзувати

декiлька алгоритмiв генерацiї випадкових величин, якi не використовують

апаратне забезпечення. Цi алгоритми стосуються генерацiї так званих псев-

довипадкових чисел. Цi числа поєднують в собi двi основнi характеристики:

вони генеруються за допомогою детермiнованого алгоритму та послiдов-

нiсть таких чисел “виглядає” як послiдовнiсть реалiзацiй деякої випадкової

величини. В рамках цiєї методичної розробки ми не будемо поглиблювати-

ся в тему того, як перевiряти послiдовнiсть чисел на випадковiсть, i будемо

оцiнювати випадковiть “на око”. Для цього нам потрiбно буде згенерувати

достатню кiлькiсть псевдовипадкових чисел та поєднати їх в гiстограму

частот.

1.1. Умова

Написати програму, що реалiзує десять методiв генерацiї псевдовипад-

кових чисел.

1. Лiнiйний конгруентний метод.

2. Квадратичний конгруентний метод.

3. Метод чисел Фiбоначчi.

4. Обернений конгруентний метод.

5. Метод об’єднання.

6. Правило 3-сiгма.

7. Метод полярних координат.

8. Метод спiввiдношень.

9. Метод логарифму.

10. Метод Аренса.

Для кожного методу побудувати гiстограму, яка iлюструє розподiл псев-

довипадкових чисел.
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1.2. Види розподiлiв

Не всi випадковi величини є однаковими. Результат пiдкидання монетки

вiдрiзняється вiд результату пiдкидання грального шестигранного кубика

як мiнiмум кiлькiстю можливих результатiв. Проте, навiть якщо обмежи-

тися гральним шестигранним кубиком, можна розглядати двi рiзнi випад-

ковi величини, якщо взяти два кубика з рiзними центрами мас. Частота

випадання граней в такому випадку буде неоднаковою. Для того, щоб роз-

рiзняти такi випадки, в теорiї ймовiрностей вводиться поняття розподiлу,

яке повнiстю описує поведiнку випадкової величини. Взагалi, iснує незлi-

ченна кiльксть розподiлiв, проте в рамках даної лабораторної буде роз-

глядатися лише 4 найбiльш розповсюдженi: рiвномiрний, нормальний (вiн

же гаусiвський), експоненцiйний та гама-розподiл. Реалiзацiєю випадкової

величини, яка має будь-який з цих розподiлiв, є дiйсне число, проте у ко-

жного з розподiлiв є своя область дiйсних чисел, якi потенцiйно можуть

бути реалiзацiєю вiдповiдної випадкової величини.

Рiвномiрний розподiл є найбiльш простим та iнтуїтивно зрозумiлим.

Суть цього розподiлу полягає в тому, що при реалiзацiї кожен раз вибирає-

ться “навмання” точка з промiжку [0, 1]. Це означає, що ймовiрнiсть обрати

число, менше за 0.5, дорiвнює ймовiрностi обрати число, бiльше за 0.5. В

той же час ймовiрнiсть обрати число з першої третини промiжку така ж

сама, як i ймовiрнiсть обрати число з другої або третьої третини, проте

менша, нiж з другої половини промiжку. Узагальнюючи, можна сказати,

що ймовiрнiсть вибрати число з промiжку [𝑎, 𝑏] (0 < 𝑎 < 𝑏 < 1) пропор-

цiйна лише довжинi цього промiжку 𝑏 − 𝑎. Зрозумiло, що такий розподiл

можна “перенести” на будь-який скiнченний промiжок [𝐴,𝐵] замiсть [0, 1].

I саме цей розподiл мається на увазi, коли кажуть “вiзьмемо випадкове

дiйсне число з промiжку [𝐴,𝐵]”.

Нормальний, або ж гаусiвський (але не “нормальний гаусiвський”, це
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тавтологiя), розподiл доволi часто виникає пiд час збору даних до статисти-

ки. Бiльшiсть соцiальних або бiологiчних показникiв пiдпорядковуються

цьому розподiлу. Зрiст, вага, коефiцiєнт iнтелекту, температура тiла — всi

цi показники, зiбранi з великої сукупностi людей, кожен по-своєму буде на-

гадувати певний нормальний розподiл. Особливостями даного розподiлу є

явно виражене середнє значення та симетричнiсть вiдносно цього значення.

Експоненцiйний та гама-розподiл також мають свої важливi застосування,

з якими можна ознайомитися в лiтературi з вiдповiдної тематики.

Всi перелiченi тут розподiли є неперервними. Точне визначення непе-

рервного розподiлу можна знайти в будь-якому пiдручнику з теорiї ймовiр-

ностей, проте для наших цiлей достатньо знати, що такi розподiли мають

щiльнiсть, яка їх повнiстю характеризує. Щiльнiсть — це невiд’ємна фун-

кцiя дiйсної змiнної, iнтеграл якої по всiй дiйснiй прямiй дорiвнює 1, така

що чим бiльше значення щiльностi у точцi 𝑥, тим вища ймовiрнiсть при

реалiзацiї випадкової величини з вiдповiдним розподiлом обрати число з

околу 𝑥. На рис. 1.1. зображенi функцiї щiльностей для чотирьох вищезга-

даних розподiлiв.

Поруч з неперервними розподiлами iснують дискретнi розподiли. Ви-

падкова величина з дсикретним розподiлом (або просто дискретна випад-

кова величина) характеризується тим, що множина значень, яких вона по-

тенцiйно може набувати, не бiльш нiж злiченна. При цьому ймовiрнiсть

набуття дискретною випадковою величиною кожного такого значення є до-

датньою, а також загальна сума цих ймовiрностей дорiвнює 1. Неперервнi

розподiли в певному сенсi можуть наближатися дискретними розподiлами,

i ця iдея полягає в основi першої лабораторної роботи. Оскiльки в програ-

муваннi ми не можемо оперувати будь-якими дiйсними числами, а лише

певною множиною таких (лише деякими рацiональними), то для генерацiї

випадкової величини з неперервним розподiлом буде використовуватися

дискретна випадкова величина. Ця дискретна випадкова величина в свою
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(а) Рiвномiрний. (б) Стандартний нормальний.

(в) Експоненцiйний (𝜆 = 1). (г) Гама-розподiл (𝑎 = 2).

Рис. 1.1: Графiки функцiй щiльностi для розподiлiв рiзних типiв.
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чергу буде моделюватися за допомогою генератора псевдовипадкових чи-

сел.

Таким чином, за допомогою вказаних в першiй лабораторнiй роботi ал-

горитмiв генерацiї псевдовипадкових чисел для кожного з вищенаведених

розподiлiв буде генеруватися набiр реалiзацiй. Пiсля цього даний набiр по-

винен бути об’єднаним в гiстограму частот. Для цього для кожного роз-

подiлу спочатку визначається множина 𝐷𝑜𝑚𝑓 = {𝑥 ∈ R‖𝑓(𝑥) > 0} (𝑓 —

щiльнiсть), потiм за необхiдностi вона обмежується скiнченним промiжком,

дiлиться на наперед задану кiлькiсть однакових пiдпромiжкiв i для кожно-

го такого пiдпромiжку рахується кiлькiсть реалiзацiй з набору, значення

яких потрапило в даний пiдпромiжок. На основi результатiв будуться пря-

мокутники, висота яких пропорцiйна отриманим на попередньому кроцi

числам. Приклади коректних гiстограм для чотирьох розподiлiв наведено

на рис. 1.2. Варто зазначити, що силует гiстограми нагадує силует функцiї

щiльностi, що в межах поточної лабораторної роботи є критерiєм коректно

запрограмованого алгоритму.

1.3. Клас Rand та його нащадки

Перш нiж розглядати конкретнi алгоритми генерацiї псевдовипадкових

чисел, звернiмося до стратегiї їхньої реалiзацiї в кодi. Випадкову величину

можна розглядати як певний об’єкт, який при зверненнi до нього повертає

псевдовипадкове число. Очевидним вибором для реалiзацiї такого об’єкту є

функцiональний об’єкт — клас, що має перевантажений оператор (). При-

чому будь-яка випадкова величина, незалежно вiд типу розподiлу або ал-

горитму генерацiї чисел, працюватиме за таким принципом. Це означає,

що ми можемо спробувати поєднати всi випадковi величини за допомогою

принципу наслiдування.

Розглянемо абстрактний клас Rand, єдиним методом якого буде пере-
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(а) Рiвномiрний. (б) Стандартний нормальний.

(в) Експоненцiйний (𝜆 = 1). (г) Гама-розподiл (𝑎 = 2).

Рис. 1.2: Зразки гiстограм для розподiлiв рiзних типiв.
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вантажений оператор круглi дужки (). Оскiльки даний клас узагальнює

всi розподiли, то оператор () ми залишаємо суто вiртуальним.
class Rand {

public:
virtual double operator()() = 0;

private:
double Dom_min;
double Dom_max;

};

Тодi класи випадкових генераторiв, що вiдповiдають кожному з розпо-

дiлiв, можна зробити нащадками визначеного класу Rand. Для кожного з

класiв-нащадкiв оператор () вже повинен бути реалiзованим. Оскiльки ми

розглядаємо лише дiйснозначнi випадковi величини, то в клас Rand можна

винести також i границi множини 𝐷𝑜𝑚𝑓 , бо цi характеристики присутнi в

усiх розподiлах. Для доступу до них краще реалiзувати вiдповiднi методи,

що добувають та встановлюють значення.
class RandType1 : public Rand {

public:
double operator()() override { ... }

};

Тодi наш проект буде складатися з одного класу-предка та чотирьох

класiв-нащадкiв: по одному для кожного виду розподiлу. Проте, як можна

побачити з умови лабораторної, для одного типу розподiлу може iснува-

ти декiлька рiзних алгоритмiв генерацiї цього розподiлу. Тодi кожен такий

алгоритм може бути реалiзований як окремий клас, який може бути пере-

даний як параметр шаблону до вiдповiдного класу розподiлу.
class RandAlg {

...

private:
//parameters
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};

template <class T>
class RandType1 : public Rand {

public:
double operator()() override { ... }

};

Проте в даному випадку виникає проблема, як реалiзувати заборону

пiдставляти у клас розподiлу в якостi шаблонного параметру клас алгори-

тму, який цьому розподiлу не вiдповiдає. При цьому також шаблон класу

розподiлу стає просто обгорткою для класу алгоритму, не додаючи жодно-

го власного функцiоналу. До того ж, з використанням шаблонiв код стає

бiльш громiздким.

Для того, щоб одночасно вирiшити цi проблеми, можна сприймати клас

Rand як абстракцiю, що мiстить саме метод генерацiї випадкової величи-

ни з будь-яким розподiлом. Тодi кожен нащадок цього класу буде напряму

вiдповiдати конкретному алгоритму, а данi про розподiл, який таким чи-

ном генерується, можна за потреби зберiгати в цьому класi, або ж, якщо

такої потреби немає, обмежитися вибором iнформативної назви для самого

класу-нащадка.

Так, першi 4 алгоритми лабораторної роботи можуть бути названi на-

ступним чином:
class RandUniLinear : public Rand {

...
};

class RandUniQuadr : public Rand {
...

};

class RandUniFib : public Rand {
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...
};

class RandUniInverse : public Rand {
...

};

Якщо переходити ближче до самих алгоритмiв, то можна помiтити,

що кожен з них використовує певний набiр параметрiв, якi можуть оби-

ратися користувачем. Окрiм цього, конструктор за замовчуванням може

бути написаний для кожного алгоритму. В ньому в якостi параметрiв ал-

горитму обираються константи, визначенi програмiстом. Зрозумiло, що цi

константи повиннi бути такими, щоб алгоритм генерував якомога якiснiшу

послiдовнiсть псевдовипадкових чисел.
class RandUniLinear {

public:
Rand();
Rand(double a, ...);

double operator()() override;
...

};

Також варто зазначити, що алгоритми для генерування нормального,

експоненцiйного та гама-розподiлу використовують в якостi складової ча-

стини генератор рiвномiрного розподiлу. Це означає, що насправдi данi

класи-нащадки можуть бути шаблонами класу, де параметр шаблону U

вiдповiдає за клас-алгоритм для генерацiї рiвномiрного розподiлу.
template <class U>
class RandNormal : public Rand {

...
};

Те ж саме стосується i алгоритму 5 для генерацiї рiвномiрного розподi-

лу, тiльки параметрiв шаблону в ньому має бути 2.
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template <class U1, class U2>
class RandUniCombine : public Rand {

...
};

1.4. Алгоритми генерацiї псевдовипадкових чисел

Для того, щоб згенерувати рiвномiрно розподiлену випадкову величину,

в перших чотирьох алгоритмах ми генеруємо деяку дискретну величину.

Оскiльки i комп’ютеру, i користувачу зручнiше працювати з цiлими числа-

ми, то дана дискретна випадкова величина буде з множини {0, 1, 2, ...,𝑀 −
1}, де 𝑀 — достатньо велике натуральне число. Тодi, згенерувавши одне

цiле псевдовипадкове число 𝑥, за допомогою нормування 𝑥/𝑀 ми отримує-

мо дiйсне число з промiжку [0, 1]. Зрозумiло, що чим бiльше 𝑀 , тим бiльшу

кiлькiсть дiйсних чисел з промiжку [0, 1] ми можемо потенцiйно отримати

таким способом.

Для генерацiї цiлого числа 𝑥 використовується рекурсивна формула,

яка використовує значення, згенероване на попередньому кроцi (𝑥𝑛+1 =

𝑔(𝑥𝑛)). Початкове значення 𝑥0 є одним з параметрiв, що задається користу-

вачем та може передаватися в конструктор класу вiдповiдного алгоритму.

Для алгоритму 1 функцiя 𝑔 є лiнiйною, для алгоритму 2 — квадратичною.

Алгоритм 3 використовує двi попереднi згенерованi велични 𝑥𝑛 та 𝑥𝑛−1.

𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑐 (𝑚𝑜𝑑𝑀) (лiнiйний),

𝑥𝑛+1 = 𝑑𝑥2𝑛 + 𝑎𝑥𝑛 + 𝑐 (𝑚𝑜𝑑𝑀) (квадратичний),

𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 + 𝑥𝑛−1 (𝑚𝑜𝑑𝑀) (Фiбоначчi).
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Алгоритм 4 використовує обернене значення 𝑥−1
𝑛 в полi цiлих чисел за

модулем 𝑝, де 𝑝 – просте (в даному алгоритмi воно використовується за-

мiсть 𝑀). Це обернене значення характеризується формулою

𝑥𝑛 · 𝑥−1
𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

𝑥−1
𝑛 також є цiлим числом з промiжку [1, 𝑝 − 1] та знаходиться за до-

помогою розширеного алгоритму Євклiда. Число 𝑀 рекомендується брати

якомога бiльшим, але при цьому щоб всi операцiї в формулах можна було

виконувати в процесорi без переповення. Сама рекурсивна формула для

обернена методу виглядає наступним чином.

𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑥−1
𝑛 + 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Алгоритми 5-10 використовують генератори 1-4 для рiвномiрного розпо-

дiлу та фактично є набором арифметичних дiй та використанням аналiти-

чних функцiй над дiйсними числами. Далi наведений опис цих алгоритмiв.

5. Метод об’єднання. 𝑧𝑛 = {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛}, де 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 — реалiзацiї рiвномiрно

розподiлених на [0, 1] псевдовипадкових величин, отриманi за допомогою

двох рiзних алгоритмiв, {·} — операцiя взяття дробової частини.

6. Правило 3-сiгма. 𝑥𝑛 = 𝑚+ (
∑︀12

𝑖=1 𝑦− 6)𝜎, де 𝑚,𝜎 ∈ R, 𝜎 > 0 — пара-

метри нормального розподiлу (математичне сподiвання та середньоквадра-

тичне вiдхилення), а в дужках знаходиться сума дванадцяти псевдовипад-

кових чисел, розподiлених рiвномiрно на [0, 1]. 𝐷𝑜𝑚_𝑚𝑖𝑛 та 𝐷𝑜𝑚_𝑚𝑎𝑥

для цього розподiлу можна вважати числа 𝑚− 3𝜎 i 𝑚+ 3𝜎 вiдповiдно.

7. Метод полярних координат видає одразу два числа згiдно зi стандар-

тним нормальним розподiлом. Для цього спочатку генеруються два рiвно-

мiрно розподiленi на [−1, 1] числа 𝑣1, 𝑣2. Якщо 𝑆 = 𝑣21 + 𝑣22 < 1, на вихiд
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подається два числа 𝑣1
√︁

−2 ln𝑆
𝑆 , 𝑣2

√︁
−2 ln𝑆

𝑆 , якщо нi — генеруються новi чи-

сла 𝑣1, 𝑣2 та процедура перевiрки повторюється.

8. Метод спiввiдношень.

1. Згенерувати двi випадковi величини 𝑈 ̸= 0 та 𝑉 , рiвномiрно розпо-

дiленi на iнтервалi [0, 1].

2. Визначити 𝑥 =
√︁

8
𝑒
𝑉−0.5

𝑈 .

3. Якщо 𝑥2 6 5− 4𝑒
1
4𝑈 , повернути число 𝑥.

4. Якщо 𝑥2 > 4𝑒−1.35

𝑈 + 1.4, повернутися на крок 1.

5. Якщо 𝑥2 6 −4 ln𝑈 , повернути число 𝑥, iнакше — повернутися на

крок 1.

9. Метод логарифму.

𝑥 = −𝜇 ln𝑈 , де 𝑈 — рiвномiрна розподiлена величина на промiжку

[0, 1].

10. Метод Аренса.

1. Обрахувати 𝑦 = 𝑡𝑔(𝜋𝑈), 𝑥 = 𝑦
√
2𝑎− 1 + 𝑎 − 1, де 𝑈 — рiвномiрна

розподiлена величина на промiжку [0, 1].

2. Якщо 𝑥 6 0, повернутися на крок 1.

3. Згенерувати число 𝑉 , рiвномiрно розподiлене на [0, 1], та перевiрити

нерiвнiсть 𝑉 > (1 + 𝑦2)𝑒(𝑎−1) ln 𝑥
𝑎−1−𝑦

√
2𝑎−1.

4. Якщо умова з попереднього кроку виконується, повернутися на крок

1, якщо нi — повернути число 𝑥.

В алгоритмах 6, 9 та 10 параметри 𝑚, 𝜎, 𝜇 та 𝑎 вiдповiдно є пара-

метрами розподiлiв (не плутати з параметрами алгоритму) та вводяться

користувачем. 𝜎 та 𝜇 мають при цьому завжди бути додатними, 𝑎 > 1.
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1.5. Генерацiя вибiрки та побудова гiстограм

Оскiльки ми поєднали всi алгоритми в iєрархiю з єдиним абстрактним

предком, то для побудови гiстограми частот ми можемо написати одни

вiртуальний метод для цього абстрактного класу. За рахунок полiморфiзму

для побудови гiстограми для кожного конкретного алгоритму нам не треба

буде кожен раз реалiзовувати цю логiку з нуля.
virtual void histogram(unsigned int N, unsigned int buckets) const
{

...
}

Першиим параметром даного методу є розмiр вибiрки 𝑁 , на основi якої

будується гiстограма. Цей метод по сутi викликає 𝑁 разiв оператор () для

об’єкту класу та групує данi за принципом, описаним в пунктi 1.2. Другий

параметр вiдповiдає за кiлькiсть колонок в гiстограмi, тобто на скiльки

пiдпромiжкiв розбивається промiжок [𝐷𝑜𝑚_𝑚𝑖𝑛,𝐷𝑜𝑚_𝑚𝑎𝑥]. При цьому

можуть використовуватися данi про межi випадкових чисел, якi також збе-

рiгаються в об’єктi класу.

Замiсть того, щоб малювати картинку з гiстограмою, використовуючi

графiчнi бiблiотеки, можна вивести гiстограму в консолi в горизонтально-

му положеннi. Рис. 1.3 мiстить приклад такої гiстограми для нормально-

го розподiлу. Рядки в цiй консольнiй гiстограмi складаються з символiв

’*’, причому їхня кiлькiсть пропорцiйна вiдноснiй частотi потрапляння ви-

падкової величини у вiдповiдний промiжок, зазначений в першiй колонцi.

Друга колонка мiстить значення вiдповiдних вiдносних частот.
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Рис. 1.3: Гiстограма для нормального розподiлу, виведена в консолi.
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РОЗДIЛ 2

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №2: АРИФМЕТИКА ДОВГИХ

ЧИСЕЛ

Арифметика довгих чисел виникає як ключова пiдзадача в сучаснiй

криптографiї. Фактично бiльша частина сучасної цифрової безпеки трима-

ється на декiлькох алгоритмах, якi використовують довгi числа та арифме-

тичнi операцiї над ними. Для швидкого шифрування та дешифрування по-

вiдомлень потрiбнi швидкi алгоритми арифметики довгих чисел. Основним

об’єктом розгляду в данiй лабораторнiй є алгоритми швидкого множення,

адже для цiєї арифметичної операцiї було вигадано достатньо ефективних

алгоритмiв та досягнутi визначнi результати. Друга половина лабораторної

присвячена перевiрцi чисел на простоту — iншiй важливiй задачi в крипто-

графiї.

Проте перш нiж переходити до алгоритмiв, треба визначитися, як саме

ми повиннi працювати з довгими числами та реалiзувати деякий набiр стан-

дартних операцiй над ними. За допомогою iнкапсуляцiї ми побудуємо клас

невiд’ємних довгих цiлих чисел (Unsigned Long Int) та, використовуючи

перевантаження операторiв мови С++, отримаємо можливiсть працюва-

ти з довгими числами в тiй самiй нотацiї, як i зi змiнними типу unsigned

int. В межах цiєї лабораторної роботи змiннi типу int та unsigned int бу-

дуть називатися “звичайними” або “короткими” числами, щоб пiдкреслити

вiдмiннiсть вiд побудованих довгих чисел там, де це важливо.
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2.1. Умова

Реалiзувати клас невiд’ємних довгих цiлих чисел та реалiзувати для

нього стандартнi арифметичнi та логiчнi операцiї. Окрiм цього, реалiзува-

ти наступнi алгоритми:

1. Алгоритм швидкого множення Карацуби.

2. Алгоритм швидкого множення Тоома-Кука.

3. Алгоритм швидкого множення Шенхаге.

4. Алгоритм швидкого множення Штрасена.

5. Алгоритм Кука для знаходження оберненого значення.

6. Алгоритм швидкого дiлення.

7. Алгоритм перевiрки на простоту Люка-Лемера.

8. Алгоритм перевiрки на простоту Рабiна-Мiллера.

9. Алгоритм перевiрки на простоту Соловєя-Штрасена.

10. Алгоритм перевiрки на простоту Фробенiуса.

2.2. Зображення невiд’ємних довгих цiлих чисел за

допомогою класу ULI

Iснує багато зображень натуральних чисел, проте бiльшiсть алгоритмiв

та операцiй над ними сформульованi саме для позицiйного запису числа.

Тобто натуральне число записується у виглядi рядка, де кожна “цифра”

може приймати значення вiд 0 до 𝑝, де 𝑝 — основа системи числення, за-

звичай просте, але в загальному випадку будь-яке натуральне число, не

менше за 2. Ми будемо представляти числа саме в такому виглядi.

Всi комп’ютери представляють числа в позицiйнiй системi з 𝑝 = 2 i деякi

з алгоритмiв з даної лабораторної працюють лише для таких чисел. Проте
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всi алгоритми шкiльної арифметики, а також першi 2 алгоритма швидкого

множення i алгоритми перевiрки на простоту коректно працюють i для

довiльних iнших значень 𝑝. Тому в межах даної лабораторної ми будемо

вважати 𝑝 параметром числа i тi методи, якi не обмежують значення 𝑝 для

свого застосування, повиннi бути реалiзованi для всiх можливих значень

𝑝.

Оскiльки невiд’ємне цiле число в позицiйному записi — це просто на-

бiр цифр в певному порядку, то логiчно цей набiр зберiгати за допомогою

контейнера std :: vector зi стандартної бiблiотеки мови С++. Тодi клас не-

вiд’ємних цiлих чисел у якостi полiв буде мати вектор цифр та основу

системи числення. Цифри в векторi зберiгаються в порядку, зворотньому

до запису числа.
class ULI {

...
private:

vector<unsigned int> digits;
unsigned int p;

};

Рис. 2.1: Зображення числа за допомогою масиву цифр.

Серед конструкторiв класу ULI можна реалiзувати такий, що приймає

звичайне число або рядок символiв. Обов’язково в даному випадку пере-

давати до конструктора також i основу системи числення окремим пара-

метром. Всерединi конструкторiв обов’язково треба перевiряти, що основа
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системи числення не менша за 2, i що число записано коректно згiдно з

цим значенням 𝑝.

Заданi таким чином довгi числа можна переводити з однiєї системи

числення в iншу. Для цього достатньо реалiзувати метод класу ULI, що

виконує дану процедуру за iнтуїтивним алгоритмом.
class ULI {

public:
void change_p(unsigned int new_p);

...
};

Тодi в залежностi вiд обмежень на 𝑝 в певних алгоритмах, можна пере-

водити числа з однiєї системи числення в iншу. Функцiя переведення має

асимптотичну складнiсть 𝑂(𝑛), тож вона не вплине на асимптотику жодно-

го з представлених в данiй лабораторнiй алгоритмiв. Проте виникає певна

проблема при перевантаженнi бiнарних операторiв. Що, як ми спробуємо

додати два числа, якi записанi з рiзними основами? Зрозумiло, що треба

робити перетворення та зводити числа до однiєї основи, проте до якої са-

ме? До основи першого числа чи до основи другого, чи до якоїсь третьої

основи? I з якою основою записувати результат? Звiсно, цi питання можна

вирiшити, запровадивши деяке правило, наприклад, результат та обчисле-

ння мають основу першого аргумента. Проте цьому правилу можна знайти

купу нiчим не гiрших альтернатив. До того ж, постiйнi перевiрки та зведе-

ння до спiльної основи на початку кожної функцiї нагадують той код, який

хотiлося б або якось узагальнити та автоматизувати, або якось прибрати.

Як альтернативу, можна запропонувати перенести основу системи чи-

слення 𝑝 в параметри шаблону класу ULI.
template <unsigned int p>
class ULI {

...
private:
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vector<unsigned int> digits;
};

Тодi ми можемо реалiзуємо бiнарнi оператори тiльки для класiв ULI з

однаковим параметром 𝑝 за допомогою наступної сигнатури.
template <unsigned int p>
ULI<p> operator+(const ULI<p>& a,const ULI<p>& b);

Компiлятор буде видавати помилку при спробi виклику функцiї з двома

числами з рiзними основами системи числення. Така стратегiя поведiнки

може бути доцiльною, коли ми не ставимо цiллю одночасно оперувати з чи-

слами з рiзними основами системи числення i коли факт такого оперуван-

ня свiдчить про помилку в логiцi програми. Так, наприклад, хоч алгоритм

множення Карацуби i коректно працює при будь-якiй основi системи числе-

ння, проте вiн не використовує числа з рiзною основою, а, отже, наявнiсть

таких чисел пiд час виконання методу є чимось пiдозрiлим.

Серед усiх невiд’ємних звичайних чисел 𝑝 за основу не можна брати

лише 0 та 1. Тодi для того, щоб уникнути створення таких чисел, можна

явно виписати шаблони для 𝑝 = 0 та 𝑝 = 1 та зробити конструктори в

них приватними. Тодi спроба iнiцiалiзацiї змiнної з неприйнятною осно-

вою системи числення призведе до помилки на етапi компiляцiї. Таким

же чином за допомогою шаблона з 𝑝 = 2 можна вирiшити питання бiльш

ефективного зберiгання чисел з основою системи числення 2. У такому ви-

падку замiсть масиву цифр число можна зберiгати у виглядi масиву бiтiв.

Альтернативно, щоб уникнути створення невiд’ємних довгих цiлих чисел

з основою системи числення 0 або 1 можна використати “концепти” мови

С++, тобто вписати умову на “прийнятнi” значення основи системи числе-

ння в сам шаблон класу ULI. Концепти є частиною 20-го та подальших

стандартiв мови С++.

Проте в стратегiї використання основи системи числення як шаблону є

обмеження, яке полягає в тому, що всi основи 𝑝, якi використовуються в
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програмi, повиннi бути вiдомi на момент компiляцiї. Це означає, що з ша-

блонним класом реалiзувати вiд довгого числа iз заданною користувачем

основою системи числення неможливо.

Для визначеностi, пiд час подальшого розгляду ми будемо вважати, що

основа 𝑝 реалiзована як поле класу ULI.

2.3. Шкiльнi алгоритми

Перш нiж переходити до складних алгоритмiв множення, треба реалi-

зувати так званi “шкiльнi” алгоритми для деяких iнших операторiв, якi за-

стосовуються до коротких цiлих чисел в мовi С++. Причому цi оператори

мають бути реалiзованi з вiдповiдною асимтотичною складнiстю. Перелiк

операцiй над довгими числами та обмеження на час їхньої роботи наведе-

ний в таблицi 2.1. В таблицi та починаючи з цього мiсця в текстi великими

лiтерами будуть позначатися довгi числа, маленькими — короткi.

𝑛 в таблицi — це кiлькiсть цифр в числi (або максимальне з двох таких

значень у випадку, коли операцiя застосовується для двох довгих чисел).

До таблицi треба додати декiлька пояснень.

По-перше, операцiя доступу до цифри ULI по розряду повинна давати

користувачу змогу змiнювати цю цифру за потреби. Складнiсть цiєї опера-

цiї, на вiдмiну вiд iнших операцiй, повинна бути константною, проте така

складнiсть може забезпечуватися лише в середньому по достатьно вели-

кiй кiлькостi викликiв даної операцiї. Це тому що для доступу до великих

розрядiв може знадобитися розширення std :: vector, якщо даний розряд на

момент виклику оператора ще не зберiгається у векторi. Таке розширення

є неконстантним по часу. Проте розширення вектору за “звичайної” роботи

з цифрами потрiбно далеко не завжди.

По-друге, оскiльки ми працюємо з невiд’ємними числами, то операцiя

вiднiмання виконується за наступним правилом: якщо вiд довгого числа A
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Таблиця 2.1

Операцiї над числами

Назва операцiї Нотацiя Складнiсть

Присвоювання (копiювання) 𝐴 = 𝐵 𝑂(𝑛)

Доступ до цифри по розряду 𝐴[𝑖] 𝑂(1)

Додавання 𝐴+𝐵 𝑂(𝑛)

Вiднiмання 𝐴−𝐵 𝑂(𝑛)

Множення (шкiльне) 𝐴 *𝐵 𝑂(𝑛2)

Додавання (з присвоюванням) 𝐴+ = 𝐵 𝑂(𝑛)

Вiднiмання (з присвоюванням) 𝐴− = 𝐵 𝑂(𝑛)

Множення (шкiльне) (з присвоюванням) 𝐴* = 𝐵 𝑂(𝑛2)

Iнкрементацiя ++ 𝐴 𝑂(𝑛)

Декрементацiя −− 𝐴 𝑂(𝑛)

Порозрядний зсув лiворуч 𝐴 << 𝑘 𝑂(𝑛)

Порозрядний зсув праворуч 𝐴 >> 𝑘 𝑂(𝑛)

Порозрядний зсув лiворуч (з присвоюванням) 𝐴 <<= 𝑘 𝑂(𝑛)

Порозрядний зсув праворуч (з присвоюванням) 𝐴 >>= 𝑘 𝑂(𝑛)

Порiвняння (дорiвнює) 𝐴 == 𝐵 𝑂(𝑛)

Порiвняння (не дорiвнює) 𝐴! = 𝐵 𝑂(𝑛)

Порiвняння (менше) 𝐴 < 𝐵 𝑂(𝑛)

Порiвняння (менше або дорiвнює) 𝐴 <= 𝐵 𝑂(𝑛)

Порiвняння (бiльше) 𝐴 > 𝐵 𝑂(𝑛)

Порiвняння (бiльше або дорiвнює) 𝐴 >= 𝐵 𝑂(𝑛)

Перетворення в bool 𝑂(𝑛)
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вiднiмається довге число B, то якщо 𝐴 > 𝐵, результатом є математичне

значення 𝐴−𝐵, iнакше результатом є довге число 0. Те ж саме стосується

операцiї декрементацiї.

Операцiї додавання, вiднiмання, множення та порозрядного зсуву до-

цiльно зробити зовнiшнiми по вiдношенню до класу ULI дружнiми функцi-

ями. Операцiї порозрядного зсуву повиннi працювати за тими ж правила-

ми, що i звичайний нециклiчний побiтовий зсув для коротких чисел.

Всi операцiї порiвняння можна виразити через комбiнацiю операцiй по-

рiвнянь зi знаком <. Це означає, що лише реалiзацiя цього оператору має

спиратися на конкретнi значення аргмуентiв та використовувати доступ до

їхнiх цифр. Перетворення в bool повинне працювати за тою ж логiкою, що i

для коротких чисел: якщо число дорiвнює 0, то результатом є false, iнакше

— true.

Також варто зазначити один важливий момент. Уявiмо, що ми обчи-

слюємо значення виразу (𝐴 − 𝐵) + 𝐶, причому числа 𝐴 та 𝐵 мають 𝑛2

цифр, а результат їхнього вiднiмання та число 𝐶 мають по 𝑛 цифр. Логi-

чно було б припустити, що операцiя додавання повинна виконуватися за

𝑂(𝑛) крокiв. Проте у нашої поточної реалiзацiї класу довгих чисел є одна

неприємна особливiсть: std :: vector не має гадки про те, що ми намагаємо-

ся зберiгати i йому абсолютно не важливо, якою є кожна з цифр довгого

числа. Це означає, що пiсля вiднiмання двох чисел вiн може зберiгати ве-

лику кiлькiсть нулiв у вищих розрядах. В даному випадку цу 𝑂(𝑛2) нулiв,

так що операцiя додавання буде виконуватися з часом 𝑂(𝑛2). Для того,

щоб уникнути такої ситуацiї, доцiльно додати до класу нове поле Length,

яке вiдслiдковуватиме номер найбiльшого розряду, де записана ненульова

цифра. I пiсля виконання кожної операцiї, яка потенцiйно може зменшити

Length (це операцiї [], −, −−, >>, − =, >>=), варто видаляти з кiнця

std :: vector непотрiбнi нулi. Асимптотично ця процедура не впливає на жо-

дну з операцiй −, −−, >>, − =, >>=. А на складнiсть операцiї [] вона не
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впливає у середньому.

2.4. Швидке множення: алгоритм Карацуби

Розiбравшись зi шкiльними алгоритмами, ми можемо переходити до

методiв “швидкого” множення. Першим з таких алгоритмiв є алгоритм Ка-

рацуби, який множить два довгих числа довжиною в 𝑛 цифр кожне за

час 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔23) = 𝑂(𝑛1.58496), що є суттєво швидше за шкiльне множення.

Алгоритм Карацуби застосовний до чисел з будь-якою основою системи

числення 𝑝.

Вiн є дуже простим та базується на розбиттi обох параметрiв 𝐴 та 𝐵

на вищi на нижчi розряди.

Припустимо, що

𝐴 = 𝑎2𝑛−1𝑎2𝑛−2...𝑎1𝑎0,

𝐵 = 𝑏2𝑛−1𝑏2𝑛−2...𝑏1𝑏0,

де 𝑎𝑖, 𝑏𝑖 — цифри вiд 0 до 𝑝− 1. Визначимо числа

𝐴1 = 𝑎2𝑛−1𝑎2𝑛−2...𝑎𝑛+1𝑎𝑛, 𝐴0 = 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2...𝑎1𝑎0,

𝐵1 = 𝑏2𝑛−1𝑏2𝑛−2...𝑏𝑛+1𝑏𝑛, 𝐵0 = 𝑏𝑛−1𝑏𝑛−2...𝑏1𝑏0.

Кожне з цих чисел має по 𝑛 цифр. Фактично, оригiнальнi 𝐴 та 𝐵 є

простими конкатенацiями даних чисел (𝐴 = 𝐴1𝐴0, 𝐵 = 𝐵1𝐵0). Визначити

програмно цi числа можна за допомогою наступних формул.

𝐴1 = 𝐴 >> 𝑛, 𝐴0 = 𝐴− (𝐴1 << 𝑛),

𝐵1 = 𝐵 >> 𝑛, 𝐵0 = 𝐵 − (𝐵1 << 𝑛).
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Тут варто зазначити, що з точки зору швидкодiї та економiї пам’ятi

доцiльнiше було отримувати значення цих чисел, працюючи напряму з ма-

сивами цифр чисел 𝐴 та 𝐵. Але тут i в подальшому ми будемо використову-

вати наведений запис, оскiльки вiн пiдкреслює той факт, що за допомогою

реалiзованих шкiльних операцiй ми можемо не “спускатися” до рiвня окре-

мих цифр, а використовувати бiльш абстрактнi дiї над числами там, де це

можливо. До того ж, обчислення результатiв згiдно з наведеним записом не

збiльшує асимптотичну складнiсть алгоритму, а це єдина характеристика,

на яку ми орiєнтуємося в межах даної методичної розробки.

На основi чисел 𝐴0, 𝐴1, 𝐵0 та 𝐵1 за допомогою рекурсивного виклику

множення за алгоритом Карацуби обчислюємо вирази.

𝐶2 = 𝐴1 ·𝐵1, 𝐶0 = 𝐴0 ·𝐵0,

𝐶1 = (𝐴0 + 𝐴1) · (𝐵0 +𝐵1)− 𝐶0 − 𝐶2.

Будуємо вiдповiдь за формулою

𝐶 = (𝐶2 << (2𝑛)) + (𝐶1 << 𝑛) + 𝐶0, (𝐶 = 𝐶2𝐶1𝐶0).

Нескладно побачити, що за наших обчислень насправдi 𝐶1 = 𝐴0𝐵1 +

𝐴1𝐵0. Якби нашi числа складалися з двох цифр кожне, то пiд час шкiль-

ного множення ми мали б порахувати чотири добутки: 𝐴0𝐵0, 𝐴1𝐵1, 𝐴0𝐵1

та 𝐴1𝐵0, тобто добуток нижчих розрядiв, добуток вищих розрядiв та два

змiшанi добутки. Пiсля цього змiшанi добутки просумовуюються та все це

поєднується у вiдповiдь за допомогою порозрядного змiщення отриманих

величин за формулою, схожу на формулу для 𝐶.

Так само працює шкiльне множення довгих чисел в рекурсивнiй формi.

Нам треба 4 рази помножити удвiчi коротшi числа для отримання резуль-

тату. Алгоритм Карацуби дозволяє робити 3 рекурсивних виклики замiсть

чотирьох, за рахунок чого вiн є асимптотично швидшим.
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Оскiльки алгоритм є рекурсивним, то для нього має бути визначеним

дно рекурсiї. В даному випадку це повиннi бути настiльки малi довжи-

ни чисел 𝐴 та 𝐵, що рекурсiю викликати або неможливо, або доцiльнiше

використати шкiльне множення.

Дно рекурсiї студент може визначити самостiйно. Для коректної роботи

алгоритму дном рекурсiї треба обирати такi довжини чисел ULI, що їх

можна без втрати значень перевести у тип unsigned int та перемножити без

переповнення. При цьому конкретна довжина числа ULI, яка визначає дно

рекурсiї, може залежати вiд основи системи числення.

Розглянемо процес виконання алгоритму Карацуби на прикладi множе-

ння двох чотирьохзначних десяткових чисел за умови, що дно рекурсiї —

це добуток двозначних чисел.

Нехай 𝐴 = 1234, 𝐵 = 0321. Тодi 𝑛 = 2, 𝐴1 = 12, 𝐴0 = 34, 𝐵1 = 03, 𝐵0 =

21. Рахуємо 𝐶2 = 12·3 = 36, 𝐶0 = 34·21 = 714, 𝐶1 = (12+34)·(3+21)−36−
714 = 354. Тодi 𝐶 = 36 · 104 + 354 · 102 + 714 = 396114, що i є правильним

результатом.

Тут варто зазначити, що число 𝐵 має насправдi 3 цифри, проте, оскiль-

ки число 𝐴 є довшим, то ми заповнили вищi розряди 𝐵 нулями. Це нiяк не

вливає на математичне значення числа i не впливає на операцiї, якi вико-

ристовувалися пiд час обчислення. Це є нормальною практикою в ситуацiї,

коли числа мають рiзу довжину: доповнювати коротше нулями у вищих

розрядах. Так само, якби нашi числа були 𝐴 = 234, 𝐵 = 321, для коре-

ктного дiлення числа навпiл по розрядам, нам треба обидва числа згори

доповнити одним нулем, щоб вийшли числа 𝐴 = 0234, 𝐵 = 0321. При цьо-

му спочатку треба “дотягнути” коротше число до довшого i пiсля цього за

потреби додавати до них обох нулi. Довжини блокiв 𝐴0, 𝐵0, 𝐴1, 𝐵1 ма-

ють бути однаковими. Причому на рiвнi програми не треба додавати нулi

до std :: vector в числа. Це “дописування” нулiв є лише уявним прийомом,

який має цiллю пояснити процедуру коректного визначення довжини чисел
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для використання алгоритму Карацуби.

В наступних алгоритмах буде спостерiгатися аналогiчна ситуацiя з чи-

слами рiзної довжини або з такими, що не дiляться на однакову кiлькiсть

розрядiв. Буде вважатися, що до запуску алгоритму числа зведенi до одiєї

довжини.

2.5. Швидке множення: алгоритм Тоома-Кука

Метод Тоома-Кука схожий на метод Карацуби, тiльки в ньому дiлення

чисел вiдбувається на три блоки 𝐴 = 𝐴2𝐴1𝐴0 та 𝐵 = 𝐵2𝐵1𝐵0. Вiн також

застосовний для чисел з будь-якою основою системи числення. Будемо вва-

жати, що довжини чисел дорiвнюють 𝑛, причому 𝑛 дiлиться на 3.

1. Визначити
𝐴2 = 𝐴 >> (2𝑛/3),

𝐴1 = (𝐴 >> (𝑛/3))− (𝐴2 << (𝑛/3)),

𝐴0 = 𝐴− (𝐴2 << (2𝑛/3)− (𝐴1 << (𝑛/3))),

𝐵2 = 𝐵 >> (2𝑛/3),

𝐵1 = (𝐵 >> (𝑛/3))− (𝐵2 << (𝑛/3)),

𝐵0 = 𝐵 − (𝐵2 << (2𝑛/3)− (𝐵1 << (𝑛/3))).

2. Визначити рекурсивно 5 добуткiв
𝐹0,0 = 𝐴0 ·𝐵0,

𝐹1,0 = (𝐴2 + 𝐴1 + 𝐴0) · (𝐵2 +𝐵1 +𝐵0),

𝐹2,0 = (4𝐴2 + 2𝐴1 + 𝐴0) · (4𝐵2 + 2𝐵1 +𝐵0),

𝐹3,0 = (9𝐴2 + 3𝐴1 + 𝐴0) · (9𝐵2 + 3𝐵1 +𝐵0),

𝐹4,0 = (16𝐴2 + 4𝐴1 + 𝐴0) · (16𝐵2 + 4𝐵1 +𝐵0).

Тут множення на короткi числа реалiзуються окремо з асимптоти-

кою 𝑂(𝑛) або замiняються на вiдповiдну кiлькiсть операцiй додава-

ння.
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3. Визначити
𝐹0,1 = 𝐹1,0 − 𝐹0,0,

𝐹1,1 = 𝐹2,0 − 𝐹1,0,

𝐹2,1 = 𝐹3,0 − 𝐹2,0,

𝐹3,1 = 𝐹4,0 − 𝐹3,0.

4. Визначити
𝐹0,2 = (𝐹1,1 − 𝐹0,1)/2,

𝐹1,2 = (𝐹2,1 − 𝐹1,1)/2,

𝐹2,2 = (𝐹3,1 − 𝐹2,1)/2.

На цьому та подальших кроках дiлення на коротке число має бу-

ти визначене як окрема операцiя з асимптотикою 𝑂(𝑛). Всi дiлення

згiдно з теорiєю повиннi виконуватися нацiло, якщо в результатi

якогось дiлення залишається ненульова остача, це свiдчить про по-

милку в реалiзацiї алгоритма.

5. Визначити 𝐹0,3 = (𝐹1,2 − 𝐹0,2)/3, 𝐹1,3 = (𝐹2,2 − 𝐹1,2)/3.

6. Визначити 𝐹0,4 = (𝐹1,3 − 𝐹0,3)/4.

7. Визначити полiном
𝑃 (𝑥) = 𝐹0,0 + 𝐹0,1𝑥+ 𝐹0,2𝑥(𝑥− 1)+

+𝐹0,3𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2) + 𝐹0,4𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥− 3).

8. Розкрити дужки в отриманому полiномi та отримати полiном ви-

гляду

𝑄(𝑥) = 𝐶4𝑥
4 + 𝐶3𝑥

3 + 𝐶2𝑥
2 + 𝐶1𝑥+ 𝐶0.

9. Повернути значення

𝐶4 << (4𝑛/3) + 𝐶3 << 𝑛+ 𝐶2 << (2𝑛/3) + 𝐶1 << (𝑛/3) + 𝐶0.

Дно рекурсiї визначається аналогiчно до попереднього методу. Звiсно,

на кроках 7 та 8 не треба визначати полiном за допомогою нового класу,

з ним можна працювати як з набором коефiцiєнтiв в рамках даного ал-

горитму. Процедура розкриття дужок — це просто пiдрахунок комбiнацiй
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коефiцiєнтiв 𝐹 для утворення нових коефiцiєнтiв 𝐶. Отримання конкре-

тного вигляду цих комбiнацiй залишається як вправа читачевi.

Суть методу Тоома-Кука полягає в тому, що на основi чисел 𝐴 i 𝐵 бу-

дуються два квадратичних полiноми 𝑃1(𝑥) = 𝐴2𝑥
2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0 та 𝑃2(𝑥) =

𝐵2𝑥
2 +𝐵1𝑥+𝐵0. Алгоритм Тоома-Кука — це процедура знаходження кое-

фiцiєнтiв полiному-добутку за допомогою процедури iнтерполяцiї Ньютона

по 5 точкам.

𝑃1(𝑥)𝑃2(𝑥) = 𝑃3(𝑥) = 𝐶4𝑥
4 + 𝐶3𝑥

3 + 𝐶2𝑥
2 + 𝐶1𝑥+ 𝐶0.

Тодi, оскiльки 𝑃1(𝑝
𝑛/3) = 𝐴, 𝑃2(𝑝

𝑛/3) = 𝐵, то 𝑃3(𝑝
𝑛/3) = 𝐴𝐵, що i є

шуканим результатом.

Асимптотична складнiсть алгоритму: 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔35) = 𝑂(𝑛1.46497).

2.6. Швидке множення: алгоритм Шенхаге

Алгоритм Шенхаге використовується тiльки для двiйкових чисел. Вiн

також є рекурсивним та базується на зображеннi числа через сукупнiсть

чисел меншої довжини, проте, на вiдмiну вiд алгоритмiв Карацуби i Тоома-

Кука, вiн не проводить роздiлення чисел за розрядами. Натомiсть вiн пред-

ставляє довге число 𝐴 через 6 коротших довгих чисел 𝐴1, ..., 𝐴6, якi є ре-

зультатами операцiї 𝐴𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 6, тобто у виглядi залишкiв вiд дiлення

на певним чином визначенi числа 𝑀𝑖. Оригiнальне число 𝐴 можна вiдно-

вити за допомогою китайської теореми про залишки. У використаннi цiєї

теореми i полягає основна iдея алгоритму Шенхаге.

Ще однiєю вiдмiннiстю алгоритма Шенхаге є визначення рiвня рекурсiї

вiдповiдно до довжини числа. У попереднiх алгоритмах рiвень рекурсiї ви-

значався тим, скiльки разiв можна подiлити число 𝑛 на 2 або 3, поки ми не

досягнемо достатньо малих довжин чисел. Тодi числа розбивалися на удвi-

чi та втричi коротшi. Тут ми введемо зростаючу послiдовнiсть чисел 𝑝𝑛 та
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будемо множити числа довжиною 𝑝𝑛 за допомогою рекурсивних викликiв

алгоритму Шенхаге для множення чисел довжиною 𝑝𝑛−1.

Також на додачу до стандартних операцiй в цьому алгоритмi викори-

стовується операцiя взяття остачi вiд дiлення на числа 𝑀𝑖. Кожне таке

число є по сутi 2𝑒𝑖 − 1, де 𝑒𝑖 — коротке додатне число. Тобто в двiйковому

записi кожне з чисел 𝑀𝑖 є просто набором одиниць довжини 𝑒𝑖. У зв’язку

з цим самi числа 𝑀𝑖 не потрiбно зберiгати у памятi, а працювати з ними

можна, передаючи у вiдповiднi функцiї короткi числа 𝑒𝑖, оскiльки кожне

𝑀𝑖 повнiстю визначається своїм 𝑒𝑖.

Алгоритм Шенхаге використовує операцiї модулярної арифметики за

модулями 𝑀𝑖, такi як додавання та вiднiмання.

Додавання за модулем — це просто додавання та подальше знаходження

остачi вiд дiлення результату на 𝑀𝑖. Вiднiмання за модулем працює трохи

iнакше (тут 𝐴,𝐵 < 𝑀𝑖):

𝐴−𝐵 𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝐴−𝐵, if 𝐴 > 𝐵,

𝑀𝑖 + 𝐴−𝐵, if 𝐴 < 𝐵.

Сама операцiя взяття числа 𝐴 по модулю 𝑀𝑖 за рахунок спецiального

вигляду 𝑀𝑖 реалiзується наступним чином: якщо 𝐴 < 𝑀𝑖, то результатом є

просто число 𝐴, якщо нi, то число 𝐴 розбивається на блоки 𝐴𝑘𝐴𝑘−1...𝐴1𝐴0

порозрядно, так що кожен блок 𝐴𝑗 мiстить 𝑒𝑖 цифр. Тодi

𝐴𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖 =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝐴𝑗 𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖,

тобто виконується рекурсивний виклик.

В текстi операцiю взяття числа по модулю зазвичай пишуть в самому

кiнцi, як у виразi

𝐴+𝐵 − 𝐶 +𝐷𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖.



39

Дана приписка свiдчить, що всi операцiї насправдi є операцiями моду-

лярної арифметики i даний вираз насправдi є єквiвалентним такому.

(((((𝐴+𝐵)𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖)− 𝐶)𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖) +𝐷)𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖.

Саме згiдно з останнiм виразом рекомендується реалiзовувати всi опе-

рацiї в межах цього алгоритму.

Сам алгоритм Шенхаге виглядає наступним чином. Вважається, що

числа 𝐴 i 𝐵 мають довжину 𝑛.

1. Рахувати рекурентну числову послiдовнiсть 𝑞0 = 1, 𝑞𝑘+1 = 3𝑞𝑘 −
1, допоки число 𝑛 не стане менше за 𝑝𝑘 = 18𝑞𝑘 + 8. Нехай 𝑞𝑘 —

найменше число з послiдовностi, коли ця умова досягнута. Якщо

𝑞𝑘 = 1, то перемножити два числа у стовпчик, iнакше — перейти на

крок 2.

2. Визначити 𝑒1 = 6𝑞𝑘 − 1, 𝑒2 = 6𝑞𝑘 + 1, 𝑒3 = 6𝑞𝑘 + 2, 𝑒4 = 6𝑞𝑘 + 3, 𝑒5 =

6𝑞𝑘 + 5, 𝑒6 = 6𝑞𝑘 + 7 та вiдповiднi числа 𝑀1,𝑀2,𝑀3,𝑀4,𝑀5,𝑀6.

3. Визначити 𝐴𝑖 = 𝐴 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑖, 𝐵𝑖 = 𝐵 𝑚𝑜𝑑 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 6. Числа 𝐴𝑖, 𝐵𝑖

мають довжину менше за 𝑝𝑘−1 = 18𝑞𝑘−1 + 8.

4. Виконати рекурсивно 6 множень та отримати числа 𝐶𝑖 = 𝐴𝑖𝐵𝑖, 𝑖 =

1, 6.

5. Знайти 𝑊𝑖 = 𝐶𝑖 𝑚𝑜𝑑𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 6.

6. За допомогою визначеної нижче процедури C виконати кроки 7-12.

7. 𝑊 1
1 = 𝑊1 𝑚𝑜𝑑𝑀1.

8. 𝑊 1
2 = 𝐶(𝑊2 −𝑊 1

1 ,𝑀1,𝑀2)𝑚𝑜𝑑𝑀2.

9. 𝑊 1
3 = 𝐶(𝐶(𝑊3 −𝑊 1

1 ,𝑀1,𝑀3)−𝑊 1
2 ,𝑀2,𝑀3)𝑚𝑜𝑑𝑀3.

10. 𝑊 1
4 = 𝐶(𝐶(𝐶(𝑊4−𝑊 1

1 ,𝑀1,𝑀4)−𝑊 1
2 ,𝑀2,𝑀4)−𝑊 1

3 ,𝑀3,𝑀4)𝑚𝑜𝑑𝑀4.

11. 𝑊 1
5 = 𝐶(𝐶(𝐶(𝐶(𝑊5 −𝑊 1

1 ,𝑀1,𝑀5)−𝑊 1
2 ,𝑀2,𝑀5)−𝑊 1

3 ,𝑀3,𝑀5)−
𝑊 1

4 ,𝑀4,𝑀5)𝑚𝑜𝑑𝑀5.

12. 𝑊 1
6 = 𝐶(𝐶(𝐶(𝐶(𝐶(𝑊6−𝑊 1

1 ,𝑀1,𝑀6)−𝑊 1
2 ,𝑀2,𝑀6)−𝑊 1

3 ,𝑀3,𝑀6)−
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𝑊 1
4 ,𝑀4,𝑀6)−𝑊 1

5 ,𝑀5,𝑀6)𝑚𝑜𝑑𝑀6.

13. Повернути значення

((((𝑊 1
6𝑀5 +𝑊 1

5 )𝑀4 +𝑊 1
4 )𝑀3 +𝑊 1

3 )𝑀2 +𝑊 1
2 )𝑀1 +𝑊 1

1 .

Дном рекурсiї в даному випадку є числа довжиною менше за 18𝑞0+8 =

26 бiтiв. Такi числа можна множити в 64-розрядному процесорi без втрати

точностi.

Множення на 𝑀𝑖 в останньому кроцi алгоритму виконується дуже про-

сто: 𝐴𝑀𝑖 = (𝐴 << 𝑒𝑖)− 𝐴.

Процедура 𝐶(𝑈,𝑀𝑖,𝑀𝑗) виконується наступним чином.

1. За допомогою розширеного алгоритму Євклiда знайти число 𝑏 таке,

що 𝑏𝑒𝑖 = 1𝑚𝑜𝑑 𝑒𝑗.

2. Нехай бiтове зображення короткого числа 𝑏 наступне: 𝑏𝑠𝑏𝑠−1...𝑏2𝑏1𝑏0.

Визначити 𝑎0 = 𝑒𝑖, 𝑑0 = 𝑏0𝑒𝑖, 𝑈0 = 𝑈 , 𝑉0 = 𝑏0𝑈 , 𝑘 = 0.

3. Iнкрементувати значення 𝑘. Визначити
𝑎𝑘 = 2𝑎𝑘−1 𝑚𝑜𝑑 𝑒𝑗,

𝑑𝑘 = (𝑑𝑘−1 + 𝑏𝑘𝑎𝑘)𝑚𝑜𝑑 𝑒𝑗,

𝑈𝑘 = (𝑈𝑘−1 + 𝑈𝑘−1 << 𝑎𝑘−1)𝑚𝑜𝑑𝑀𝑗,

𝑉𝑘 = (𝑉𝑘−1 + 𝑏𝑘(𝑈𝑘 << 𝑑𝑘−1))𝑚𝑜𝑑𝑀𝑗.

4. Якщо 𝑘 = 𝑠, повернути значення 𝑉𝑠. Iнакше повторити крок 3.

Ця процедура фактично дає результат множення за модулем 𝑀𝑗 числа

𝑈 та числа 𝐶𝑖𝑗, що є оберненим до числа 𝑀𝑖 по модулю 𝑀𝑗. Саме число

𝐶𝑖𝑗 при цьому не рахується, оскiльки це займає багато часу. Процедура 𝐶

є доволi креативним способом отримати значення бажаного добутку без

знаходження 𝐶𝑖𝑗. За рахунок цього алгоритм i досягає своєї асимптотичної

складностi.

Асимптотична складнiсть алгоритму Шенхаге — 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔36) = 𝑂(𝑛1.6309).
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2.7. Швидке множення: алгоритм Штрасена

Алгоритм Штрасена є ускладненням алгоритму Тоома-Кука, оскiльки

вiн також використовує зведення множення довгих чисел до множення по-

лiномiв, проте полiноми цi набагато складнiшi. Кiлькiсть блокiв розрядiв,

на якi розбиваються числа 𝐴 та 𝐵 в цьому алгоритмi, тепер визначається

динамiчно i залежить вiд довжини чисел. Так само, як i метод Шенхаге,

алгоритм Штрасена використовується тiльки для чисел з основою системи

числення 2.

Як промiжну процедуру, алгоритм Штрасена використовує швидке пе-

ретворення Фур’є. Алгоритм цього перетворення буде описаний в насту-

пному пунктi.

Як i у випадку алгоритму Шенхаге, всi операцiї тут будуть викону-

ватися в модулярнiй арифметицi, тiльки модулi в даному випадку будуть

виглядати як 2𝑁 +1. Додавання та вiднiмання за цим модулем не вiдрiзня-

ється вiд аналогiчних процедур, описаних в попередньому пунктi. Проте

саме взяття числа по такому модулю вiдбувається трохи iнакше.

Якщо 𝐴 < 2𝑁+1, то 𝐴𝑚𝑜𝑑(2𝑁+1) = 𝐴, iнакше число 𝐴 розбивається на

блоки 𝐴𝑘𝐴𝑘−1...𝐴1𝐴0 порозрядно, так що кожен блок 𝐴𝑗 мiстить 𝑁 цифр.

Тодi
𝐴𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1) = (((𝐴0 + 𝐴2 + 𝐴4 + ...)𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1))−

((𝐴1 + 𝐴3 + 𝐴5 + ...)𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1)))𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1),

тобто виконується два рексурсивних виклика.

Алгоритм Штрасена:

Вхiднi данi: двiйковi довгi числа 𝐴 та 𝐵 довжиною 𝑛 цифр.

1. Знайти найменше натуральне 𝑚 таке, що 2𝑛 6 2𝑚.

2. Повернути результат виконання процедури Множення за моду-

лем з параметрами 𝐴, 𝐵 та 𝑚.
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Множення за модулем:

Вхiднi данi: двiйковi довгi числа 𝑈, 𝑉 < 22
𝑛

+ 1 та число 𝑛 (це вже не

довжина чисел).

Вихiднi данi: результат формули 𝑈𝑉 𝑚𝑜𝑑 (22
𝑛

+ 1).

1. Якщо 𝑈 = 22
𝑛, повернути 22

𝑛

+ 1 − 𝑉 . Якщо 𝑉 = 22
𝑛, повернути

22
𝑛

+ 1− 𝑈 . Iнакше виконати кроки 2-16.

2. На цьому кроцi виконується 𝑈, 𝑉 < 22
𝑛. Визначити 𝑘 = ⌈𝑛/2⌉,

𝑙 = ⌊𝑛/2⌋. Якщо 𝑘 < 6, виконати множення чисел 𝑈 i 𝑉 методом

Карацуби та повернути значення 𝑈𝑉 𝑚𝑜𝑑(22𝑛+1). Iнакше виконати

кроки 3-16.

3. Визначити 𝑁 = 2𝑛, 𝐾 = 2𝑘, 𝐿 = 2𝑙. Цi числа насправдi також є ко-

роткими. Запис цих трьох величин через великi лiтери є винятком

iз сформульованого нами на початку роздiлу правила. Такий запис

обраний для пiдкреслення рiзницi в порядках мiж даними величи-

нами та величинами 𝑛, 𝑘 та 𝑙.

4. Представити числа 𝑈 та 𝑉 як блоки бiтiв
𝑈𝐾−1𝑈𝐾−2...𝑈1𝑈0,

𝑉𝐾−1𝑉𝐾−2...𝑉1𝑉0.

Кожне 𝑈𝑖, 𝑉𝑖 складається з 𝐿 цифр.

5. Визначити 𝑈 1
𝑟 = 𝑈𝑟 𝑚𝑜𝑑 2𝑘 та 𝑉 1

𝑟 = 𝑉𝑟 𝑚𝑜𝑑 2𝑘 для 𝑟 = 0, 𝐾 − 1

(просте обрiзання std :: vector).

6. Визначити
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𝑈 1,1 =
𝐾−1∑︁
𝑟=0

(𝑈 1
𝑟 << 3𝑘𝑟),

𝑉 1,1 =
𝐾−1∑︁
𝑟=0

(𝑉 1
𝑟 << 3𝑘𝑟),

𝑈 1,2 =
𝐾−1∑︁
𝑟=0

(𝑈 1
𝐾−1−𝑟 << 3𝑘𝑟),

𝑉 1,2 =
𝐾−1∑︁
𝑟=0

(𝑉 1
𝐾−1−𝑟 << 3𝑘𝑟).

7. Методом швидкого множення Штрасена знайти добутки 𝑊 1,1 =

𝑈 1,1𝑉 1,1 та 𝑊 1,2 = 𝑈 1,2𝑉 1,2

8. Визначити
𝑊 1

𝑟 = ((𝑊 1,1 >> (3𝑘𝑟))𝑚𝑜𝑑 2𝑘−

−(𝑊 1,2 >> (3𝑘(𝐾 − 𝑟 − 2)))𝑚𝑜𝑑 2𝑘)𝑚𝑜𝑑 2𝑘, 𝑟 = 0, 𝐾 − 2,

𝑊 1
𝐾−1 = (𝑊 1,1 >> (3𝑘(𝐾 − 1)))𝑚𝑜𝑑 2𝑘.

9. Визначити 𝜓 = 22
𝑙+1−𝑘 ,

𝐴𝑟 = 𝑈𝑟 << 𝑟(2𝑙+1−𝑘)𝑚𝑜𝑑 (22𝐿 + 1),

𝐵𝑟 = 𝑉𝑟 << 𝑟(2𝑙+1−𝑘)𝑚𝑜𝑑 (22𝐿 + 1),

𝑟 = 0, 𝐾 − 1.

10. Здiйснити швидке перетворення Фур’є для масивiв 𝐴𝑟, 𝐵𝑟 з параме-

трами 𝜔 = 𝜓2 та 𝑀 = 22𝐿 + 1, отримавши масиви 𝐴1
𝑟, 𝐵

1
𝑟 .

11. Рекурсивно для кожного 𝑟 = 0, 𝐾 − 1 викликати процедуру Мно-

ження за модулем з параметрами 𝐴1
𝑟, 𝐵1

𝑟 та 𝑙 + 1. Результати

позначити як 𝐶1
𝑟 вiдповiдно.

12. Виконати швидке перетворення Фур’є для масиву 𝐶1
𝑟 з параметрами

𝜔 = 𝜓2 та 𝑀 = 22𝐿 + 1, отримавши масив 𝐶𝑟.

13. Визначити
𝑊 2

𝑟 = (𝐶𝐾−𝑟 << (4𝐿− 𝑘 − 𝑟(2𝑙+1−𝑘)))𝑚𝑜𝑑 (22𝐿 + 1), 𝑟 = 1, 𝐾 − 1,

𝑊 2
0 = (𝐶0 << (4𝐿− 𝑘))𝑚𝑜𝑑 (22𝐿 + 1).
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14. Визначити
𝑊 3

𝑟 = ((𝑊 1
𝑟 −𝑊 2

𝑟 )𝑚𝑜𝑑 2
𝑘) << (2𝐿) + ((𝑊 1

𝑟 −𝑊 2
𝑟 )𝑚𝑜𝑑 2

𝑘) +𝑊 2
𝑟 ,

𝑟 = 0, 𝐾 − 1.

Вiднiмання за модулем 2𝑘 визначено так само, як i для загального

значення модуля 𝑀 .

15. Для кожного 𝑟 = 0, 𝐾 − 1 визначити 𝑊𝑟 наступним чином: якщо

𝑊 3
𝑟 < (𝑟 + 1)22𝐿, то 𝑊𝑟 = 𝑊 3

𝑟 𝑚𝑜𝑑 (2
𝑁 + 1), iнакше 𝑊𝑟 = (𝑊 3

𝑟 −
2𝑘(22𝐿 + 1))𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1).

16. Повернути значення (
∑︀𝐾−1

𝑟=0 (𝑊𝑟 << 𝑟𝐿))𝑚𝑜𝑑 (2𝑁 + 1).

По сутi величини 𝑊𝑟 в данiй процедурi є так званими “згортками” кое-

фiцiєнтiв 𝑈𝑟 та 𝑉𝑟.

𝑊𝑟 = (𝑈𝑟𝑉0+𝑈𝑟−1𝑉1+ ...+𝑈0𝑉𝑟)− (𝑈𝐾−1𝑉𝑟+1+ ...+𝑈𝑟+1𝑉𝐾−1)𝑚𝑜𝑑 (2
𝑁 +1).

Цi величини є ключовими в обрахунку цифр числа-добутку. Швидке

отримання згорток i є суттю бiльшостi алгоритмiв швидкого множення. В

алгоритмi Штрасена це досягається за рахунок того, що спочатку визна-

чаються бiльш короткi складовi 𝑊 1
𝑟 та бiльш довгi складовi 𝑊 2

𝑟 , з яких на

кроцi 14 за формулою, яка нагадує формули методу Шенхаге, збирається

число 𝑊 3
𝑟 , яке не дуже сильно вiдрiзняється вiд потрiбного нам значен-

ня 𝑊𝑟. Фактично, формула з кроку 14 може бути переписана наступним

чином.

𝑊 3
𝑟 = (22𝐿 + 1)((𝑊 1

𝑟 −𝑊 2
𝑟 )𝑚𝑜𝑑 2

𝑘) +𝑊 2
𝑟 .

Коротшi компоненти 𝑊 1
𝑟 отримуються за рахунок двох рекурсивних

викликiв алгоритму Штрасена для згрупованих разом компонент 𝑈 1
𝑟 та

𝑉 1
𝑟 (крок 7). Для довших компонент згортки обраховуються за допомогою

швидкого перетворення Фур’є. Саме розбиття на двi частини (коротшу та
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довшу) кожної компоненти обумовлено потребами оптимального зменше-

ння кiлькостi цифр пiд час виклику рекурсiї. Коротша частина в даному

випадку просто уточнює довшу. За рахунок цього алгоритм має найкращу

асимптотичну швидкiсть.

Асимптотична складнiсть алгоритму Штрасена — 𝑂(𝑛 ln𝑛 ln ln𝑛).

2.8. Швидке перетворення Фур’є

Пiд час опису алгоритму швидкого перетвоорення Фур’є ми будемо ча-

сто записувати короткi числа у двiйковому записi 𝑡 = (𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2. Вар-

то памятати, що цей набiр цифр є одним числом.

Алгоритм швидкого перетворення Фур’є.

Вхiднi данi: масив довгих цiлих невiд’ємних чисел (𝐴0, 𝐴1, ...., 𝐴𝐾−1),

𝐾 = 2𝑘, число 𝜔 та модуль 𝑀 .

Вихiднi данi: масив нових довгих цiлих невiдємних чисел (𝐴1
0, 𝐴

1
1, ...., 𝐴

1
𝐾−1).

Перед початком виконання зручно порахувати значення 𝜔2, 𝜔4, ...., 𝜔2𝑘−1.

Тодi, коли нам треба буде порахувати степiнь 𝜔𝑡 = 𝜔(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2, ми мо-

жемо формувати цю степiнь як добуток обчислених значень 𝜔𝑡 =
∏︀
𝜔2𝑖, де

добуток береться по тим степеням, для яких вiдповiдне 𝑡𝑖 ̸= 0.

Спочатку ми визначаємо масив 𝐵0 з 𝐾 довгих чисел, використовуючи

вхiднi данi:

𝐵0[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2] = 𝐴(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2, 𝑡 = (𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2, 0 6 𝑡 < 𝐾.

На 1 кроцi для 𝑡 вiд 0 до 𝐾 − 1 заповнюємо новий масив довгих чисел

𝐵1[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2] = (𝐵0[(0𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2]+𝜔
(𝑡𝑘−10...0)2𝐵0[(1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2])𝑚𝑜𝑑𝑀.

На 2 кроцi виконуємо аналогiчну процедуру, змiщаючись по розрядам



46

iндексiв.
𝐵2[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2] = (𝐵1[(𝑡𝑘−10𝑡𝑘−3...𝑡1𝑡0)2]+

+𝜔(𝑡𝑘−2𝑡𝑘−10...0)2𝐵1[(𝑡𝑘−11𝑡𝑘−3...𝑡1𝑡0)2])𝑚𝑜𝑑𝑀.

Звернiть увагу, що степiнь 𝜔 заповнюється в зворотньому порядку.

Продовжуємо аналогiчнi дiї, поки не досягнемо кроку 𝑘.

𝐵𝑘[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2] = (𝐵𝑘−1[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡10)2]+

+𝜔(𝑡0𝑡1...𝑡𝑘−1)2𝐵𝑘−1[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡11)2])𝑚𝑜𝑑𝑀.

Для кожного 𝑡 = (𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2 визначаємо компоненти масиву-вiдповiдi:

𝐴1[(𝑡𝑘−1𝑡𝑘−2...𝑡1𝑡0)2] = 𝐵𝑘[(𝑡0𝑡1...𝑡𝑘−1)2].

В цiй формулi також присутня змiна порядку бiтiв.

Суть застосування перетворення Фур’є в рамках алгоритму Штрасена

полягає в тому, що за допомогою цього перетворення ми можемо швидко

перейти вiд полiномiв до їхнiх значень на наборi точок. Так, вхiднi данi пе-

ретворення Фур’є можна iнтепретувати як коефiцiєнти деякого полiнома.

Вихiднi — як значення цього полiнома у точках 1, 𝜔, 𝜔2, ... Тодi, отри-

мавши набори значень для двох полiномiв, ми перемножуємо їх поком-

понентно (крок 11 процедури Множення за модулем) та повертаємося

назад до коефiцiєнтiв полiному-добутку. Iдея така сама, як i в алгоритмi

Тоома-Кука. Проте за рахунок спецiального вибору степенi полiномiв та

значення 𝜔 процедура суттєво спрощується, оскiльки, по-перше, степiнь

полiному-добутка спiвпадає зi степенями полiномiв-множникiв, i, по-друге,

для повернення “назад” вiд значень до полiномiв нам не треба вигадувати

нову процедуру оберненого перетворення Фур’є, а достатньо виконати ще

одне перетворення “вперед” (крок 12 процедури Множення за модулем)

i пiсля цього лише змiнити порядок отриманих значень та трохи їх змi-

стити (крок 13 процедури Множення за модулем). За цими простими

дiями приховується доволi складна та цiкава математика, про яку можна

почитати у вiдповiднiй лiтературi.
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2.9. Швидке множення: алгоритм Штрасена: приклад

В цьому пунктi ми покажемо, що алгоритм Штрасена дiйсно працює,

розглянувши приклад множення двох маленьких чисел. Ми проiгнорує-

мо перевiрку умови дна рекурсiї в процедурi Множення за модулем та

спробуємо знайти добуток чисел 𝐴 = 7 та 𝐵 = 5. При цьому ми будемо

також iгнорувати рекурсивнi виклики, вважаючи, що всi допомiжнi мно-

ження ми можемо зробити руками. Оскiльки алгоритм Штрасена працює

для двiйкових чисел, то в цьому пунктi там, де це неочевидно, ми будемо

вказувати, що записанi нами числа мають основу системи числення 2. Це

буде позначатися вiдповiдним iндексом внизу бiля числа.

Алгоритм Штрасена(𝐴 = 7 = 1112, 𝐵 = 5 = 1012).

Крок 1. Обидва числа мають по 𝑛 = 3 цифри, тому мiнiмальне 𝑚 до-

рiвнює 3 (2 · 3 = 6 6 8 = 23).

Крок 2. Виклик процедури Множення за модулем з параметрами

1112, 1012 та 3.

Множення за модулем(𝑈 = 000001112, 𝑉 = 000001012, 𝑛 = 3).

Крок 1. Жодне з чисел 𝑈 , 𝑉 не дорiвнює 22
3

= 256 = 1000000002, тому

переходимо до кроку 2.

Крок 2. 𝑘 = ⌈3/2⌉ = 2, 𝑙 = ⌊3/2⌋ = 1. Дно рекурсiї ми iгноруємо та

переходимо на крок 3.

Крок 3. 𝑁 = 23 = 8, 𝐾 = 22 = 4, 𝐿 = 21 = 2.

Крок 4.
𝑈0 = 112, 𝑉0 = 012,

𝑈1 = 012, 𝑉1 = 012,

𝑈2 = 002, 𝑉2 = 002,

𝑈3 = 002, 𝑉3 = 002.
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Крок 5.

𝑈 1
0 = 112 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 112, 𝑉
1
0 = 012 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 012,

𝑈 1
1 = 012 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 012, 𝑉
1
1 = 012 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 012,

𝑈 1
2 = 002 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 002, 𝑉
1
2 = 002 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 002,

𝑈 1
3 = 002 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 002, 𝑉
1
3 = 002 𝑚𝑜𝑑 2

2 = 002.

Крок 6.

𝑈 1,1 = 112 + 012 << (3 · 2 · 1) + 002 << (3 · 2 · 2) + 002 << (3 · 1 · 3) =

= 10000112 = 67,

𝑉 1,1 = 012 + 012 << (3 · 2 · 1) + 002 << (3 · 2 · 2) + 002 << (3 · 1 · 3) =

= 10000012 = 65,

𝑈 1,2 = 002 + 002 << (3 · 2 · 1) + 012 << (3 · 2 · 2) + 112 << (3 · 1 · 3) =

= 110000010000000000002 = 193 · 212,

𝑉1,2 = 002 + 002 << (3 · 2 · 1) + 012 << (3 · 2 · 2) + 012 << (3 · 1 · 3) =

= 10000010000000000002 = 65 · 212.

Крок 7.

𝑊 1,1 = 10001000000112 = 4355,

𝑊1,2 = 110001000000010000000000000000000000002 = 12545 · 224.

Тут ми отримали ситуацiю, коли для знаходження добутку трицифро-

вих чисел, нам потрiбно помножити набагато довшi числа. Зрозумiло, що

це викликано тим, що ми проiгнорували дно рекурсiї кроцi 2. Така ж си-

туацiя буде i на кроцi 11.
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Крок 8.

𝑊 1
0 = ((𝑊 1,1)𝑚𝑜𝑑 : 22 − (𝑊 1,2 >> (3 · 2(4− 0− 2)))𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 =

= ((𝑊 1,1)𝑚𝑜𝑑 : 22 − (𝑊 1,2 >> 12)𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 = 112 = 3,

𝑊 1
1 = ((𝑊 1,1 >> (3 · 2 · 1))𝑚𝑜𝑑 : 22−

−(𝑊 1,2 >> (3 · 2(4− 1− 2)))𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 =

= ((𝑊 1,1 >> 6)𝑚𝑜𝑑 : 22 − (𝑊 1,2 >> 6)𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 = 002 = 0,

𝑊 1
2 = ((𝑊 1,1 >> (3 · 2 · 2))𝑚𝑜𝑑 : 22−

−(𝑊 1,2 >> (3 · 2(4− 2− 2)))𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 =

= ((𝑊 1,1 >> 12)𝑚𝑜𝑑 : 22 − (𝑊 1,2)𝑚𝑜𝑑 22)𝑚𝑜𝑑 22 = 012 = 1,

𝑊 1
3 = ((𝑊 1,1 >> (3 · 2 · 3)))𝑚𝑜𝑑 22 =

= (𝑊 1,1 >> 18)𝑚𝑜𝑑 : 22 = 002 = 0.

Крок 9. 21+1−2 = 1, 𝜓 = 22
1+1−2

= 22
0

= 2. 22·1 + 1 = 5

𝐴0 = 112 << (0 · 1)𝑚𝑜𝑑 (5) = 112, 𝐵0 = 012 << (0 · 1)𝑚𝑜𝑑 5 = 012,

𝐴1 = 012 << (1 · 1)𝑚𝑜𝑑 (5) = 102, 𝐵1 = 012 << (1 · 1)𝑚𝑜𝑑 5 = 012,

𝐴2 = 002 << (2 · 1)𝑚𝑜𝑑 (5) = 002, 𝐵2 = 002 << (2 · 1)𝑚𝑜𝑑 5 = 002,

𝐴3 = 002 << (3 · 1)𝑚𝑜𝑑 (5) = 002, 𝐵3 = 002 << (3 · 1)𝑚𝑜𝑑 5 = 002.

Крок 10. 𝜔 = 22 = 4 = 1002, 𝑀 = 22·2 + 1 = 17.

Робимо перетворення Фур’є для параметрiв 𝐵0 = [112, 102, 002, 002], 𝜔 =

4 та 𝑀 = 17.

𝐵0
002

= 112, 𝐵0
012

= 102, 𝐵0
102

= 002, 𝐵0
112

= 002.

𝐵1
002

= 𝐵0
002

+ 𝜔002𝐵0
102

mod 17 = 112 + 1 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 112,

𝐵1
012

= 𝐵0
012

+ 𝜔002𝐵0
112

mod 17 = 102 + 1 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 102,

𝐵1
102

= 𝐵0
002

+ 𝜔102𝐵0
102

mod 17 = 112 + 16 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 112,

𝐵1
112

= 𝐵0
012

+ 𝜔102𝐵0
112

mod 17 = 102 + 16 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 102.
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𝐵2
002

= 𝐵1
002

+ 𝜔002𝐵1
012

mod 17 = 112 + 1 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 5𝑚𝑜𝑑 17 = 5,

𝐵2
012

= 𝐵1
002

+ 𝜔102𝐵1
012

mod 17 = 112 + 16 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 35𝑚𝑜𝑑 17 = 1,

𝐵2
102

= 𝐵1
102

+ 𝜔012𝐵1
112

mod 17 = 112 + 4 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 11𝑚𝑜𝑑 17 = 11,

𝐵2
112

= 𝐵1
102

+ 𝜔112𝐵1
112

mod 17 = 112 + 64 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 131𝑚𝑜𝑑 17 = 12.

Визначаємо 𝐴1
𝑟.

𝐴1
002

= 𝐵2
002

= 5, 𝐴1
012

= 𝐵2
102

= 11,

𝐴1
102

= 𝐵2
012

= 1, 𝐴1
112

= 𝐵2
112

= 12.

𝐴1 = [5, 11, 1, 12].

Тепер робимо перетворення Фур’є для параметрiв𝐵0 = [012, 102, 002, 002],

𝜔 = 4 та 𝑀 = 17.

𝐵0
002

= 012, 𝐵0
012

= 102, 𝐵0
102

= 002, 𝐵0
112

= 002.

𝐵1
002

= 𝐵0
002

+ 𝜔002𝐵0
102

mod 17 = 012 + 1 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 012,

𝐵1
012

= 𝐵0
012

+ 𝜔002𝐵0
112

mod 17 = 102 + 1 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 102,

𝐵1
102

= 𝐵0
002

+ 𝜔102𝐵0
102

mod 17 = 012 + 16 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 012,

𝐵1
112

= 𝐵0
012

+ 𝜔102𝐵0
112

mod 17 = 102 + 16 · 002 𝑚𝑜𝑑 17 = 102.
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𝐵2
002

= 𝐵1
002

+ 𝜔002𝐵1
012

mod 17 = 012 + 1 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 3𝑚𝑜𝑑 17 = 3,

𝐵2
012

= 𝐵1
002

+ 𝜔102𝐵1
012

mod 17 = 012 + 16 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 33𝑚𝑜𝑑 17 = 16,

𝐵2
102

= 𝐵1
102

+ 𝜔012𝐵1
112

mod 17 = 012 + 4 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 9𝑚𝑜𝑑 17 = 9,

𝐵2
112

= 𝐵1
102

+ 𝜔112𝐵1
112

mod 17 = 012 + 64 · 102 𝑚𝑜𝑑 17 =

= 129𝑚𝑜𝑑 17 = 10.

Визначаємо 𝐵1
𝑟 .

𝐵1
002

= 𝐵2
002

= 3, 𝐵1
012

= 𝐵2
102

= 9,

𝐵1
102

= 𝐵2
012

= 16, 𝐵1
112

= 𝐵2
112

= 10.

𝐵1 = [3, 9, 16, 10].

Крок 11. 𝑙 + 1 = 2, 22𝑙+1

+ 1 = 17.

𝐶1
0 = 5 · 3𝑚𝑜𝑑 17 = 15𝑚𝑜𝑑 17 = 15,

𝐶1
1 = 11 · 9𝑚𝑜𝑑 17 = 99𝑚𝑜𝑑 17 = 14,

𝐶1
2 = 1 · 16𝑚𝑜𝑑 17 = 16𝑚𝑜𝑑 17 = 16,

𝐶1
3 = 12 · 10𝑚𝑜𝑑 17 = 120𝑚𝑜𝑑 17 = 1.

Крок 12.

Робимо перетворення Фур’є для параметрiв 𝐵0 = [15, 14, 16, 1], 𝜔 = 4

та 𝑀 = 17.

𝐵0
002

= 15, 𝐵0
012

= 14, 𝐵0
102

= 16, 𝐵0
112

= 1.



52

𝐵1
002

= 𝐵0
002

+ 𝜔002𝐵0
102

mod 17 = 15 + 1 · 16𝑚𝑜𝑑 17 = 14,

𝐵1
012

= 𝐵0
012

+ 𝜔002𝐵0
112

mod 17 = 14 + 1 · 1𝑚𝑜𝑑 17 = 15,

𝐵1
102

= 𝐵0
002

+ 𝜔102𝐵0
102

mod 17 = 15 + 16 · 16𝑚𝑜𝑑 17 = 16,

𝐵1
112

= 𝐵0
012

+ 𝜔102𝐵0
112

mod 17 = 14 + 16 · 1𝑚𝑜𝑑 17 = 13.

𝐵2
002

= 𝐵1
002

+ 𝜔002𝐵1
012

mod 17 = 14 + 1 · 15𝑚𝑜𝑑 17 = 12,

𝐵2
012

= 𝐵1
002

+ 𝜔102𝐵1
012

mod 17 = 14 + 16 · 15𝑚𝑜𝑑 17 = 16,

𝐵2
102

= 𝐵1
102

+ 𝜔012𝐵1
112

mod 17 = 16 + 4 · 13𝑚𝑜𝑑 17 = 0,

𝐵2
112

= 𝐵1
102

+ 𝜔112𝐵1
112

mod 17 = 16 + 64 · 13𝑚𝑜𝑑 17 = 15.

Визначаємо 𝐶𝑟.

𝐶002 = 𝐵2
002

= 12, 𝐶012 = 𝐵2
102

= 0,

𝐶102 = 𝐵2
012

= 16, 𝐶112 = 𝐵2
112

= 15.

𝐶 = [12, 0, 16, 15].

Крок 13.

𝑊 2
0 = (12 << (4 · 2− 2))𝑚𝑜𝑑 17 = 12 · 64𝑚𝑜𝑑 17 = 3,

𝑊 2
1 = (15 << (4 · 2− 2− 1 · 1))𝑚𝑜𝑑 17 = 15 · 32𝑚𝑜𝑑 17 = 4,

𝑊 2
2 = (16 << (4 · 2− 2− 2 · 1))𝑚𝑜𝑑 17 = 16 · 16𝑚𝑜𝑑 17 = 1,

𝑊 2
1 = (0 << (4 · 2− 2− 3 · 1))𝑚𝑜𝑑 17 = 0 · 8𝑚𝑜𝑑 17 = 0.

Крок 14.

𝑊 3
0 = ((3− 3)𝑚𝑜𝑑 22) << (2 · 2) + (3− 3)𝑚𝑜𝑑 22 + 3 = 3,

𝑊 3
1 = ((0− 4)𝑚𝑜𝑑 22) << (2 · 2) + (0− 4)𝑚𝑜𝑑 22 + 4 = 4,

𝑊 3
2 = ((1− 1)𝑚𝑜𝑑 22) << (2 · 2) + (1− 1)𝑚𝑜𝑑 22 + 1 = 1,

𝑊 3
3 = ((0− 0)𝑚𝑜𝑑 22) << (2 · 2) + (0− 0)𝑚𝑜𝑑 22 + 0 = 0.
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Крок 15.

3 < (0 + 1)22·2 =⇒ 𝑊0 = 3 = 112,

4 < (1 + 1)22·2 =⇒ 𝑊1 = 4 = 1002,

1 < (2 + 1)22·2 =⇒ 𝑊2 = 1,

0 < (3 + 1)22·2 =⇒ 𝑊3 = 0.

Крок 16.

7 · 5𝑚𝑜𝑑 257 = 112 + 1002 << (1 · 2) + 1 << (2 · 2) + 0 << (3 · 2) =

= 112 + 100002 + 100002 + 0 = 1000112 = 35.

Таким чином, ми отримали правильний результат.

2.10. Знаходження оберненого числа та швидке дiлення

Нехай ми маємо довге цiле невiдємне число 𝐴 = 𝑎1𝑎2.... у двiйковому

записi. Алгоритм Кука дозволяє для дробового числа 𝑉 = 0.𝑎1𝑎2... знайти

число 𝑋, записане у форматi 𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑥𝑥𝑥𝑥, таке що виконується нерiвнiсть

|𝑋 − 1/𝑉 | 6 2−𝑛,

де 𝑛 — довiльне наперед задане додатне число, 1/𝑉 — математично

точне значення оберненого до 𝑉 числа.

Перш нiж описувати алгоритм Кука, необхiдно зазначити, що для його

реалiзацiї необхiдно вмiти зберiгати та обробляти довгi невiд’ємнi дробовi

числа. Це можна зробити, утворивши клас-обгортку ULF для класу ULI,

який в якостi полiв буде мiстити довге цiле число 𝑁 та ще один параметр

point, який вказуватиме на мiсцезнаходження в масивi цифр точки, що

роздiляє цiлу та дробову частини числа.
class ULF {

...
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private:
ULI N;
unsigned int point;

};

Усi операцiї, визначенi для ULI, доволi простим чином реалiзуються для

ULF.

Алгоритм Кука.

Вхiднi данi: двiйкове довге невiдємне дробове число 𝑉 = 0.𝑣1𝑣2..., дода-

тне число 𝑛.

1. Визначити 𝑋 = 1
4⌊

32
4𝑣1+2𝑣2+𝑣3

⌋, 𝑘 = 0.

2. За допомогою операцiї швидкого множення знайти число 𝑈 = 𝑉𝑘𝑋
2,

де 𝑉𝑘 = (0.𝑣1𝑣2...𝑣2𝑘+1+3).

3. Оновити 𝑋 = 2𝑋 − 𝑈 та округлити його вгору до 2𝑘+1 + 1 знака

пiсля крапки.

4. Iнкрементувати 𝑘.

5. Якщо 2𝑘 < 𝑛, повернутися на крок 2, iнакше — повернути число 𝑋.

Фактично алгоритм Кука — це iтерацiйний процес розв’язання рiвняння

1/𝑥 − 𝑉 = 0 методом дотичних (методом Ньютона). Детальнiше про цей

метод можна дiзнатися в лiтературi з чисельних методiв.

Цiлочисельне дiлення двох довгих невiд’ємних цiлих чисел вiдбувається

за тим принципом, що подiлити на якесь число — це все одно, що помножи-

ти на обернене до нього. Таким чином в дiленнi використовується алгоритм

Кука.

Алгоритм цiлочисельного дiлення.

Вхiднi данi: довгi числа 𝑈 , 𝑉 довжиною 𝑛.

Вихiднi данi: Довге число 𝑄, таке що 0 6 𝑈 −𝑄𝑉 < 𝑉 .

1. Якщо 𝑈 < 𝑉 , повернути 0. Iнакше виконати кроки 2-4.
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2. За допомогою алгоритма Кука знайти число 𝑋, обернене до 𝑉 з

точнiстю 𝑛.

3. За допомогою швидкого множення знайти добуток 𝑄 = 𝑋𝑈 .

4. Перевiрити, що 0 6 𝑈 − 𝑄𝑉 < 𝑉 . Якщо нерiвностi виконуються,

повернути 𝑄. Якщо нi, то збiльшити або зменшити 𝑄 на 1 в зале-

жностi вiд того, яка саме нерiвнiсть не виконується. Повторити цей

крок.

Якщо в якостi алгоритму швидкого множення використовувати алго-

ритм Штрасена, то асимптотична складнiсть як пошуку оберненого числа,

так i дiлення складатиме 𝑂(𝑛 ln𝑛 ln ln𝑛).

На основi алгоритму дiлення доволi легко написати алгоритм, що реа-

лiзує знаходження остачi вiд дiлення. Таким чином, ми можемо доповнити

таблицю операцiй з пункту 2.3 операцiями ’/’ та ’%’ з вiдповiдними асим-

птотиками.

2.11. Рекомендацiї до написання лабораторної роботи без

використання стандартної бiблiотеки мови С++

Єдиний контейнер зi стандартної бiблiотеки, який використовується у

цiй лабораторнiй, це std :: vector. Тобто, для того, щоб позбутися залежностi

вiд стандартної бiблiотеки мови С++, потрiбно лише побудувати свiй клас-

обгортку для динамiчного масиву цифр.

Задача це нескладна, єдинi двi операцiї, якi потребують обговорення,

— це розширення масиву за потреби та перевiрка, чи не потрiбно масив

зменшувати.

Обидвi цi операцiї вiдбуваються за наступною схемою:

1. Створення нового масиву.

2. Копiювання даних.

3. Видалення старого масиву.
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Данi операцiї мають лiнiйну асимптотику по кiлькостi елементiв масиву

цифр i не вливають на асимптотику бiльшостi операцiй. Проте як розшире-

ння, так i зменшення масиву може бути спричинене операцiєю над об’єктом

класу ULI, яка дає доступ до окремої цифри. Ця операцiя повинна мати

константну асимптотику, але досягти її можливо лише “в середньому”.

Так, якщо масив потребує розширення, його варто збiльшувати одразу

удвiчi. Тодi за “нормальної” роботи з цифрами його ще деякий не треба

буде збiльшувати, а, отже, i викликати вiдповiдну лiнiйну функцiю.

Так само i з процедурою зменшення. Викликається вона, лише якщо

верхня половина розрядiв у поточному масивi зберiгає нулi. I зменшення

також вiдбувається удвiчi.

Звiсно, замiсть збiльшення та зменшення удвiчi, можна реалiзувати i

змiну втричi розмiру масиву, або в чотири рази, або визначити для цього

довiльну константу. При цьому варто орiєнтуватися на те, якої довжини

бувають числа в програмi та наскiльки сильно ця довжина може змiнюва-

тися.

2.12. Алгоритми перевiрки на простоту

Алгоритм Люка-Лемера.

Вхiднi данi: число Мерсенна 𝑀𝑞 (число вигляду 2𝑞 − 1).

Вихiднi данi: однозначна вiдповiдь “так” або “нi” на питання “чи є число

𝑀𝑞 простим?”

1. Обробити випадок 𝑞 < 3 як сукупнiсть часткових випадкiв.

2. Визначити послiдовнiсть довгих чисел 𝐿0 = 4, 𝐿𝑛+1 = (𝐿2
𝑛−2)𝑚𝑜𝑑𝑀𝑞.

3. Обчислити 𝐿𝑞−2. Якщо результатом є 0, повернути вiдповiдь так,

iнакше — нi.

Зрозумiло, що для використання цього методу зручно зберiгати числа

в двiйковому записi. Тодi операцiю взяття залишку можна обчислювати за
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алгоритмом з пункту 2.6.

Наступнi три алгоритми є ймовiрнiсними, тобто вони не дають точну

вiдповiдь, чи є число простим чи нi, проте вiдповiдь може бути правильною

з певною ймовiрнiстю.

Фактично, результати всiх трьох методiв можна описати однаково: якщо

метод каже, що число складене, то воно точно складене, якщо метод каже,

що число просте, то воно може бути як простим, так i складеним з пев-

ною ймовiрнiстю. Щоб пiдвищити ймовiрнiсть правильної вiдповiдi, тести

Рабiна-Мiллера та Соловєя-Штрасена використовують раунди перевiрки.

Чим бiльша кiлькiсть раундiв, тим надiйнiша вiдповiдь.

В алгоритмах Рабiна-Мiллера та Соловєя-Штрасена використовуються

випадковi довгi числа. Отримати таке число можна рiзними способами: або

адаптувати алгоритми першої лабораторної роботи так, щоб вони працю-

вали з довгими цiлими числами, або генерувати кожну цифру випадкового

довгого числа, або генерувати одразу блоки цифр випадкового довгого чи-

сла. Конкретна стратегiя генерацiї довгого випадкового числа залишається

на розсуд студента.

Алгоритм Рабiна-Мiллера.

Вхiднi данi: довге непарне число 𝑁 > 2, кiлькiсть раундiв 𝑘.

Вихiднi данi: вiдповiдь з певною ймовiрнiстю.

1. Визначити 𝑠 та 𝑇 , такi що 2𝑠𝑇 = 𝑁 − 1.

2. Повторити кроки 3-10 𝑘 разiв (раундiв). Якщо пiд час виконання

цих раундiв алгоритм не зупиниться, перейти на крок 11.

3. Згенерувати довге випадкове цiле число 𝐴 з промiжку [2, 𝑁 − 2].

4. Визначити 𝑋 = 𝐴𝑇 𝑚𝑜𝑑 𝑁 .

5. Якщо 𝑋 = 1 або 𝑋 = 𝑁 − 1, перейти до наступного раунду, iнакше

— перейти на крок 6.

6. Виконати кроки 7-10 𝑠− 1 разiв.
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7. Оновити 𝑋 = 𝑋2 𝑚𝑜𝑑 𝑁 .

8. Якщо 𝑋 = 1, перейти на наступну iтерацiю циклу по 𝑠, iнакше —

перейти на крок 9.

9. Якщо 𝑋 = 𝑁 − 1, перейти до наступного раунду, iнакше — перейти

на крок 10.

10. Повернути результат “складене”

11. Повернути результат “ймовiрно просте”.

Вираз на кроцi 4 обчислюється за допомогою алгоритмiв швидкого зве-

дення до степенi за модулем. Iнакше промiжнi обчислення займають дуже

багато часу.

Алгоритм Соловєя-Штрасена.

Вхiднi данi: довге непарне число 𝑁 > 2, кiлькiсть раундiв 𝑘.

Вихiднi данi: вiдповiдь з певною ймовiрнiстю.

1. Повторити кроки 2-4 𝑘 разiв (раундiв). Якщо пiд час виконання цих

раундiв алгоритм не зупиниться, перейти на крок 5.

2. Згенерувати довге випадкове цiле число 𝐴 з промiжку [2, 𝑁 − 2].

3. Якщо найбiльший спiльний дiльник чисел 𝐴 та 𝑁 бiльше за 1, по-

вернути результат “складене”.

4. Якщо 𝐴
𝑁−1
2 ̸= 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖(𝐴,𝑁)𝑚𝑜𝑑𝑁 , повернути результат “складене”.

Тут 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖(𝐴,𝑁) — символ Якобi.

5. Повернути результат “ймовiрно просте”.

Обчислення НСД двох чисел вiдбувається за алгоритом Євклiда, обчи-

слення символа Якобi для двох чисел виконується за наступним рекурсив-

ним алгоритмом.

Символ Якобi 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖(𝐴,𝑁).

Вхiднi данi: числа 𝐴, 𝑁 .
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Вихiднi данi: одне з чисел -1,0,1.

1. якщо 𝐴 = 0, повернути 0.

2. якщо 𝐴 = 1, повернути 1.

3. Визначити число 𝑒 та непарне число 𝐴1, такi що 𝐴 = 2𝑒𝐴1

4. Якщо 𝑒 — парне, визначити 𝑠 = 1. Iнакше, якщо 𝑁 = ±1 𝑚𝑜𝑑 8,

визначити 𝑠 = 1. Iнакше визначити 𝑠 = −1.

5. Якщо 𝑁 = 3𝑚𝑜𝑑 4 i 𝐴1 = 3𝑚𝑜𝑑 4, змiнити знак 𝑠.

6. Визначити 𝑁1 = 𝑁 𝑚𝑜𝑑 𝐴1.

7. Якщо 𝐴1 = 1, повернути 𝑠. Iнакше повернути 𝑠 · 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖(𝑁1, 𝐴1).

Метод Фробенiуса використовує алгебраїчнi операцiї над виразами типу

𝐴 + 𝐵
√
𝑐, де 𝐴,𝐵,𝑐 — деякi цiлi числа. Такi вирази називаються квадра-

тичними iррацiональностями. Додавання цих виразiв працює за правилом

додавання компонент

(𝐴1 +𝐵1

√
𝑐) + (𝐴2 +𝐵2

√
𝑐) = (𝐴1 + 𝐴2) + (𝐵1 +𝐵2)

√
𝑐.

Вiднiмання працює аналогiчно. При множеннi використовується вели-

чина 𝑐.

(𝐴1 +𝐵1

√
𝑐)(𝐴2 +𝐵2

√
𝑐) = (𝐴1𝐴2 +𝐵1𝐵2𝑐) + (𝐴2𝐵1 + 𝐴1𝐵2)

√
𝑐.

Взяття такого виразу за модулем цiлого числа також вiдбувається по-

компонентно.

(𝐴+𝐵
√
𝑐)𝑚𝑜𝑑 𝑁 = (𝐴𝑚𝑜𝑑 𝑁) + (𝐵 𝑚𝑜𝑑 𝑁)

√
𝑐.

Алгоритм Фробенiуса.

Вхiднi данi: довге непарне число 𝑁 > 2.

Вихiднi данi: вiдповiдь з певною ймовiрнiстю.
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1. Визначити число 𝑐 як найменше число з послiдовностi -1,2,3,5,7,11,13,...,

таке що 𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑖(𝑐,𝑁) = −1.

2. Якщо 𝑐 6 2, то визначити 𝐴 = 2, iнакше 𝐴 = 1.

3. Визначити 𝑋 = 𝐴+
√
𝑐.

4. Якщо 𝑋𝑁 𝑚𝑜𝑑 𝑁 = 𝐴+ (𝑁 − 1)
√
𝑐, повернути результат “ймовiрно

просте”, iнакше — “складене”

Як видно, даний алгоритм також використовує символ Якобi. В пун-

ктi 4 для обчислень знову доцiльно використовувати алгоритми швидкого

зведення до степенi за модулем.
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РОЗДIЛ 3

ЛАБОРАТОРНА РОБОТА №3: АЛГОРИТМИ

ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ ГЕОМЕТРIЇ

Алгоритми обчислювальної геометрiї стосуються задач, якi виникають

пiд час роботи з графiкою, оскiльки бiльшiсть обчислень в нiй мають гео-

метричний змiст. Як i в попереднiй лабораторнiй, критичним показником

є швидкiсть алгоритмiв.

Третя лабораторна складається з двох блокiв: першi два — пов’язанi

мiж собою алгоритми побудови дiаграми Вороного та трiангуляцiї Дело-

не, та чотири алгоритми побудови опуклої оболонки. Цi задачi є доволi

розповсюдженими в графiцi. Вхiдними даними в цiй лабораторнiй завжди

є масив точок на площинi з координатами типу double. У якостi вихi-

дних даних пропонується використовувати спецiальну структуру подвiйно

зв’язаного списку ребер ПЗСР (DCEL), яка є доволi зручною для роботи

з плоскими графами. Сформований ПЗСР далi передається в допомiжну

програму для виведення графiки.

Методичнi рекомендацiї будуть стосуватися саме принципiв роботи ал-

горитмiв. Спосiб виведення графiки та бiблiотеки, якi при цьому викори-

стовуються, оглядатися не будуть.

У зв’язку з тим, що в цiй лабораторнiй робота ведеться зi значеннями

типу float та double, рекомендується порiвнювати цi числа з деякою то-

чнiстю 𝜖 для уникнення проблем, пов’язаних з втратою точностi в малих

розрядах. Так, варто визначити глобальну змiнну 𝜖 з достатньо малим зна-

ченням (≈ 10−15) та якщо треба виконати, наприклад, перевiрку 𝑎 < 𝑏,

реалiзовувати перевiрку рiвностi двох чисел з точнiстю 𝜖 за допомогою

формули |𝑎− 𝑏| < 𝜖 i у випадку, якщо значення цього виразу є False, порiв-
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нювати числа як зазвичай за допомогою формули 𝑎 < 𝑏. Якщо ж результат

перевiрки на наближену рiвнiсть чисел є True, то тодi треба вважати, що

два числа є насправдi рiвними мiж собою i, вiдповiдно, вираз 𝑎 < 𝑏 є хи-

бним. В iнших операцiях порiвняння слiд робити аналогiчно.

Також варто зазначити, що для лаконiчностi наведеного коду в цьо-

му роздiлi ми будемо використовувати структури замiсть класiв. Тим не

менше, це рiшення має мотивацiю виключно методичного характеру i ав-

тори наполягають, щоб повноцiнна реалiзацiя алгоритмiв з цього роздiлу

вiдповiдала принципу iнкапсуляцiї даних. Читачi, якi дiйшли до цього роз-

дiлу та успiшно виконали методи попереднiх лабораторних, повиннi мати

уявлення про те, якi в такому випадку модифiкацiї необхiдно зробити до

наведеного в цьому роздiлi коду.

3.1. Умова

1. Реалiзувати алгоритм Форчуна побудови дiаграми Вороного для на-

бору точок на площинi.

2. Здiйснити трiангуляцiю Делоне для набору точок на площинi.

Реалiзувати наступнi алгоритми побудови опуклої оболонки набору то-

чок на площинi:

3. Алгоритм Кейла-Кiркпатрiка

4. Алгоритм Ендрю-Джарвiса

5. Алгоритм Грехема.

6. Рекурсивний алгоритм.

3.2. Подвiйно зв’язаний список ребер

Вихiднi данi для кожного алгоритму з цiєї лабораторної роботи стру-

ктурованi у так званий подвiйно зв’язаний список ребер. По сутi це стру-

ктура, що складається з трьох спискiв: списку вершин, списку граней та
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списку напiвребер. Кожне звичайне ребро складється з двох напiвребер,

що направленi в протилежнi сторони по лiнiї ребра.

Ци списки пов’язанi мiж собою системою вказiвникiв:

— кожна вершина мiстить свої координати та вказiвник на одне з на-

пiвребер, яке починаються в цiй вершинi;

— кожна грань мiстить координати якоїсь з точок, що належить цiй

гранi, та вказiвник на напiвребро, для якого дана грань знаходиться

злiва;

— кожне напiвребро мiстить вказiвник на симесричне напiвребро (бли-

знюка), на вершину, з якої воно починається, на грань, яка знахо-

диться злiва та на напiвребро, яке є наступним в обходi вказаної

гранi.

Для прикладу можна розглянути граф на рис. 3.1 та його представле-

ння за допомогою подвiйно зв’язаного списку ребер (табл. 3.1, 3.2, 3.3).

Рис. 3.1: Приклад ПЗСР.
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Таблиця 3.1

Структура ПЗСР з рис. 3.1: гранi.

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (−1.5, 0) 7

2 (1, 1) 2

3 (2, 0) 4

Таблиця 3.2

Структура ПЗСР з рис. 3.1: вершини.

Номер вершини Координати Напiвребро

1 (−1, 2) 1

2 (2, 2) 2

3 (−2,−1) 9

4 (1,−1) 6

Таблиця 3.3

Структура ПЗСР з рис. 3.1: напiвребра.

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 3 2 4

2 2 2 1 5

3 4 2 4 2

4 2 3 3 10

5 1 2 6 3

6 4 1 5 7

7 1 1 8 9

8 3 3 7 1

9 3 1 10 6

10 4 3 9 8
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Для реалiзацiї даної структури доцiльно використовувати std :: list , а в

якостi вказiвникiв зберiгати iтератори на вiдповiднi списки. Тодi структура

ПЗСР буде мати наступний вигляд.
struct Point {

double x;
double y;

};
struct Site {

Point p;
std::list<Edge>::iterator e;

};
struct Vertex {

Point coord;
std::list<Edge>::iterator e;

};
struct Edge {

std::list<Site>::iterator site;
std::list<Vertex>::iterator v;

std::list<Edge>::iterator twin;
std::list<Edge>::iterator next;

};
struct DCEL {

std::list<Site> sites;
std::list<Vertex> vertices;
std::list<Edge> edges;

};

Сформований ПЗСР можна передавати в функцiю для графiчного зо-

браження.
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3.3. Дiаграма Вороного, алгоритм Форчуна та трiангуляцiя

Делоне

Нехай на площинi обрано 𝑛 точок 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛 з рiзними координатами.

Побудова дiаграми Вороного — це задача розбиття площини на 𝑛 пiдмно-

жин (граней) 𝐴1, 𝐴2, ..., 𝐴𝑛, так щоб кожна грань мiстила одну точку з по-

чаткового набору (𝑝𝑖 ∈ 𝐴𝑖). Оскiльки працювати з необмеженими гранями

не дуже зручно, надалi вважатимемо, що замiсть площини ми розглядаємо

достатньо великий прямокутник, що мiстить всi точки 𝑝𝑖. Тодi всi гранi

будуть обмеженими.

Проте не будь-яке розбиття прямокутника на гранi є дiаграмою Воро-

ного. Дiаграма Вороного характеризується наступною властивiстю: якщо

взяти точку (𝑥, 𝑦) з гранi 𝐴𝑖 i порахувати всi вiдстанi вiд неї до точок

𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑁 , то вiдстань до точки 𝑝𝑖 з цiєї ж гранi буде найменшою (рис.

3.2)

Рис. 3.2: Дiаграма Вороного та її основна властивiсть.

Нескладно довести, що кожна грань в дiаграмi Вороного є опуклим ба-

гатокутником, причому, якщо двi гранi 𝐴𝑖, 𝐴𝑗 є сумiжними, то сторона,
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якою вони дотикаються, лежить на серединному перпендикулярi до вiдрiз-

ка 𝑝𝑖𝑝𝑗. Звiдси можна отримати примiтивний алгоритм побудови дiаграми

Вороного: для кожної точки 𝑝𝑖 треба побудувати свiй опуклий багатоку-

тник, що обмежується серединними перпендикулярами до iнших точок.

Проте даний алгоритм має асимптотичну складнiсть 𝑂(𝑛2), бо фактично

має вкладений цикл по всiм точкам 𝑝𝑖.

Алгоритм Форчуна для побудови дiаграми Вороного має асимптотичну

складнiсть 𝑂(𝑛 ln𝑛), що є суттєво кращим результатом. Досягається цей

результат завдяки оригiнальнiй iдеї побудови дiаграми та використанню

спецiально визначених та тiсно повязаних мiж собою таких структур даних,

як бiнарне дерево пошуку, черга з прiоритетами та ПЗСР.

Побудова трiангуляцiї Делоне є двоїстою задачею до побудови дiаграми

Вороного. Це означає, що як тiльки буде сформована структура ПЗСР, що

описує дiаграму Вороного для набору точок 𝑝𝑖, то шляхом нескладних (як

асимптотично, так i алгоритмiчно) перетворень можна побудувати трiан-

гуляцiю Делоне.

По сутi трiангуляцiя Делоне є розбиттям опуклої оболонки точок 𝑝𝑖

на трикутники, вершини яких знаходяться в точках 𝑝𝑖. Причому, якщо

описати коло навколо будь-якого з цих трикутнiкiв, то всерединi нього не

буде жодної з точок 𝑝𝑖 (рис. 3.3).

3.4. Алгоритм Форчуна: Загальний опис

Алогритм Форчуна використовує так звану замiтаючу пряму. Принцип

роботи цiєї прямої полягає в тому, що вона рухається в певному напрямку

на площинi (згори — донизу) i там, де вона вже пройшла, формується

структура дiаграми Вороного. Там, куди вона ще не дiсталася, жодних

вiдомостей про структуру дiаграми немає (рис. 3.4).

Оскiльки кожна точка 𝑝𝑖 має належати власнiй гранi, то в якостi ко-
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Рис. 3.3: Трiангуляцiя Делоне та її основна властивiсть.

ординат гранi в ПЗСР можна використовувати координати точки 𝑝𝑖. Для

побудови дiаграми Вороного це є правилом.

Замiтаюча пряма працює з певною затримкою, бо насправдi структура

дiаграми Вороного будується лише вище берегової лiнiї, що є кусково зада-

ною функцiєю, де кожна з окремих функцiй є частиною параболи (дугою).

Цi дуги характеризуються точками 𝑝𝑖, якi вже були пройденi замiтаючою

прямою, та 𝑦-координатою самої прямої. Фактично кожна з парабол за-

дається через свої фокус та директрису. Змiна 𝑦-координати замiтаючої

прямої спричиняє змiни в береговiй лiнiї: деякi дуги розширюються, iн-

шi — стискаються. Мiсця перетину сусiднiх дуг берегової лiнiї (так званi

“точки зустрiчi”) змiщуються та своїм рухом описують новi ребра дiагра-

ми Вороного. Змiни у структурi берегової лiнiї називаються подiями. Подiї

бувають двох типiв: подiя мiсця та подiя кола.

Подiя мiсця настає, коли замiтаюча пряма досягає нової точки 𝑝𝑖. Тодi

“навколо” цiєї точки починає зростати нова парабола, яка розриває дугу

над 𝑝𝑖. Тобто берегова лiнiя стає складнiшою (рис. 3.5).
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(а) Вхiднi данi. (б) До першої подiї мiсця. (в) Перша подiя мiсця.

(г) Друга подiя мiсця. (д) Третя подiя мiсця. (е) Перша подiя кола.

(ж) Четверта подiя мiсця. (и) Друга подiя кола. (к) Результат.

Рис. 3.4: Побудова дiаграми Вороного за допомогою алгоритму Форчуна.
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Подiя кола стається, коли одна з дуг затискається сусiднiми дугами.

На мiсцi зникнення дуги утворюється вершина дiаграми Вороного, в цiй

вершинi закiнчуються ребра, що вiдповiдали старим точкам зустрiчi, та

починається нове ребро, яке вiдповiдає новiй точцi зустрiчi. Берегова лiнiя

стає меншою на одну дугу (рис. 3.6). Зникнення дуги можна передбачити

заздалегiдь, оскiльки берегова лiнiя рухається за складними, але вiдомими

законами. Таким чином зникненню дуги, якщо таке планується, ставиться

у вiдповiднiсть певна 𝑦-координата i ми знаємо, що коли замiтаюча пряма

досягне цiєї координати, дуга зникне, якщо нiчого їй до цього не завадить

i наше передбачення не змiниться.

Тобто ми маємо 2 типи подiй, кожна подiя має свою 𝑦-координату та

кожна стається, коли замiтаюча пряма досягає цiєї координати. При цьому

очевидно, що подiї треба обробляти в тiй черзi, в якiй їх досягає замiтаюча

пряма. Це означає, що всi подiї можна поєднати в чергу з прiоритетами,

що є однiєю з основних струтур алгоритму Форчуна.

Берегова лiнiя складається з дуг та точок зустрiчi i основнi дiї, якi вiд-

буваються над нею, — це додавання нової дуги, видалення дуги та пошук

дуги, що має розбитися новою дугою. Очевидно, що для таких цiлей в яко-

стi структури даних для зберiгання берегової лiнiї пiдiйде бiнарне дерево

пошуку.

Тобто ми отримали 3 основнi структури даних для опису алгоритму

Форчуна та геометричну iнтерпретацiю до них. Бiнарне дерево пошуку вiд-

повiдає за берегову лiнiю та змiнюється вiдповiдно до настання подiй мiсця

або подiй кола. Черга з прiоритетами зберiгає подiї мiсця та подiї кола та

впливає на берегову лiнiю. В той самий час змiни в береговiй лiнiї можуть

спричиняти змiни в черзi подiй. Змiни в береговiй лiнiї також спричиняють

змiни в ПЗСР, яке нам потрiбно побудувати.

Тепер залишилося тiльки прибрати саму замiтаючу пряму. Дiйсно, во-

на нам не потрiбна як окрема структура, оскiльки мiж подiями вона нiяк
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не впливає на жодну з перелiчених структур, а координати всiх подiй збе-

рiгаються в черзi з прiоритетами як ключi. Таким чином ми отримуємо

“стрибкоподiбне” замiтання, де пряма може розглядатися як певний об’єкт

лише пiд час обробки подiй.

Поєднаємо усi нашi мiркування в один алгоритм.

Алгоритм Форчуна.

Вхiднi данi: набiр точок {𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛} з рiзними 𝑦-координатами.

Вихiднi данi: ПЗСР дiаграми Вороного.

1. Додати всi точки {𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑛} в чергу подiй 𝑄 як подiї мiсця з

ключами, якi дорiвнюють 𝑦-координатам точок.

2. Поки черга не порожня, виконувати крок 3. Коли черга 𝑄 стане

порожньою, перейти до кроку 4.

3. Дiстати з черги 𝑄 подiю з найбiльшим прiоритетом. Якщо це подiя

мiсця — Обробити подiю мiсця, якщо це подiя кола — Обробити

подiю кола.

4. Додати до ПЗСР вiдомостi про охоплюючий прямокутник та обро-

бити “напiвнескiнченнi” ребра, якi залишилися пiсля виконання по-

переднiх крокiв.

Обробка подiї мiсця 𝑝𝑖.

1. Якщо бiнарне дерево пошуку 𝑇 порожнє, вставити в нього дугу, яка

вiдповiдає 𝑝𝑖, без подiї кола та вийти з процедури. Iнакше виконати

кроки 2-6.

2. Знайти дугу 𝑐 в 𝑇 , яка знаходиться вертикально над точкою 𝑝𝑖.

Для цього використовувати результати порiвняння координати 𝑝𝑖.𝑥

з координатами точок зустрiчi сусiднiх з 𝑐 дуг.

3. Якщо 𝑐 має вказiвник на подiю кола, то видалити цю подiю з черги

𝑄.

4. Замiнити вузол 𝑐 на пiддерево з рис. 3.5г. Дане пiддерево складає-
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ться з трьох дуг та двох точок зустрiчi мiж ними. Пов’язати середню

дугу з точкою 𝑝𝑖, боковi дуги з точкою 𝑝𝑗, до якої була прив’язана

дуга 𝑐 до свого видалення. У лiву та правi точки зустрiчi зберегти

кортежi < 𝑝𝑗, 𝑝𝑖 > та < 𝑝𝑖, 𝑝𝑗 > вiдповiдно.

5. Створити двi новi пари близнюкiв-пiвребер в ПЗСР 𝐷, кожна пара

пiвребер вiдповiдає новiй точцi зустрiчi та роздiляє точки 𝑝𝑖 та 𝑝𝑗.

Зберегти посилання на цi пiвребра в нових точках зустрiчi.

6. Перевiрити умову зникнення лiвої дуги з щойно доданого пiдде-

рева. Якщо умова виконується, то додати до 𝑄 подiю кола з вiд-

повiдним прiоритетом та додати в цю подiю посилання на дугу, що

зникає, та навпаки. Зробити те ж саме для правої дуги з пiддерева.

Обробка подiї кола.

1. Перейти по посиланню в подiї кола до дуги 𝑐𝑖 в деревi 𝑇 .

2. Видалити вузол, що вiдповiдає дузi 𝑐𝑖 та двi сусiднi з ним точки

зустрiчi. Замiсть них додати нову точку зустрiчi мiж двома (тепер

сусiднiми) дугами 𝑐𝑠, 𝑐𝑟 (див рис. 3.6).

3. Додати до ПЗСР 𝐷 вершину з координатами в центрi кола, яке

проходить через точки 𝑝𝑠, 𝑝𝑖, 𝑝𝑟, якi вiдповiдають дугам 𝑐𝑠, 𝑐𝑖, 𝑐𝑟 вiд-

повiдно.

4. Додати в ПЗСР 𝐷 два напiвребра-блюзнюка, якi роздiляють точки

𝑝𝑠 та 𝑝𝑟 та додати до нової точки зустрiчi посилання на цi напiвре-

бра.

5. Пов’язати мiж собою нову вершину ПЗСР, два новi напiвребра та

чотири старi напiвребра, на якi посилалися видаленi точки зустрiчi,

згiдно з правилами заповнення полiв в структурi ПЗСР.

6. Видалити з черги 𝑄 можливi подiї кiл, якi вiдповiдають дугам 𝑐𝑠 та

𝑐𝑟.

7. Перевiрити умову зникнення дуги 𝑐𝑠 в оновленому деревi 𝑇 .
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(а) До подiї мiсця. (б) Пiсля подiї мiсця.

(в) До подiї мiсця. (г) Пiсля подiї мiсця.

Рис. 3.5: Змiни в береговiй лiнiї та ПЗСР пiд час обробки подiї мiсця.
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Якщо умова виконується, то додати до 𝑄 подiю кола з вiдповiдним

прiоритетом та додати в цю подiю посилання на дугу, що зникає, та

навпаки. Зробити те ж саме для дуги 𝑐𝑟.

(а) До подiї кола. (б) Пiсля подiї кола.

(в) До подiї кола. (г) Пiсля подiї кола.

Рис. 3.6: Змiни в береговiй лiнiї та ПЗСР пiд час обробки подiї кола.

З означення ПЗСР можна вивести конкретнi дiї, необхiднi для встанов-

лення всiх коректних вказiвникiв пiд час обробки подiї кола в алгоритмi

Форчуна.

Обрахунок координати точки зустiрiчi.

Для пошуку дуги, що знаходиться над новою подiєю мiсця, нам потрi-

бно порiвнювати 𝑥-координату подiї мiсця з 𝑥-координатами точок зустрiчi
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на береговiй лiнiї. А для цього треба визначити алгоритм обрахунку коор-

динат кожної точки зустрiчi. Робиться це тривiальним чином, використо-

вуючи знання про дуги берегової лiнiї.

Кожна точка зустрiчi з’єднує двi сусiднi дуги берегової лiнiї. Цi дуги

є параболами i формула однiєї такої параболи залежить вiд координати

точки 𝑝𝑖, яка цю параболу породила, та 𝑦-координати замiтаючої прямої 𝐿

(𝑦-координата нової подiї мiсця) за наступною формулою.

𝑦 =
(𝑥− 𝑝𝑖.𝑥)

2

2(𝑝𝑖.𝑦 − 𝐿)
+
𝑝𝑖.𝑦 + 𝐿

2
. (3.1)

Двi сусiднi дуги обовязково породжуються двома рiзними точками 𝑝𝑖

i 𝑝𝑗, а оскiльки значення 𝑦-координат цих точок рiзнi, то цi двi параболи

мають рiвно 2 точки перетину. Одна з цих точок i є необхiдною нам то-

чкою зустрiчi. Щоб обрати правильний розв’язок рiвняння 3.1, нам треба

використати знання про те, що для даної точки зустрiчi злiва знаходиться

дуга, породжена саме 𝑝𝑖, а справа — породженна 𝑝𝑗. Ця додаткова iнформа-

цiя однозначно визначає координати точки зустрiчi, коли замiтаюча пряма

знаходиться на певному фiксованому рiвнi.

Перевiрка умови зникнення дуги.

Для того, щоб перевiрити, що в послiдовнiй трiйцi дуг 𝑐𝑘−1, 𝑐𝑘, 𝑐𝑘+1 дуги

𝑐𝑘−1, 𝑐𝑘+1 збираються затискати дугу 𝑐𝑘, нам достатньо знати координати

точок 𝑝𝑠, 𝑝𝑖, 𝑝𝑟, якi породжують вказанi три дуги. Тодi умова зникнення

центральної дуги записується наступним чином.⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝𝑖.𝑥− 𝑝𝑠.𝑥 𝑝𝑟.𝑥− 𝑝𝑠.𝑥

𝑝𝑖.𝑦 − 𝑝𝑠.𝑦 𝑝𝑟.𝑦 − 𝑝𝑠.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 0.

Якщо дана умова виконується, то в чергу додається подiя кола з прi-

оритетом, який обчислюється як 𝑦-координата найнижчої точки кола, яке

проходить через точки 𝑝𝑠, 𝑝𝑖, 𝑝𝑟.



76

Обробка напiвнескiнченних ребер в ПЗСР та додавання охоплю-

ючого прямокутника.

Суть кроку 4 полягає в доповненнi ПЗСР до завершеної форми, оскiль-

ки деякi пiвребра можуть не мати наступного ребра при обходi нескiнченної

гранi, або ж не мати точки початку. Це доповнення вiдбувається за раху-

нок додавання “фiктивних” вершин та ребер, якi за своїм положенням на

площинi знаходяться на охоплюючому квадратi. На рис. 3.4к цi ребра та

вершини позначенi сiрим кольором. Кординати цих вершин знаходяться за

допомогою iнформацiї про напiвнескiнченнi ребра з побудованої на кроцi 3

незавершеної структури ПЗСР. Також додається одна “фiктивна” зовнiшня

до охоплюючого прямокутника грань.

Коректнiсть вхiдних даних.

Також наостанок варто зазначити, що якщо початковий набiр точок

мiстить двi точки з однаковою 𝑦-координатою, то для того, щоб забезпечи-

ти коректнiсть вхiдних даних, можна повернути цей набiр точок вiдносно

деякого полюса 𝑃 на певний кут 𝛼. При цьому i сам полюс, i кут можна

обирати випадковим чином, ймовiрнiсть того, що пiсля такого повороту “но-

вий” набiр точок також буде мати точки з однаковою 𝑦-координатою, буде

дуже близькою до 0. Тодi пiсля завершення виконання алгоритму Форчуна

треба лише повернути всю дiаграму Вороного на кут −𝛼 вiдносно того ж

самого полюса.

3.5. Алгоритм Форчуна: Берегова лiнiя

Ключовою особливiстю реалiзацiї берегової лiнiї в алгоритмi Форчуна

в його класичному виглядi є той факт, що упродовж всього часу роботи

алгоритму листи бiнарного дерева пошуку вiдповiдають дугам берегової
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лiнiї, а iншi вузли дерева — точкам зустрiчi. Тодi процедури додавання

та видалення формулюються таким чином, щоб ця особливiсть дерева збе-

рiгалася, процедура пошуку дуги в деревi фактично зводиться до спуску

вiд кореня до листа, на промiжних кроках порiвнюючи шукане значення з

координатами точок зустрiчi.

Iнтерфейс та функцiонал стандартного контейнеру map не дозволяє так

строго контролювати структуру дерева. Фактично користувач не знає, як

саме зберiгаються данi в самому деревi i як це дерево балансується. Отже,

нам потрiбно вигадати, як ми можемо адекватно виконувати дiї над бере-

говою лiнiєю, якщо ми точно не знаємо її структури. Проте ми можемо

змусити map зберiгати дуги та мiсця зустрiчi у “правильнiй” послiдовностi,

щоб при прямому обходi map ми отримували спочатку найлiвiшу дугу, по-

тiм найлiвiшу точку зустрiчi, потiм наступну за нею дугу i так далi i так

далi.

Для цього нам достатньо вмiти порiвнювати точки зустрiчi та дуги мiж

собою за розташуванням по координатi 𝑥. Порiвняти двi точки зустрiчi

мiж собою не є проблемою: ми знаходимо їхнi 𝑥-координати за допомогою

алгоритма з пункту 3.4 та порiвнюємо їх. Щоб порiвняти дугу та точку

зустрiчi, ми можемо використати iнформацiю про крайовi точки цiєї дуги,

тобто про точки зустрiчi, де дуга починається та закiнчується. Тодi ми

порiвнюємо цi двi точки зустрiчi з координатою початкової точки зустрiчi.

При цьому, звiсно, не кожна дуга має обидвi точки зустрiчi на кiнцях.

Крайня злiва та крайня справа дуги на береговiй лiнiї мають лише праву

та лiву точки зустрiчi вiдповiдно, тому їх варто обробляти окремо. Ну i,

звiсно, на самому початку алгоритму пiсля обробки першої подiї мiсця наше

дерево буде складатися з однiєї дуги без точок зустрiчi взагалi. Про це

також варто не забувати. Порiвнювати дуги мiж собою також можна через

порiвняння їхнiх кiнцiв.

Перейти вiд дуги до сусiднiх точок зустрiчi в std :: map можна за допо-
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могою std :: map::iterator. Оскiльки ми забезпечуємо правильну послiдов-

нiсть зберiгання елементiв берегової лiнiї, то iнкрементацiя та декремента-

цiя iтератора, який посилається на вузол з дугою, буде давати iтератори з

посиланням на праву та лiву точки зустрiчi вiдповiдно. Проте у функцiях

find та пiд час вставки i видалення порiвнюються саме ключi елементiв ма-

пи, а це означає, що використовувати iтератор мапи для пошуку сусiднiх

вузлiв не вдасться. Проте цю проблему можна обiйти, якщо в ключi для

дуги просто зберiгати iтератори на сусiднi точки зустрiчi.

Тепер залишилося лише описати процедуру пошуку дуги для певного

значення координати 𝑥 нової подiї мiсця. Це означає, що нам треба порiв-

няти дiйсне число з дугою або з точкою зустрiчi. Це питання вирiшується

аналогiчно: координата 𝑥 подiї мiсця порiвнюється або з 𝑥-координатою

точки зустрiчi, або з краями дуги. При цьому точка 𝑥 вважається меншою

за дугу, якщо вона менша за її лiвий край i бiльшою за дугу, якщо вона

бiльше за її правий край. Процедуру пошуку в find вважає, що всi ключi

формуюють лiнiйно упорядковану множину, тому, якщо ми передамо їй

в якостi ключа значення 𝑥, яке знаходиться пiд дугою 𝑐, то згiдно з на-

шою процедурою порiвняння 𝑥 буде не меншим i не бiльшим за 𝑐. Отже, в

такому випадку find поверне iтератор дуги 𝑐.

Пiдсумуємо нашi мiркування: структура берегової лiнiї, реалiзована за

допомогою std :: map, буде обробляти 3 типи об’єктiв: дуги, точки зустрiчi

та окремi координати 𝑥. Координати дуги задаються двома своїми сусiднi-

ми точками зустрiчi, координата точки зустрiчi задається упорядкованою

парою точок < 𝑝𝑖, 𝑝𝑗 > , якi породжують двi сусiднi параболи. Координата

𝑥 задається координатою 𝑥. При цьому нам ще потрiбно враховувати по-

точну висоту замiтаючої прямої, оскiльки без неї розрахувати координати

точки зустрiчi неможливо. Оскiльки нам потрiбно утворити єдиний ключ

для всiх об’єктiв i ми при цьому знаємо, що iнших за своєю природою та

структурою об’єктiв у нас пiд час роботи з std :: map не буде, то всi цi па-
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раметри ми можемо в єдину структуру-ключ, використавши std :: variable

для об’єднання рiзних типiв ключiв.

Оскiльки таких типiв три, то спочатку опишемо структури для збере-

ження даних в кожному з цих типiв.
struct TKeyLeaf {

std::map<TKey,TValue>::iterator end_left;
std::map<TKey,TValue>::iterator end_right;

};
struct TKeyNode {

std::list<Site>::iterator site_left;
std::list<Site>::iterator site_right;

};
struct TKeyX {

double x;
};

Тодi структура загального ключа буде виглядати наступним чином.
struct TKey {

std::variant<TkeyLeaf, TKeyNode, TKeyX> key;

//for all types of key
double line;

};

Для цього ключа нам треба перевантажити оператор менше, щоб цю

структуру можна було використовувати як ключ в мапi. Сигнатура опера-

тора буде наступною
struct TKey {

...
bool operator<(const TKey& other) const;

};

Для реалiзацiї цього методу можна використати шаблон функцiї std :: visit ,

який в певнiй мiрi дозволяє уникнути перебору варiантiв. При цьому якщо

два ключа мають рiзнi значення line , то з них обирається найменше та
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саме воно використовується для подальших обчислень. Така логiка вибо-

ру спiльного line не протирiчить логiцi порiвняння вузлiв, оскiльки, якщо

порiвнюється координата 𝑥 подiї мiсця з чимось iншим, то line має бути

𝑥-координатою цiєї подiї мiсця, а це найнижче значення замiтаючої прямої

на момент досягнення нею даної подiї мiсця. Якщо ж порiвнюються дуги

або точки зустрiчi, то їхнє взаємне розташування на береговiй лiнiї не зале-

жить вiд 𝑦-координати замiтаючої прямої, бо воно не змiнюється з часом.

Тодi реалiзацiя методу порiвняння буде виглядати наступним чином.
bool operator<(const TKey& other) const
{

double y = std::min(line, other.line);
return std::visit([y](auto&& a, auto&& b) -> bool

{ return compare(a, b, y); }, key, other.key );
};

Для коректної роботи std :: visit необхiдно буде додати реалiзацiї логiки

порiвняння compare(const T1&, const T2&, double ) для усiх пар типiв з

набору TKeyLeaf, TKeyNode та TKeyX.

Проте у цього ключа є один суттєвий недолiк. Вiн добре працює, коли

дуги мають додатню довжину, проте iнодi буває так, що в однiй точцi пло-

щини одночасно зникають двi або бiльше дуги, а на додачу там ще може

виникати нова дуга (рис. 3.7). Обмеження на вхiднi данi не гарантує, що

такого не станеться. Проте з точки зору алгоритму Форчуна в цьому немає

проблеми. В такому випадку неважливо, яка саме дуга знакає першою, або

що спочатку утворюється нова дуга, проте видалення та додавання вузлiв

до дерева спричиняє порiвняння дуг нульової або майже нульової довжини

(що з точки зору роботи з числами типу double одне i те саме). В тако-

му випадку орiєнтуватися на результати порiвняння крайових точок таких

дуг для визначення їхнього взаємного розташування вже не можна.

Для того, щоб вирiшити цю проблему, ми додамо фiктивний ключ —

дiйсне число, не прив’язане до жодних координат, яке пiдпорядковується



81

Рис. 3.7: Ситуацiя “одночасних” подiй кола та подiї мiсця.

лише одному правилу: якщо вузол B вирiшено було вставити мiж вузлами

A та C, то фiктивний ключ B повинен бути бiльшим за фiктивний ключ

A та меншим за фiктивний ключ C. Тодi порiвняння дуг та точок зустрiчi

мiж собою можна надалi проводити за цим фiктивним ключем. При цьому

порiвняння дуг та точок зустрiчi з 𝑥-координатою подiї мiсця буде вiдбува-

тися за старою логiкою, а це означає, що нам лише треба додати вiдповiднi

поля до структур, що описують листи та внутрiшнi вузли дерева.
struct TKeyLeaf {

std::map<TKey,TValue>::iterator end_left;
std::map<TKey,TValue>::iterator end_right;

double key;
};
struct TKeyNode {

std::list<Site>::iterator site_left;
std::list<Site>::iterator site_right;
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double key;
};

Структура ключа TKey при цьому не змiниться. Загальна логiка про-

цедури порiвняння двох ключiв (operator<) при цьому не змiниться, але

доведеться внести змiни в логiку порiвняння двох ключiв, кожен з яких

має тип, вiдмiнний вiд TKeyX. При цьому очевидно, що вiдповiднi проце-

дури суттєво полегшаться.

Процедура пошуку в такому випадку повнiстю коректна. Процедура ви-

далення вузла вiдбувається за його iтератором без зайвих проблем. Для то-

го, щоб коректно додати пiддерево до мапи, необхiдно спочатку визначити

фiктивнi ключi для кожного вузла пiддерева, так, щоб вони узгоджувалися

з порядком берегової лiнiї, та додати спочатку точки зустрiчi, а потiм дуги.

Не в iншому порядку, бо iнакше в ключi до дуг неможливо буде вставити

коректнi iтератори, що посилаються на сусiднi точки зустрiчi.

Також не варто забувати, що вузли дерева повиннi мiстити додаткову

iнформацiю, яка пов’язує цю структуру з чергою та ПЗСР. Оскiльки ця iн-

формацiя не впливає на процедури додавання, видалення вузлiв та пошук,

її можна перенести в значення Value. Для рiзних типiв вузлiв знову можна

поєднати рiзнi значення Value в одну структуру TValue.
struct TValueLeaf {

std::list<Site>::iterator p;
... q; //посилання на можливу подiю кола в черзi

};
struct TValueNode {

std::list<Edge>::iterator e;
};
struct TValue {

std::variant<TValueLeaf, TValueNode> value;
};

Тепер у нас лише 2 варiанти типiв даних, якi можуть зберiгатися, бо
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𝑥-координата подiї мiсця, хоч i фiгурує в пошуку, нiколи не зберiгається

в самому деревi. У вузлi, що вiдповiдає точцi зустрiчi, зберагаються поси-

лання на ребра ПЗСР, у вузлах-дугах — посилання на можливу подiю в

черзi.

3.6. Алгоритм Форчуна: Черга подiй

В стандартнiй бiблiотецi мови С++ є контейнер std :: priority_queue,

який дозволяє працювати з чергою з прiоритетами. Проте в алгоритмi Фор-

чуна елементи черги можуть видалятися з неї в довiльний момент часу з

довiльного мiсця. std :: priority_queue не має iнтерфейсу для подiбних дiй,

тому замiсть цього контейнеру треба використати iнший.

На щастя, для сортування подiй за прiоритетом у нас завжди є std :: map.

Використовуючи прiоритет як ключ, ми можемо додавати новi подiї, вида-

ляти старi через посилання на вiдповiдний iтератор та знаходити поточну

подiю за допомогою std :: begin(). I все це за логарифмiчний час. Тобто

контейнер std :: map виконує всi необхiднi процедури з коректною асимпто-

тикою.

Проте вiн не зовсiм пiдходить для нашої задачi, оскiльки у нас можуть

траплятися подiї з однаковим прiоритетом. Це можуть бути або “одноча-

снi” подiї кола, або подiя мiсця та подiя кола (рис. 3.7). Двi подiї мiсця

не можуть мати один i той самий прiоритет, оскiльки всi початковi точки

мають рiзнi 𝑦-координати.

З точки зору алгоритму Форчуна абсолютно неважливо, яка з подiй з

однаковим прiоритетом буде оброблятися першою, а це означає, що нам

треба лише мати можливiсть зберiгати їх в будь-якому порядку. Для цього

нам цiлком пiдходить контейнер std :: multimap. Вiн зберiгає асимптотику

всiх ключових процедур та дозволяє зберiгати подiї з однаковим прiорите-

том. Тодi черга 𝑄 буде визначатися як
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struct QValueSite {
std::list<Site>::iterator site;

};
struct QValueCircle {

std::map<TKey,TValue>::iterator tree_node;
};
struct QValue {

std::variant<QValueSite, QValueCircle> value;
};
std::multimap<double,QValue> Q;

3.7. Рекомендацiї до реалiзацiї алгоритма Форчуна без

використання стандартної бiблiотеки мови С++

У випадку, якщо ми хочемо запрограмувати структури даних самостiй-

но, ми можемо реалiзувати чергу з прiоритетами так, як це робиться стан-

дартно: за допомогою купи. При цьому треба явно прописати операцiю

видалення елемента з черги.

Для представлення берегової лiнiї ми можемо не вигадувати складнi

структури ключiв та процедури порiвняння, а реалiзувати бiнарне дерево

пошуку таким чином, щоб листи завжди вiдповiдали дугам, а внутрiшнi

вузли — точкам зустрiчi. Процедура пошуку листа тодi може бути реалi-

зована як окремий метод класу нашого дерева, де ми напряму порiвнюємо

𝑥-координату тiльки з внутрiшнiми вузлами, поки не дiстанемося листа.

У якостi реалiзацiї бiнарного дерева пошуку можна використовувати

АВЛ-дерево. Воно вiдносно легко реалiзується та принцип його балансува-

ння iнтуїтивно зрозумiлий.

Залишаються лише питання видалення та додавання вузлiв. Видалення

листа та двох сусiднiх внутрiшнiх вузлiв можна реалiзувати окремим мето-

дом, який працюватиме за схемою з рис. 3.6 з подальшим балансуванням.

Додавання пiддерева реалiзується у два кроки з почерговим додаван-
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Рис. 3.8: Пошук листа в деревi.

ням пiддерев висотою 1. Пiсля кожного додавання вiдбувається балансу-

вання (рис. 3.9).

Тодi з такими допомiжними методами пошуку, додавання та видален-

ня АВЛ-дерево буде завжди зберiгати в своїх листах данi про дуги, а у

внутрiшнiх вузлах — данi про точки зустрiчi.

3.8. Алгоритм Форчуна: приклад

В цьому пунктi ми застосуємо алгоритм Форчуна для побудови дiагра-

ми Вороного для множини точок {𝑝1 = (3, 3), 𝑝2 = (−2, 2), 𝑝3 = (3,−3), 𝑝4 =

(2,−4)}. Схематично процес виконання алгоритму зображений на рис. 3.4,

проте тут ми вiдслiдкуємо покроково змiни в усiх структурах. Черга по-

дiй та ПЗСР будуть зображуватися на кожному кроцi у виглядi таблиць,

в той час як берегова лiнiя буде зображена рисунком. Для зручностi ми не

будемо проводити балансування двiйкового дерева та будемо зображувати
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(а) Лист,що має зни-

кнути.

(б) Один рiвень пiд-

дерева доданий.

(в) Все пiддерево до-

дане.

Рис. 3.9: Додавання пiддерева висотою 2 шляхом почергового додавання

дерев висотою 1. Пiсля кожного додавання вiдбувається перебалансування.

його згiдно з принципами оригiнального алгоритму (листи вiдповiдають

дугам, iншi вузли — точкам зустрiчi). Також будуть пропущенi деякi “те-

хнiчнi” обчислення, як розв’язання квадратичних рiвнянь. Проте важливi

обчислення будуть присутнi в прикладi.

Також в таблицях та на рисунках деякi компоненти структур даних

будуть пронумерованi або проiменованi. Цi номери та iмена є по сутi замi-

нами вказiвникам. Тому варто враховувати, що всi iмена або номери, якi

будуть присутнi в цьому прикладi, повиннi бути перетворенi на вказiвники

або просто прибранi в програмi.

Перед початком роботи алгоритму ми можемо одразу сформувати список

граней дiаграми Вороного, використавши у якостi координат точки 𝑝𝑖. Пi-

сля цього ми додаємо всi точки як подiї мiсця в чергу подiй Q. Колонка

данi зараз для кожної подiї мiстить посилання на вiдповiдну грань.

Подальшi видалення подiй з черги та процеси їхнiх обробок ми для зру-

чностi будемо називати iтерацiями. В таблицях та на рисунках будуть по-

казанi результати оброки подiї, якi будуть супроводжуватися коментарями.

Також варто зазначити, що рисунки будуть мiстити конфiгурацiю замiта-

ючої прямої, берегової лiнiї та ПЗСР в моментах “мiж подiями”. Тобто коли
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Рис. 3.10: Графiчне зображення (до початку).

Таблиця 3.4

Черга подiй Q (до початку).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑝1 3 Мiсце 1

𝑝2 2 Мiсце 2

𝑝3 -3 Мiсце 3

𝑝4 -4 Мiсце 4

Таблиця 3.5

ПЗСР: гранi (до початку).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3)

2 (−2, 2)

3 (3,−3)

4 (2,−4)
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Таблиця 3.6

ПЗСР: вершини (до початку).

Номер вершини Координати Напiвребро

Таблиця 3.7

ПЗСР: напiвребра (до початку).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

вже замiтаюча пряма пройшла певну вiдстань вiд останньої обробленої по-

дiї. В такому випадку рисунки є найбiльш iнформативними.

Iтерацiя 1.

Перша подiя мiсця обробляється тривiальним чином: до порожнього

дерева додається одна дуга 𝑐1, прив’язана до точки 𝑝1.

Таблиця 3.8

Черга подiй Q (iтерацiя 1).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑝2 2 Мiсце 2

𝑝3 -3 Мiсце 3

𝑝4 -4 Мiсце 4

Iтерацiя 2.

Перед обробкою другої подiї мiсця T складається з одного листа, тому

цей лист замiнюється на пiддерево, що тепер представляє нову дугу 𝑐3,

яка розбиває параболу, породжену 𝑝1, на двi дуги 𝑐2 та 𝑐4. В листi не було

вказiвникiв на подiї кола, тому з черги нiчого не видаляється.
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Рис. 3.11: Графiчне зображення (iтерацiя 1).

Рис. 3.12: Берегова лiнiя T (iтерацiя 1).

Таблиця 3.9

ПЗСР: гранi (iтерацiя 1).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3)

2 (−2, 2)

3 (3,−3)

4 (2,−4)
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Таблиця 3.10

ПЗСР: вершини (iтерацiя 1).

Номер вершини Координати Напiвребро

Таблиця 3.11

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 1).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

В точках перетину утворюється пара напiвребер-близнюкiв. Цi напiвре-

бра заносяться до ПЗСР. Ребра роздiляють гранi 𝑝1 та 𝑝2, тому ми можемо

одразу заповнити для цих напiвберер поля граней, а для самих граней вка-

зати поля ребер.

Оскiльки у дуги 𝑐2 немає лiвого сусiда, а у 𝑐4 — правого, то цi дуги

не будуть зникати, тому перевiряти умову зникнення через визначник не

потрiбно.

Таблиця 3.12

Черга подiй Q (iтерацiя 2).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑝3 -3 Мiсце 3

𝑝4 -4 Мiсце 4

Iтерацiя 3.

Нова подiя мiсця має 𝑥-координату 3. Порiвнюючи її з координатами

точок зустрiчi, ми спускаємося до найправiшого листа в T, який визна-

чає дугу 𝑐4. Точка 𝑝3 лежить прямо пiд цiєю дугою, коли замiтаюча пряма

знаходиться на висотi −3. Лист 𝑐4 замiнюється на пiддерево, що тепер пред-

ставляє нову дугу 𝑐6, яка розбиває параболу, породжену 𝑝1, на двi дуги 𝑐5



91

Рис. 3.13: Графiчне зображення (iтерацiя 2).

Рис. 3.14: Берегова лiнiя T (iтерацiя 2).
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Таблиця 3.13

ПЗСР: гранi (iтерацiя 2).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3)

4 (2,−4)

Таблиця 3.14

ПЗСР: вершини (iтерацiя 2).

Номер вершини Координати Напiвребро

Таблиця 3.15

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 2).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 2

2 2 1
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та 𝑐7. В листi не було вказiвникiв на подiї кола, тому з черги нiчого не

видаляється.

В точках перетину утворюється пара напiвребер-близнюкiв. Цi напiвре-

бра заносяться до ПЗСР. Ребра роздiляють гранi 𝑝1 та 𝑝3, тому ми можемо

одразу заповнити для цих напiвберер поля граней, а для гранi 3 вказати

поле ребра.

Оскiльки у дуги 𝑐7 немає правого сусiда, то ця дуга не буде зникати,

тому перевiряти умову зникнення через визначник не потрiбно.

Проте у дуги 𝑐5 є лiвий та правий сусiди. Це дуги 𝑐3 та 𝑐6 вiдповiдно.

Три послiдовнi дуги 𝑐3, 𝑐5, 𝑐6 породженi точками 𝑝2, 𝑝1 та 𝑝3, тому для

них перевiрка умови зникнення середньої дуги буде виглядати наступним

чином:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝1.𝑥− 𝑝2.𝑥 𝑝3.𝑥− 𝑝2.𝑥

𝑝1.𝑦 − 𝑝2.𝑦 𝑝3.𝑦 − 𝑝2.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒3− (−2) 3− (−2)

3− 2 −3− 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒5 5

1 −5

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −30 < 0.

Це означає, що дуга 𝑐5 буде зникати. Для того, щоб визначити прiоритет

нової подiї кола, ми повиннi знайти 𝑦-кооринату найнижчої точки кола, що

проходить через 𝑝1, 𝑝2 та 𝑝3. Рiвняння цього кола наступне.

(𝑥− 1)2 + 𝑦2 = 13. (3.2)

Найнижча точка кола має координати (1,−
√
13) ≈ (1,−3.60555), тому

ми додаємо до черги Q подiю кола з прiоритетом −3.6055 та додаємо до

цього елементу черги посилання на дугу 𝑐5. Дана подiя одразу стає першою

в черзi в силу свого прiоритету. До дуги 𝑐5 додається посилання на цю

щойно створену подiю.

Iтерацiя 4.

На цiй iтерацiї ми обробляємо подiю кола.
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Рис. 3.15: Графiчне зображення (iтерацiя 3).

Рис. 3.16: Берегова лiнiя T (iтерацiя 3).
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Таблиця 3.16

Черга подiй Q (iтерацiя 3).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑞1 -3.60555 Коло 𝑐5

𝑝4 -4 Мiсце 4

Таблиця 3.17

ПЗСР: гранi (iтерацiя 3).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3) 4

4 (2,−4)

Таблиця 3.18

ПЗСР: вершини (iтерацiя 3).

Номер вершини Координати Напiвребро

Таблиця 3.19

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 3).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 2

2 2 1

3 1 4

4 3 3
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Зникає дуга 𝑐5, разом з нею з берегової лiнiї видаляються двi сусiднi

точки зустрiчi. На їхнє мiсце додається новий вузол, який представляє то-

чку зустрiчi дуг 𝑐3 та 𝑐6. Для цiєї точки зустрiчi створюються новi два

напiвребра-близнюка, якi роздiляють гранi 𝑝2 та 𝑝3.

Центр кола, описаного рiвнянням (3.2), знаходиться у точцi (1, 0). Це

будуть координати нової вершини дiаграми Вороного. З цiєї вершини по-

виннi виходити 3 напiвребра: два з вже побудованих до цiєї iтерацiї, поси-

лання на якi були у видалених точках зустрiчi та одне з двох напiвребер,

якi утворилися разом з новою точкою зустрiчi. Для деяких з цих напiвре-

бер ми також можемо вказати наступнi напiвребра при обходi вiдповiдних

граней.

Жодна з дуг 𝑐3 та 𝑐6 не мала посилань на подiї кола, тож видаляти з

них нiчого не потрiбно. Проте для кожної з них треба перевiрити умову

зникнення дуги.

Перевiрка для 𝑐3:

Трiйка послiдовних дуг: 𝑐2, 𝑐3, 𝑐6. Вiдповiднi точки: 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3. Умова

зникнення:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝2.𝑥− 𝑝1.𝑥 𝑝3.𝑥− 𝑝1.𝑥

𝑝2.𝑦 − 𝑝1.𝑦 𝑝3.𝑦 − 𝑝1.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−2− 3 3− 3

2− 3 −3− 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−5 0

−1 −6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 30 > 0.

Умова не виконується, дуга 𝑐3 не зникає, додатковi дiї не потрiбнi.

Перевiрка для 𝑐6:

Трiйка послiдовних дуг: 𝑐3, 𝑐6, 𝑐7. Вiдповiднi точки: 𝑝2, 𝑝3, 𝑝1. Умова

зникнення:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝3.𝑥− 𝑝2.𝑥 𝑝1.𝑥− 𝑝2.𝑥

𝑝3.𝑦 − 𝑝2.𝑦 𝑝1.𝑦 − 𝑝2.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒3− (−2) 3− (−2)

−3− 2 3− 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 5

−5 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 30 > 0.
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Умова не виконується, дуга 𝑐6 не зникає, додатковi дiї не потрiбнi.

Рис. 3.17: Графiчне зображення (iтерацiя 4).

Таблиця 3.20

Черга подiй Q (iтерацiя 4).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑝4 -4 Мiсце 4

Iтерацiя 5.

Остання подiя мiсця має 𝑥-координату 2. Порiвнюючи її з координатами

точок зустрiчi, ми спускаємося до листа в T, який визначає дугу 𝑐6. Точка

𝑝4 лежить прямо пiд цiєю дугою, коли замiтаюча пряма знаходиться на

висотi −4. Лист 𝑐6 замiнюється на пiддерево, що тепер представляє нову

дугу 𝑐9, яка розбиває параболу, породжену 𝑝3, на двi дуги 𝑐8 та 𝑐10. В листi

не було вказiвникiв на подiї кола, тому з черги нiчого не видаляється.
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Рис. 3.18: Берегова лiнiя T (iтерацiя 4).

Таблиця 3.21

ПЗСР: гранi (iтерацiя 4).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3) 4

4 (2,−4)

Таблиця 3.22

ПЗСР: вершини (iтерацiя 4).

Номер вершини Координати Напiвребро

1 (1, 0) 2



99

Таблиця 3.23

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 4).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 2 3

2 1 2 1

3 1 1 4

4 3 3 6

5 2 6 2

6 1 3 5

В точках перетину утворюється пара напiвребер-близнюкiв. Цi напiвре-

бра заносяться до ПЗСР. Ребра роздiляють гранi 𝑝3 та 𝑝4, тому ми можемо

одразу заповнити для цих напiвберер поля граней, а для гранi 4 вказати

поле ребра.

У дуги 𝑐8 є лiвий та правий сусiди. Це дуги 𝑐3 та 𝑐9 вiдповiдно. Три

послiдовнi дуги 𝑐3, 𝑐8, 𝑐9 породженi точками 𝑝2, 𝑝3 та 𝑝4, тому для них пе-

ревiрка умови зникнення середньої дуги буде виглядати наступним чином:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝3.𝑥− 𝑝2.𝑥 𝑝4.𝑥− 𝑝2.𝑥

𝑝3.𝑦 − 𝑝2.𝑦 𝑝4.𝑦 − 𝑝2.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒3− (−2) 2− (−2)

−3− 2 −4− 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 5 4

−5 −6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −10 < 0.

Це означає, що дуга 𝑐8 буде зникати. Для того, щоб визначити прiоритет

нової подiї кола, ми повиннi знайти 𝑦-кооринату найнижчої точки кола, що

проходить через 𝑝2, 𝑝3 та 𝑝4. Рiвняння цього кола наступне.

𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 13. (3.3)

Найнижча точка кола має координати (0,−1 −
√
13) ≈ (0,−4.60555),

тому ми додаємо до черги Q подiю кола з прiоритетом −4.6055 та дода-

ємо до цього елементу черги посилання на дугу 𝑐8. До дуги 𝑐8 додається
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посилання на цю щойно створену подiю.

У дуги 𝑐10 також є лiвий та правий сусiди. Це дуги 𝑐9 та 𝑐7 вiдповiдно.

Три послiдовнi дуги 𝑐9, 𝑐10, 𝑐7 породженi точками 𝑝4, 𝑝3 та 𝑝1, тому для

них перевiрка умови зникнення середньої дуги буде виглядати наступним

чином:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝3.𝑥− 𝑝4.𝑥 𝑝1.𝑥− 𝑝4.𝑥

𝑝3.𝑦 − 𝑝4.𝑦 𝑝1.𝑦 − 𝑝4.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 3− 2 3− 2

−3− (−4) 3− (−4)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1 1

1 7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 6 > 0.

Це означає, що дуга 𝑐10 не буде зникати.

Рис. 3.19: Графiчне зображення (iтерацiя 5).

Таблиця 3.24

Черга подiй Q (iтерацiя 5).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

𝑞2 -4.60555 Коло 𝑐8
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Рис. 3.20: Берегова лiнiя T (iтерацiя 5).

Таблиця 3.25

ПЗСР: гранi (iтерацiя 5).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3) 4

4 (2,−4) 8

Таблиця 3.26

ПЗСР: вершини (iтерацiя 5).

Номер вершини Координати Напiвребро

1 (1, 0) 2
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Таблиця 3.27

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 5).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 2 3

2 1 2 1

3 1 1 4

4 3 3 6

5 2 6 2

6 1 3 5

7 3 8

8 4 7

Iтерацiя 6.

На цiй iтерацiї ми знову обробляємо подiю кола.

Зникає дуга 𝑐8, разом з нею з берегової лiнiї видаляються двi сусiднi

точки зустрiчi. На їхнє мiсце додається новий вузол, який представляє то-

чку зустрiчi дуг 𝑐3 та 𝑐9. Для цiєї точки зустрiчi створюються новi два

напiвребра-близнюка, якi роздiляють гранi 𝑝2 та 𝑝4.

Центр кола, описаного рiвнянням (3.3), знаходиться у точцi (0,−1). Це

будуть координати нової вершини дiаграми Вороного. З цiєї вершини по-

виннi виходити 3 напiвребра: два з вже побудованих до цiєї iтерацiї, поси-

лання на якi були у видалених точках зустрiчi та одне з двох напiвребер,

якi утворилися разом з новою точкою зустрiчi. Для деяких з цих напiвре-

бер ми також можемо вказати наступнi напiвребра при обходi вiдповiдних

граней.

Жодна з дуг 𝑐3 та 𝑐9 не мала посилань на подiї кола, тож видаляти з

них нiчого не потрiбно. Проте для кожної з них треба перевiрити умову

зникнення дуги.
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Перевiрка для 𝑐3:

Трiйка послiдовних дуг: 𝑐2, 𝑐3, 𝑐9. Вiдповiднi точки: 𝑝1, 𝑝2, 𝑝4. Умова

зникнення:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝2.𝑥− 𝑝1.𝑥 𝑝4.𝑥− 𝑝1.𝑥

𝑝2.𝑦 − 𝑝1.𝑦 𝑝4.𝑦 − 𝑝1.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−2− 3 2− 3

2− 3 −4− 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−5 −1

−1 −7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 34 > 0.

Умова не виконується, дуга 𝑐3 не зникає, додатковi дiї не потрiбнi.

Перевiрка для 𝑐9:

Трiйка послiдовних дуг: 𝑐3, 𝑐9, 𝑐10. Вiдповiднi точки: 𝑝2, 𝑝4, 𝑝1. Умова

зникнення:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑝4.𝑥− 𝑝2.𝑥 𝑝1.𝑥− 𝑝2.𝑥

𝑝4.𝑦 − 𝑝2.𝑦 𝑝1.𝑦 − 𝑝2.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2− (−2) 3− (−2)

−4− 2 3− 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 4 5

−6 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 34 > 0.

Умова не виконується, дуга 𝑐9 не зникає, додатковi дiї не потрiбнi.

Таблиця 3.28

Черга подiй Q (iтерацiя 6).

Назва подiї Прiоритет Тип подiї Данi

Створення охоплюючого прямокутника.

Черга подiй порожня, а це означає, що нам лишилося тiльки зробити

крок 4 алгоритму Форчуна, тобто створити охоплючий прямокутник

та доповнити всi списки ПЗСР фiктивними вершинами, напiвребрами та

гранню.

Для нашого прикладу нехай у якостi охоплюючого прямокутника буде

квадрат 𝑚𝑎𝑥(|𝑥|, |𝑦|) = 5. Тодi нам треба лише пройтися по незаверше-

ним напiвребрам побудованої дiаграми Вороного та визначити точки їхнiх
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Рис. 3.21: Графiчне зображення (iтерацiя 6).

Рис. 3.22: Берегова лiнiя T (iтерацiя 6).
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Таблиця 3.29

ПЗСР: гранi (iтерацiя 6).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3) 4

4 (2,−4) 8

Таблиця 3.30

ПЗСР: вершини (iтерацiя 6).

Номер вершини Координати Напiвребро

1 (1, 0) 2

2 (0,−1) 5

Таблиця 3.31

ПЗСР: напiвребра (iтерацiя 6).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 1 2 3

2 1 2 1

3 1 1 4

4 3 3 6

5 2 5 6 2

6 1 3 5 7

7 2 3 8

8 4 7 10

9 2 10 5

10 2 4 9
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перетинiв з цим квадратом. Цi точки перетину будуть новими фiктивни-

ми вершинами. Будь-яка точка поза квадратом буде фiктивною гранню.

Напiвребра визначаються згiдно з логiкою ПЗСР.

Читачу пропонується самостiйно позначити на рис. 3.23 фiктивнi напiв-

ребра згiдно з даними з табл. 3.34.

Рис. 3.23: Графiчне зображення (кiнець).

3.9. Побудова трiангуляцiї Делоне за допомогою дiаграми

Вороного

Якщо ми маємо ПЗСР 𝐷1, який описує дiаграму Вороного, то для отри-

мання ПЗСР 𝐷2 для трiангуляцiї Делоне того самого набору точок, доста-

тньо здiйснити наступнi дiї:

1. Визначити координати граней 𝐷2 за допомогою координат вершин

𝐷1.
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Таблиця 3.32

ПЗСР: гранi (кiнець).

Номер гранi Координати Напiвребро

1 (3, 3) 1

2 (−2, 2) 2

3 (3,−3) 4

4 (2,−4) 8

5 (6, 6) 11

Таблиця 3.33

ПЗСР: вершини (кiнець).

Номер вершини Координати Напiвребро

1 (1, 0) 2

2 (0,−1) 5

3 (−5, 5) 12

4 (0, 5) 1

5 (5, 5) 16

6 (5, 0) 4

7 (5,−5) 21

8 (4.06,−5) 8

9 (−5,−5) 25

10 (−5,−4.45) 9
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Таблиця 3.34

ПЗСР: напiвребра (кiнець).

Номер напiвребра Вершина Грань Близнюк Наступне

1 4 1 2 3

2 1 2 1 14

3 1 1 4 18

4 6 3 3 6

5 2 2 6 2

6 1 3 5 7

7 2 3 8 22

8 8 4 7 10

9 10 2 10 5

10 2 4 9 26

11 10 5 12 13

12 3 2 11 9

13 3 5 14 15

14 4 2 13 12

15 4 5 16 17

16 5 1 15 1

17 5 5 18 19

18 6 1 17 16

19 6 5 20 21

20 7 3 19 4

21 7 5 22 23

22 8 3 21 20

23 8 5 24 25

24 9 4 23 8

25 9 5 26 11

26 10 4 25 24
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2. Визначити координати вершин 𝐷2 за допомогою координат граней

𝐷1.

3. Замiнити кожну пару напiвребер, яка з’єднує двi вершини в 𝐷1, на

пару пiвребер, яка з’єднує новi вершини в 𝐷2. Пiсля цього треба

правильно визначити всi вказiвники в 𝐷2 згiдно з правилами запов-

нення ПЗСР.

Рис. 3.24: Даграма Вороного (чорна) та трiангуляцiя Делоне (блакитна).

3.10. Алгоритми побудови опуклої оболонки

Алгоритми побудови опуклої оболонки є вiдносно нескладними в порiв-

няннi з алгоритмом Форчуна. Опукла оболонка множини 𝐴 — це найменша

за включенням опукла множина 𝐶, для якої 𝐴 ⊆ 𝐶. Якщо 𝐴 є набором то-

чок на площинi, то опуклою оболонкою є багатокутник, вершинами якого

є деякi точки з множини 𝐴.

Бiльшiсть з методiв побудови опуклої оболонки базується на поняттi

повороту при обходi цiєї самої оболонки. Так, якщо ми уявимо, що йдемо

по ламанiй, яка є межею опуклої оболонки деякої множини точок, причому
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(а) Вхiднi данi. (б) Вихiднi данi.

Рис. 3.25: Опукла оболонка множини точок.

йдемо в напрямку проти годинникової стрiлки, то ми маємо завжди повер-

тати лiворуч при такому обходi. Якщо ж ми будемо йти за годинниковою

стрiлкою, то, навпаки, повертати будемо лише праворуч.

На цiй iнтуїтивно зрозумiлiй закономiрностi побудовнi першi алгоритми

Кейла-Кiркпатрика, Ендрю-Джарвiса та Грехема. Для того, щоб перевiря-

ти, чи вiдбувається поворот “направо” чи “налiво”, зручно використовувати

формулу для орiєнтованої площi паралелограма. Припустимо, що ми йде-

мо по вiдрiзку вiд точки 𝐴 до точки 𝐵 i в нiй маємо повернути до 𝐶 (рис.

3.27). Тодi для того, щоб визначити, в який бiк вiдбувається поворот, треба

порахувати визначник ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝐵.𝑥− 𝐴.𝑥 𝐶.𝑥− 𝐴.𝑥

𝐵.𝑦 − 𝐴.𝑦 𝐶.𝑦 − 𝐴.𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

Якщо визначник бiльше 0, то поворот вiдбувається налiво, якщо менше

0 — направо.

Алгоритм Кейла-Кiркпатрика.

Для даного алгоритму точки 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑁 повиннi мати цiлi координати.

Для iнших алгоритмiв обмежень на координати точок немає.

1. Вiдсортувати точки 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑁 за 𝑦-координатою кишеньковим сор-

туванням, при цьому для кожного значення 𝑦 визначити найлiвiшу
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Рис. 3.26: Обхiд опуклої оболонки проти годинникової стрiлки з поворотами

налiво.

(а) Поворот направо. (б) Поворот налiво.

Рис. 3.27: Зв’язок напрямку повороту та орiєнтованої площi.
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та найправiшу точки. В результатi буде отримано масив “лiвих” та

“правих” точок. Серед цих точок мають бути вершини опуклої обо-

лонки.

2. Пройти по масиву лiвих точок знизу вгору, проводячи вiдрiзки мiж

сусiднiми точками. При цьому якщо поворот при побудовi нового

вiдрiзка вiдбувається налiво, то данi два вiдрiзка не є частиною

опуклої оболонки, i їх треба видалити та замiнити на “коротший”

шлях (рис. 3.28). Якщо ж поворот вiдбувається направо, то нiяких

проблем немає.

3. Провести аналогiчну процедуру для масиву правих точок. Якщо

йти по ним знизу вгору, то тепер поворот налiво є правильним по-

воротом.

4. Побудувати вiдрiзки, що з’єднують найнижчi точки лiвого та пра-

вого масивiв.

5. Побудувати вiдрiзки, що з’єднують найвищi точки лiвого та правого

масивiв.

(а) До видалення. (б) Пiсля видалення.

Рис. 3.28: Видалення повороту налiво пiд час побудови лiвої частини опу-

клої оболонки методом Кейла-Кiркпатрика.

Алгоритм Грехема.
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1. Обрати полюс 𝑃 : точку, яка знаходиться десь мiж точками 𝑝𝑖. Мо-

жна в якостi полюсу обрати центр мас точок 𝑝𝑖, але не обов’язково

саме його.

2. Вiдсортувати точки 𝑝𝑖 за полярним кутом методом сортування з

асимптотичною швидкiстю 𝑂(𝑛 ln𝑛).

3. Пройти по вiдсортованому нобору точок проти годинникової стрiл-

ки, видаляючи при цьому повороти направо (аналогiчно алгоритму

Кейла-Кiркпатрика).

4. Досягнувши кiнця вiдсортованого масиву, з’єднати двi крайнi точки

та пройти по опуклiй оболонцi проти годинникової стрiлки знову

для видалення поворотiв направо. Цi повороти можуть залишитися

через те, що ми з’єднали останню та першу точки без додаткових

перевiрок.

(а) Визначення полюсу та

полярних кутiв.

(б) Побудова проти годин-

никової стрiлки.

Рис. 3.29: Побудова опуклої оболонки методом Грехема.

Алгоритм Ендрю-Джарвiса.

1. Знайти найлiвiшу точку 𝑃 серед набору 𝑝𝑖. Якщо таких декiлька,

обрати серед них найвищу.

2. Знайти точку 𝑄 серед набору 𝑝𝑖, таку що всi iншi точки лежать по

правий бiк вiд прямої, що з’єднує 𝑃 i 𝑄 (рис. 3.30).
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3. Додати вiдрiзок 𝑃𝑄 до опуклої оболонки та встановити 𝑃 = 𝑄.

4. Повторювати кроки 2-3, поки не вiдбудеться повернення в точку,

обрану на кроцi 1.

(а) Перше ребро. (б) Друге ребро.

Рис. 3.30: Першi двi складовi опуклої оболонки, побудованi алгоритмом

Ендрю-Джарвiса.

Останнiй, рекурсивний алгоритм для побудови опуклої оболонки, не ви-

користовує повороти. Натомiсть вiн будує опуклу оболонку, максимiзуючи

площу охопленої нею дiлянки.

Рекурсивний алгоритм.

1. Знайти найлiвiшi та найправiшi точки з набору 𝑝𝑖. Серед найлiвiших

точок обрати найвищу та найнижчу, позначити їх 𝐿1, 𝐿2. Аналогi-

чно визначити 𝑅1, 𝑅2 для масиву правих точок.

2. Зєднати точки 𝐿1 та 𝐿2 мiж собою. Додати отриманий вiдрiзок до

опуклої оболонки. Аналогiчно вчинити з 𝑅1 i 𝑅2.

3. Визначити множину точок 𝑞𝑖 серед множини 𝑝𝑖, якi лежать вище

прямої, що з’єднують 𝐿1 та 𝑅1. Якщо таких точок немає, додати

вiдрiзок 𝐿1𝑅1 до опуклої оболонки.

4. Серед точок 𝑞𝑖 обрати таку точку 𝑞, що площа трикутника 𝐿1𝑞𝑅1

максимальна.
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5. (Рекурсiя) Повторити кроки 3-5, спочатку обираючи у якостi 𝐿1 та

𝑅1 спочатку точки 𝐿1, 𝑞, а потiм — 𝑞, 𝑅1. (лiва та права частини)

6. Провести процедуру, аналогiчну крокам 3-5 для нижньої половини

опуклої оболонки та точок 𝐿2, 𝑅2.

(а) Пошук 𝑞. (б) Рекурсiя.

Рис. 3.31: Побудова верхньої частини опуклої оболонки рекурсивним мето-

дом.
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ЗАВДАННЯ

1. Якщо генератор випадкових чисел мiльярд разiв пiдряд видасть

значення 0, чи можна сказати, що вiн завжди видає 0? А якщо

розглядати генератор псевдовипадкових чисел?

2. Узагальнити клас Rand, щоб з його допомогою можна було описува-

ти недiйснозначнi випадковi величини (векторнi). На що тодi мають

змiнитися поля Dom_min та Dom_max?

3. Реалiзацiєю нормального розподiлу може бути довiльне дiйсне чи-

сло. Як тодi треба обрати Dom_min та Dom_max для коректного

виведення гiстограми?

4. Модифiкувати алгоритми 7-8 лабораторної роботи №1, так щоб з

їхьою допомогою можна було генерувати нормально розподiленi ви-

падковi величини iз наперед заданим математичним сподiванням 𝑚

та квадратичним вiдхиленням 𝜎.

5. Реалiзувати алгоритм шкiльного дiлення двох довгих цiлих чисел.

Яка асимптотична складнiсть буде у цiєї процедури, якщо дiлене

має довжину 𝑛 цифр, а дiльник — 𝑛/2 цифр?

6. Реалiзувати алгоритм шкiльного множення в рекурсивнiй формi.

7. Довести асимптотичну оцiнку для методу Карацуби, використову-

ючи теореми про асимптотичнi оцiнки рекурсивних алгоритмiв.

8. Довести, що всi коефiцiєнти 𝐹 в методi Тоома-Кука є невiд’ємними.

9. Реалiзувати алгоритм швидкого множення Тоом-5, який полягає в

модифiкуваннi алгоритму Тоома-Кука. В Тоом-5 на основi чисел-

аргументiв будуються полiноми 5 степенi.

10. Довести, що описана в пунктi 2.6 процедура взяття остачi за моду-

лем 2𝑎−1 є коректною. Довести коректнiсть аналогiчної процедури
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для знаходження остачi по модулю 2𝑁 + 1 з пункту 2.7.

11. Що має передаватися в якостi першого аргументу в функцiю 𝐶 на

кроцi 8 алгоритму Шенхаге, якщо 𝑊2 < 𝑊1? Дати вiдповiдi на

аналогiчнi питання стосовно крокiв 9-12.

12. Чому в пунктi 1 алгоритму Штрасена в оцiнцi для 𝑛 в лiвiй частинi

нерiвностi присутнiй коефiцiєнт 2?

13. Чи можна зменшити дно рекурсiї в процедурi Множення за мо-

дулем з пункту 2.7? (Пiдказка: звернути увагу на пункт 7 даної

процедури)

14. Знайти асимптотичнi оцiнки складностi алгоритмiв перевiрки дов-

гого числа на простоту з пункту 2.12, вважаючи, де це потрiбно, що

кiлькiсть раундiв є фiксованою константою.

15. Що є дiаграмою Вороного для однiєї точки? Для двох точок? Да-

ти вiдповiдi на аналогiчнi питання по вiдношенню до трiангуляцiї

Делоне та опуклої оболонки?

16. Що є дiаграмою Вороного для 𝑛 точок, розташованих на однiй пря-

мiй? Чи коректно обробляється такий випадок алгоритмом Форчу-

на?

17. Чи можна узагальнити алгоритм Форчуна на набiр точок, серед

яких є точки з однаковими 𝑦-координатами? Якщо так, то якi пун-

кти алгоритму або якi допомiжнi процедури при цьому змiняться?

18. Як буде виглядати дiаграма Вороного для набору точок, що розта-

шованi по колу? Як при цьому буде виглядати трiангуляцiя Делоне?

Пов’язати вiдповiдi на данi питання з мiркуваннями, що передують

рис. 3.7.

19. Якого типу має бути поле q в структурi TValueLeaf?

20. Де в полях структур лабораторної роботи №3 можна замiсть iтера-

торiв використовувати константнi iтератори?

21. Що є ключем в бiнарному деревi пошуку, якщо його реалiзовувати
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згiдно з принципами, описаними в пунктi 3.7?

22. Чи може статися так, що в процесi виконання алгоритма Форчу-

на в чергу 𝑄 додається подiя з прiоритетом вищим, нiж у щойно

обробленої подiї?

23. Оцiнити асимптотичний час виконання процедур Обробки подiї

мiсця та Обробки подiї кола. Оцiнити асимптотично кiлькiсть

подiй в черзi 𝑄. Поєднати отриманi оцiнки та довести, що алгоритм

Форчуна працює за час 𝑂(𝑛 ln𝑛).

24. Показати, що в геометричнiй iнтерпретацiї алгоритму Форчуна за-

мiтаючу пряму можна замiнити на замiтаюче коло, яке розширює-

ться зi свого центра до нескiнченностi, причому центр є довiльною

наперед заданою точкою площини. При цьому дiаграма Вороного

коректно будується всерединi кола по мiрi його розширення. Як

тодi змiниться структура берегової лiнiї та якими кривими будуть

описуватися дуги берегової лiнiї?

25. Показати, як з дiаграми Вороного та трiангуляцiї Делоне можна

отримати опуклу оболонку заданого набору точок.

26. Отримати асимптотичнi оцiнки складностi алгоритмiв 3-6 лабора-

торної роботи №3 в залежностi вiд кiлькостi точок.
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