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Передмова
Навчальний посiбник «Алгебра та геометрiя. Лiнiйнi простори, перетворення та опе-
ратори» пiдготовлено для здобувачiв вищої освiти першого (бакалаврського) рiвня спе-
цiальностi F3 “Комп’ютернi науки”, якi навчаються на факультетi комп’ютерних наук та
кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Видання при-
значене для методичної пiдтримки практичних занять, органiзацiї самостiйної роботи сту-
дентiв i систематизацiї основних понять, методiв та алгоритмiв розв’язування задач iз
вiдповiдного роздiлу дисциплiни “Алгебра та геометрiя”.

Посiбник створено на основi багаторiчного досвiду викладання математичних дисци-
плiн на факультетi, зокрема на кафедрi дослiдження операцiй. Пiд час його пiдготовки
враховано особливостi сприйняття матерiалу студентами спецiальностi “Комп’ютернi на-
уки”, типовi труднощi в опануваннi апарату лiнiйної алгебри, а також потребу поєднати
фундаментальнiсть викладу з його прикладною спрямованiстю. Теоретичною основою ви-
дання є курс лекцiй Б. В. Довгая “Лiнiйнi простори”, адаптований до актуальних потреб
фахової пiдготовки.

Цей посiбник є складовою запланованої серiї навчально-методичних видань з курсу
“Алгебра та геометрiя”. Метою серiї є поетапне висвiтлення основних роздiлiв дисциплiни
iз забезпеченням змiстової узгодженостi, єдностi методичних пiдходiв i послiдовностi у
формуваннi математичної культури майбутнiх фахiвцiв.

У цьому виданнi розглянуто шiсть тематичних блокiв, присвячених аксiоматицi лiнiй-
ного простору, лiнiйнiй залежностi та незалежностi, базисам i координатам, пiдпросторам,
сумi та прямiй сумi, лiнiйним перетворенням, проєкцiям i розкладу простору, а також лi-
нiйним операторам, їх ядру, образу, рангу, дефекту, алгебрi операторiв та оборотностi.
Добiр задач i прикладiв орiєнтовано на формування не лише теоретичного розумiння, а й
стiйких практичних навичок роботи з координатним, матричним i операторним апаратом.

Структуру посiбника пiдпорядковано завданням практичного навчання. Кожна тема
мiстить вступ, короткi теоретичнi вiдомостi, алгоритми розв’язування типових задач, ти-
повi задачi з розв’язаннями, завдання для самостiйного розв’язування, прикладнi задачi
та питання для самоконтролю. Така побудова дає змогу поєднати теоретичну системнiсть
iз покроковим опрацюванням основних методiв i забезпечує зручний перехiд вiд означень
i тверджень до самостiйної роботи над задачами.

Окрему увагу придiлено прикладнiй спрямованостi матерiалу. У текстi розглядаються
задачi, пов’язанi з аналiзом даних, комп’ютерною графiкою, змiною координат, лiнiйними
моделями, обробкою сигналiв та iншими застосуваннями лiнiйної алгебри в комп’ютерних
науках. Це дає змогу показати, що базовi поняття алгебри та геометрiї є не лише елемен-
тами теорiї, а й iнструментами сучасних обчислювальних пiдходiв.

Для зручностi користування матерiал подано за допомогою структурованих оточень,
якi чiтко вiдокремлюють означення, теореми, зауваження, алгоритми, приклади та задачi.
Наприкiнцi посiбника вмiщено перелiк позначень, символiв i скорочень, список використа-
них та рекомендованих джерел, а також предметний покажчик, що полегшує системати-
зацiю матерiалу й навiгацiю в текстi.

Пiд час пiдготовки рукопису iнструменти штучного iнтелекту використовувалися ви-
ключно як допомiжний засiб для мовного редагування, уточнення стилiстики та структу-
рування окремих фрагментiв тексту. Усi змiстовi рiшення, формулювання математичних
тверджень, добiр задач i перевiрку коректностi матерiалу виконано авторами, якi несуть
повну вiдповiдальнiсть за якiсть видання.

Є пiдстави сподiватися, що цей посiбник стане надiйним помiчником для студентiв пiд
час аудиторної роботи та пiдготовки до контрольних заходiв, а викладачам слугуватиме
зручною методичною основою для проведення практичних занять.
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Вступ

Лiнiйна алгебра посiдає одне з центральних мiсць у математичнiй пiдготовцi здобувачiв
вищої освiти спецiальностi F3 “Комп’ютернi науки”. Вона формує поняттєвий апарат, мову
та методи, без яких неможливе повноцiнне опанування як подальших математичних ди-
сциплiн, так i значної частини фахових курсiв, пов’язаних з аналiзом даних, комп’ютерною
графiкою, моделюванням, чисельними методами, машинним навчанням та алгоритмiчни-
ми аспектами обробки iнформацiї. Одним iз її фундаментальних роздiлiв є теорiя лiнiйних
просторiв, перетворень та операторiв, якi становлять змiстове ядро цього навчального по-
сiбника.

Концепцiя лiнiйного простору належить до базових у сучаснiй математицi. Вона дає
змогу розглядати в єдинiй теоретичнiй схемi найрiзноманiтнiшi математичнi об’єкти, для
яких природно означенi операцiї додавання та множення на число. До таких об’єктiв нале-
жать геометричнi вектори, системи чисел, матрицi, многочлени, функцiї, сигнали та iншi
математичнi моделi. У межах цiєї теорiї вводяться й дослiджуються системи векторiв, лi-
нiйна залежнiсть i незалежнiсть, базис, координати, розмiрнiсть, а також пiдпростори та
операцiї над ними. Саме цi поняття визначають внутрiшню структуру лiнiйного простору
i створюють основу для подальшого розгляду лiнiйних перетворень та операторiв.

Особливу роль у лiнiйнiй алгебрi вiдiграє поняття базису. Воно дозволяє перейти вiд аб-
страктного опису елементiв простору до їх координатного подання, а отже, зробити мате-
матичнi конструкцiї придатними для алгоритмiчного опрацювання. Координатний пiдхiд
лежить в основi бiльшостi обчислювальних процедур, пов’язаних iз лiнiйними моделями,
оскiльки саме вiн зводить роботу з векторами та операторами до роботи з наборами чисел
i матрицями. Тому теми, пов’язанi з базисами, координатами та змiною базису, мають не
лише теоретичне, а й безпосереднє практичне значення.

Не менш важливим є вивчення пiдпросторiв, суми та прямої суми. Цi поняття дають
змогу описувати внутрiшню будову простору, видiляти його змiстовно важливi компо-
ненти та будувати розклади, якi надалi використовуються в геометричних, аналiтичних i
прикладних задачах. Саме на цiй основi виникає поняття проєкцiї, яке дозволяє видiля-
ти модельну складову вектора, вiдокремлювати корисну iнформацiю вiд шуму, а також
здiйснювати узгоджений перехiд мiж рiзними пiдпросторами. Для сучасних комп’ютерних
наук це має принципове значення, оскiльки задачi розкладу, апроксимацiї та зменшення
розмiрностi є невiд’ємною частиною роботи з даними.

Перехiд до лiнiйних перетворень i операторiв дає змогу дослiджувати не лише самi
простори, а й зв’язки мiж ними. У цьому контекстi розглядаються матрицi лiнiйного пе-
ретворення, змiна матрицi при переходi до iншого базису, ядро та образ вiдображення,
ранг i дефект, а також питання оборотностi. Такi конструкцiї мають не лише теоретичне
значення, а й безпосередньо пов’язанi з практикою розв’язування задач, оскiльки дозво-
ляють описувати властивостi перетворення, втрату або збереження iнформацiї, структуру
множини розв’язкiв та можливiсть однозначного вiдновлення початкових даних.

Для студентiв спецiальностi “Комп’ютернi науки” цей матерiал має виразний прикла-
дний змiст. Вектори й матрицi використовуються як природний спосiб подання даних;
перетворення координат лежать в основi геометричних перетворень у комп’ютернiй гра-
фiцi; лiнiйнi оператори застосовуються пiд час побудови моделей у задачах обробки си-
гналiв, аналiзу даних i машинного навчання; ранг i ядро матрицi дають змогу виявляти
надлишковiсть ознак, виродженiсть моделей та прихованi залежностi мiж змiнними. У
цьому сенсi лiнiйна алгебра постає не лише як фундаментальний роздiл математики, а i
як необхiдний iнструмент професiйної пiдготовки майбутнього фахiвця з комп’ютерних
наук.

Важливою особливiстю цього роздiлу курсу є поєднання теоретичної строгостi з алго-
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ритмiчнiстю. Поняття лiнiйної залежностi, базису, координат, пiдпростору, матрицi пере-
творення, ядра, образу, рангу, дефекту чи оборотностi мають бути не лише засвоєнi на
рiвнi означень i тверджень, а й включенi в практику розв’язування задач. Саме тому в
посiбнику значну увагу придiлено алгоритмам: побудовi базису, переходу мiж базисами,
знаходженню матрицi лiнiйного перетворення, обчисленню проєкцiй, дослiдженню ядра
й образу, перевiрцi оборотностi оператора та побудовi оберненої матрицi. Такий пiдхiд
забезпечує зв’язок мiж теорiєю i реальною обчислювальною практикою.

Матерiал посiбника охоплює роздiл дисциплiни «Алгебра та геометрiя», присвячений
лiнiйним просторам, перетворенням та операторам. Видання побудовано так, щоб послi-
довно поєднати вступнi зауваження, короткi теоретичнi вiдомостi, алгоритми розв’язування
типових задач, розiбранi приклади, завдання для самостiйної роботи, прикладнi задачi та
питання для самоконтролю. Така структура сприяє не лише глибокому засвоєнню основ-
них понять i тверджень, а й формуванню стiйких практичних навичок роботи з лiнiйними
об’єктами.

Цей том охоплює шiсть основних тем: аксiоматику лiнiйного простору i лiнiйну за-
лежнiсть та незалежнiсть; базис i координати; лiнiйнi пiдпростори, суму та пряму суму;
лiнiйнi перетворення; проєкцiї та розклад простору; лiнiйнi оператори, їх ядро, образ, ал-
гебру та оборотнiсть. У сукупностi цi теми утворюють завершений i методично цiлiсний
цикл, який пiдводить студента до подальшого вивчення складнiших роздiлiв лiнiйної ал-
гебри та її застосувань.

Отже, цей навчальний посiбник має на метi сформувати цiлiсне уявлення про лiнiйнi
простори, перетворення та оператори як одну з центральних частин курсу “Алгебра та
геометрiя”. Засвоєння наведеного матерiалу створює необхiдну основу для подальшого
вивчення математичних i фахових дисциплiн та для використання методiв лiнiйної алгебри
в задачах сучасних комп’ютерних наук.
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Тема 1. Аксiоматика лiнiйного простору. Лiнiйна зале-
жнiсть i лiнiйна незалежнiсть

Вступ

Лiнiйнi простори є однiєю з базових математичних структур, на яких ґрунтуються сучасна
прикладна математика та комп’ютернi науки. Їх значення полягає в тому, що вони дають
змогу розглядати в єдинiй теоретичнiй схемi найрiзноманiтнiшi об’єкти: геометричнi ве-
ктори, системи чисел, матрицi, многочлени, функцiї, сигнали та iншi математичнi моделi.
Аксiоматичний пiдхiд до побудови лiнiйного простору дозволяє вiдокремити суттєвi вла-
стивостi векторних об’єктiв вiд їх конкретної природи. Саме тому аксiоматика виступає
унiверсальною мовою опису, яка поєднує рiзнi математичнi конструкцiї в межах одного
пiдходу i закладає основу для подальшого вивчення всього курсу.

Для галузi комп’ютерних наук теорiя лiнiйних просторiв має виразне прикладне значе-
ння. У задачах аналiзу даних, машинного навчання, комп’ютерної графiки, обробки сигна-
лiв, робототехнiки та iнформацiйної безпеки iнформацiйнi об’єкти природно подаються у
виглядi векторiв, а множини таких об’єктiв часто утворюють або наближено описуються
лiнiйними моделями. Простiр ознак, простiр станiв системи, простiр параметрiв моделi
чи простiр цифрових зображень природно формулюються саме в термiнах лiнiйної алге-
бри. Тому розумiння того, якi множини справдi мають структуру лiнiйного простору i якi
операцiї на них допускаються, є важливою передумовою для коректного математичного
опису прикладних задач.

У межах цiєї теми вводяться поняття лiнiйної комбiнацiї, лiнiйної залежностi, лiнiйної
незалежностi та лiнiйної оболонки. Вони лежать в основi подальшої теорiї базисiв, коор-
динат, розмiрностi, рангiв i лiнiйних перетворень. Особливо важливим є поняття лiнiйної
залежностi, оскiльки саме воно дає змогу виявляти надлишковiсть у системах даних. Якщо
один вектор виражається через iншi, то вiдповiдна система мiстить повторювану або за-
лежну iнформацiю; натомiсть лiнiйно незалежнi системи фiксують мiнiмально достатнiй
набiр елементiв для породження потрiбного пiдпростору. У прикладних задачах це озна-
чає можливiсть скорочення кiлькостi параметрiв, усунення дублювання ознак i побудови
компактнiших моделей подання iнформацiї.

Особливiстю цiєї теми є поєднання абстрактного змiсту з алгоритмiчним пiдходом. Лi-
нiйну залежнiсть i незалежнiсть систем векторiв перевiряють за допомогою розв’язування
систем лiнiйних рiвнянь, а опис лiнiйної оболонки пов’язаний iз рангом матрицi та еквiва-
лентними перетвореннями Жордана–Гауса. Отже, теоретичнi означення не залишаються
iзольованими вiд обчислювальної практики, а безпосередньо переходять у конструктивнi
процедури. Саме тут студент уперше систематично стикається з тим, що строгi матема-
тичнi твердження мають алгоритмiчну форму i можуть бути реалiзованi як послiдовнiсть
чiтких крокiв.

Пiдсумовуючи, аксiоматика лiнiйного простору, лiнiйна залежнiсть i лiнiйна незале-
жнiсть формують початковий фундамент усього подальшого курсу. Вони дозволяють зро-
зумiти внутрiшню будову векторних систем, вiдокремити суттєву iнформацiю вiд надли-
шкової та пiдготувати ґрунт для введення базису, координат i розмiрностi. Саме тому ця
тема є необхiдною передумовою для подальшого вивчення пiдпросторiв, лiнiйних перетво-
рень i операторiв, а також для опанування тих математичних методiв, якi використовую-
ться в сучасних комп’ютерних науках.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Поняття поля

Означення 1.1: Поле

Непорожня множина F називається полем, якщо на нiй задано двi бiнарнi опера-
цiї, якi називаються додаванням i множенням, причому для довiльних α, β, γ ∈ F
виконуються такi умови:

1. α + β = β + α;

2. (α + β) + γ = α + (β + γ);

3. iснує елемент 0 ∈ F такий, що α + 0 = α;

4. для кожного α ∈ F iснує елемент −α ∈ F такий, що α + (−α) = 0;

5. αβ = βα;

6. (αβ)γ = α(βγ);

7. iснує елемент 1 ∈ F , 1 ̸= 0, такий, що α · 1 = α;

8. для кожного α ∈ F , α ̸= 0, iснує елемент α−1 ∈ F такий, що αα−1 = 1;

9. α(β + γ) = αβ + αγ.

Зауваження 1.1

Найважливiшими для подальшого викладу є поля Q, R, C, тобто поля рацiональних,
дiйсних та комплексних чисел.

Поняття лiнiйного простору

Означення 1.2: Лiнiйний простiр

Нехай F — поле. Непорожня множина V називається лiнiйним простором або ве-
кторним простором над полем F , якщо:

• для довiльних a, b ∈ V визначено їх суму a+ b ∈ V ;

• для довiльного α ∈ F i довiльного a ∈ V визначено добуток αa ∈ V ,

i для довiльних a, b, c ∈ V та α, β ∈ F виконуються аксiоми:

1. a+ b = b+ a;

2. (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. iснує елемент θ ∈ V такий, що a+ θ = a;

4. для кожного a ∈ V iснує елемент −a ∈ V такий, що a+ (−a) = θ;

5. 1 · a = a;

6. α(βa) = (αβ)a;
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7. α(a+ b) = αa+ αb;

8. (α + β)a = αa+ βa.

Елементи множини V називаються векторами, а елементи поля F — скалярами.

Твердження 1.1: Наслiдки аксiом лiнiйного простору

У довiльному лiнiйному просторi V над полем F справджуються такi властивостi:

1. нульовий вектор θ єдиний;

2. для кожного a ∈ V протилежний вектор −a єдиний;

3. для кожного a ∈ V виконується 0 · a = θ;

4. для кожного α ∈ F виконується αθ = θ;

5. для кожного a ∈ V виконується (−1) · a = −a.

Приклад 1.1: Приклади лiнiйних просторiв

1. Множина Rn всiх упорядкованих наборiв

(x1, x2, . . . , xn), xi ∈ R,

є лiнiйним простором над полем R вiдносно покоординатного додавання i мно-
ження на число.

2. Множина Mm×n(F ) всiх матриць розмiру m×n з елементами з поля F є лiнiй-
ним простором над F .

3. Множина Pn всiх многочленiв степеня не вище n з коефiцiєнтами з поля F є
лiнiйним простором над F .

4. Множина F [a, b] всiх функцiй, визначених на вiдрiзку [a, b], зi звичайними опе-
рацiями додавання функцiй i множення функцiї на число є лiнiйним простором
над полем F .

5. Одноелементна множина {θ} є лiнiйним простором; її називають нульовим
простором.

Приклад 1.2: Приклад множини, що не є лiнiйним простором

Множина
S = {(x, y) ∈ R2 | x+ y = 1}

не є лiнiйним простором над полем R, оскiльки не мiстить нульового вектора (0, 0)
i не є замкненою вiдносно множення на число.
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Лiнiйна комбiнацiя. Лiнiйна залежнiсть i лiнiйна незалежнiсть

Означення 1.3: Система векторiв i лiнiйна комбiнацiя

Скiнченна множина векторiв a1, a2, . . . , an ∈ V називається системою векторiв. Ви-
раз

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan, α1, α2, . . . , αn ∈ F,

називається лiнiйною комбiнацiєю векторiв a1, a2, . . . , an.

Означення 1.4: Лiнiйна залежнiсть i лiнiйна незалежнiсть

Система векторiв a1, a2, . . . , an ∈ V називається

• лiнiйно незалежною, якщо з рiвностi

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = θ

випливає, що
α1 = α2 = · · · = αn = 0;

• лiнiйно залежною, якщо iснують коефiцiєнти α1, α2, . . . , αn ∈ F , не всi рiвнi
нулю, такi, що

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = θ.

Теорема 1.1: Критерiй лiнiйної залежностi

Система векторiв a1, a2, . . . , an є лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли хоча б
один iз її векторiв лiнiйно виражається через iншi.

Твердження 1.2: Властивостi лiнiйно залежних i лiнiйно незалежних си-
стем

1. Якщо система мiстить нульовий вектор, то вона лiнiйно залежна.

2. Якщо деяка пiдсистема лiнiйно залежна, то й уся система лiнiйно залежна.

3. Кожна пiдсистема лiнiйно незалежної системи є лiнiйно незалежною.

4. Порожня система векторiв вважається лiнiйно незалежною.

Приклад 1.3: Приклади лiнiйної залежностi та лiнiйної незалежностi

1. У просторi R2 система
(1, 0)T, (0, 1)T

є лiнiйно незалежною.

2. У просторi R2 система
(1, 2)T, (2, 4)T

є лiнiйно залежною, оскiльки другий вектор дорiвнює подвоєному першому.

3. У просторi R3 система

(1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T, (1, 1, 0)T
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є лiнiйно залежною, бо

(1, 1, 0)T = (1, 0, 0)T + (0, 1, 0)T.

Лiнiйна оболонка пiдмножини

Означення 1.5: Лiнiйна оболонка

Нехай A ⊆ V . Лiнiйною оболонкою множини A називається множина всiх лiнiйних
комбiнацiй скiнченних систем векторiв iз A. Лiнiйну оболонку множини A познача-
ють через

⟨A⟩.

Теорема 1.2: Властивостi лiнiйної оболонки

Для довiльної пiдмножини A ⊆ V справджуються такi твердження:

1. ⟨A⟩ є лiнiйним простором над полем F ;

2. A ⊆ ⟨A⟩;

3. якщо L — лiнiйний простiр i A ⊆ L, то ⟨A⟩ ⊆ L.

Отже, лiнiйна оболонка множини A є найменшим лiнiйним простором, що мiстить
множину A.

Приклад 1.4: Приклади лiнiйної оболонки

1. У просторi R2 маємо 〈
(1, 0)T, (0, 1)T

〉
= R2.

2. У просторi R3 маємо〈
(1, 0, 0)T, (0, 1, 0)T

〉
= {(x, y, 0)T | x, y ∈ R},

тобто лiнiйна оболонка цих двох векторiв є координатною площиною Oxy.

3. Якщо a ̸= θ, то множина
⟨a⟩ = {αa | α ∈ F}

є всiма векторами, колiнеарними до a.

Зауваження 1.2

Поняття лiнiйної залежностi, лiнiйної незалежностi та лiнiйної оболонки є базовими
для подальшого введення понять базису i розмiрностi лiнiйного простору.
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Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм перевiрки аксiом лiнiйного простору

Нехай на непорожнiй множинi V задано операцiї додавання та множення на скаляр
з поля F .

Крок 1. Замкненiсть вiдносно додавання. Перевiрити, чи для будь-яких
a, b ∈ V сума a+ b знову належить V .

Крок 2. Замкненiсть вiдносно множення на скаляр. Перевiрити, чи для
будь-яких α ∈ F i a ∈ V добуток αa належить V .

Крок 3. Перевiрка аксiом додавання.

1. комутативнiсть: a+ b = b+ a;

2. асоцiативнiсть: (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3. iснування нуль-вектора θ ∈ V такого, що a+ θ = a;

4. iснування для кожного a ∈ V протилежного вектора −a такого, що a+(−a) = θ.

Крок 4. Перевiрка аксiом множення на скаляр.

1. 1 · a = a;

2. α(βa) = (αβ)a;

3. α(a+ b) = αa+ αb;

4. (α + β)a = αa+ βa.

Крок 5. Висновок. Якщо всi перелiченi властивостi виконуються, то V є лiнiй-
ним простором над полем F ; якщо хоча б одна з них порушується, то V не є лiнiйним
простором.

Алгоритм дослiдження системи на лiнiйну залежнiсть

Нехай задано систему векторiв a1, a2, . . . , an ∈ V .
Крок 1. Скласти векторне рiвняння

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = θ,

де α1, α2, . . . , αn — невiдомi скаляри.
Крок 2. Якщо вектори задано координатами, перейти до вiдповiдної однорiдної

системи лiнiйних рiвнянь вiдносно α1, α2, . . . , αn.
Крок 3. Розв’язати цю систему.
Крок 4. Висновок.

1. якщо система має лише тривiальний розв’язок

α1 = α2 = · · · = αn = 0,

то вектори є лiнiйно незалежними;

2. якщо iснує хоча б один нетривiальний розв’язок, то система є лiнiйно залежною.
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Алгоритм побудови базису лiнiйної оболонки

Нехай задано систему векторiв a1, a2, . . . , an.
Крок 1. Скласти матрицю A, стовпцями якої є координати векторiв a1, a2, . . . , an.
Крок 2. За допомогою елементарних перетворень рядкiв звести матрицю A до

схiдчастого вигляду.
Крок 3. Визначити опорнi стовпцi отриманої матрицi.
Крок 4. Вибрати в початковiй системi тi вектори, якi вiдповiдають опорним

стовпцям.
Крок 5. Вибранi вектори утворюють базис лiнiйної оболонки

⟨a1, a2, . . . , an⟩.

Крок 6. Кiлькiсть опорних стовпцiв дорiвнює розмiрностi цiєї лiнiйної оболонки.

Алгоритм перевiрки належностi вектора лiнiйнiй оболонцi

Нехай задано вектори a1, a2, . . . , an ∈ V i вектор b ∈ V .
Крок 1. Скласти векторне рiвняння

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan = b.

Крок 2. Якщо вектори задано координатами, перейти до вiдповiдної неоднорiдної
системи лiнiйних рiвнянь вiдносно α1, α2, . . . , αn.

Крок 3. Дослiдити сумiснiсть цiєї системи, наприклад за теоремою Кронекера–
Капеллi.

Крок 4. Висновок.

1. якщо система сумiсна, то b ∈ ⟨a1, a2, . . . , an⟩;

2. якщо система несумiсна, то b /∈ ⟨a1, a2, . . . , an⟩.

Алгоритм виявлення лiнiйної залежностi через вираження одного вектора
через iншi

Нехай задано систему векторiв a1, a2, . . . , an.
Крок 1. Послiдовно перевiряти, чи можна один iз векторiв системи подати як

лiнiйну комбiнацiю решти.
Крок 2. Якщо для деякого k встановлено подання

ak = β1a1 + · · ·+ βk−1ak−1 + βk+1ak+1 + · · ·+ βnan,

то система є лiнiйно залежною.
Крок 3. Якщо жоден iз векторiв не виражається через iншi, то система є лiнiйно

незалежною.
Зауваження. На практицi цей алгоритм зазвичай реалiзують через розв’язування

систем лiнiйних рiвнянь або через обчислення рангу матрицi.
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Алгоритм встановлення iзоморфiзму лiнiйних просторiв

Нехай задано два лiнiйнi простори V i W над одним i тим самим полем F .
Крок 1. Побудова вiдображення. Задати вiдображення

φ : V → W,

яке природно пов’язує елементи простору V з елементами простору W .
Крок 2. Перевiрка лiнiйностi. Перевiрити, що для довiльних x, y ∈ V i α ∈ F

виконуються рiвностi

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y), φ(αx) = αφ(x).

Якщо хоча б одна з цих рiвностей не виконується, то φ не є лiнiйним вiдображенням,
а отже, не може бути iзоморфiзмом.

Крок 3. Перевiрка iн’єктивностi. Дослiдити, чи є ядро

kerφ = {x ∈ V | φ(x) = θW}

тривiальним. Якщо
kerφ = {θV },

то вiдображення φ є iн’єктивним.
Крок 4. Перевiрка сюр’єктивностi. Дослiдити, чи для кожного y ∈ W iснує

x ∈ V таке, що
φ(x) = y.

Еквiвалентно, перевiрити, чи
Imφ = W,

де Imφ — образ вiдображення φ.
Крок 5. Висновок. Якщо вiдображення φ є лiнiйним, iн’єктивним i сюр’єктивним,

то воно є iзоморфiзмом. Отже, простори V i W iзоморфнi.
Зауваження. Якщо V i W — скiнченновимiрнi простори i

dimV = dimW,

то пiсля перевiрки лiнiйностi достатньо встановити лише одну з властивостей: або
iн’єктивнiсть, або сюр’єктивнiсть. Тодi друга властивiсть виконується автоматично.

Типовi задачi

Задача 1.1: Перевiрка аксiом лiнiйного простору

Дослiдити, чи є дiйсним лiнiйним простором множина

M = {(α1, α2, . . . , αn−1, 0)
T | αi ∈ R, i = 1, . . . , n− 1}

з операцiями додавання та множення на скаляр, визначеними в Rn.
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Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом перевiрки аксiом лiнiйного простору.
Крок 1. Замкненiсть вiдносно додавання. Нехай

a = (α1, . . . , αn−1, 0)
T, b = (β1, . . . , βn−1, 0)

T ∈M.

Тодi
a+ b = (α1 + β1, . . . , αn−1 + βn−1, 0)

T ∈M.

Отже, множина M замкнена вiдносно додавання.
Крок 2. Замкненiсть вiдносно множення на скаляр. Для довiльного λ ∈ R

маємо
λa = (λα1, . . . , λαn−1, 0)

T ∈M.

Отже, множина M замкнена вiдносно множення на скаляр.
Крок 3. Перевiрка аксiом додавання. Комутативнiсть i асоцiативнiсть дода-

вання успадковуються вiд простору Rn. Нуль-вектор

θ = (0, 0, . . . , 0)T

належить множинi M , оскiльки його остання координата дорiвнює нулю. Для ко-
жного

a = (α1, . . . , αn−1, 0)
T ∈M

протилежний вектор
−a = (−α1, . . . ,−αn−1, 0)

T

також належить множинi M .
Крок 4. Перевiрка аксiом множення на скаляр. Рiвностi

1 · a = a, (λµ)a = λ(µa), λ(a+ b) = λa+ λb, (λ+ µ)a = λa+ µa

виконуються, оскiльки вони справджуються в Rn.
Висновок. Усi аксiоми лiнiйного простору виконуються. Отже, множина M є

дiйсним лiнiйним простором.

Задача 1.2: Лiнiйна незалежнiсть у комплексному просторi

Дослiдити на лiнiйну незалежнiсть вектори

z1 = −3 + 5i, z2 = 4 + 2i

з лiнiйного простору C над полем дiйсних чисел R.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом дослiдження системи на лiнiйну залежнiсть.
Крок 1. Складемо векторне рiвняння

α1z1 + α2z2 = 0, α1, α2 ∈ R.

Тобто
α1(−3 + 5i) + α2(4 + 2i) = 0 + 0i.
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Крок 2. Прирiвняємо дiйсну та уявну частини:{
−3α1 + 4α2 = 0,

5α1 + 2α2 = 0.

Крок 3. Розв’яжемо систему методом Жордана–Гауса:(
−3 4 0
5 2 0

)
∼
(

1 0 0
0 1 0

)
.

Отже,
α1 = α2 = 0.

Крок 4. Висновок. Вектори z1 i z2 є лiнiйно незалежними над полем R.

Задача 1.3: Лiнiйна залежнiсть векторiв у R4

Дослiдити на лiнiйну залежнiсть вектори

a1 = (1, 2, 3, 4)T, a2 = (3,−1, 5,−3)T, a3 = (2,−3, 2,−7)T ∈ R4.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом дослiдження системи на лiнiйну залежнiсть.
Крок 1. Складемо векторне рiвняння

α1a1 + α2a2 + α3a3 = θ.

Воно еквiвалентне системi 
α1 + 3α2 + 2α3 = 0,

2α1 − α2 − 3α3 = 0,

3α1 + 5α2 + 2α3 = 0,

4α1 − 3α2 − 7α3 = 0.

Крок 2. Розв’яжемо систему методом Жордана–Гауса:
1 3 2 0
2 −1 −3 0
3 5 2 0
4 −3 −7 0

 ∼


1 3 2 0
0 −7 −7 0
0 −4 −4 0
0 −15 −15 0

 ∼


1 3 2 0
0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Крок 3. Звiдси {
α1 + 3α2 + 2α3 = 0,

α2 + α3 = 0.

Нехай α3 = t. Тодi
α2 = −t, α1 = t.

Отже,
(α1, α2, α3) = (t,−t, t) = t(1,−1, 1).
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При t = 1 дiстаємо нетривiальний розв’язок

(α1, α2, α3) = (1,−1, 1).

Крок 4. Висновок. Вектори a1, a2, a3 є лiнiйно залежними, причому

a1 − a2 + a3 = θ.

Отже,
a3 = −a1 + a2.

Задача 1.4: Лiнiйна незалежнiсть многочленiв

Дослiдити на лiнiйну незалежнiсть многочлени в R2[x]:

f1(x) = 3x− 2, f2(x) = −x2 + 3x− 4, f3(x) = 2x2 − 2x+ 5.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом дослiдження системи на лiнiйну залежнiсть.
Крок 1. Складемо рiвнiсть

α1f1(x) + α2f2(x) + α3f3(x) = 0.

Тобто
α1(3x− 2) + α2(−x2 + 3x− 4) + α3(2x

2 − 2x+ 5) = 0.

Крок 2. Згрупуємо коефiцiєнти при однакових степенях x:

x2(−α2 + 2α3) + x(3α1 + 3α2 − 2α3) + (−2α1 − 4α2 + 5α3) = 0.

Отже, дiстаємо систему 
−α2 + 2α3 = 0,

3α1 + 3α2 − 2α3 = 0,

−2α1 − 4α2 + 5α3 = 0.

Крок 3. Розв’яжемо систему методом Жордана–Гауса: 0 −1 2 0
3 3 −2 0
−2 −4 5 0

 ∼

 3 3 −2 0
0 −1 2 0
0 −2 11

3
0

 ∼

 3 0 4 0
0 1 −2 0
0 0 −1

3
0

 ∼

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

Отже,
α1 = α2 = α3 = 0.

Крок 4. Висновок. Многочлени f1, f2, f3 є лiнiйно незалежними.

Задача 1.5: Параметрична задача на лiнiйне вираження

Знайти значення параметра λ, при якому вектор

c = (10, 1, λ,−1)T
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лiнiйно виражається через вектори

a1 = (−3, 2, 4, 1)T, a2 = (2, 1,−2, 0)T, a3 = (0,−3, 2,−1)T.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом перевiрки належностi вектора лiнiйнiй оболонцi.
Крок 1. Складемо векторне рiвняння

α1a1 + α2a2 + α3a3 = c.

У координатному записi воно еквiвалентне системi
−3α1 + 2α2 = 10,

2α1 + α2 − 3α3 = 1,

4α1 − 2α2 + 2α3 = λ,

α1 − α3 = −1.

Крок 2. Розглянемо розширену матрицю системи:
−3 2 0 10
2 1 −3 1
4 −2 2 λ
1 0 −1 −1

 ∼


1 0 −1 −1
0 1 −1 3
0 0 6 λ+ 8
0 0 −1 1

 ∼


1 0 0 −2
0 1 0 2
0 0 1 −1
0 0 0 λ+ 14

 .

Крок 3. Для сумiсностi системи необхiдно й достатньо, щоб

λ+ 14 = 0.

Отже,
λ = −14.

Тодi з останньої матрицi дiстаємо

α1 = −2, α2 = 2, α3 = −1.

Крок 4. Висновок. При
λ = −14

вектор c належить лiнiйнiй оболонцi векторiв a1, a2, a3, причому

c = −2a1 + 2a2 − a3.

Задача 1.6: Додаткова задача. Iзоморфiзм просторiв

Довести, що лiнiйнi простори R1[x] (многочлени степеня не вище 1) та R2 є iзомор-
фними.
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Розв’язання.

Будь-який многочлен f ∈ R1[x] має вигляд

f(x) = ax+ b, a, b ∈ R.

Розглянемо вiдображення

φ : R1[x] → R2, φ(ax+ b) = (a, b)T.

Покажемо, що φ є iзоморфiзмом.
1. Лiнiйнiсть. Для многочленiв

f(x) = ax+ b, g(x) = cx+ d

маємо

φ(f + g) = φ
(
(a+ c)x+ (b+ d)

)
= (a+ c, b+ d)T = (a, b)T + (c, d)T = φ(f) + φ(g).

Для довiльного λ ∈ R:

φ(λf) = φ(λax+ λb) = (λa, λb)T = λ(a, b)T = λφ(f).

Отже, вiдображення φ є лiнiйним.
2. Бiєктивнiсть. Кожному вектору (a, b)T ∈ R2 вiдповiдає єдиний многочлен

ax+ b. Отже, вiдображення φ є взаємно однозначним.
Висновок. Вiдображення φ є лiнiйним бiєктивним, тобто iзоморфiзмом. Отже,

простори R1[x] i R2 iзоморфнi.

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 1.1: Дослiдження множин на структуру лiнiйного простору

Для свого варiанта дослiдити, чи є задана множина лiнiйним простором над ука-
заним полем iз природними операцiями додавання та множення на скаляр. Якщо
множина є лiнiйним простором, слiд коротко обґрунтувати це; якщо не є, вказати,
яка з аксiом лiнiйного простору порушується.

Варiанти 1–5. Дослiдити, чи є дiйсним лiнiйним простором над полем R з опера-
цiями, iндукованими з Rn, множина всiх векторiв

(α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn,

якi задовольняють вiдповiдну умову.

Варiанти 6–11. Дослiдити, чи є дiйсним лiнiйним простором над полем R з опера-
цiями, iндукованими з R[x], множина всiх многочленiв

f(x) ∈ R[x],

якi задовольняють вiдповiдну умову.

Варiанти 12–15. Дослiдити, чи є комплексним лiнiйним простором над полем C
задана множина матриць.

Варiанти:
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1. α1 = α2 = · · · = αn.
2. α1 = 0.
3. α1 + α2 + · · ·+ αn = 0.
4. α1 + α2 + · · ·+ αn = 1.
5. αn = α1 + α2 + · · ·+ αn−1.
6. f(0) = 0.
7. 2f(0)− 3f(1) = 0.
8. f(1) + f(2) + · · ·+ f(k) = 0.
9. f(0) = 2.

10. f(x) = ax2 + bx+ c.
11. f(x) = ax+ b.

12.
{(

0 α
β γ

) ∣∣∣∣ α, β, γ ∈ C
}

.

13.
{(

1 α
β γ

) ∣∣∣∣ α, β, γ ∈ C
}

.

14.
{(

α β
−β α

) ∣∣∣∣ α, β ∈ C
}

.

15.
{(

0 α
β 0

) ∣∣∣∣ α, β ∈ C
}

.

Задача 1.2: Лiнiйна залежнiсть векторiв у R3

Для кожної трiйки векторiв a1, a2, a3 ∈ R3 з’ясувати, чи є система лiнiйно незале-
жною. У разi лiнiйної залежностi знайти нетривiальну комбiнацiю

α1a1 + α2a2 + α3a3 = θ.

Варiанти:
1. a1 = (−2, 1, 1), a2 = (1,−1, 2), a3 = (0, 2, 1)

2. a1 = (2, 1,−1), a2 = (−1, 3, 1), a3 = (1,−2, 2)

3. a1 = (3,−2, 1), a2 = (1, 1, 4), a3 = (−2, 0, 3)

4. a1 = (−2, 3, 1), a2 = (−1, 2, 2), a3 = (0, 1,−1)

5. a1 = (−4, 1, 2), a2 = (−1, 2, 3), a3 = (−2,−1,−1)

6. a1 = (1, 2, 0), a2 = (2, 0, 1), a3 = (−1, 1, 2)

7. a1 = (2,−1, 1), a2 = (−2, 1, 3), a3 = (1,−1, 2)

8. a1 = (0,−4, 2), a2 = (3,−1, 1), a3 = (2, 2,−1)

9. a1 = (−2, 1, 0), a2 = (4, 1, 1), a3 = (3, 0, 2)

10. a1 = (2,−3, 1), a2 = (−1,−2, 2), a3 = (1,−1, 1)

11. a1 = (−2, 2, 1), a2 = (−1, 1,−3), a3 = (−3, 4,−2)

12. a1 = (1,−2, 2), a2 = (−2,−1, 1), a3 = (0, 1,−1)

13. a1 = (−2, 1, 3), a2 = (1, 3,−1), a3 = (−1,−1, 2)

14. a1 = (3, 1, 1), a2 = (1,−2, 4), a3 = (2, 0,−1)

15. a1 = (−3, 4, 2), a2 = (2, 1, 4), a3 = (−1, 3,−2)
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Задача 1.3: Лiнiйна залежнiсть у комплексному просторi над R

Чи є числа z1, z2 ∈ C лiнiйно залежними над R? Якщо так, знайти

α1z1 + α2z2 = 0.

Варiанти:

1. z1 = 1 + 2i, z2 = 2 + 4i

2. z1 = 3− i, z2 = 6− 2i

3. z1 = 1 + i, z2 = 2− i

4. z1 = 2 + 3i, z2 = 3− i

5. z1 = −2 + i, z2 = 4− 2i

6. z1 = 1− 3i, z2 = 2− 6i

7. z1 = 2 + i, z2 = −2− i

8. z1 = 3− i, z2 = 1 + 3i

9. z1 = 1 + 4i, z2 = −4 + i

10. z1 = 3 + i, z2 = −1 + 3i

11. z1 = −3 + 6i, z2 = 1− 2i

12. z1 = 4 + i, z2 = 1 + 4i

13. z1 = 2− 3i, z2 = −1 + 3
2
i

14. z1 = 5 + 2i, z2 = 2 + 5i

15. z1 = −2− 3i, z2 = 4 + 6i

Задача 1.4: Лiнiйна залежнiсть многочленiв

З’ясувати, чи є многочлени f1, f2, f3 ∈ R2[x] лiнiйно залежними.

Варiанти:
1. f1 = x− 1, f2 = 2x+ 3, f3 = x2 + x

2. f1 = x2 − 2, f2 = 3x− 1, f3 = 2x2 + x+ 4

3. f1 = 2x2 − x+ 1, f2 = x2 + 3x, f3 = x− 2

4. f1 = x2 + x+ 1, f2 = 2x2 − 3x+ 4, f3 = x+ 5

5. f1 = 3x2 + 2x− 1, f2 = x2 − x+ 2, f3 = 2x2 + x+ 1

6. f1 = x2 − 3x+ 2, f2 = 2x2 + x− 4, f3 = x− 1

7. f1 = 2x2 + 1, f2 = x2 + 2x+ 3, f3 = 3x− 2

8. f1 = x2 − 1, f2 = x+ 2, f3 = 2x2 + 3x+ 1

9. f1 = x2 + x, f2 = 2x2 − x+ 3, f3 = 3x− 1

10. f1 = 3x2 − x, f2 = x2 + 1, f3 = 2x+ 5

11. f1 = x2 + 2x− 3, f2 = 2x2 − x+ 1, f3 = x− 4

12. f1 = 2x2 + 3x+ 2, f2 = x2 − 2x+ 1, f3 = x+ 3

13. f1 = x2 − 2x, f2 = 2x2 + 4x, f3 = x2 + x+ 1

14. f1 = x2 + 3, f2 = 2x2 − 1, f3 = x2 + 4x+ 2

15. f1 = 3x2 + 3x+ 1, f2 = x2 + 2x+ 2, f3 = 2x2 − x+ 4

Задача 1.5: Належнiсть вектора лiнiйнiй оболонцi

Знайти всi λ ∈ R, для яких c ∈ ⟨a1, a2, a3⟩ у просторi R4.

Варiанти:
1. a1 = (1,−2, 3, 0), a2 = (0, 1,−1, 2), a3 = (2, 0, 1,−1), c = (3, 1, λ, 2)

2. a1 = (2, 1, 0,−1), a2 = (1,−1, 2, 0), a3 = (0, 2,−1, 1), c = (1, 4, λ, 0)

3. a1 = (−1, 2, 1, 1), a2 = (2, 0,−1, 3), a3 = (1, 1, 2,−1), c = (2, λ, 3, 1)
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4. a1 = (3, 0, 1,−2), a2 = (1, 2,−1, 0), a3 = (0, 1, 2, 1), c = (λ, 2, 4, 1)

5. a1 = (1, 1, 1, 0), a2 = (2,−1, 0, 1), a3 = (−1, 2, 1,−1), c = (2, 0, λ, 1)

6. a1 = (0, 2, 1,−1), a2 = (1, 0, 2, 1), a3 = (2,−1, 0, 2), c = (1, 3, λ, 2)

7. a1 = (2,−1, 1, 0), a2 = (−1, 2, 0, 1), a3 = (1, 1, 2,−2), c = (0, 1, λ,−1)

8. a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (2, 1,−1, 0), a3 = (−1, 2, 1, 1), c = (2, λ, 1, 3)

9. a1 = (0, 1, 1, 2), a2 = (1,−1, 2, 0), a3 = (2, 0,−1, 1), c = (3, 0, λ, 1)

10. a1 = (1, 2, 0,−1), a2 = (0, 1, 1, 2), a3 = (2,−1, 1, 0), c = (λ, 3, 2, 1)

11. a1 = (−2, 1, 2, 0), a2 = (1, 1,−1, 2), a3 = (0, 2, 1,−1), c = (1, λ, 0, 3)

12. a1 = (2, 0, 1, 1), a2 = (1, 2, 0,−1), a3 = (0, 1, 2, 2), c = (3, 2, λ, 0)

13. a1 = (1,−1, 2, 1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (0, 2,−1, 3), c = (2, 1, λ, 4)

14. a1 = (3, 1, 0,−1), a2 = (1, 0, 2, 1), a3 = (−1, 2, 1, 0), c = (1, 2, λ, 1)

15. a1 = (0, 2, 1, 1), a2 = (2,−1, 0, 2), a3 = (1, 1, 2,−1), c = (λ, 1, 3, 2)

Задача 1.6: Побудова iзоморфiзму лiнiйних просторiв

Довести iзоморфнiсть просторiв V i W та побудувати iзоморфiзм

φ : V → W.

Варiанти:
1. V = R2[x], W = R3

2. V =M2(R), W = R4

3. V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x4 = 0}, W = R3

4. V =

{(
a 0
0 b

)∣∣∣∣ a, b ∈ R
}
, W = R2

5. V =

{(
a b
b c

)∣∣∣∣ a, b, c ∈ R
}
, W = R3

6. V = {x ∈ R3 | 2x1 − x2 + 3x3 = 0}, W = R2

7. V = {f ∈ R3[x] | f(0) = 0}, W = R3

8. V = {f ∈ R3[x] | f(1) = 0}, W = R3

9. V = {верхнi трикутнi матрицi 3× 3}, W = R6

10. V = {x ∈ R4 | x1 + x2 + x3 + x4 = 0}, W = R3

11. V = C над R, W = R2

12. V = {дiагональнi матрицi 2× 2, a11 = a22 = 0}, W = R2

13. V = {x ∈ R4 | x3 = 2x1 − x2}, W = R3

14. V = {x ∈ R3 | x2 = 4x1}, W = R2

15. V = {f ∈ R4[x] | f(0) = f ′(0) = 0}, W = R3
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Прикладнi задачi

Задача (IT) 1.1: Вектори ознак i надлишковiсть ознак

IT-коментар

У машинному навчаннi лiнiйно залежнi ознаки (мультиколiнеарнiсть) можуть
призводити до перенавчання моделi та обчислювальної нестабiльностi. Виявле-
ння таких ознак дає змогу зменшити розмiрнiсть даних без втрати iнформацiї,
що лежить в основi методiв зменшення розмiрностi, зокрема методу головних
компонент.

Нехай об’єкти описуються векторами ознак у просторi R4. З бази даних отримано
три вектори, що вiдповiдають рiзним ознаковим поданням (наприклад: вiк, дохiд,
стаж, кредитний рейтинг) одного набору клiєнтiв:

s1 = (1, 2, 0, 1)T, s2 = (0, 1, 1, 2)T, s3 = (2, 5, 1, 4)T.

1. Дослiдiть систему векторiв s1, s2, s3 на лiнiйну залежнiсть за допомогою еле-
ментарних перетворень матрицi.

2. У разi встановлення лiнiйної залежностi знайдiть нетривiальну лiнiйну комбi-
нацiю, що дорiвнює нуль-вектору, та виразiть один вектор через iншi. Iнтерпре-
туйте це як наявнiсть надлишкової ознаки.

3. Знайдiть ранг цiєї системи i пояснiть його змiст як ефективної розмiрностi про-
стору ознак.

Задача (IT) 1.2: Зображення як елементи лiнiйного простору

IT-коментар

Будь-яке цифрове зображення можна розглядати як матрицю пiкселiв, а отже,
i як вектор у просторi розмiрностi m × n. Операцiї додавання та вiднiмання
таких матриць лежать в основi алгоритмiв виявлення змiн мiж кадрами та
методiв стиснення вiдеопотокiв, де замiсть повного кадру часто передається
лише матриця рiзницi.

Нехай фрагменти двох послiдовних кадрiв вiдеопотоку у градацiях сiрого подано
матрицями пiкселiв A,B ∈M3,3(R):

A =

100 100 100
100 200 100
100 100 100

 , B =

100 100 100
100 50 100
100 100 100

 .

1. Обчислiть матрицю рiзницi D = A−B.

2. Пояснiть, як матриця D iнтерпретується в задачах виявлення змiн мiж кадра-
ми.

3. Пояснiть, чому множина всiх матриць M3,3(R) зi стандартними операцiями до-
давання та множення на число утворює лiнiйний простiр.
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Задача (IT) 1.3: Дискретнi сигнали як вектори

IT-коментар

У цифровiй обробцi сигналiв аудiоданi, часовi ряди або покази сенсорiв пода-
ються у виглядi числових масивiв. Пошук лiнiйно незалежних шаблонiв дає
змогу розкладати складнi сигнали на простiшi компоненти, що є важливою iде-
єю спектрального аналiзу та фiльтрацiї шумiв.

Нехай цифровi сигнали тривалостi n = 5 задано векторами в R5:

x(1) = (1,−1, 0, 0, 0)T, x(2) = (0, 1,−1, 0, 0)T,

x(3) = (0, 0, 1,−1, 0)T, x(4) = (1, 0, 0,−1, 0)T.

1. Обґрунтуйте, що множина всiх можливих сигналiв такої тривалостi утворює
лiнiйний простiр над R.

2. Дослiдiть систему сигналiв {x(1), x(2), x(3), x(4)} на лiнiйну залежнiсть.

3. Знайдiть ранг цiєї системи та пояснiть його змiст як кiлькостi дiйсно незале-
жних шаблонiв у цих сигнальних даних.

Задача (IT) 1.4: Простiр станiв системи

IT-коментар

У теорiї керування, iгрових рушiях та моделюваннi динамiчних систем вектор
стану мiстить усю необхiдну iнформацiю для прогнозування поведiнки об’єкта.
Ранг системи станiв визначає фактичну кiлькiсть незалежних параметрiв, що
важливо для побудови компактних i ефективних моделей.

Нехай стан фiзичного рушiя в комп’ютернiй грi описується вектором параметрiв
x ∈ R3. Зафiксовано три стани об’єкта в рiзнi моменти часу:

x(1) = (2, 1, 3)T, x(2) = (1, 0,−1)T, x(3) = (4, 1, 1)T.

1. Дослiдiть систему станiв {x(1), x(2), x(3)} на лiнiйну незалежнiсть.

2. У разi лiнiйної залежностi знайдiть вiдповiднi коефiцiєнти та запишiть рiвнiсть,
що виражає один iз векторiв через iншi.

3. Пояснiть, як знайдений ранг системи пов’язаний iз кiлькiстю незалежних па-
раметрiв у цiй моделi руху.
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Задача (IT) 1.5: Ваговi вектори моделi машинного навчання

IT-коментар

Пiд час навчання ансамблевих моделей рiзнi iнiцiалiзацiї можуть приводити до
рiзних векторiв ваг. Якщо деякi з них виявляються лiнiйно залежними, це свiд-
чить про те, що моделi засвоїли подiбнi закономiрностi. Аналiз такої залежностi
використовують у задачах дистиляцiї знань та зменшення розмiру моделi.

Нехай пiсля чотирьох рiзних запускiв навчання нейронної мережi для одного з
шарiв були отриманi такi вектори ваг w ∈ R4:

w(1) = (1, 2,−1, 0)T, w(2) = (2, 4,−2, 0)T,

w(3) = (0, 1, 1, 1)T, w(4) = (1, 3, 0, 1)T.

1. Складiть матрицю з цих векторiв i знайдiть її ранг.

2. Визначте, якi саме вектори є лiнiйно незалежними, а якi дублюють iнформацiю.

3. Пояснiть, як наявнiсть пропорцiйних векторiв iнтерпретується в контекстi на-
длишковостi моделi.

Задача (IT) 1.6: Матрицi сумiжностi графiв

IT-коментар

В аналiзi соцiальних мереж i графових нейронних мережах часто працюють
iз багатошаровими графами, де один i той самий набiр вершин має рiзнi типи
зв’язкiв. Лiнiйна незалежнiсть матриць сумiжностi показує, наскiльки унiкаль-
ною є структурна iнформацiя, що мiститься в кожному шарi.

Нехай топологiю соцiальної мережi з трьох користувачiв для трьох рiзних ти-
пiв взаємодiй (наприклад: дружба, спiльнi проєкти, пiдписки) подано симетричними
матрицями сумiжностi:

A1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 , A2 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , A3 =

0 1 1
1 0 0
1 0 0

 .

1. Пояснiть, чому множина всiх матриць M3(R) є лiнiйним простором, а матрицi
A1, A2, A3 є його елементами.

2. Перевiрте, чи є матриця A3 лiнiйною комбiнацiєю матриць A1 та A2.

3. Знайдiть ранг системи {A1, A2, A3} та iнтерпретуйте його як кiлькiсть незале-
жних структурних шаблонiв зв’язкiв у цiй мережi.

Питання для самоконтролю

1. Сформулюйте означення поля. Якi двi операцiї є обов’язковими для множини, щоб
вона вважалася полем?
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2. Чому в полi завжди можливе дiлення? Для яких елементiв поля воно визначене?

3. Якi двi множини взаємодiють у структурi лiнiйного простору? Сформулюйте вiсiм
аксiом лiнiйного простору.

4. Доведiть, виходячи з аксiом лiнiйного простору, що нуль-вектор є єдиним.

5. Пояснiть, чому добуток будь-якого вектора на скаляр 0 завжди дорiвнює нуль-
вектору.

6. Що називається лiнiйною комбiнацiєю системи векторiв? У чому полягає рiзниця
мiж тривiальною та нетривiальною лiнiйними комбiнацiями?

7. Сформулюйте означення лiнiйно залежної системи векторiв через iснування нетри-
вiальної лiнiйної комбiнацiї, що дорiвнює нуль-вектору.

8. Сформулюйте та пояснiть твердження: система векторiв є лiнiйно залежною тодi i
тiльки тодi, коли один з її векторiв лiнiйно виражається через iншi.

9. Пояснiть, чому будь-яка система векторiв, що мiстить нуль-вектор, є лiнiйно зале-
жною.

10. Як спiввiдносяться властивостi лiнiйної залежностi та лiнiйної незалежностi для си-
стеми векторiв i її довiльної пiдсистеми?

11. Що називається лiнiйною оболонкою пiдмножини векторного простору? Як лiнiйна
оболонка пов’язана з поняттям пiдпростору?

12. Чи змiниться лiнiйна оболонка системи векторiв, якщо до неї додати вектор, який
уже лiнiйно виражається через цю систему? Обґрунтуйте вiдповiдь.

13. У чому полягає суть леми про двi системи векторiв? Який висновок можна зробити
щодо кiлькостi векторiв у лiнiйно незалежнiй системi порiвняно з системою, через
яку вона лiнiйно виражається?

14. За яких умов вiдображення мiж двома векторними просторами називається iзомор-
фiзмом?

15. Що означає твердження, що iзоморфнi векторнi простори мають однакову лiнiйну
структуру? Наведiть приклади iзоморфних векторних просторiв.
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Тема 2. Базис i координати. Замiна базису.

Вступ

Поняття базису та координат є одним iз ключових iнструментiв, що поєднують абстра-
ктну лiнiйну алгебру з реальними обчислювальними задачами. У прикладних системах
данi майже завжди подаються не “самi по собi”, а через набiр числових параметрiв, тобто
через координати у деякому наперед вибраному базисi. Саме вибiр базису визначає, якi
характеристики об’єкта вважаються основними, як зручно записувати його властивостi
та якi обчислення виконуються найефективнiше. Тому задача побудови базису, знаходже-
ння координат вектора та переходу мiж рiзними базисами має не лише теоретичне, а й
безпосереднє практичне значення.

У комп’ютернiй графiцi, геометричному моделюваннi та iгрових рушiях будь-який
об’єкт описується в деякiй локальнiй системi координат. Наприклад, вершини моделi, на-
прямки осей, швидкостi та перемiщення задаються вiдносно власного базису об’єкта. Для
коректного вiдображення на сценi цi координати потрiбно перевести до глобального або
екранного базису. Такий перехiд реалiзується за допомогою матриць, а сам процес є фа-
ктично переходом вiд одного базису до iншого. Як наслiдок, матриця переходу виступає
математичною основою для трансформацiй, поворотiв, масштабувань i перенесень, якi
використовуються пiд час побудови зображення.

У задачах науки про данi та машинного навчання координатне подання також вiдiграє
фундаментальну роль. Набiр ознак об’єкта можна розглядати як вектор у деякому про-
сторi, а кожна ознака вiдповiдає окремiй координатi. Проте стандартний базис не завжди
є найзручнiшим для аналiзу: ознаки можуть бути сильно пов’язаними мiж собою, мiстити
шум або мати надлишкову iнформацiю. У таких випадках виникає потреба перейти до
нового базису, в якому данi набувають простiшої структури. Саме на цiй iдеї ґрунтуються
методи декореляцiї ознак, побудови головних компонент, видiлення прихованих факторiв
i зменшення розмiрностi. Таким чином, змiна базису дозволяє перейти вiд сирого набору
чисел до iнформативнiшого та компактнiшого подання даних.

Поняття розмiрностi простору вiдiграє тут не менш важливу роль. Воно вiдображає
мiнiмальну кiлькiсть незалежних параметрiв, потрiбних для опису елементiв простору. У
прикладних задачах це означає кiлькiсть ступенiв свободи моделi або мiнiмальний обсяг
iнформацiї, який не можна усунути без втрати суттєвих властивостей об’єкта. Умiння ви-
значати розмiрнiсть простору, знаходити базис лiнiйної оболонки системи векторiв i вста-
новлювати лiнiйну залежнiсть або незалежнiсть даних є важливим для аналiзу моделей,
скорочення надлишкових параметрiв та оптимiзацiї обчислювальних процедур.

Ключовим технiчним iнструментом у всiх цих ситуацiях є матриця переходу мiж
базисами. Вона задає координати векторiв одного базису через координати iншого i, отже,
визначає правило перетворення координат будь-якого вектора при змiнi системи опису.
У практичному сенсi це означає можливiсть коректно переносити результати обчислень
мiж рiзними координатними системами, узгоджувати данi, одержанi з рiзних джерел, i
працювати з тим базисом, у якому задача має найпростiшу форму.

Пiдсумовуючи, базиси, координати, розмiрнiсть i матрицi переходу становлять мате-
матичний апарат, без якого неможливо повноцiнно описувати сучаснi обчислювальнi мо-
делi. Вони лежать в основi комп’ютерної графiки, робототехнiки, аналiзу даних, цифрової
обробки сигналiв, систем штучного iнтелекту та багатьох iнших напрямiв iнформатики.
Саме тому опанування цих понять є необхiдною передумовою для подальшого вивчення
лiнiйних перетворень, операторiв та їх застосувань у високотехнологiчних системах.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Базис i розмiрнiсть

Означення 2.1: Базис лiнiйного простору

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F . Система векторiв B = {a1, a2, . . . , an} ⊂ V
називається базисом простору V , якщо виконуються двi умови:

1. (лiнiйна незалежнiсть) вектори a1, a2, . . . , an лiнiйно незалежнi;

2. (породжуванiсть) кожен вектор x ∈ V лiнiйно виражається через a1, a2, . . . , an,
тобто

x ∈ ⟨a1, a2, . . . , an⟩.

Лiнiйний простiр V називається скiнченновимiрним, якщо в ньому iснує скiнченний
базис. Якщо скiнченного базису не iснує, то простiр називається нескiнченновимiрним.

Означення 2.2: Розмiрнiсть

Розмiрнiстю скiнченновимiрного простору V називається число векторiв у будь-
якому його базисi. Це число позначається dimV .

Теорема 2.1: Про лiнiйну залежнiсть системи з m > n векторiв

Нехай dimV = n. Тодi будь-яка система з m > n векторiв простору V є лiнiйно
залежною.

Наслiдок 2.1: Iнварiантнiсть розмiрностi

У скiнченновимiрному просторi всi базиси складаються з однакового числа векторiв.

Теорема 2.2: Доповнення лiнiйно незалежної системи до базису

У скiнченновимiрному просторi будь-яку лiнiйно незалежну систему векторiв можна
доповнити до базису.

Наслiдок 2.2: Критерiй базису за числом векторiв

Нехай dimV = n. Тодi довiльна система n лiнiйно незалежних векторiв утворює
базис простору V .

Теорема 2.3: Отримання базису з породжувальної системи

Нехай S — система векторiв у скiнченновимiрному просторi V , причому ⟨S⟩ = V .
Тодi з системи S можна отримати деякий базис простору V , якщо потрiбно, викре-
слюючи лiнiйно залежнi вектори.

Координати вектора в базисi

Нехай B = {a1, a2, . . . , an} — зафiксований базис скiнченновимiрного простору V .
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Теорема 2.4: Iснування та однозначнiсть координат

Для кожного x ∈ V iснують i притому єдинi числа λ1, λ2, . . . , λn ∈ F такi, що

x = λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan.

Означення 2.3: Координати та координатний стовпчик

Числа λ1, λ2, . . . , λn з теореми 2.4 називаються координатами вектора x в базисi B.
Координатним стовпчиком вектора x в базисi B називається матриця-стовпчик

[x]B =


λ1
λ2
...
λn

 .

Замiна базису. Матриця переходу

Розглянемо змiну базису в лiнiйному просторi V .
Нехай у просторi V задано два базиси

B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 = {b1, b2, . . . , bn}.

Оскiльки B1 є базисом, кожен вектор bj однозначно розкладається за базисом B1:

bj = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan, j = 1, 2, . . . , n.

Числа αij утворюють матрицю

TB1←B2 =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n
...

... . . . ...
αn1 αn2 · · · αnn

 .

Означення 2.4: Матриця переходу вiд B2 до B1

Матриця TB1←B2 називається матрицею переходу вiд базису B2 до базису B1. Її j-й
стовпчик є координатним стовпчиком вектора bj у базисi B1.

Теорема 2.5: Невиродженiсть i оберненiсть матрицi переходу

Матриця переходу TB1←B2 є невиродженою. Крiм того,

TB2←B1 =
(
TB1←B2

)−1
.

Зв’язок координат одного й того самого вектора в рiзних базисах

Нехай у просторi V задано два базиси

B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 = {b1, b2, . . . , bn},
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а також матрицю переходу
TB1←B2

вiд базису B2 до базису B1.
Нехай x ∈ V — довiльний вектор, причому його координатнi стовпчики в базисах B1

та B2 мають вигляд

[x]B1 =


λ1
λ2
...
λn

 , [x]B2 =


γ1
γ2
...
γn

 .

Оскiльки матриця переходу TB1←B2 складається з координат векторiв базисуB2 у базисi
B1, то координати одного й того самого вектора в рiзних базисах пов’язанi формулою
зв’язку координат:

[x]B1 = TB1←B2 [x]B2 .

Оскiльки
TB2←B1 =

(
TB1←B2

)−1
,

то формула зворотного переходу має вигляд

[x]B2 = TB2←B1 [x]B1 =
(
TB1←B2

)−1
[x]B1 .

Отже, змiна базису приводить до множення координатного стовпчика вектора на вiд-
повiдну матрицю переходу.

Обчислення матрицi переходу за координатами в третьому базисi

Нехай базиси B1 = {a1, . . . , an} i B2 = {b1, . . . , bn} задано координатами в деякому фiксо-
ваному базисi E = {e1, . . . , en}. Складемо матрицi

A =
(
[a1]E [a2]E · · · [an]E

)
, B =

(
[b1]E [b2]E · · · [bn]E

)
,

тобто стовпчиками матриць A i B є координатнi стовпчики базисних векторiв у базисi E.
Тодi матриця переходу вiд B2 до B1 визначається рiвнiстю

B = ATB1←B2 , тобто TB1←B2 = A−1B.

Пам’ятка про напрямок переходу

Якщо стовпчики TB1←B2 є координатами векторiв базису B2 у базисi B1, то для будь-
якого x ∈ V виконується

[x]B1 = TB1←B2 [x]B2 , [x]B2 =
(
TB1←B2

)−1
[x]B1 .

Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм перевiрки, чи утворює система векторiв базис

Нехай у n-вимiрному просторi V задано систему векторiв

a1, a2, . . . , am.

Щоб перевiрити, чи є ця система базисом простору V , слiд виконати такi дiї:

1. Якщо m ̸= n, то система не може бути базисом усього простору V .
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2. Якщо m = n, скласти матрицю

A =
[
a1 a2 . . . an

]
,

записавши координати векторiв у стовпцi.

3. Дослiдити лiнiйну незалежнiсть векторiв, тобто розв’язати однорiдну систему

Aλ = 0.

Для цього звести розширену матрицю системи до схiдчастого вигляду за допо-
могою еквiвалентних перетворень Жордана–Гауса:

(A | 0) ∼ · · · ∼ (A′ | 0).

4. Якщо система Aλ = 0 має лише тривiальний розв’язок

λ1 = λ2 = · · · = λn = 0,

то вектори лiнiйно незалежнi, а отже, утворюють базис простору V .

5. Якщо iснує нетривiальний розв’язок, то система лiнiйно залежна i базисом не
є.

Алгоритм знаходження координат вектора в заданому базисi

Нехай
B = {a1, a2, . . . , an}

— базис простору V , а x ∈ V — даний вектор. Щоб знайти координати вектора x в
базисi B, слiд:

1. Записати розклад
x = λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan.

2. Перейти до рiвностi координат у деякому фiксованому базисi та одержати си-
стему лiнiйних рiвнянь вiдносно

λ1, λ2, . . . , λn.

3. Розв’язати цю систему методом еквiвалентних перетворень Жордана–Гауса:

(A | x) ∼ · · · ∼ (A′ | x′),

де
A =

[
a1 a2 . . . an

]
.

4. Знайденi числа
λ1, λ2, . . . , λn

є координатами вектора x в базисi B.
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5. Записати вiдповiдь у виглядi координатного стовпчика:

[x]B =


λ1
λ2
...
λn

 .

Алгоритм побудови матрицi переходу мiж двома базисами

Нехай у просторi V задано два базиси

B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 = {b1, b2, . . . , bn}.

Щоб побудувати матрицю переходу вiд базису B2 до базису B1, слiд:

1. Кожен вектор базису B2 розкласти за базисом B1:

bj = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan, j = 1, 2, . . . , n.

2. Для кожного j знайти координатний стовпчик

[bj]B1 =


α1j

α2j
...
αnj

 .

3. Скласти матрицю з цих стовпчикiв:

TB1←B2 =
(
[b1]B1 [b2]B1 . . . [bn]B1

)
.

4. Перевiрити напрямок переходу: стовпчики матрицi

TB1←B2

є координатами нового базису B2 у старому базисi B1.

5. За потреби знайти обернену матрицю:

TB2←B1 =
(
TB1←B2

)−1
.

Алгоритм перерахунку координат вектора при замiнi базису

Нехай
B1, B2

— два базиси простору V , а
TB1←B2

— матриця переходу вiд B2 до B1. Щоб перейти вiд координат вектора в одному
базисi до координат у другому, слiд:
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1. Якщо задано координати
[x]B2 ,

то координати в базисi B1 обчислюються за формулою

[x]B1 = TB1←B2 [x]B2 .

2. Якщо задано координати
[x]B1 ,

то спочатку знайти обернену матрицю

TB2←B1 =
(
TB1←B2

)−1
,

а потiм обчислити
[x]B2 = TB2←B1 [x]B1 .

3. Виконати множення матрицi на координатний стовпчик i записати отриманий
результат у виглядi нового координатного стовпчика.

Алгоритм обчислення матрицi переходу за координатами двох базисiв у
третьому базисi

Нехай базиси
B1 = {a1, . . . , an}, B2 = {b1, . . . , bn}

заданi координатами в деякому фiксованому базисi

E = {e1, . . . , en}.

Щоб знайти матрицю переходу вiд B2 до B1, слiд:

1. Скласти матрицi

A =
(
[a1]E [a2]E . . . [an]E

)
, B =

(
[b1]E [b2]E . . . [bn]E

)
.

2. Записати спiввiдношення
B = ATB1←B2 .

3. Помножити обидвi частини цiєї рiвностi злiва на A−1:

TB1←B2 = A−1B.

4. Обчислити матрицю A−1 i виконати множення A−1B.

5. Отримана матриця i є матрицею переходу вiд базису B2 до базису B1.

Пам’ятка

Для типових задач цiєї теми корисно пам’ятати такi правила:

[x]B1 = TB1←B2 [x]B2 , [x]B2 =
(
TB1←B2

)−1
[x]B1 ,
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TB2←B1 =
(
TB1←B2

)−1
, TB1←B2 = A−1B.

При цьому стовпчики матрицi переходу

TB1←B2

є координатами векторiв базису B2 в базисi B1.

Типовi задачi

Задача 2.1: Базис у R3 та координати вектора

Довести, що вектори

a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3)

утворюють базис у R3 i знайти координати вектора

x = (6, 9, 14)

у цьому базисi.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом перевiрки, чи утворює система векторiв базис, i алгори-
тмом знаходження координат вектора в цьому базисi.

1. Перевiрка базисностi. Оскiльки dimR3 = 3, то досить перевiрити лiнiйну
незалежнiсть векторiв a1, a2, a3. Складемо матрицю, записавши координати векторiв
у стовпцi:

A =

1 1 1
1 1 2
1 2 3

 .

Зведемо її до схiдчастого вигляду:1 1 1
1 1 2
1 2 3

 ∼

1 1 1
0 0 1
0 1 2

 ∼

1 1 1
0 1 2
0 0 1

 .

Отже,
rankA = 3.

Тому вектори a1, a2, a3 лiнiйно незалежнi, а отже, утворюють базис простору R3.

2. Знаходження координат вектора x. Шукаємо розклад

x = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3.

У координатному записi це дає систему

λ1

1
1
1

+ λ2

1
1
2

+ λ3

1
2
3

 =

 6
9
14

 ,
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тобто  1 1 1 6
1 1 2 9
1 2 3 14

 ∼

 1 1 1 6
0 0 1 3
0 1 2 8

 ∼

 1 1 1 6
0 1 2 8
0 0 1 3


∼

 1 1 1 6
0 1 0 2
0 0 1 3

 ∼

 1 1 0 3
0 1 0 2
0 0 1 3

 ∼

 1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

 .

Отже,
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.

Тому

[x](a1,a2,a3) =

1
2
3

 , x = a1 + 2a2 + 3a3.

Вiдповiдь: вектори a1, a2, a3 утворюють базис у R3,

[x](a1,a2,a3) =

1
2
3

 .

Задача 2.2: Базис у R4[x] та координати многочлена

У просторi R4[x] многочлени

p0(x) = 1, p1(x) = x+ 1, p2(x) = (x+ 1)2, p3(x) = (x+ 1)3, p4(x) = (x+ 1)4

утворюють базис. Перевiрити базиснiсть та знайти координати многочлена

f(x) = −2x4 + 3x3 − 4x− 6

в базисi B =
(
p0, p1, p2, p3, p4

)
.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом перевiрки базисностi та алгоритмом знаходження коор-
динат елемента в заданому базисi.

1. Перевiрка базисностi. Оскiльки

dimR4[x] = 5,

достатньо перевiрити лiнiйну незалежнiсть системи p0, . . . , p4. Розглянемо рiвнiсть

α0p0(x) + α1p1(x) + α2p2(x) + α3p3(x) + α4p4(x) ≡ 0.

Позначимо
y = x+ 1.

Тодi pk(x) = yk, i маємо

α0 + α1y + α2y
2 + α3y

3 + α4y
4 ≡ 0.
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Оскiльки многочлен тотожно дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли всi його коефi-
цiєнти рiвнi нулю, то

α0 = α1 = α2 = α3 = α4 = 0.

Отже, p0, . . . , p4 лiнiйно незалежнi i, з огляду на те, що їх п’ять, утворюють базис
простору R4[x].

2. Знаходження координат многочлена f(x). Шукаємо розклад

f(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + c2p2(x) + c3p3(x) + c4p4(x).

Тобто
f(x) = c0 + c1(x+ 1) + c2(x+ 1)2 + c3(x+ 1)3 + c4(x+ 1)4.

Розкладаючи f(x) за степенями x+ 1, дiстаємо

f(x) = −2(x+ 1)4 + 11(x+ 1)3 − 21(x+ 1)2 + 13(x+ 1)− 7.

Тому
c0 = −7, c1 = 13, c2 = −21, c3 = 11, c4 = −2.

Отже,

[f ]B =


−7
13
−21
11
−2

 .

Вiдповiдь:

[f ]B =


−7
13
−21
11
−2

 .

Задача 2.3: Базис у M2(R) та координати матрицi

Нехай

B1 =

(
1 −1
2 1

)
, B2 =

(
−1 0
−2 −2

)
, B3 =

(
−1 3
−3 0

)
, B4 =

(
−2 5
0 6

)
.

Перевiрити, що B1, B2, B3, B4 утворюють базис простору M2(R), i знайти координати
матрицi

A =

(
1 4
−2 6

)
в цьому базисi.

Розв’язання.

Застосуємо алгоритм перевiрки базисностi та алгоритм знаходження координат.
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1. Перевiрка базисностi. Оскiльки

dimM2(R) = 4,

достатньо довести лiнiйну незалежнiсть матриць B1, B2, B3, B4.
Розглядатимемо матрицi як елементи простору R4, записуючи їх координати в

стандартному базисi
E11, E12, E21, E22.

Тодi

[B1]E =


1
−1
2
1

 , [B2]E =


−1
0
−2
−2

 , [B3]E =


−1
3
−3
0

 , [B4]E =


−2
5
0
6

 .

Складемо матрицю з цих стовпцiв:

C =


1 −1 −1 −2
−1 0 3 5
2 −2 −3 0
1 −2 0 6

 .

Зведемо її до схiдчастого вигляду:

C ∼ C ′.

Оскiльки в результатi одержуємо чотири опорнi елементи, то

rankC = 4.

Отже, матрицi B1, B2, B3, B4 лiнiйно незалежнi, а тому утворюють базис простору
M2(R).

2. Знаходження координат матрицi A. Шукаємо розклад

A = β1B1 + β2B2 + β3B3 + β4B4.

Прирiвнюючи вiдповiднi елементи матриць, дiстаємо систему
β1 − β2 − β3 − 2β4 = 1,

−β1 + 3β3 + 5β4 = 4,

2β1 − 2β2 − 3β3 = −2,

β1 − 2β2 + 6β4 = 6.

Розв’язуючи її методом Жордана–Гауса, одержуємо

β1 = 76, β2 = 47, β3 = 20, β4 = 4.

Отже,

[A](B1,B2,B3,B4) =


76
47
20
4

 , A = 76B1 + 47B2 + 20B3 + 4B4.

Вiдповiдь:

[A](B1,B2,B3,B4) =


76
47
20
4

 .
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Задача 2.4: Розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки

Знайти розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки системи векторiв:

a1 = (1, 0, 0, −1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (1, 2, 3, 4), a5 = (0, 1, 2, 3).

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом знаходження розмiрностi та базису лiнiйної оболонки.
Складемо матрицю, записавши данi вектори у стовпцi:

A =


1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 1 1 3 2
−1 0 1 4 3

 .

Зведемо її до схiдчастого вигляду:

A ∼


1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 0 0 1 1
0 0 2 5 3

 ∼


1 2 1 1 0
0 1 1 2 1
0 0 1 5

2
3
2

0 0 0 1 1

 .

Отже,
rankA = 4, dim⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩ = 4.

Опорними є перший, другий, третiй i четвертий стовпцi. Тому базис лiнiйної обо-
лонки можна взяти у виглядi

a1, a2, a3, a4.

Вiдповiдь:

dim⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩ = 4, {a1, a2, a3, a4} — базис.

Задача 2.5: Матриця переходу мiж базисами в R2

У просторi R2 задано базиси

Ba = {a1, a2}, a1 =

(
3
−5

)
, a2 =

(
−1
4

)
, Bb = {b1, b2}, b1 =

(
3
2

)
, b2 =

(
1
3

)
.

1. знайти матрицю переходу TBa←Bb
вiд базису Bb до базису Ba;

2. знайти координатний стовпчик вектора c = 2a1 − a2 у базисi Bb.

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом побудови матрицi переходу мiж двома базисами та ал-
горитмом перетворення координат вектора при замiнi базису.

1. Складемо матрицi базисiв у стандартному базисi E:

[Ba]E =
(
a1 a2

)
=

(
3 −1
−5 4

)
, [Bb]E =

(
b1 b2

)
=

(
3 1
2 3

)
.
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Тодi
TBa←Bb

= [Ba]
−1
E [Bb]E.

Обчислимо обернену матрицю:

det[Ba]E = 3 · 4− (−1) · (−5) = 7 ̸= 0,

[Ba]
−1
E =

1

7

(
4 1
5 3

)
.

Отже,

TBa←Bb
=

1

7

(
4 1
5 3

)(
3 1
2 3

)
=

1

7

(
14 7
21 14

)
=

(
2 1
3 2

)
.

2. Оскiльки
c = 2a1 − a2,

то
[c]Ba =

(
2
−1

)
.

Тодi
[c]Bb

=
(
TBa←Bb

)−1
[c]Ba .

Оскiльки
detTBa←Bb

= 2 · 2− 1 · 3 = 1,

то (
TBa←Bb

)−1
=

(
2 −1
−3 2

)
.

Отже,

[c]Bb
=

(
2 −1
−3 2

)(
2
−1

)
=

(
5
−8

)
.

Вiдповiдь:

TBa←Bb
=

(
2 1
3 2

)
, [c]Bb

=

(
5
−8

)
.

Задача 2.6: Перетворення координат за вiдомою матрицею переходу

Нехай вектор c у просторi V має координатний стовпчик у базисi Bb = {b1, b2, b3}:

[c]Bb
=

−6
1
3

 .

Нехай також задано матрицю переходу вiд базису Bb до базису Ba = {a1, a2, a3}:

TBa←Bb
=

3 −5 1
4 2 6
0 −3 1

 .

Знайти розклад вектора c за векторами базису Ba, тобто знайти [c]Ba .
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Розв’язання.

Скористаємося формулою перетворення координат:

[c]Ba = TBa←Bb
[c]Bb

.

Тому

[c]Ba =

3 −5 1
4 2 6
0 −3 1

−6
1
3

 =

−20
−4
0

 .

Отже,
c = −20 a1 − 4 a2.

Вiдповiдь:

[c]Ba =

−20
−4
0

 , c = −20 a1 − 4 a2.

Задача 2.7: Перехiд мiж двома базисами у R3

Довести, що кожна з двох систем векторiв

Ba = {a1, a2, a3}, a1 =

4
2
1

 , a2 =

5
3
2

 , a3 =

3
2
1

 ,

Bb = {b1, b2, b3}, b1 =

1
4
0

 , b2 =

1
3
1

 , b3 =

1
2
3


утворює базис простору R3, та знайти матрицю переходу TBa←Bb

вiд базису Bb до
базису Ba i матрицю TBb←Ba .

Розв’язання.

Скористаємося алгоритмом побудови матрицi переходу мiж двома базисами.
Нехай E = {e1, e2, e3} — стандартний базис у R3. Тодi

[Ba]E =

4 5 3
2 3 2
1 2 1

 , [Bb]E =

1 1 1
4 3 2
0 1 3

 .

1. Перевiрка базисностi. Обчислимо визначники:

det[Ba]E = −1 ̸= 0, det[Bb]E = −1 ̸= 0.

Отже, кожна iз систем Ba i Bb утворює базис простору R3.

2. Обчислення обернених матриць. Знайдемо [Ba]
−1
E методом Жордана–Гауса: 4 5 3 1 0 0

2 3 2 0 1 0
1 2 1 0 0 1

 ∼

 1 0 0 1 −1 −1
0 1 0 0 −1 2
0 0 1 −1 3 −2

 .
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Тому

[Ba]
−1
E =

 1 −1 −1
0 −1 2
−1 3 −2

 .

Аналогiчно  1 1 1 1 0 0
4 3 2 0 1 0
0 1 3 0 0 1

 ∼

 1 0 0 −7 2 1
0 1 0 12 −3 −2
0 0 1 −4 1 1

 ,

звiдки

[Bb]
−1
E =

−7 2 1
12 −3 −2
−4 1 1

 .

3. Обчислення матриць переходу. За формулою

TBa←Bb
= [Ba]

−1
E [Bb]E, TBb←Ba = [Bb]

−1
E [Ba]E.

Обчислюємо:

TBa←Bb
=

 1 −1 −1
0 −1 2
−1 3 −2

1 1 1
4 3 2
0 1 3

 =

−3 −3 −4
−4 −1 4
11 6 −1

 ,

TBb←Ba =

−7 2 1
12 −3 −2
−4 1 1

4 5 3
2 3 2
1 2 1

 =

−23 −27 −16
40 47 28
−13 −15 −9

 .

Крiм того,
TBb←Ba =

(
TBa←Bb

)−1
.

Вiдповiдь:

TBa←Bb
=

−3 −3 −4
−4 −1 4
11 6 −1

 , TBb←Ba =

−23 −27 −16
40 47 28
−13 −15 −9

 .

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 2.1: Базис у R3 та координати вектора

У кожному варiантi задано три вектори a1, a2, a3 ∈ R3 та вектор x ∈ R3. Потрiбно:
довести, що a1, a2, a3 утворюють базис у R3, i знайти координати вектора x у цьому
базисi, тобто знайти λ1, λ2, λ3 з рiвностi

x = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3, [x](a1,a2,a3) =

λ1λ2
λ3

 .

Варiанти:
1. a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3), x = (6, 9, 14).
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2. a1 = (1, 0, 1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 1, 0), x = (5, 4, 3).

3. a1 = (2, 1, 0), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 1), x = (7, 5, 6).

4. a1 = (1, 2, 0), a2 = (0, 1, 3), a3 = (1, 0, 1), x = (4, 11, 5).

5. a1 = (3, 0, 1), a2 = (1, 1, 0), a3 = (0, 2, 1), x = (10, 7, 5).

6. a1 = (1, −1, 0), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 0, 1), x = (3, 2, 4).

7. a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (0, 1, 2), x = (7, 8, 9).

8. a1 = (1, 1, 0), a2 = (2, 1, 1), a3 = (1, 0, 2), x = (8, 5, 11).

9. a1 = (1, 0, 2), a2 = (0, 1, 1), a3 = (2, 1, 0), x = (9, 6, 7).

10. a1 = (2, 1, 1), a2 = (1, 2, 0), a3 = (0, 1, 2), x = (6, 9, 10).

11. a1 = (1, 2, 1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (2, 0, 1), x = (9, 7, 6).

12. a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 2), x = (7, 12, 11).

13. a1 = (2, −1, 0), a2 = (1, 1, 1), a3 = (0, 2, 1), x = (5, 6, 4).

14. a1 = (1, 1, 2), a2 = (2, 0, 1), a3 = (0, 1, 1), x = (8, 5, 9).

15. a1 = (3, 1, 0), a2 = (1, 0, 2), a3 = (0, 2, 1), x = (11, 9, 8).

Задача 2.2: Базис у Rn[x] та координати многочлена

У кожному варiантi задано n ∈ {3, 4, 5} та базис

B =
(
p0, p1, . . . , pn

)
, pk(x) = (x+ 1)k, k = 0, 1, . . . , n.

Потрiбно: перевiрити, що B є базисом простору Rn[x], i знайти координати много-
члена f(x) у базисi B, тобто подати

f(x) = c0p0(x) + c1p1(x) + · · ·+ cnpn(x), [f ]B =


c0
c1
...
cn

 .

Варiанти:
1. n = 3, f(x) = 2x3 − 5x2 + 3x− 7.

2. n = 3, f(x) = −3x3 + 4x2 − 2x+ 9.

3. n = 3, f(x) = 5x3 + x2 − 6x+ 1.

4. n = 3, f(x) = −2x3 − 3x2 + 7x− 4.

5. n = 3, f(x) = x3 − 6x2 + 11x− 6.

6. n = 4, f(x) = −2x4 + 3x3 − 4x− 6.

7. n = 4, f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1.

8. n = 4, f(x) = 3x4 − 2x3 + x2 − 5x+ 8.

9. n = 4, f(x) = −x4 + 5x3 − 7x2 + 2x− 3.

10. n = 4, f(x) = 4x4 + 0x3 − 3x2 + 6x− 2.

11. n = 5, f(x) = x5 − 2x4 + x3 − 7x2 + 12x− 10.

12. n = 5, f(x) = −2x5 + 3x4 − 5x3 + 4x2 − x+ 6.

13. n = 5, f(x) = 5x5 + x4 − 4x3 + 0x2 + 2x− 9.

14. n = 5, f(x) = −x5 − 3x4 + 2x3 + 6x2 − 8x+ 1.

15. n = 5, f(x) = 2x5 − 7x4 + 9x3 − 3x2 + x− 5.
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Задача 2.3: Базис у M2(R) та координати матрицi

Нехай у просторi M2(R) задано систему матриць

B =
(
B1, B2, B3, B4

)
,

де

B1 =

(
1 −1
2 1

)
, B2 =

(
−1 0
−2 −2

)
, B3 =

(
−1 3
−3 0

)
, B4 =

(
−2 5
0 6

)
.

Потрiбно: перевiрити, що B1, B2, B3, B4 утворюють базис простору M2(R), i для ма-
трицi A свого варiанта знайти координати в базисi B, тобто подати

A = c1B1 + c2B2 + c3B3 + c4B4, [A]B =


c1
c2
c3
c4

 .

Варiанти:

1. A =

(
1 4
−2 6

)
.

2. A =

(
0 3
1 −2

)
.

3. A =

(
−1 5
2 0

)
.

4. A =

(
2 −1
0 4

)
.

5. A =

(
3 2
−5 1

)
.

6. A =

(
−2 0
3 −1

)
.

7. A =

(
4 −3
1 2

)
.

8. A =

(
5 1
0 −4

)
.

9. A =

(
−3 6
−2 3

)
.

10. A =

(
1 0
7 −5

)
.

11. A =

(
2 5
−1 0

)
.

12. A =

(
−4 2
6 1

)
.

13. A =

(
0 −2
4 5

)
.

14. A =

(
6 −1
−3 2

)
.

15. A =

(
−5 4
2 −6

)
.

Задача 2.4: Розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки

Для системи векторiв свого варiанта

a1, a2, a3, a4, a5 ∈ R4

потрiбно знайти розмiрнiсть лiнiйної оболонки

⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩

та вказати один з можливих базисiв цiєї оболонки (вибрати лiнiйно незалежнi ве-
ктори з поданої системи).

Варiанти:
1. a1 = (1, 0, 0, −1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (1, 2, 3, 4), a5 =

(0, 1, 2, 3).

2. a1 = (1, 0, 1, −1), a2 = (2, 1, 0, 1), a3 = (1, 1, 2, 0), a4 = (0, 2, 3, 1), a5 =
(1, 1, 1, 1).

3. a1 = (0, 1, 0, 2), a2 = (1, 1, −1, 0), a3 = (2, 0, 1, 1), a4 = (3, 1, 0, 2), a5 =
(1, −1, 2, 3).
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4. a1 = (1, 2, 0, 0), a2 = (0, 1, 1, −1), a3 = (1, 3, 1, −1), a4 = (2, 5, 2, −2), a5 =
(3, 7, 3, −3).

5. a1 = (2, 0, 1, −2), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (3, 1, 1, −1), a4 = (0, 2, 1, 0), a5 =
(4, 2, 2, −3).

6. a1 = (1, −1, 0, 2), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (1, 0, 1, 2), a4 = (2, 1, 2, 2), a5 =
(3, 0, 3, 4).

7. a1 = (0, 0, 1, 1), a2 = (1, 0, 1, 0), a3 = (2, 1, 3, 1), a4 = (3, 1, 4, 1), a5 = (1, 1, 2, 1).

8. a1 = (1, 0, 0, 0), a2 = (0, 1, 0, 0), a3 = (0, 0, 1, 0), a4 = (1, 1, 1, 1), a5 = (2, 2, 2, 2).

9. a1 = (2, 1, 0, −1), a2 = (1, 0, 1, 2), a3 = (3, 1, 1, 1), a4 = (0, 1, 2, 3), a5 =
(4, 2, 2, 0).

10. a1 = (1, 1, 0, 1), a2 = (2, 2, 0, 2), a3 = (0, 1, 1, −1), a4 = (1, 2, 1, 0), a5 =
(2, 3, 1, 1).

11. a1 = (0, 1, 2, −1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (2, 1, 3, 0), a4 = (3, 2, 5, −1), a5 =
(1, 1, 2, 0).

12. a1 = (1, 2, 3, −1), a2 = (2, 4, 6, −2), a3 = (0, 1, 1, 0), a4 = (1, 3, 4, −1), a5 =
(2, 5, 7, −2).

13. a1 = (1, 0, −1, 2), a2 = (0, 1, 2, −1), a3 = (1, 1, 1, 1), a4 = (2, 1, 0, 3), a5 =
(3, 2, −1, 5).

14. a1 = (0, 2, 1, 1), a2 = (1, 1, 0, 2), a3 = (2, 3, 1, 0), a4 = (3, 4, 1, 2), a5 = (1, 2, 0, 3).

15. a1 = (2, −1, 1, 0), a2 = (1, 0, 2, −1), a3 = (3, −1, 3, −1), a4 = (0, 1, 1, 2), a5 =
(4, −2, 4, −2).

Задача 2.5: Матриця переходу мiж базисами в R2

У просторi R2 задано два базиси E = {e1, e2} та A = {a1, a2}. Для кожного варiанта:
(i) знайти матрицю переходу TE←A вiд базису A до базису E; (ii) знайти коорди-
натний стовпчик [c]A, якщо вектор c задано у виглядi c = p e1 + q e2 (координати
записувати стовпчиком).
Варiанти:
1. e1 = (3,−5), e2 = (−1, 4); a1 = (3, 2), a2 = (1, 3); c = 2e1 − e2.
2. e1 = (2, 1), e2 = (1,−1); a1 = (3, 0), a2 = (1, 2); c = 3e1 + 2e2.
3. e1 = (1, 2), e2 = (3, 1); a1 = (2, 1), a2 = (1,−1); c = −e1 + 4e2.
4. e1 = (4,−1), e2 = (1, 2); a1 = (2, 3), a2 = (1,−2); c = 5e1 − e2.
5. e1 = (1, 3), e2 = (2,−1); a1 = (3, 1), a2 = (−1, 2); c = 2e1 + 3e2.
6. e1 = (2,−3), e2 = (1, 4); a1 = (3, 2), a2 = (1,−1); c = −2e1 + e2.
7. e1 = (3, 1), e2 = (−2, 1); a1 = (1, 2), a2 = (2,−1); c = 4e1 + e2.
8. e1 = (1,−2), e2 = (2, 3); a1 = (3, 1), a2 = (−1, 2); c = e1 − 3e2.
9. e1 = (5, 1), e2 = (2,−3); a1 = (1, 4), a2 = (3,−1); c = 2e1 + e2.

10. e1 = (2, 5), e2 = (1,−2); a1 = (3, 1), a2 = (2, 0); c = −e1 + 2e2.
11. e1 = (3, 2), e2 = (1,−4); a1 = (2, 1), a2 = (−1, 3); c = 3e1 − 2e2.
12. e1 = (4, 1), e2 = (−1, 2); a1 = (1, 3), a2 = (2,−1); c = 2e1 + 5e2.
13. e1 = (1, 1), e2 = (2,−1); a1 = (3, 2), a2 = (1, 0); c = −3e1 + e2.
14. e1 = (2,−1), e2 = (3, 2); a1 = (1, 4), a2 = (2,−3); c = e1 + e2.
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15. e1 = (3,−2), e2 = (1, 5); a1 = (2, 1), a2 = (−1, 3); c = 5e1 − 4e2.

Задача 2.6: Перетворення координат за вiдомою матрицею переходу

Нехай у просторi V задано базиси A = {a1, a2, a3} та E = {e1, e2, e3}. Для кожного
варiанта задано координатний стовпчик [c]A та матрицю переходу TE←A. Потрiбно
знайти координатний стовпчик [c]E за формулою

[c]E = TE←A[c]A,

а також записати розклад c = c1e1+c2e2+c3e3 (координати записувати стовпчиком).

Варiанти:

1. [c]A =

−6
1
3

, TE←A =

3 −5 1
4 2 6
0 −3 1

 .

2. [c]A =

 2
−1
4

, TE←A =

 1 2 0
−3 1 1
2 0 1

 .

3. [c]A =

 5
0
−2

, TE←A =

 2 −1 3
1 0 2
−2 1 1

 .

4. [c]A =

−1
3
2

, TE←A =

0 1 2
2 −1 0
1 3 −1

 .

5. [c]A =

 4
−2
1

, TE←A =

3 0 −1
1 2 1
0 1 2

 .

6. [c]A =

 0
−3
5

, TE←A =

1 −2 1
0 3 −1
2 1 0

 .

7. [c]A =

 7
−1
0

, TE←A =

 2 1 −1
−1 2 0
3 −2 1

 .

8. [c]A =

−2
4
1

, TE←A =

 1 0 2
2 −1 3
−1 2 1

 .

9. [c]A =

 3
2
−5

, TE←A =

0 2 1
1 −1 2
3 0 −1

 .

10. [c]A =

−4
1
2

, TE←A =

 2 −1 0
1 3 2
−2 0 1

 .

11. [c]A =

 1
−2
3

, TE←A =

3 1 −2
0 2 1
1 −1 1

 .
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12. [c]A =

 6
0
−1

, TE←A =

1 −1 2
2 1 0
0 3 1

 .

13. [c]A =

−3
5
2

, TE←A =

 2 0 1
−1 3 2
1 −2 1

 .

14. [c]A =

 2
1
−3

, TE←A =

0 1 −1
2 2 1
1 0 3

 .

15. [c]A =

 5
−4
1

, TE←A =

 1 2 −1
3 0 2
−2 1 1

 .

Задача 2.7: Перехiд мiж двома базисами у R3

Нехай у просторi R3 задано два базиси Ba = {a1, a2, a3} та Bb = {b1, b2, b3} (коорди-
нати подано у стандартному базисi). Для кожного варiанта потрiбно:

1) перевiрити, що Ba i Bb є базисами (наприклад, через невиродженiсть матриць
базисiв);

2) знайти матрицi переходу TBa←Bb
та TBb←Ba , причому

TBa←Bb
= [Ba]

−1
e [Bb]e, TBb←Ba = [Bb]

−1
e [Ba]e;

3) перевiрити, що TBb←Ba =
(
TBa←Bb

)−1 (контроль обчислень).

Варiанти:
1. a1 = (4, 2, 1), a2 = (5, 3, 2), a3 = (3, 2, 1); b1 = (1, 4, 0), b2 = (1, 3, 1), b3 = (1, 2, 3).

2. a1 = (2, 1, 0), a2 = (1, 3, 1), a3 = (0, 2, 1); b1 = (1, 0, 1), b2 = (2, 1, 1), b3 = (1, 2, 3).

3. a1 = (3, 1, 2), a2 = (1, 2, 1), a3 = (2, 0, 1); b1 = (1, 1, 0), b2 = (0, 1, 2), b3 = (2, 1, 3).

4. a1 = (1, 2, 0), a2 = (2, 1, 1), a3 = (1, 0, 2); b1 = (3, 1, 0), b2 = (1, 2, 1), b3 = (0, 1, 1).

5. a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (3, 1, 1); b1 = (1, 2, 0), b2 = (2, 0, 1), b3 = (1, 1, 1).

6. a1 = (1, 1, 1), a2 = (2, 1, 0), a3 = (1, 0, 2); b1 = (2, 1, 1), b2 = (1, 3, 1), b3 = (0, 1, 2).

7. a1 = (4, 1, 0), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 3); b1 = (1, 1, 1), b2 = (2, 0, 1), b3 = (1, 2, 0).

8. a1 = (3, 0, 1), a2 = (1, 2, 0), a3 = (2, 1, 1); b1 = (0, 1, 1), b2 = (1, 1, 0), b3 = (2, 1, 3).

9. a1 = (2, 1, 1), a2 = (1, 0, 2), a3 = (1, 3, 1); b1 = (1, 2, 1), b2 = (2, 1, 0), b3 = (1, 0, 1).

10. a1 = (1, 3, 0), a2 = (2, 1, 1), a3 = (0, 1, 2); b1 = (2, 0, 1), b2 = (1, 1, 2), b3 = (1, 2, 0).

11. a1 = (2, 2, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2); b1 = (1, 3, 1), b2 = (2, 1, 1), b3 = (1, 0, 2).

12. a1 = (3, 1, 1), a2 = (1, 2, 0), a3 = (1, 0, 1); b1 = (2, 1, 0), b2 = (0, 1, 1), b3 = (1, 2, 3).

13. a1 = (1, 2, 1), a2 = (2, 0, 1), a3 = (1, 1, 0); b1 = (3, 1, 2), b2 = (1, 1, 1), b3 = (0, 2, 1).

14. a1 = (4, 2, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (2, 1, 0); b1 = (1, 4, 0), b2 = (0, 1, 1), b3 = (1, 2, 3).

15. a1 = (2, 1, 0), a2 = (0, 2, 1), a3 = (1, 1, 2); b1 = (1, 1, 0), b2 = (1, 3, 1), b3 = (2, 1, 1).
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Прикладнi задачi

Задача (IT) 2.1: Трансформацiя локальних координат об’єкта в iгровому
рушiї

IT-коментар

У 2D-iграх кожний об’єкт зазвичай має власну локальну систему координат, у
якiй зручно задавати геометрiю моделi, точки крiплення, напрям руху тощо.
Для вiдображення об’єкта на сценi його локальнi координати потрiбно переве-
сти у свiтовi координати. Саме це i реалiзується за допомогою матрицi переходу
мiж базисами.

У 2D-грi кожен спрайт має локальну систему координат (model space), яка зада-
ється базисом

A = {a1 = (1, 1)T , a2 = (−1, 1)T}.

Свiтовий простiр (world space) описується стандартним базисом

E = {e1 = (1, 0)T , e2 = (0, 1)T}.

1. Побудувати матрицю переходу TE←A вiд базису A до базису E, тобто таку, що

[x]E = TE←A[x]A,

де координати подаються стовпчиком.

2. Обчислити свiтовi координати снаряда [c]E, якщо в локальнiй системi задано

[c]A =

(
2
3

)
.

3. Пояснити, на рiвнi формули, чому при рендерингу великої кiлькостi об’єктiв
достатньо зберiгати для кожного об’єкта власну матрицю TE←A, а обчислення
зводяться до повторюваного множення матрицi на координатний стовпчик.

Задача (IT) 2.2: Базис Хаара та перетворення дискретного сигналу

IT-коментар

Пiд час обробки сигналiв, аудiо й зображень важливо перейти вiд безпосереднiх
значень вiдлiкiв до компактнiшого подання, у якому окремо видiляються сере-
днiй рiвень сигналу та його змiни. Найпростiшим прикладом такої iдеї є базис
Хаара. У ньому одна координата вiдповiдає тренду, а iнша — деталiзацiї.

Розглянути дискретний сигнал з двох вiдлiкiв як вектор у R2 у стандартному
базисi

E = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)}.

Для аналiзу використати (ненормований) базис Хаара

H = {h1 = (1, 1), h2 = (1,−1)},
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де перший вектор вiдповiдає сумарному рiвню (тренду), а другий — контрасту (де-
талiзацiї).

1. Побудувати матрицю переходу TE←H та матрицю зворотного переходу TH←E,
причому

[s]E = TE←H [s]H , [s]H = TH←E[s]E,

а координати подаються стовпчиком.

2. Для сигналу s = (100, 104) знайти його координатний стовпчик у базисi H:

[s]H =

(
α
β

)
.

3. Пояснити, чому при повiльнiй змiнi сигналу величина, що вiдповiдає “деталiза-
цiї” (друга координата), є малою i може бути наближено занулена без iстотної
втрати якостi.

Задача (IT) 2.3: Змiна колiрного простору як змiна базису

IT-коментар

У комп’ютернiй графiцi та цифровiй обробцi зображень часто використовують
не лише стандартний простiр RGB, а й iншi колiрнi подання, у яких окремо
видiляються яскравiсть, кольоровi контрасти або iншi характеристики. З мате-
матичного погляду це означає перехiд до нового базису в просторi кольорiв.

Колiр у моделi RGB розглядається як вектор у R3 у стандартному базисi

E = {e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T}.

Розглянути систему векторiв

V = {v1 = (1, 1, 1)T , v2 = (1,−1, 0)T , v3 = (0, 1,−1)T}.

1. Довести, що система V є базисом у R3.

2. Побудувати матрицю TE←V та за означенням отримати матрицю TV←E = (TE←V )
−1.

3. Знайти координати “чистого” червоного кольору

[c]E =

255
0
0


у базисi V , тобто обчислити

[c]V = TV←E[c]E.

4. Iнтерпретувати першу координату (вiдносно v1) як величину, пропорцiйну iн-
тегральнiй яскравостi пiкселя, з урахуванням того, що v1 тут не нормований.
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Задача (IT) 2.4: Аналiз ознак у машинному навчаннi: поворот простору
(iдея PCA)

IT-коментар

У задачах аналiзу даних i машинного навчання часто корисно перейти до но-
вого базису, у якому координати краще вiдображають основнi напрями змiни
даних. Саме така iдея лежить в основi методу головних компонент. У простi-
шому випадку це можна розглядати як поворот координатної системи.

Нехай у просторi R2 задано базис

B = {b1 = (0.8, 0.6)T , b2 = (−0.6, 0.8)T}.

1. Перевiрити, щоB є ортонормованим базисом: обчислити ∥b1∥, ∥b2∥ та скалярний
добуток ⟨b1, b2⟩.

2. Побудувати матрицю переходу TE←B (вiд базису B до стандартного E) та ма-
трицю TB←E = (TE←B)

−1.

3. Для вектора даних

[x]E =

(
20
3000

)
знайти координати у базисi B:

[x]B = TB←E[x]E.

4. Пояснити змiст переходу до базису “головних напрямiв”: чому в нових коорди-
натах простiше видiляти домiнуючий напрям змiни даних i, за потреби, змен-
шувати розмiрнiсть шляхом вiдкидання компоненти з малою варiацiєю.

Задача (IT) 2.5: Робототехнiка: перехiд мiж базисами в системi вимiрю-
вань сенсора

IT-коментар

У мобiльнiй робототехнiцi та вбудованих системах данi рiзних сенсорiв часто
надходять у власних локальних системах координат, якi не збiгаються iз си-
стемою координат робота. Перед подальшими обчисленнями, пов’язаними з на-
вiгацiєю, стабiлiзацiєю або керуванням, цi данi потрiбно перевести до єдиного
базису.

У мобiльнiй робототехнiцi данi IMU/акселерометра часто надходять у базисi сен-
сора (sensor frame), який не збiгається з базисом робота (body frame). Нехай у пло-
щинi R2 базис сенсора задано векторами

BS = {s1 = (2, 1)T , s2 = (−1, 2)T},

а базис робота є стандартним

BE = {e1 = (1, 0)T , e2 = (0, 1)T}.
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1. Побудувати матрицю переходу TBE←BS
, тобто таку, що

[a]BE
= TBE←BS

[a]BS
,

де координати подаються стовпчиком.

2. Нехай сенсор вимiряв прискорення у власних координатах:

[a]BS
=

(
0.5
−1

)
.

Знайти прискорення в координатах робота [a]BE
.

3. Пояснити, чому для коректного керування (стабiлiзацiї, навiгацiї) необхiдно
приводити всi вектори (прискорення, швидкостi, сили) до єдиного базису перед
подальшими обчисленнями.

Питання для самоконтролю

1. Навести означення лiнiйної комбiнацiї, лiнiйної оболонки та лiнiйної незалежностi
системи векторiв. Пояснити логiчну рiзницю мiж цими поняттями.

2. Сформулювати означення базису векторного простору. Якi двi умови (лiнiйна неза-
лежнiсть i породжуванiсть) має задовольняти базис?

3. Що означає твердження ⟨B⟩ = V для системи векторiв B?

4. Сформулювати означення скiнченновимiрного та нескiнченновимiрного векторного
простору. Навести приклади (зокрема, F [x] та Fn[x]).

5. Навести означення розмiрностi скiнченновимiрного простору та пояснити змiст по-
значення dimV .

6. Сформулювати критерiй базису: за яких умов система з n векторiв у просторi роз-
мiрностi n є базисом?

7. Сформулювати теорему про єдинiсть розкладу вектора за базисом. Який наслiдок
вона має для означення координат?

8. Дати означення координат вектора x у базисi B та пояснити iнтерпретацiю запису
[x]B як стовпця координат.

9. Пояснити, як будується матриця переходу TB1←B2 мiж базисами B1 = (a1, . . . , an) та
B2 = (b1, . . . , bn).

10. Яку iнформацiю кодують стовпчики матрицi переходу TB1←B2?

11. Пояснити, чому матриця переходу мiж базисами є невиродженою та має обернену
матрицю.

12. Записати та пояснити формули зв’язку координат одного й того самого вектора x ∈
V у базисах B1 та B2:

[x]B1 = TB1←B2 [x]B2 , [x]B2 = T−1B1←B2
[x]B1 .
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13. Як обчислити матрицю переходу, якщо обидва базиси заданi своїми координатами у
фiксованому базисi e = (e1, . . . , en)? Записати вiдповiдне матричне спiввiдношення.

14. Пояснити прикладний змiст замiни базису в комп’ютернiй графiцi (перехiд мiж ло-
кальними, свiтовими та координатами камери/екрана).

15. Довести, що в просторi розмiрностi n будь-яка система з m > n векторiв є лiнiйно
залежною.

16. Пояснити, чому всi базиси скiнченновимiрного простору мiстять однакову кiлькiсть
векторiв (iнварiантнiсть розмiрностi).

17. Описати та обґрунтувати процедуру доповнення довiльної лiнiйно незалежної систе-
ми векторiв до базису простору.
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Тема 3. Лiнiйнi пiдпростори. Сума та пряма сума.

Вступ

Поняття лiнiйного пiдпростору є одним iз ключових iнструментiв, що дають змогу пере-
йти вiд загальної аксiоматики лiнiйного простору до дослiдження його внутрiшньої будови.
У багатьох математичних i прикладних задачах важливо не лише працювати з усiм про-
стором, а й видiляти в ньому такi пiдмножини, якi самi зберiгають лiнiйну структуру.
Саме пiдпростори дають можливiсть описувати окремi класи векторiв, що мають спiльнi
властивостi, i розглядати їх як самостiйнi об’єкти дослiдження. Тому вмiння перевiря-
ти, чи є задана множина пiдпростором, а також будувати базис i визначати розмiрнiсть
пiдпростору має не лише теоретичне, а й безпосереднє практичне значення.

У задачах математичного моделювання пiдпростори виникають природно. Множина
розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь утворює пiдпростiр, так само як i лiнiйна
оболонка заданої системи векторiв. У подальших темах саме пiдпросторову структуру
матимуть ядро та образ лiнiйного перетворення. Отже, пiдпростiр є тiєю конструкцiєю,
яка дозволяє описувати внутрiшнi обмеження моделi, видiляти допустимi стани системи та
працювати не з усiм простором параметрiв, а лише з його змiстовно важливою частиною.

Особливу роль у цiй темi вiдiграють операцiї суми та перетину пiдпросторiв. Перетин
описує спiльну частину двох пiдпросторiв, тобто тi вектори, якi належать їм одночасно.
Сума, навпаки, дає змогу об’єднати пiдпростори в нову лiнiйну структуру, що мiстить
вектори обох множин i всi їх можливi лiнiйнi комбiнацiї. Такi операцiї є природним iн-
струментом дослiдження того, як рiзнi пiдпросторовi компоненти взаємодiють мiж собою
та наскiльки вони перекриваються в межах даного простору.

У прикладних задачах особливо важливим є випадок, коли сума пiдпросторiв є пря-
мою. У такiй ситуацiї кожний вектор можна єдиним способом розкласти на суму компо-
нент, що належать рiзним пiдпросторам. Це означає, що окремi складовi моделi не ду-
блюють одна одну i можуть бути iнтерпретованi незалежно. Саме тому пряма сума є ма-
тематичною основою коректних декомпозицiй: складний об’єкт розбивається на простiшi
частини, кожна з яких вiдповiдає за окремий аспект структури або поведiнки системи.

У задачах iнформатики цi iдеї мають виразний прикладний змiст. У Data Science та
машинному навчаннi робота з пiдпросторами пов’язана зi зменшенням розмiрностi, видi-
ленням iнформативних ознак i вiдокремленням корисного сигналу вiд шумової складо-
вої. У комп’ютернiй графiцi та цифровiй обробцi сигналiв пiдпросторовi моделi лежать в
основi методiв проєкцiй, фiльтрацiї та компактного подання даних. У теорiї керування,
робототехнiцi та моделюваннi динамiчних систем пiдпросторовi розклади допомагають
вiдокремлювати рiзнi режими поведiнки та будувати ефективнiшi алгоритми аналiзу й
керування.

Поняття суми, перетину та прямої суми пiдпросторiв тiсно пов’язанi також iз кiль-
кiсним описом лiнiйних структур. Умiння визначати розмiрностi пiдпросторiв, знаходити
базиси їх суми та перетину, встановлювати, чи є сума прямою, дає змогу не лише описувати
пiдпростори якiсно, а й оцiнювати їхню роль у загальнiй будовi простору. У практично-
му сенсi це означає можливiсть встановлювати, скiльки незалежної iнформацiї мiстить
модель, якi компоненти є спiльними, а якi — новими, i наскiльки ефективним є обраний
спосiб декомпозицiї.

Пiдсумовуючи, лiнiйнi пiдпростори, їх сума, перетин i пряма сума становлять важли-
вий математичний апарат для дослiдження внутрiшньої структури лiнiйних просторiв. Во-
ни лежать в основi багатьох теоретичних конструкцiй i прикладних алгоритмiв, пов’язаних
iз декомпозицiєю, зменшенням розмiрностi та аналiзом складних моделей. Саме тому опа-
нування цiєї теми є необхiдною передумовою для подальшого вивчення проєкцiй, лiнiйних
перетворень, операторiв та їх застосувань у сучасних iнформацiйних технологiях.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Поняття пiдпростору

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F .

Означення 3.1: Лiнiйний пiдпростiр

Непорожня пiдмножина L ⊆ V називається лiнiйним пiдпростором простору V ,
якщо виконуються умови:

1. якщо a, b ∈ L, то a+ b ∈ L;

2. якщо a ∈ L, α ∈ F , то αa ∈ L.

Твердження 3.1: Критерiй пiдпростору

Пiдмножина L ⊆ V є пiдпростором тодi й лише тодi, коли для всiх a, b ∈ L та
α, β ∈ F виконується умова

αa+ βb ∈ L.

Найпростiшi властивостi пiдпросторiв

Твердження 3.2: Найпростiшi властивостi пiдпросторiв

Нехай L — пiдпростiр простору V над полем F . Тодi:

1. для будь-яких a1, . . . , ak ∈ L та α1, . . . , αk ∈ F виконується

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ L;

2. пiдпростiр L мiстить нульовий вектор θ;

3. якщо x ∈ L, то −x ∈ L;

4. пiдпростiр L є лiнiйним простором над полем F вiдносно операцiй, успадкова-
них вiд V .

Зокрема, пiдпростiр має базис i визначену розмiрнiсть. Якщо V є скiнченновимiрним,
то будь-який його пiдпростiр також скiнченновимiрний, i

dimL ≤ dimV,

оскiльки базис пiдпростору як лiнiйно незалежну систему можна доповнити до базису
всього простору.

Приклад 3.1: Приклади пiдпросторiв

1. Тривiальнi пiдпростори. Для будь-якого простору V пiдпросторами є {θ} i
V . Їх називають тривiальними. При цьому

dim{θ} = 0.

2. Простiр розв’язкiв однорiдної системи. Розглянемо систему лiнiйних одно-
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рiдних рiвнянь у просторi F n:
α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = 0,
α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . .
αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = 0,

де αij ∈ F.

Множина всiх розв’язкiв такої системи утворює пiдпростiр. Базис цього пiдпро-
стору називають фундаментальною системою розв’язкiв (ФСР). Якщо
n — кiлькiсть невiдомих, а r = rankA — ранг матрицi коефiцiєнтiв, то

dimL = n− r.

3. Лiнiйна оболонка. Нехай S ⊆ V — непорожня пiдмножина. Її лiнiйною обо-
лонкою називається множина

⟨S⟩ =

{
m∑
i=1

αisi

∣∣∣∣∣ m ∈ N, si ∈ S, αi ∈ F

}
.

Множина ⟨S⟩ є пiдпростором.

Крiм того:

(а) ⟨S⟩ є найменшим пiдпростором, що мiстить множину S;

(б) для непорожньої множини M ⊆ V рiвнiсть M = ⟨M⟩ виконується тодi й
лише тодi, коли M є пiдпростором.

4. Функцiональнi приклади. У просторi C[a, b] пiдмножина R[x] всiх многочле-
нiв є пiдпростором. У просторi F [x] пiдмножина Fn[x] усiх многочленiв степеня
не вище n є пiдпростором.

5. Геометричнi приклади в R3. У просторi R3 пiдпросторами є {θ}, кожна
пряма, що проходить через початок координат, кожна площина, що проходить
через початок координат, i весь простiр R3.

Операцiї над пiдпросторами

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F .

Твердження 3.3: Перетин пiдпросторiв

Нехай {Lλ | λ ∈ I} — сiм’я пiдпросторiв простору V i

L =
⋂
λ∈I

Lλ.

Тодi L є пiдпростором.

Зауваження 3.1: Об’єднання пiдпросторiв

У загальному випадку множина M1 ∪M2 не є пiдпростором.
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Приклад 3.2: Об’єднання двох пiдпросторiв може не бути пiдпростором

У просторi R2 вiзьмемо два рiзнi одновимiрнi пiдпростори

L1 = ⟨a⟩, L2 = ⟨b⟩,

де a i b неколiнеарнi. Тодi a ∈ L1 ∪ L2 i b ∈ L1 ∪ L2, але

a+ b /∈ L1 ∪ L2.

Отже, L1 ∪ L2 не є пiдпростором.

Твердження 3.4: Коли об’єднання є пiдпростором

Нехай M1,M2 — пiдпростори лiнiйного простору V . Тодi M1 ∪M2 є пiдпростором
тодi й лише тодi, коли один з них мiститься в iншому, тобто

M1 ∪M2 є пiдпростором ⇐⇒ (M1 ⊆M2) або (M2 ⊆M1).

Поняття суми пiдпросторiв

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F .

Означення 3.2: Сума пiдпросторiв

Сумою двох пiдпросторiв L1, L2 ⊆ V називається множина

L1 + L2 = {x1 + x2 | x1 ∈ L1, x2 ∈ L2}.

Твердження 3.5: Найпростiшi властивостi суми пiдпросторiв

Сума L1 + L2 є пiдпростором. Крiм того,

L1 ⊆ L1 + L2, L2 ⊆ L1 + L2.

Означення 3.3: Сума скiнченного числа пiдпросторiв

Сумою пiдпросторiв L1, L2, . . . , Lk ⊆ V називається множина

L1 + L2 + · · ·+ Lk = {x1 + x2 + · · ·+ xk | xi ∈ Li, i = 1, k}.

Поняття прямої суми пiдпросторiв

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F .

Означення 3.4: Пряма сума (через єдинiсть розкладу)

Лiнiйний простiр V називається прямою сумою своїх пiдпросторiв L1, L2, . . . , Lk,
якщо кожний вектор x ∈ V можна подати у виглядi

x = x1 + x2 + · · ·+ xk, xi ∈ Li, i = 1, k,

i таке подання є єдиним. У цьому разi пишуть

V = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk.
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Приклад 3.3: Пряма сума в R3 за базисом

У просторi R3 нехай задано три некомпланарнi вектори a1, a2, a3 i

L1 = ⟨a1⟩, L2 = ⟨a2⟩, L3 = ⟨a3⟩.

Оскiльки a1, a2, a3 утворюють базис R3, то кожний x ∈ R3 однозначно подається як

x = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3,

де λ1a1 ∈ L1, λ2a2 ∈ L2, λ3a3 ∈ L3. Отже,

R3 = L1 ⊕ L2 ⊕ L3.

Також L1 + L2 є площиною, натягнутою на a1, a2, тому

R3 = (L1 + L2)⊕ L3, R3 = (L1 + L3)⊕ L2, R3 = (L2 + L3)⊕ L1.

Означення 3.5: Пряма сума (через перетини)

Лiнiйний простiр V називається прямою сумою пiдпросторiв L1, L2, . . . , Lk, якщо
виконуються умови:

1. V = L1 + L2 + · · ·+ Lk;

2. для кожного i = 1, k має мiсце

Li ∩
(
L1 + · · ·+ Li−1 + Li+1 + · · ·+ Lk

)
= {θ}.

Твердження 3.6: Критерiй прямої суми двох пiдпросторiв

Сума двох пiдпросторiв L1 + L2 є прямою, тобто L1 ⊕ L2, тодi й лише тодi, коли

L1 ∩ L2 = {θ}. (1)

Це еквiвалентно умовi

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2.

Теорема 3.1: Еквiвалентнiсть означень прямої суми

Означення 3.4 i 3.5 еквiвалентнi.

Теорема 3.2: Про базис прямої суми

Нехай скiнченновимiрний лiнiйний простiр V є прямою сумою своїх пiдпросторiв

V = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk,

i B1, B2, . . . , Bk — базиси пiдпросторiв L1, L2, . . . , Lk вiдповiдно. Тодi система векторiв
B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk утворює базис простору V .
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Наслiдок 3.1: Розмiрнiсть прямої суми

Якщо V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр i

V = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk,

то
dimV = dimL1 + dimL2 + · · ·+ dimLk.

Теорема 3.3: Формула Грассмана

Нехай L1 i L2 — пiдпростори скiнченновимiрного лiнiйного простору V над полем
F . Тодi справджується формула Грассманаа:

dimL1 + dimL2 = dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2). (2)
аГерман Гюнтер Грассман (1809–1877) — нiмецький математик, фiзик i мовознавець

Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм побудови базису суми пiдпросторiв

Нехай
L1 = ⟨a1, . . . , ap⟩, L2 = ⟨b1, . . . , bq⟩.

Щоб знайти базис суми L1 + L2, слiд виконати такi дiї:

1. Сформувати матрицю

A =
[
a1 · · · ap | b1 · · · bq

]
,

записавши координати всiх векторiв у стовпцi.

2. Звести матрицю A до схiдчастого вигляду методом Гаусса.

3. Визначити номери опорних стовпцiв.

4. Вектори з початкової матрицi A, що вiдповiдають опорним стовпцям, утворю-
ють базис суми L1 + L2.

Алгоритм побудови базису перетину пiдпросторiв

Нехай
L1 = ⟨a1, . . . , ap⟩, L2 = ⟨b1, . . . , bq⟩.

Щоб знайти базис перетину L1 ∩ L2, слiд використати той факт, що

x ∈ L1 ∩ L2 ⇐⇒
p∑

i=1

αiai =

q∑
j=1

βjbj.

Далi виконати такi кроки:

1. Скласти матрицю
C =

[
a1 · · · ap | −b1 · · · − bq

]
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i записати однорiдну систему

C

(
α
β

)
= 0.

2. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв цiєї системи. Нехай її вектори ма-
ють вигляд

X(t) =
(
α
(t)
1 , . . . , α

(t)
p , β

(t)
1 , . . . , β(t)

q

)T
.

3. Для кожного вектора фундаментальної системи розв’язкiв обчислити

x(t) = α
(t)
1 a1 + · · ·+ α(t)

p ap.

4. Усi отриманi вектори x(t) утворюють базис перетину L1 ∩ L2.

Алгоритм перевiрки, чи є сума пiдпросторiв прямою

Нехай задано пiдпростори L1 i L2. Щоб перевiрити, чи є сума L1 + L2 прямою, до-
статньо виконати один iз таких способiв:

1. Знайти перетин L1 ∩ L2. Якщо

L1 ∩ L2 = {θ},

то
L1 + L2 = L1 ⊕ L2.

2. Обчислити розмiрностi dimL1, dimL2 i dim(L1 + L2). Якщо

dim(L1 + L2) = dimL1 + dimL2,

то сума є прямою.

3. Побудувати базиси B1 i B2 пiдпросторiв L1 та L2. Якщо об’єднання

B1 ∪B2

є лiнiйно незалежною системою, то

L1 + L2 = L1 ⊕ L2.

Примiтка. Швидка довiдка для обчислень

Операцiя Матриця стовпцiв Що шукаємо

L1 + L2 [L1 | L2] опорнi стовпцi

L1 ∩ L2 [L1 | −L2] ФСР, далi лiнiйна комбiнацiя
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Типовi задачi

Задача 3.1: Перевiрка, що множина є пiдпростором у R[x]

Розглянемо множину

K = { f(x) ∈ R[x] | 2f(1)− f(2) = 0 }.

Потрiбно з’ясувати, чи є K пiдпростором простору R[x].

Розв’язування.

Спершу зауважимо, що 0 ∈ K, оскiльки 2 · 0− 0 = 0, тобто K ̸= ∅.
Нехай f1(x), f2(x) ∈ K. Тодi 2f1(1)− f1(2) = 0 i 2f2(1)− f2(2) = 0, отже

2(f1 + f2)(1)− (f1 + f2)(2) =
(
2f1(1)− f1(2)

)
+
(
2f2(1)− f2(2)

)
= 0,

тобто f1 + f2 ∈ K.
Нехай f(x) ∈ K i α ∈ R. Тодi

2(αf)(1)− (αf)(2) = α
(
2f(1)− f(2)

)
= 0,

тобто αf ∈ K.
Вiдповiдь: K є пiдпростором R[x].

Задача 3.2: Розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки в R4

Знайти розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки L(ā1, ā2, ā3, ā4) ⊂ R4, якщо

ā1 = (1,−1, 3,−2), ā2 = (−2, 1,−4, 1),

ā3 = (−1, 0,−1,−1), ā4 = (−3, 1,−5, 0).

Розв’язування.

Складемо матрицю зi стовпцiв (вектори записанi як стовпцi):

A =
[
ā1 ā2 ā3 ā4

]
=


1 −2 −1 −3
−1 1 0 1
3 −4 −1 −5
−2 1 −1 0

 .

Зводимо A до схiдчастого вигляду методом Гаусса. Пiсля редукцiї отримуємо

rankA = 2.

Отже,
dimL(ā1, ā2, ā3, ā4) = 2.

Опорними (pivot) виявляються стовпцi, що вiдповiдають ā1 та ā2, тому вектори ā1, ā2
утворюють базис цiєї лiнiйної оболонки.
Вiдповiдь: dimL = 2, базис: ā1, ā2.
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Задача 3.3: Базис i розмiрнiсть лiнiйної оболонки у C

Знайти базис i розмiрнiсть лiнiйної оболонки L(z1, z2) у дiйсному лiнiйному просторi
C, якщо

z1 = 2− 3i, z2 = −1 + 4i.

Розв’язування.

Розглянемо ототожнення C ≃ R2, a + bi ↔ (a, b). Складемо матрицю зi стовпцiв
(2,−3) та (−1, 4):

A =

(
2 −1
−3 4

)
.

detA = 2 · 4− (−1) · (−3) = 8− 3 = 5 ̸= 0.

Отже, стовпцi лiнiйно незалежнi, тому

dimL(z1, z2) = 2,

а вектори z1, z2 утворюють базис L(z1, z2).
Вiдповiдь: dimL = 2, базис: z1, z2.

Задача 3.4: Чи дорiвнює лiнiйна оболонка R2[x]?

Нехай

f1(x) = −2x2 + 3x− 1, f2(x) = x2 − 2x+ 4, f3(x) = −x2 + 5x− 2.

Перевiрити, чи виконується L(f1, f2, f3) = R2[x].

Розв’язування.

У просторi R2[x] працюємо з координатами в базисi (x2, x, 1):

f1 ↔ (−2, 3,−1), f2 ↔ (1,−2, 4), f3 ↔ (−1, 5,−2).

Складемо матрицю зi стовпцiв (коефiцiєнтнi вектори як стовпцi):

A =

−2 1 −1
3 −2 5
−1 4 −2

 .

Пiсля зведення A до схiдчастого вигляду одержуємо

rankA = 3.

Отже, f1, f2, f3 лiнiйно незалежнi, а тому

dimL(f1, f2, f3) = 3 = dimR2[x],

i, як наслiдок,
L(f1, f2, f3) = R2[x].

Вiдповiдь: так, L(f1, f2, f3) = R2[x].
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Задача 3.5: Перевiрка формули Грассмана на пiдпросторах у R3

Нехай у просторi R3 задано три некомпланарнi вектори a1, a2, a3 i

L1 = ⟨a1⟩, L2 = ⟨a2⟩, L3 = ⟨a3⟩.

Позначимо M1 = L1 + L2 та M2 = L2 + L3. Тодi M1 +M2 = R3, M1 ∩M2 = L2,

dimM1 = 2, dimM2 = 2, dim(M1 +M2) = 3, dim(M1 ∩M2) = 1,

i формула Грассмана набуває вигляду 2 + 2 = 3 + 1.

Розв’язування.

Оскiльки вектори a1, a2, a3 некомпланарнi, вони лiнiйно незалежнi i утворюють базис
простору R3. Тому

L1 = ⟨a1⟩, L2 = ⟨a2⟩, L3 = ⟨a3⟩

є одновимiрними пiдпросторами, а

M1 = L1 + L2, M2 = L2 + L3

є двовимiрними пiдпросторами, тобто площинами:

dimM1 = 2, dimM2 = 2.

Далi маємо

M1 +M2 = (L1 + L2) + (L2 + L3) = L1 + L2 + L3 = R3,

тому
dim(M1 +M2) = 3.

Перетин M1 ∩M2 мiстить пiдпростiр L2, оскiльки

L2 ⊆M1, L2 ⊆M2.

З iншого боку, пiдпростори M1 i M2 є рiзними площинами в R3, якi мають спiльну
пряму, натягнуту на вектор a2. Отже,

M1 ∩M2 = L2, dim(M1 ∩M2) = 1.

Таким чином,
dimM1 + dimM2 = 2 + 2 = 4,

а
dim(M1 +M2) + dim(M1 ∩M2) = 3 + 1 = 4.

Отже, формула Грассмана виконується.
Вiдповiдь:

dimM1 = 2, dimM2 = 2, dim(M1 +M2) = 3, dim(M1 ∩M2) = 1,

i формула Грассмана має вигляд

2 + 2 = 3 + 1.
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Задача 3.6: Лiнiйна оболонка матриць: базис i розмiрнiсть

Знайти базис i розмiрнiсть L(A1, A2, A3) у просторi матриць M(2, 2), якщо

A1 =

(
3 −2
1 4

)
, A2 =

(
−2 1
4 3

)
, A3 =

(
1 −3
2 1

)
.

Розв’язування.

Ототожнимо матрицю
(
a b
c d

)
з вектором (a, b, c, d) ∈ R4. Тодi

A1 ↔ (3,−2, 1, 4), A2 ↔ (−2, 1, 4, 3), A3 ↔ (1,−3, 2, 1).

Складемо матрицю зi стовпцiв (цi вектори як стовпцi):

A =
[
A1 A2 A3

]
vec =


3 −2 1
−2 1 −3
1 4 2
4 3 1

 .

Пiсля зведення до схiдчастого вигляду маємо

rankA = 3.

Отже,
dimL(A1, A2, A3) = 3,

i матрицi A1, A2, A3 лiнiйно незалежнi; вони утворюють базис L(A1, A2, A3).
Вiдповiдь: dim = 3, базис: A1, A2, A3.

Задача 3.7: Розмiрнiсть перетину пiдпросторiв у R3 i перевiрка належностi
вектора

Нехай у R3 задано вектори

ā1 = (1,−2, 3), ā2 = (2,−1, 4), ā3 = (1,−1, 0),

b̄1 = (−2, 1, 3), b̄2 = (−1, 0, 2), x̄ = (1, 4, 1).

Нехай
U = L(ā1, ā2, ā3), W = L(b̄1, b̄2).

Знайти dim(U ∩W ) та з’ясувати, чи x̄ ∈ W .
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Розв’язування.

Перевiримо, що ā1, ā2, ā3 лiнiйно незалежнi:

det
[
ā1 ā2 ā3

]
= det

 1 2 1
−2 −1 −1
3 4 0

 =

1 · det
(
−1 −1
4 0

)
− 2 · det

(
−2 −1
3 0

)
+ 1 · det

(
−2 −1
3 4

)
= −1 ̸= 0.

Отже, dimU = 3 i U = R3.
Оскiльки b̄1, b̄2 лiнiйно незалежнi, то dimW = 2.
За формулою Грассмана

dim(U ∩W ) = dimU + dimW − dim(U +W ).

Але U = R3, тому U +W = R3 i dim(U +W ) = 3. Отже

dim(U ∩W ) = 3 + 2− 3 = 2,

тобто U ∩W = W .
Перевiримо, чи x̄ ∈ W : потрiбно розв’язати

α1b̄1 + α2b̄2 = x̄.

За другою координатою маємо α1 = 4. Тодi з першої координати:

−2 · 4− α2 = 1 =⇒ α2 = −9.

Перевiримо третю координату:

3 · 4 + 2 · (−9) = 12− 18 = −6 ̸= 1.

Отже, система несумiсна i x̄ /∈ W .
Вiдповiдь: dim(U ∩W ) = 2, x̄ /∈ W .

Задача 3.8: Пряма сума пiдпросторiв у R4 та розклад вектора

Нехай у R4 задано пiдпростори

A = L(ā1, ā2), B = L(ā3, ā4),

де

ā1 = (1, 1,−1,−1), ā2 = (3,−1, 1,−2), ā3 = (2, 1, 2,−3), ā4 = (1, 2, 3,−3).

Потрiбно:

1. довести, що A+B = R4 i A ∩B = {θ} (тобто R4 = A⊕B);

2. подати x̄ = (0, 2, 0,−1) у виглядi x̄ = x̄1 + x̄2, де x̄1 ∈ A, x̄2 ∈ B.
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Розв’язування.

Оскiльки
A+B = L(ā1, ā2, ā3, ā4),

достатньо показати, що ā1, ā2, ā3, ā4 лiнiйно незалежнi. Складемо матрицю зi стов-
пцiв:

M =
[
ā1 ā2 ā3 ā4

]
=


1 3 2 1
1 −1 1 2
−1 1 2 3
−1 −2 −3 −3

 .

Пiсля зведення матрицi M до схiдчастого вигляду методом Гаусса отримуємо

rankM = 4.

Отже, A+B = R4.
Тепер з’ясуємо перетин. Якщо x̄ ∈ A ∩B, то iснують числа α1, α2, α3, α4 такi, що

α1ā1 + α2ā2 = α3ā3 + α4ā4,

тобто
α1ā1 + α2ā2 − α3ā3 − α4ā4 = θ.

Але вектори ā1, ā2, ā3, ā4 лiнiйно незалежнi, тому

α1 = α2 = α3 = α4 = 0,

i, отже, A ∩B = {θ}. Таким чином, R4 = A⊕B.
Для розкладу x̄ шукаємо

x̄1 = β1ā1 + β2ā2 ∈ A, x̄2 = β3ā3 + β4ā4 ∈ B,

i розв’язуємо систему
β1ā1 + β2ā2 + β3ā3 + β4ā4 = x̄.

Пiсля розв’язування отримуємо

β4 = 1, β3 = −1, β2 = 0, β1 = 1.

Тому
x̄1 = ā1, x̄2 = −ā3 + ā4,

i справдi x̄ = x̄1 + x̄2.
Вiдповiдь: R4 = A⊕B, x̄ = ā1 + (−ā3 + ā4), де ā1 ∈ A, −ā3 + ā4 ∈ B.

Задача 3.9: Розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки системи векторiв у R4

Знайти розмiрнiсть i базис лiнiйної оболонки системи векторiв:

a1 = (1, 0, 0, −1), a2 = (2, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 1),

a4 = (1, 2, 3, 4), a5 = (0, 1, 2, 3).
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Розв’язування.

Складемо з векторiв a1, . . . , a5 матрицю, записавши їх у рядки, i за допомогою еле-
ментарних перетворень над рядками з’ясуємо кiлькiсть лiнiйно незалежних рядкiв.
Ця кiлькiсть дорiвнює розмiрностi лiнiйної оболонки, а вiдповiднi лiнiйно незалежнi
вектори утворюють базис.

1 0 0 −1
2 1 1 0
1 1 1 1
1 2 3 4
0 1 2 3

 ∼


1 0 0 −1
0 1 1 2
0 1 1 2
0 2 3 5
0 2 3 5

 ∼


1 0 0 −1
0 1 1 2
0 0 1 1
0 0 1 1

 ∼

∼

 1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 1

 .

Отже, розмiрнiсть лiнiйної оболонки дорiвнює 3, а базис можна вибрати, наприклад,
з векторiв a1, a2, a4 (вибiр базису не єдиний).
Вiдповiдь: dim⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩ = 3, базис: a1, a2, a4.

Задача 3.10: Система лiнiйних рiвнянь пiдпростору, натягнутого на заданi
вектори

Знайти систему лiнiйних рiвнянь, що задає лiнiйний пiдпростiр, натягнутий на си-
стему векторiв:

a1 = (1, −1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (2, 0, 1, 1).

Розв’язування.

Будь-який вектор x = (x1, x2, x3, x4) з пiдпростору лiнiйно виражається через a1, a2, a3,
тобто

α1


1
−1
1
0

+ α2


1
1
0
1

+ α3


2
0
1
1

 =


x1
x2
x3
x4

 .

Запишемо розширену матрицю та виконаємо перетворення Гаусса:
1 1 2
−1 1 0
1 0 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1
x2
x3
x4

 →


1 1 2
0 2 2
0 −1 −1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1

x2 + x1
x3 − x1
x4

 →


1 0 1
0 0 0
0 0 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − x4

x2 + x1 − 2x4
x4 + x3 − x1

x4

 .

Отже, умова iснування розв’язку еквiвалентна виконанню рiвностей{
x2 + x1 − 2x4 = 0,
x4 + x3 − x1 = 0.

Причому для коефiцiєнтiв маємо спiввiдношення{
α1 + α3 = x1 − x4,
α2 + α3 = x4.
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Вiдповiдь: пiдпростiр задається системою{
x1 + x2 − 2x4 = 0,
−x1 + x3 + x4 = 0.

Задача 3.11: Розмiрностi суми та перетину двох пiдпросторiв

Знайти розмiрнiсть s суми i розмiрнiсть d перетину лiнiйних пiдпросторiв:
L1 — лiнiйна оболонка

a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (1, −1, 1, −1), a3 = (1, 3, 1, 3),

L2 — лiнiйна оболонка

b1 = (1, 2, 0, 2), b2 = (1, 2, 1, 2), b3 = (3, 1, 3, 1).

Розв’язування.

Щоб знайти dim(L1 + L2), складемо з векторiв пiдпросторiв L1 i L2 матрицю, запи-
савши їх у рядки, i виконаємо елементарнi перетворення над рядками:

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 3 1 3
1 2 0 2
1 2 1 2
3 1 3 1

 ∼


1 1 1 1
0 −2 0 −2
0 2 0 2
0 1 −1 1
0 1 0 1
0 −2 0 −2

 ∼

 1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 1 0

 .

Отже, dim(L1 + L2) = 3, звiдси ж видно, що dimL1 = 2.
Знайдемо dimL2:  1 2 0 2

1 2 1 2
3 1 3 1

 ∼

 1 2 0 2
0 0 1 0
0 −5 3 −5

 ,

отже dimL2 = 3.
З теореми про розмiрнiсть суми та перетину маємо:

dim(L1 ∩ L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 + L2) = 2 + 3− 3 = 2.

Вiдповiдь: s = dim(L1 + L2) = 3, d = dim(L1 ∩ L2) = 2.

Задача 3.12: Базис суми i перетину двох пiдпросторiв у R4

Знайти базис суми i перетину лiнiйних пiдпросторiв, натягнутих на системи векторiв

a1 = (1, 2, 1, −2), a2 = (2, 3, 1, 0), a3 = (1, 2, 2, −3)

i
b1 = (1, 1, 1, 1), b2 = (1, 0, 1, −1), b3 = (1, 3, 0, −4).
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Розв’язування.

Щоб знайти базис суми пiдпросторiв, складемо з векторiв пiдпросторiв L1 i L2 ма-
трицю, записавши їх у рядки, i виконаємо елементарнi перетворення над рядками:

1 2 1 −2
2 3 1 0
1 2 2 −3
1 1 1 1
1 0 1 −1
1 3 0 −4

 ∼


1 2 1 −2
0 −1 −1 4
0 0 1 −1
0 −1 0 3
0 −2 0 1
0 1 −1 −2

 ∼


1 2 1 −2
0 −1 −1 4
0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 2 −7
0 0 −2 2

 ∼

∼


1 2 1 −2
0 −1 −1 4
0 0 1 −1
0 0 2 −7

 ∼


1 2 1 −2
0 −1 −1 4
0 0 1 −1
0 0 0 1

 .

Лiнiйно незалежнi вектори, що залишились, i будуть утворювати базис суми. Отже,
базис складають вектори a1, a2, a3, b2. Базис визначається неоднозначно.

Якщо вектор належить перетину пiдпросторiв, то його можна представити у
виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв з базисiв цих пiдпросторiв. Базис L1 складають
вектори a1, a2, a3. Знайдемо базис L2: 1 1 1 1

1 0 1 −1
1 3 0 −4

 ∼

 1 1 1 1
0 −1 0 −2
0 2 −1 −5

 .

Отже, базис L2 складають вектори b1, b2, b3.
Можна скористатись формулою

dim(L1 ∩ L2) = dimL1 + dimL2 − dim(L1 + L2),

щоб визначити кiлькiсть векторiв у базисi перетину:

dim(L1 ∩ L2) = 3 + 3− 4 = 2.

Далi, якщо z ∈ L1 ∩ L2, то

z = x1a1 + x2a2 + x3a3 = y1b1 + y2b2 + y3b3.

Маємо систему:
x1 + 2x2 + x3 = y1 + y2 + y3
2x1 + 3x2 + 2x3 = y1 + 3y3
x1 + x2 + 2x3 = y1 + y2

−2x1 − 3x3 = y1 − y2 − 4y3

,


x1 + 2x2 + x3 − y1 − y2 − y3 = 0
2x1 + 3x2 + 2x3 − y1 − 3y3 = 0
x1 + x2 + 2x3 − y1 − y2 = 0

−2x1 − 3x3 − y1 + y2 + 4y3 = 0

.

Знайдемо фундаментальну систему розв’язкiв (ФСР) однорiдної системи, запи-
савши рiвняння системи в матричному виглядi.

1 2 1 −1 −1 −1
2 3 2 −1 0 −3
1 1 2 −1 −1 0
−2 0 −3 −1 1 4

 ∼


1 2 1 −1 −1 −1
0 −1 0 1 2 −1
0 −1 1 0 0 1
0 4 −1 −3 −1 2

 ∼
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∼


1 2 1 −1 −1 −1
0 1 0 −1 −2 1
0 0 1 −1 −2 2
0 0 −1 1 7 −2

 ∼


1 2 1 −1 −1 −1
0 1 0 −1 −2 1
0 0 1 −1 −2 2
0 0 0 0 5 0

 ∼

∼


1 2 1 −1 −1 −1
0 1 0 −1 −2 1
0 0 1 −1 −2 2
0 0 0 0 1 0

 ∼


1 2 0 0 0 −3
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 −1 0 2
0 0 0 0 1 0

 ∼

∼


1 0 0 2 0 −5
0 1 0 −1 0 1
0 0 1 −1 0 2
0 0 0 0 1 0

 .

Отже, маємо систему: 
x1 = −2y1 + 5y3
x2 = y1 − y3
x3 = y1 − 2y3
y2 = 0

,

де y1, y3 — незалежнi змiннi.
ФСР:

x1 x2 x3 y1 y2 y3
d1 −2 1 1 1 0 0
d2 5 −1 −2 0 0 1

Отже, вектори

z1 = −2a1 + a2 + a3 = b1, z2 = 5a1 − a2 − 2a3 = b3

є шуканими векторами перетину.
Вiдповiдь: базис суми: a1, a2, a3, b2; базис перетину: z1 = b1, z2 = b3.

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 3.1: Пiдпростори: перевiрка означення

У кожному варiантi задано пiдмножинуM деякого векторного простору V над полем
F . Потрiбно з’ясувати, чи є M лiнiйним пiдпростором простору V , тобто:

1. перевiрити, що M ̸= ∅;

2. перевiрити замкненiсть вiдносно додавання: якщо u, v ∈M , то u+ v ∈M ;

3. перевiрити замкненiсть вiдносно множення на скаляр: якщо u ∈M i α ∈ F , то
αu ∈M .

(Пiдказка: за потреби використайте еквiвалентну умову — для всiх u, v ∈M i α, β ∈
F виконується αu+ βv ∈M .)

Варiанти:
1. V = Rn[x], M = { f(x) ∈ Rn[x] | f(−x) = f(x) }.
2. V = Rn[x], M = { f(x) ∈ Rn[x] | f(−x) = −f(x) }.
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3. V = Rn[x], M = { f(x) ∈ Rn[x] | f(0)− 2f(1) = 0 }.
4. V = Rn[x], M = { f(x) ∈ Rn[x] | f(1) + f(2) + f(3) = 0 }.
5. V = Rn[x], M = { f(x) ∈ Rn[x] | f(3) = 1 }.
6. V =M2(C), M = {A ∈M2(C) | detA ̸= 0 }.
7. V = M2(C), M = {X ∈ M2(C) | XA = AX }, де A ∈ M2(C) — фiксована

матриця.
8. V =M2(C), M = {A ∈M2(C) | detA = 0 }.

9. V =M2(C), M =

{
A =

(
a b
c d

)
∈M2(C)

∣∣∣∣ a+ d = 0

}
.

10. V =M2(C), M =

{
A =

(
a b
b a

)
∈M2(C)

∣∣∣∣ a+ b = 1

}
.

11. V = Rn, M = { (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn | α1 = αn }.
12. V = Rn, M = { (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn | α1 = α2 + α3 + · · ·+ αn }.
13. V = Rn, M = { (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn | α1 = α2 = 0 }.
14. V = Rn, M = { (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn | αn = αn−1 = 1 }.
15. V = Rn, M = { (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn | α1 + α2 + · · ·+ αn = 0 }.

Задача 3.2: Лiнiйна оболонка в R4: базис i розмiрнiсть

У кожному варiантi задано систему векторiв a1, a2, a3, a4 ∈ R4. Потрiбно: знайти
базис i розмiрнiсть лiнiйної оболонки

L = ⟨a1, a2, a3, a4⟩ ⊆ R4.

(Пiдказка: скласти матрицю зi стовпцiв ai i застосувати метод Гаусса; базис утво-
рюють опорнi (pivot) стовпцi початкової матрицi.)

Варiанти:
1. a1 = (1, 0, 2, −1), a2 = (2, 1, 4, 0), a3 = (1, 1, 2, 1), a4 = (3, 1, 6, −1).

2. a1 = (1, 1, 0, 2), a2 = (2, 0, 1, −1), a3 = (0, 1, 1, 1), a4 = (3, 2, 1, 3).

3. a1 = (2, −1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 2), a3 = (0, 1, 2, −1), a4 = (3, 0, 3, 1).

4. a1 = (1, 2, −1, 0), a2 = (0, 1, 1, 1), a3 = (2, 3, 0, 1), a4 = (1, 1, 2, −1).

5. a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (2, 1, 3, 1), a4 = (1, 1, 2, 1).

6. a1 = (1, −1, 0, 2), a2 = (2, −2, 0, 4), a3 = (0, 1, 1, −1), a4 = (1, 0, 1, 1).

7. a1 = (0, 1, 2, 1), a2 = (1, 0, −1, 2), a3 = (2, 1, 1, 3), a4 = (3, 1, 0, 5).

8. a1 = (1, 2, 1, 0), a2 = (2, 4, 2, 0), a3 = (0, 1, 0, 1), a4 = (1, 3, 1, 1).

9. a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (0, 0, 1, 1), a4 = (1, 1, 1, 3).

10. a1 = (2, 1, −1, 0), a2 = (1, 2, 0, 1), a3 = (0, 1, 1, −1), a4 = (3, 3, 0, 0).

11. a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (2, 1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2, −1), a4 = (3, 2, 1, 2).

12. a1 = (1, −2, 1, 0), a2 = (2, −4, 2, 0), a3 = (0, 1, 1, 1), a4 = (1, −1, 2, 1).

13. a1 = (0, 1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (1, 2, 1, 1), a4 = (2, 3, 1, 2).

14. a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (0, 1, −1, 2), a3 = (2, 1, 1, 3), a4 = (1, 1, 1, 2).

15. a1 = (2, 0, 1, −1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 2, 1), a4 = (3, 2, 4, 0).
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Задача 3.3: Лiнiйна оболонка в R2[x]: базис, розмiрнiсть i належнiсть

У кожному варiантi задано три многочлени f1, f2, f3 ∈ R2[x] та многочлен g ∈ R2[x].
Позначимо

L = ⟨f1, f2, f3⟩ ⊆ R2[x].

Потрiбно:

1. знайти базис i розмiрнiсть пiдпростору L;

2. перевiрити, чи належить g пiдпростору L (тобто чи iснують α1, α2, α3 ∈ R такi,
що g = α1f1 + α2f2 + α3f3).

(Пiдказка: працювати з координатами многочленiв у базисi (x2, x, 1) та застосувати
метод Гаусса.)

Варiанти:
1. f1 = x2 + x+ 1, f2 = 2x2 − x+ 3, f3 = x2 − 2x+ 4, g = 3x2 − 2x+ 5.

2. f1 = 2x2 + 3x− 1, f2 = x2 − x+ 2, f3 = −x2 + 4x+ 1, g = x2 + 2x+ 3.

3. f1 = −2x2 + x+ 4, f2 = x2 + 2x− 1, f3 = 3x2 − x+ 2, g = 2x2 + 3.

4. f1 = x2 − 3x+ 2, f2 = 2x2 + x+ 1, f3 = −x2 + 2x+ 4, g = x2 − x+ 3.

5. f1 = 3x2 + x− 2, f2 = x2 − 2x+ 1, f3 = 2x2 + 3x+ 4, g = 4x2 + x+ 3.

6. f1 = x2 + 4x+ 1, f2 = 2x2 + 8x+ 2, f3 = x2 − x+ 3, g = 3x2 + 2x+ 1.

7. f1 = x2 + 2x+ 2, f2 = −x2 + x+ 1, f3 = 2x2 + 3x+ 3, g = x2 + 4.

8. f1 = 2x2 − x+ 1, f2 = x2 + 3x+ 2, f3 = −x2 + 2x+ 3, g = x2 + x+ 1.

9. f1 = x2 − 2x+ 4, f2 = 2x2 − 4x+ 8, f3 = x2 + x− 1, g = 3x2 − 5x+ 7.

10. f1 = x2 + x+ 0, f2 = 2x2 + 2x+ 0, f3 = x2 − 3, g = 3x2 + x− 3.

11. f1 = x2 − 1, f2 = x2 + x, f3 = x2 − x, g = x2 + 2.

12. f1 = −x2 + 2x+ 5, f2 = 3x2 − x+ 1, f3 = x2 + 4x− 2, g = 2x2 + 3x+ 4.

13. f1 = x2 + 3x+ 1, f2 = 2x2 + 6x+ 2, f3 = x2 − 2x+ 3, g = x2 + x+ 1.

14. f1 = 2x2 + x+ 1, f2 = −4x2 − 2x− 2, f3 = x2 + 2, g = x2 + 1.

15. f1 = x2 − 4x+ 4, f2 = 2x2 − 8x+ 8, f3 = x2 + x+ 1, g = 3x2 − 7x+ 9.

Задача 3.4: Лiнiйна оболонка в M(2,R): базис, розмiрнiсть i належнiсть

У кожному варiантi задано три матрицi A1, A2, A3 ∈ M(2,R) та матриця B ∈
M(2,R). Позначимо

L = ⟨A1, A2, A3⟩ ⊆M(2,R).
Потрiбно:

1. знайти базис i розмiрнiсть пiдпростору L;

2. перевiрити, чи належить B пiдпростору L (тобто чи iснують α1, α2, α3 ∈ R такi,
що B = α1A1 + α2A2 + α3A3).

(Пiдказка: ототожнити
(
a b
c d

)
↔ (a, b, c, d) ∈ R4 i застосувати метод Гаусса.)

Варiанти:

1. A1 =

(
1 0
0 1

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
, B =

(
2 3
4 2

)
.
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2. A1 =

(
1 1
0 1

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
1 0
1 1

)
, B =

(
1 2
2 1

)
.

3. A1 =

(
2 −1
1 0

)
, A2 =

(
1 1
0 1

)
, A3 =

(
0 1
1 1

)
, B =

(
3 1
2 2

)
.

4. A1 =

(
1 2
−1 0

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
2 1
0 1

)
, B =

(
1 3
0 2

)
.

5. A1 =

(
1 0
2 1

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
2 1
1 1

)
, B =

(
3 2
4 1

)
.

6. A1 =

(
1 1
1 1

)
, A2 =

(
2 2
2 2

)
, A3 =

(
1 0
0 −1

)
, B =

(
0 1
1 0

)
.

7. A1 =

(
0 1
−1 0

)
, A2 =

(
1 0
0 1

)
, A3 =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
2 1
−1 2

)
.

8. A1 =

(
1 −1
0 1

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
1 0
−1 1

)
, B =

(
1 0
0 1

)
.

9. A1 =

(
1 2
3 4

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
1 0
0 −1

)
, B =

(
2 3
4 5

)
.

10. A1 =

(
2 0
1 −1

)
, A2 =

(
0 1
2 0

)
, A3 =

(
1 1
1 0

)
, B =

(
1 2
3 1

)
.

11. A1 =

(
1 0
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 0

)
, A3 =

(
0 0
1 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
.

12. A1 =

(
1 1
0 0

)
, A2 =

(
0 1
0 1

)
, A3 =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
1 2
1 1

)
.

13. A1 =

(
0 1
1 0

)
, A2 =

(
1 0
0 1

)
, A3 =

(
1 −1
1 1

)
, B =

(
2 0
1 3

)
.

14. A1 =

(
1 0
1 1

)
, A2 =

(
0 1
−1 0

)
, A3 =

(
1 1
1 0

)
, B =

(
2 1
0 1

)
.

15. A1 =

(
1 2
0 1

)
, A2 =

(
0 1
1 0

)
, A3 =

(
1 0
2 1

)
, B =

(
3 1
2 2

)
.

Задача 3.5: Перетин i сума пiдпросторiв у R3

У кожному варiантi задано три вектори a1, a2, a3 ∈ R3 та два вектори b1, b2 ∈ R3.
Позначимо

U = ⟨a1, a2, a3⟩, W = ⟨b1, b2⟩.
Потрiбно:

1. знайти dim(U ∩W );

2. знайти базис перетину U ∩W ;

3. знайти базис суми U +W .

Варiанти:
1. a1 = (1, 1, 0), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 0, 1), b1 = (1, 2, 1), b2 = (0, 1, 2).

2. a1 = (2, −1, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 1), b1 = (1, 1, 0), b2 = (2, 1, 1).

3. a1 = (1, −2, 3), a2 = (2, −1, 4), a3 = (1, −1, 0), b1 = (−2, 1, 3), b2 = (−1, 0, 2).
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4. a1 = (1, 0, 2), a2 = (0, 1, 1), a3 = (2, 1, 0), b1 = (1, 1, 1), b2 = (0, 2, 1).

5. a1 = (3, 1, 0), a2 = (1, 0, 2), a3 = (0, 2, 1), b1 = (1, −1, 1), b2 = (2, 0, 1).

6. a1 = (1, −1, 0), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 0, 1), b1 = (2, 1, 1), b2 = (1, 2, 0).

7. a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (0, 1, 2), b1 = (1, 0, 2), b2 = (0, 1, 1).

8. a1 = (1, 2, 0), a2 = (0, 1, 3), a3 = (1, 0, 1), b1 = (2, 1, 1), b2 = (1, 1, 0).

9. a1 = (1, 1, 2), a2 = (2, 0, 1), a3 = (0, 1, 1), b1 = (1, 2, 1), b2 = (3, 1, 0).

10. a1 = (2, 1, 1), a2 = (1, 2, 0), a3 = (0, 1, 2), b1 = (1, 0, 1), b2 = (0, 1, 2).

11. a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 2), b1 = (2, 1, 0), b2 = (1, 1, 1).

12. a1 = (2, −1, 0), a2 = (1, 1, 1), a3 = (0, 2, 1), b1 = (1, 2, 1), b2 = (0, 1, 1).

13. a1 = (1, 2, 1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (2, 0, 1), b1 = (1, 0, 2), b2 = (0, 1, 1).

14. a1 = (3, 0, 1), a2 = (1, 1, 0), a3 = (0, 2, 1), b1 = (1, 1, 2), b2 = (2, 0, 1).

15. a1 = (1, 1, 1), a2 = (1, 1, 2), a3 = (1, 2, 3), b1 = (1, 0, 2), b2 = (0, 1, 1).

Задача 3.6: Пряма сума в R4 та розклад вектора

У кожному варiантi задано пiдпростори

A = ⟨a1, a2⟩, B = ⟨b1, b2⟩ в R4,

а також вектор x ∈ R4. Потрiбно:

1. довести, що R4 = A⊕B;

2. знайти розклад x = xA + xB, де xA ∈ A, xB ∈ B.

(Пiдказка: перевiрити, що a1, a2, b1, b2 лiнiйно незалежнi; далi розв’язати систему для
коефiцiєнтiв у поданнi x = α1a1 + α2a2 + β1b1 + β2b2.)

Варiанти:
1. a1 = (1, 1, −1, −1), a2 = (3, −1, 1, −2), b1 = (2, 1, 2, −3), b2 = (1, 2, 3, −3), x =

(0, 2, 0, −1).

2. a1 = (1, 0, 1, 0), a2 = (0, 1, 0, 1), b1 = (1, 1, −1, −1), b2 = (2, −1, 1, −2), x =
(3, 1, 0, −2).

3. a1 = (1, 2, 0, −1), a2 = (0, 1, 1, 0), b1 = (1, 0, 1, −2), b2 = (2, 1, 0, −1), x =
(4, 3, 2, −5).

4. a1 = (2, 0, 1, −1), a2 = (1, 1, 0, 1), b1 = (0, 1, 1, −1), b2 = (1, 2, 1, 0), x =
(3, 4, 2, −1).

5. a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 1, 0), b1 = (0, 0, 1, 1), b2 = (1, 0, 0, 1), x = (2, 3, 4, 5).

6. a1 = (1, −1, 0, 2), a2 = (0, 1, 1, −1), b1 = (1, 0, 1, 1), b2 = (2, 1, 1, 0), x =
(3, 2, 4, 1).

7. a1 = (0, 1, 2, 1), a2 = (1, 0, −1, 2), b1 = (2, 1, 1, 3), b2 = (3, 1, 0, 5), x = (5, 2, 1, 6).

8. a1 = (1, 2, 1, 0), a2 = (0, 1, 0, 1), b1 = (2, 4, 2, 0), b2 = (1, 3, 1, 1), x = (3, 7, 3, 2).

9. a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), b1 = (0, 0, 1, 1), b2 = (1, 1, 1, 3), x = (2, 2, 3, 6).

10. a1 = (2, 1, −1, 0), a2 = (1, 2, 0, 1), b1 = (0, 1, 1, −1), b2 = (3, 3, 0, 0), x =
(1, 4, 2, −1).

11. a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (2, 1, 0, 1), b1 = (0, 1, 2, −1), b2 = (3, 2, 1, 2), x = (4, 3, 5, 2).
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12. a1 = (1, −2, 1, 0), a2 = (0, 1, 1, 1), b1 = (2, −4, 2, 0), b2 = (1, −1, 2, 1), x =
(3, −1, 4, 1).

13. a1 = (0, 1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), b1 = (1, 2, 1, 1), b2 = (2, 3, 1, 2), x = (2, 5, 2, 4).

14. a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (0, 1, −1, 2), b1 = (2, 1, 1, 3), b2 = (1, 1, 1, 2), x = (3, 2, 4, 3).

15. a1 = (2, 0, 1, −1), a2 = (1, 1, 1, 0), b1 = (0, 1, 2, 1), b2 = (3, 2, 4, 0), x = (5, 3, 7, −2).

Задача 3.7: Рiвняння пiдпростору за породжувачами в R4

У кожному варiантi задано вектори a1, a2, a3 ∈ R4. Позначимо

L = ⟨a1, a2, a3⟩ ⊆ R4.

Потрiбно знайти систему лiнiйних рiвнянь, що задає пiдпростiр L, тобто знайти такi
лiнiйнi функцiонали

ℓ1(x) = 0, ℓ2(x) = 0, . . . , ℓm(x) = 0, x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4,

щоб
L = {x ∈ R4 | ℓ1(x) = ℓ2(x) = · · · = ℓm(x) = 0 }.

(Пiдказка: записати умову x = α1a1 + α2a2 + α3a3, скласти розширену матрицю
та, виконуючи перетворення Гаусса, отримати умови iснування розв’язку як лiнiйнi
рiвняння на x1, x2, x3, x4.)

Варiанти:
1. a1 = (1, −1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (2, 0, 1, 1).

2. a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 2, 1).

3. a1 = (2, 1, 0, −1), a2 = (1, 0, 1, 1), a3 = (0, 1, 1, 0).

4. a1 = (1, 2, −1, 0), a2 = (0, 1, 1, 1), a3 = (2, 3, 0, 1).

5. a1 = (1, 1, 0, 0), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 1).

6. a1 = (1, −1, 0, 2), a2 = (0, 1, 1, −1), a3 = (1, 0, 1, 1).

7. a1 = (0, 1, 2, 1), a2 = (1, 0, −1, 2), a3 = (2, 1, 1, 3).

8. a1 = (1, 2, 1, 0), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (1, 3, 1, 1).

9. a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (0, 1, 0, 1), a3 = (0, 0, 1, 1).

10. a1 = (2, 1, −1, 0), a2 = (1, 2, 0, 1), a3 = (0, 1, 1, −1).

11. a1 = (1, 1, 1, 1), a2 = (2, 1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2, −1).

12. a1 = (1, −2, 1, 0), a2 = (0, 1, 1, 1), a3 = (1, −1, 2, 1).

13. a1 = (0, 1, 1, 0), a2 = (1, 1, 0, 1), a3 = (1, 2, 1, 1).

14. a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (0, 1, −1, 2), a3 = (2, 1, 1, 3).

15. a1 = (2, 0, 1, −1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 2, 1).
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Прикладнi задачi

Задача (IT) 3.1: Фiльтрацiя шуму (Signal vs. Noise)

IT-коментар

У задачах обробки сигналiв вимiряний вектор часто розглядають як суму двох
складових: корисного сигналу та шуму. Якщо простiр спостережень подано як
пряму суму вiдповiдних пiдпросторiв, то кожне вимiрювання можна однозначно
розкласти на iнформативну частину та шумову домiшку.

У системi обробки сигналiв простiр спостережень R3 моделюється як сума пiд-
простору корисних сигналiв S та пiдпростору шуму N . Нехай

S = ⟨(1, 2, 1), (2, 1, 0)⟩, N = ⟨(0, 0, 1)⟩.

Отримано вектор вимiрювань v = (3, 3, 5).

1. Доведiть, що R3 = S ⊕N .

2. Знайдiть s ∈ S та nnoise ∈ N у розкладi v = s+ nnoise.

Задача (IT) 3.2: Виявлення надмiрностi ознак (Machine Learning)

IT-коментар

У машинному навчаннi рiзнi групи ознак можуть частково дублювати одна
одну. Аналiз суми та перетину вiдповiдних пiдпросторiв дозволяє встановити,
чи мiстять цi групи незалежну iнформацiю, чи мiж ними iснує лiнiйна надмiр-
нiсть.

Пiд час навчання моделi розглядаються двi групи ознак, що породжують пiдпро-
стори U та W у просторi параметрiв R4:

U = ⟨(1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0)⟩, W = ⟨(0, 1,−1, 0), (0, 0, 0, 1)⟩.

1. Використовуючи формулу Грассмана, обчислiть dim(U ∩W ).

2. Зробiть висновок: чи U ∩W = {θ} (групи ознак лiнiйно незалежнi), чи перетин
нетривiальний (є лiнiйна надмiрнiсть ознак).

Задача (IT) 3.3: Декомпозицiя простору станiв (Control Theory)

IT-коментар

У теорiї керування та моделюваннi динамiчних систем простiр станiв часто до-
цiльно розкладати на пiдпростори, що вiдповiдають рiзним режимам поведiнки.
Пряма сума пiдпросторiв дає змогу однозначно вiдокремлювати одну компонен-
ту стану вiд iншої.
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У теорiї керування простiр станiв V = R3 доцiльно подати як пряму суму двох
пiдпросторiв

V = Lc ⊕ Lu,

де Lc — пiдпростiр (умовно) “керованих” станiв, а Lu — пiдпростiр, який його допов-
нює. Нехай

Lc = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y − z = 0}.

1. Знайдiть базис пiдпростору Lc.

2. Побудуйте одновимiрний пiдпростiр Lu = ⟨u⟩ так, щоб виконувалася декомпо-
зицiя V = Lc ⊕ Lu.

3. Чи є вибiр Lu єдиним? Обґрунтуйте вiдповiдь.

Задача (IT) 3.4: Кодування та розрiзнення повiдомлень (Coding Theory)

IT-коментар

У теорiї кодування рiзнi лiнiйнi коди можна розглядати як пiдпростори просто-
ру кодових слiв. Їхнiй перетин показує, чи iснують ненульовi повiдомлення, що
можуть бути iнтерпретованi однаково в рiзних кодових системах.

Модельне припущення. Надалi коди розглядаються як пiдпростори простору
F4
2 (арифметика за модулем 2). Нехай два протоколи використовують лiнiйнi коди
C1 та C2:

C1 = ⟨(1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)⟩, C2 = ⟨(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)⟩ ⊆ F4
2.

1. Знайдiть базис та розмiрнiсть перетину C1 ∩ C2.

2. Iнтерпретуйте результат: чи iснують ненульовi кодовi слова, якi належать одно-
часно обом кодам (потенцiйна неоднозначнiсть мiж протоколами у цiй лiнiйнiй
моделi)?

Задача (IT) 3.5: Аналiз маршрутiв у мережi (лiнiйна модель)

IT-коментар

У лiнiйних моделях мережевих систем стани навантаження можна описувати як
лiнiйнi комбiнацiї базових маршрутiв. Це дозволяє дослiджувати, якi маршрути
є незалежними, чи виникає надлишковiсть, i чи можна подати заданий стан
мережi через обраний набiр базових конфiгурацiй.

Модельне припущення. Розглядається лiнiйна алгебраїчна модель, у якiй “ста-
ни мережi” описуються всiма лiнiйними комбiнацiями базових маршрутiв (без обме-
жень невiд’ємностi). Нехай базовi маршрути описуються векторами навантаження
на канали:

v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (0, 1, 1, 2), v3 = (2, 5, 1, 4).
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Нехай
S = ⟨v1, v2, v3⟩ ⊆ R4.

1. Знайдiть базис пiдпростору S та визначте dimS. Чи є v3 лiнiйною комбiнацiєю
v1 та v2?

2. Для w = (1, 3, 1, 3) перевiрте, чи належить w пiдпростору S.

Питання для самоконтролю

1. Сформулюйте означення лiнiйного пiдпростору. Якi двi умови замкненостi є необхi-
дними й достатнiми?

2. Яку еквiвалентну умову пiдпростору можна записати через замкненiсть вiдносно
лiнiйної комбiнацiї двох векторiв?

3. Доведiть, що будь-який пiдпростiр обов’язково мiстить нульовий вектор. Чи може
пiдмножина, що не мiстить нульового вектора, бути пiдпростором?

4. Пояснiть, чому пiдпростiр iз успадкованими операцiями сам є векторним простором.

5. Нехай V — скiнченновимiрний простiр. Обґрунтуйте нерiвнiсть dimL ≤ dimV . У
якому випадку виконується рiвнiсть?

6. Наведiть приклади тривiальних пiдпросторiв. Яку розмiрнiсть має пiдпростiр {θ}?

7. Чому множина розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь завжди є пiдпросто-
ром? Як її розмiрнiсть пов’язана з кiлькiстю невiдомих i рангом матрицi коефiцiєн-
тiв?

8. Дайте означення лiнiйної оболонки множини. Чому її називають найменшим пiдпро-
стором, що мiстить дану множину?

9. Доведiть, що перетин будь-якої кiлькостi пiдпросторiв знову є пiдпростором.

10. Наведiть геометричний приклад у R2, коли об’єднання двох пiдпросторiв не є пiдпро-
стором. Сформулюйте критерiй, за якого об’єднання все ж таки буде пiдпростором.

11. Дайте означення суми пiдпросторiв. Чим сума вiдрiзняється вiд об’єднання? Який
зв’язок мiж сумою пiдпросторiв i лiнiйною оболонкою їх об’єднання?

12. Сформулюйте означення прямої суми через єдинiсть розкладу кожного вектора.

13. Для випадку двох пiдпросторiв сформулюйте критерiй прямої суми через їхнiй пе-
ретин. Як це перевiрити практично — через базиси або через розмiрностi?

14. Сформулюйте формулу Грассмана для двох пiдпросторiв скiнченновимiрного про-
стору. Пояснiть її змiст на прикладi двох площин, що проходять через початок ко-
ординат, у R3.

15. Опишiть кроки побудови базису перетину двох пiдпросторiв, якщо вони заданi по-
роджувальними системами.



Лiнiйнi перетворення 79

Тема 4. Лiнiйнi перетворення.

Вступ

Поняття лiнiйного перетворення є одним iз ключових iнструментiв, що поєднують абстра-
ктну лiнiйну алгебру з реальними обчислювальними задачами. Якщо в попереднiх темах
основна увага зосереджувалася на самих векторних просторах, пiдпросторах, базисах i
координатах, то тепер у центрi розгляду перебувають вiдображення, якi зберiгають лiнiй-
ну структуру. Саме лiнiйнi перетворення дозволяють описувати, як змiнюються вектори,
координатнi подання, геометричнi конфiгурацiї та данi при застосуваннi певного правила.
Тому вивчення лiнiйних перетворень має не лише теоретичне, а й безпосереднє практичне
значення.

У математичному сенсi лiнiйне перетворення є природним способом переходу вiд одно-
го векторного простору до iншого без руйнування операцiй додавання та множення на
скаляр. Саме тому такi вiдображення вiдiграють у лiнiйнiй алгебрi ту саму роль, яку
звичайнi функцiї вiдiграють у шкiльному курсi математики: вони описують допустимi пе-
ретворення об’єктiв i дозволяють дослiджувати не лише самi простори, а й зв’язки мiж
ними. У прикладних моделях лiнiйнi перетворення виникають як змiни координат, пово-
роти, вiдбиття, розтяги, проєкцiї, оператори обробки сигналiв, а також як елементарнi
кроки в чисельних та алгоритмiчних процедурах.

Особливо важливим є те, що в скiнченновимiрному випадку лiнiйне перетворення пов-
нiстю визначається образами векторiв деякого базису. Завдяки цьому абстрактний опера-
тор можна подати у виглядi матрицi, а його дiю на довiльний вектор — звести до стандар-
тних координатних обчислень. Отже, теорiя лiнiйних перетворень у скiнченновимiрних
просторах тiсно пов’язана з теорiєю матриць. Саме цей зв’язок робить тему особливо
важливою для студентiв спецiальностi «Комп’ютернi науки», оскiльки матрична форма
подання є природною для реалiзацiї алгоритмiв у програмних системах.

Не менш важливу роль вiдiграє замiна базису. Один i той самий лiнiйний оператор
може мати рiзнi матрицi залежно вiд того, у якому базисi його розглядати. З математи-
чного погляду це означає, що координатний запис змiнюється, але сам оператор як об’єкт
залишається тим самим. У прикладному сенсi це дає змогу переходити до такого базису,
в якому оператор або перетворення має простiшу структуру, а обчислення стають зру-
чнiшими. Саме на цiй iдеї ґрунтуються задачi приведення матриць до спецiальних форм,
аналiз iнварiантiв i дослiдження внутрiшньої будови операторiв.

У задачах комп’ютерних наук матричне подання лiнiйних перетворень має виразний
алгоритмiчний змiст. У комп’ютернiй графiцi всi базовi геометричнi перетворення опи-
суються матрицями. У машинному навчаннi лiнiйнi вiдображення лежать в основi пере-
творення простору ознак, побудови лiнiйних моделей i роботи окремих шарiв нейронних
мереж. У чисельних методах та обробцi сигналiв саме лiнiйнi оператори задають фiльтри,
iтерацiйнi схеми, правила апроксимацiї та перетворення даних. Тому вмiння будувати ма-
трицю лiнiйного перетворення, працювати з нею в рiзних базисах i правильно iнтерпре-
тувати її змiст є необхiдною складовою математичної пiдготовки майбутнього фахiвця з
комп’ютерних наук.

Пiдсумовуючи, лiнiйнi перетворення та їх матричне подання становлять важливий ма-
тематичний апарат, без якого неможливо повноцiнно описувати сучаснi обчислювальнi
моделi. Вони лежать в основi комп’ютерної графiки, аналiзу даних, цифрової обробки си-
гналiв, машинного навчання та багатьох iнших напрямiв комп’ютерних наук. Саме тому
опанування побудови матрицi оператора, розумiння ролi базису та вмiння виконувати змi-
ну базису є необхiдною передумовою для подальшого вивчення лiнiйних операторiв та їх
застосувань у високотехнологiчних системах.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Поняття лiнiйного перетворення

Означення 4.1: Лiнiйне вiдображення

Нехай V1, V2 — лiнiйнi простори над полем F . Вiдображення A : V1 → V2 назива-
ється лiнiйним вiдображенням, якщо для будь-яких a, b ∈ V1 i будь-якого α ∈ F
виконуються умови

1. A(a+ b) = A(a) +A(b);

2. A(αa) = αA(a).

Еквiвалентно, для довiльних a, b ∈ V1 та довiльних α, β ∈ F має мiсце рiвнiсть

A(αa+ βb) = αA(a) + βA(b).

Якщо V1 = V2 = V , то лiнiйне вiдображення A : V → V називається лiнiйним перетво-
ренням простору V або лiнiйним оператором на V .

Твердження 4.1: Найпростiшi властивостi лiнiйного вiдображення

Нехай A : V1 → V2 — лiнiйне вiдображення. Тодi:

1. A(θ1) = θ2, де θ1, θ2 — нульовi елементи просторiв V1, V2;

2. A(−a) = −A(a) для будь-якого a ∈ V1;

3. для будь-яких a1, . . . , ak ∈ V1 i α1, . . . , αk ∈ F

A

(
k∑

i=1

αiai

)
=

k∑
i=1

αiA(ai).

Лiнiйнi вiдображення A,B : V1 → V2 вважаються рiвними, якщо A(x) = B(x) для всiх
x ∈ V1.

Приклад 4.1: Найпростiшi приклади лiнiйних перетворень

1. Тотожне перетворення E : V → V , E(x) = x.

2. Нульове перетворення O : V → V , O(x) = θ.

3. Гомотетiя Fα : V → V , Fα(x) = αx, де α ∈ F .

4. Поворот Aφ : R2 → R2 на кут φ.

5. Оператор похiдної D : F [x] → F [x], D(f) = f ′.

Теорема 4.1: Лiнiйне перетворення визначається образами базису

Нехай V — скiнченновимiрний лiнiйний простiр над полем F , a1, . . . , an — базис
простору V , а b1, . . . , bn ∈ V . Тодi iснує єдине лiнiйне перетворення A : V → V таке,
що

A(ai) = bi, i = 1, n.
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Отже, лiнiйне перетворення скiнченновимiрного простору однозначно визначається
образами векторiв деякого базису.

Матриця лiнiйного перетворення в базисi

Означення 4.2: Матриця лiнiйного перетворення в базисi

Нехай A — лiнiйне перетворення скiнченновимiрного простору V , а B = (a1, . . . , an)
— фiксований базис. Нехай

A(aj) = α1ja1 + · · ·+ αnjan, j = 1, n.

Матриця

A =

α11 . . . α1n
... . . . ...
αn1 . . . αnn


називається матрицею лiнiйного перетворення A в базисi B.

Зауваження 4.1: Як будується матриця лiнiйного перетворення

Для побудови матрицi A = [A]B:

1. обчислюють вектори A(aj);

2. їх координати в базисi B = (a1, . . . , an) записують у j-й стовпчик матрицi A.

Приклад 4.2: Матриця оператора повороту на площинi

У просторi R2 матриця повороту на кут φ має вигляд

Aφ =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)
.

Приклад 4.3: Матриця оператора диференцiювання у просторi многочле-
нiв

У просторi Fn[x] з базисом 1, x, . . . , xn матриця оператора похiдної має вигляд

D =


0 1 0 · · · 0
0 0 2 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · n
0 0 0 · · · 0

 .
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Координати образу вектора

Теорема 4.2: Координатний запис дiї лiнiйного перетворення

Нехай A : V → V — лiнiйне перетворення, B = (a1, . . . , an) — базис, у якому A
вiдповiдає матриця A = [A]B. Якщо [x]B — координатний стовпчик вектора x у
базисi B, то

[A(x)]B = A [x]B.

Замiна базису

Теорема 4.3: Формула замiни базису для матрицi лiнiйного перетворення

Нехай B i B′ — два базиси простору V . Позначимо через

C = TB←B′

матрицю переходу, яка задовольняє рiвнiсть

[x]B = C [x]B′ .

Тодi матрицi одного й того самого лiнiйного перетворення A у базисах B i B′
пов’язанi спiввiдношенням

[A]B′ = C−1[A]BC.

Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм перевiрки лiнiйностi вiдображення за означенням

Нехай задано вiдображення A : V1 → V2.

1. Взяти довiльнi вектори a, b ∈ V1 i перевiрити рiвнiсть

A(a+ b) = A(a) +A(b).

2. Взяти довiльний вектор a ∈ V1 та довiльний скаляр α ∈ F i перевiрити рiвнiсть

A(αa) = αA(a).

3. Якщо обидвi рiвностi виконуються для довiльних виборiв a, b i α, то вiдобра-
ження A є лiнiйним.

4. Якщо хоча б для одного вибору a, b або α одна з рiвностей не виконується, то
вiдображення A не є лiнiйним.

Зауваження. Часто зручнiше перевiряти еквiвалентну умову

A(αa+ βb) = αA(a) + βA(b)

для довiльних a, b ∈ V1 i довiльних α, β ∈ F .
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Алгоритм побудови матрицi лiнiйного перетворення за дiєю на базис

Нехай B = (a1, . . . , an) — базис простору V , а A : V → V — лiнiйне перетворення.

1. Для кожного j = 1, n обчислити вектор A(aj).

2. Розкласти A(aj) за базисом B:

A(aj) = α1ja1 + α2ja2 + · · ·+ αnjan.

3. Координатний стовпчик

[A(aj)]B =


α1j

α2j
...
αnj


записати в j-й стовпчик матрицi A = [A]B.

4. Повторити цю процедуру для всiх j = 1, . . . , n.

Контроль. Перевiрити на базисних векторах рiвнiсть

[A(aj)]B = A[aj]B = Aej,

де ej — j-й стандартний координатний стовпчик.

Алгоритм побудови матрицi переходу до нового базису

Нехай B = (a1, . . . , an) i B′ = (a′1, . . . , a
′
n) — два базиси простору V .

1. Для кожного j = 1, n розкласти вектор a′j у базисi B:

a′j = c1ja1 + c2ja2 + · · ·+ cnjan.

2. Координатний стовпчик

[a′j]B =


c1j
c2j
...
cnj


записати в j-й стовпчик матрицi

C = TB←B′ .

3. Повторити цю процедуру для всiх j = 1, . . . , n.

Контроль. Для довiльного вектора

x = ξ1a
′
1 + · · ·+ ξna

′
n

має виконуватися рiвнiсть
[x]B = C[x]B′ .
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Алгоритм замiни базису для матрицi лiнiйного перетворення

Нехай задано матрицю
A = [A]B

лiнiйного перетворення A у базисi B та матрицю переходу

C = TB←B′ , [x]B = C[x]B′ .

1. Знайти обернену матрицю C−1, наприклад, методом Жордана–Гауса:

(C | E) ∼ (E | C−1).

2. Обчислити матрицю лiнiйного перетворення в новому базисi B′ за формулою

A′ = [A]B′ = C−1AC.

Контроль. Для кiлькох векторiв x перевiрити, що

[A(x)]B′ = A′[x]B′ , [x]B = C[x]B′ .

Алгоритм обчислення координат образу вектора

Нехай задано матрицю
A = [A]B

лiнiйного перетворення A у базисi B та координатний стовпчик [x]B.

1. Записати координатний стовпчик вектора x у базисi B.

2. Обчислити добуток
[A(x)]B = A[x]B.

3. Якщо потрiбно, вiдновити сам вектор A(x) за знайденими координатами в ба-
зисi B.

Контроль. Якщо лiнiйне перетворення задано формулою, то можна окремо об-
числити вектор A(x) безпосередньо i порiвняти його координати з отриманим ре-
зультатом.

Типовi задачi

Задача 4.1: Ортогональне проєктування на напрямок i матриця оператора

Нехай a ∈ R3, a ̸= θ — фiксований вектор. Розглянути вiдображення проєктування
на напрямок a:

A(v) =
(v, a)

(a, a)
a.

1. довести, що A є лiнiйним оператором;

2. знайти матрицю [A] у стандартному базисi.
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Розв’язування.

1. Перевiрка лiнiйностi. Нехай u, v ∈ R3 i α ∈ R. Тодi

A(u+ v) =
(u+ v, a)

(a, a)
a =

(u, a) + (v, a)

(a, a)
a =

(u, a)

(a, a)
a+

(v, a)

(a, a)
a = A(u) +A(v).

Далi,

A(αv) =
(αv, a)

(a, a)
a =

α(v, a)

(a, a)
a = αA(v).

Отже, A є лiнiйним оператором.
2. Побудова матрицi. Запишемо скалярний добуток у матричнiй формi:

(v, a) = aTv.

Тодi

A(v) =
1

(a, a)
a(aTv) =

(
1

(a, a)
aaT
)
v.

Отже, матриця оператора у стандартному базисi має вигляд

[A] =
1

(a, a)
aaT =

1

(a, a)

 a21 a1a2 a1a3
a2a1 a22 a2a3
a3a1 a3a2 a23

 .

Вiдповiдь: A є лiнiйним оператором,

[A] =
1

(a, a)
aaT.

Задача 4.2: Перевiрка, чи є вiдображення лiнiйним

Нехай a ∈ R3, a ̸= θ. Розглянути вiдображення

Ψ(v) = (a, v) v.

Перевiрити, чи є Ψ лiнiйним.

Розв’язування.

Достатньо перевiрити однорiднiсть. Для довiльного α ∈ R маємо

Ψ(αv) = (a, αv) (αv) = α(a, v) · αv = α2(a, v)v = α2Ψ(v).

Для лiнiйного вiдображення повинна виконуватися рiвнiсть

Ψ(αv) = αΨ(v),

але тут маємо множник α2 замiсть α. При α ̸= 0, 1 цi вирази не збiгаються. Отже, Ψ
не є лiнiйним вiдображенням.

Вiдповiдь: Ψ не є лiнiйним вiдображенням.
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Задача 4.3: Матриця лiнiйного перетворення за заданим правилом

Лiнiйне перетворення φ : R3 → R3 задане формулою

φ(x1, x2, x3) = (2x1 − x2 − x3, x1 − 2x2 + x3, x1 + x2 − 2x3).

Знайти матрицю [φ] у стандартному базисi.

Розв’язування.

Використаємо алгоритм побудови матрицi оператора за образами базисних векторiв.
Нехай

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1).

Тодi
φ(e1) = (2, 1, 1), φ(e2) = (−1,−2, 1), φ(e3) = (−1, 1,−2).

Координати цих образiв у стандартному базисi записуємо у стовпчики матрицi:

[φ] =

2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2

 .

Вiдповiдь:

[φ] =

2 −1 −1
1 −2 1
1 1 −2

 .

Задача 4.4: Матриця оператора диференцiювання у заданому базисi

Нехай
V = ⟨cosx, sinx⟩

— двовимiрний пiдпростiр функцiй. Розглянути оператор D : V → V , D(f) = f ′.
Знайти матрицю [D]B у базисi

B = (cosx, sinx).

Розв’язування.

Обчислюємо образи базисних векторiв:

D(cosx) = − sinx = 0 · cosx+ (−1) · sinx,

D(sinx) = cos x = 1 · cosx+ 0 · sinx.
Отже, координатнi стовпчики мають вигляд

[D(cosx)]B =

(
0
−1

)
, [D(sinx)]B =

(
1
0

)
.

Тому

[D]B =

(
0 1
−1 0

)
.
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Вiдповiдь:

[D]B =

(
0 1
−1 0

)
.

Задача 4.5: Матриця оператора векторного добутку

Нехай a = (a1, a2, a3) ∈ R3. Розглянути оператор

A : R3 → R3, A(v) = a× v.

Знайти матрицю [A] у стандартному базисi.

Розв’язування.

Нехай v = (x, y, z). Тодi

a× v =

a2z − a3y
a3x− a1z
a1y − a2x

 .

Звiдси видно, що координати образу A(v) виражаються через координати v лiнiйно:

A(v) =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

xy
z

 .

Отже,

[A] =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 .

Вiдповiдь:

[A] =

 0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

 .

Задача 4.6: Матриця оператора пiсля замiни базису

Нехай оператор A : R3 → R3 у стандартному базисi

B1 = (e1, e2, e3)

має матрицю

[A]B1 = A =

15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

 .

Знайти матрицю [A]B2 у базисi

B2 = (f1, f2, f3),

де
f1 = (2, 3, 1)T, f2 = (3, 4, 1)T, f3 = (1, 2, 2)T.



88 Лiнiйнi перетворення

Розв’язування.

Матриця переходу
T = TB1←B2

утворюється зi стовпчикiв [fi]B1 :

T =

2 3 1
3 4 2
1 1 2

 .

За формулою замiни базису

[A]B2 = T−1[A]B1T = T−1AT.

Обернену матрицю можна знайти методом Жордана–Гауса; у результатi маємо

T−1 =

−6 5 −2
4 −3 1
1 −1 1

 .

Тодi

[A]B2 =

−6 5 −2
4 −3 1
1 −1 1

15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

2 3 1
3 4 2
1 1 2

 =

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 .

Вiдповiдь:

[A]B2 =

2 0 0
0 3 0
0 0 1

 .

Задача 4.7: Матриця оператора у просторi матриць

Нехай M2(R) — простiр матриць 2× 2. Задано оператор

Φ: M2(R) →M2(R), Φ(X) = PX +XQ,

де

P =

(
2 −1
1 0

)
, Q =

(
−3 1
−4 1

)
.

Побудувати матрицю [Φ] розмiру 4× 4 у базисi

(E11, E12, E21, E22),

де

E11 =

(
1 0
0 0

)
, E12 =

(
0 1
0 0

)
, E21 =

(
0 0
1 0

)
, E22 =

(
0 0
0 1

)
.
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Розв’язування.

Ототожнюємо матрицю

X =

(
x11 x12
x21 x22

)
з координатним стовпчиком

[X] =


x11
x12
x21
x22


у базисi (E11, E12, E21, E22). Для побудови матрицi [Φ] обчислюємо образи базисних
матриць.

Φ(E11) = PE11 + E11Q =

(
2 −1
1 0

)(
1 0
0 0

)
+

(
1 0
0 0

)(
−3 1
−4 1

)
=

(
−1 1
1 0

)
.

Отже,
[Φ(E11)] = (−1, 1, 1, 0)T.

Φ(E12) = PE12 + E12Q =

(
2 −1
1 0

)(
0 1
0 0

)
+

(
0 1
0 0

)(
−3 1
−4 1

)
=

(
−4 3
0 1

)
.

Отже,
[Φ(E12)] = (−4, 3, 0, 1)T.

Φ(E21) = PE21 + E21Q =

(
2 −1
1 0

)(
0 0
1 0

)
+

(
0 0
1 0

)(
−3 1
−4 1

)
=

(
−1 0
−3 1

)
.

Отже,
[Φ(E21)] = (−1, 0,−3, 1)T.

Φ(E22) = PE22 + E22Q =

(
2 −1
1 0

)(
0 0
0 1

)
+

(
0 0
0 1

)(
−3 1
−4 1

)
=

(
0 −1
−4 1

)
.

Отже,
[Φ(E22)] = (0,−1,−4, 1)T.

Записуючи знайденi координатнi стовпчики у стовпчики матрицi оператора, дi-
стаємо

[Φ] =


−1 −4 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −3 −4
0 1 1 1

 .

Вiдповiдь:

[Φ] =


−1 −4 −1 0
1 3 0 −1
1 0 −3 −4
0 1 1 1

 .
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Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 4.1: Перевiрка лiнiйностi вiдображення

Дослiдити, чи є задане вiдображення лiнiйним. У разi лiнiйностi коротко обґрунту-
вати адитивнiсть та однорiднiсть, у разi нелiнiйностi — вказати контрприклад.

Варiанти:
1. φ : R2 → R2, φ(x1, x2) = (2x1 − x2, x1 + 3x2).
2. φ : R2 → R2, φ(x1, x2) = (2x1 + 1, x2).
3. φ : R3 → R3, φ(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 + x3, x1 + x3).
4. φ : R3 → R3, φ(x1, x2, x3) = (x21, x2, x3).
5. Нехай a ∈ R3 — фiксований вектор. φ(v) = (a, v) a.
6. Нехай a ∈ R3 — фiксований вектор. φ(v) = (a, v) v.
7. Нехай a ∈ R3 — фiксований вектор. φ(v) = a× v.
8. φ : R3 → R3, φ(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + 1, x2, x3).
9. φ : R2[x] → R2[x], φ(f) = f ′(x).

10. φ : R2[x] → R2[x], φ(f) = f(x+ 1).
11. φ : R2[x] → R2[x], φ(f) = f(x) + 1.
12. φ :M2(R) →M2(R), φ(X) = AX, де A — фiксована матриця.
13. φ :M2(R) →M2(R), φ(X) = X2.
14. φ : R2 → R2, φ(x1, x2) = (x1 − x2, x1 − x2).
15. φ : R3 → R, φ(x1, x2, x3) = 2x1 − 3x2 + x3.

Задача 4.2: Побудова матрицi лiнiйного оператора

Для кожного варiанта побудувати матрицю лiнiйного оператора у вказаному базисi.
Координати образiв базисних векторiв записувати у стовпчики матрицi.

Варiанти:
1. Нехай A : R3 → R3 i

A(e1) = (1, 0, 2), A(e2) = (−1, 3, 1), A(e3) = (2,−2, 0).

Знайти матрицю [A] у стандартному базисi.
2. A : R2 → R2, A(x1, x2) = (3x1 − 2x2, x1 + 4x2). Знайти матрицю [A] у стандар-

тному базисi.
3. A : R3 → R3, A(x1, x2, x3) = (2x1 − x2 + x3, −x1 + 3x2, x1 + x2 − 2x3). Знайти

матрицю [A] у стандартному базисi.
4. Нехай a = (1, 2,−1). Оператор A(v) = (a, v) a на R3. Знайти матрицю [A] у стан-

дартному базисi.

5. Нехай B =

(
2 1
−1 1

)
. Оператор Ψ :M2(R) →M2(R), Ψ(X) = XB. Знайти матри-

цю [Ψ] у базисi (E11, E12, E21, E22).
6. Нехай

P =

(
2 −1
1 0

)
, Q =

(
−3 1
−4 1

)
.

Оператор Φ(X) = PX+XQ наM2(R). Знайти матрицю [Φ] у базисi (E11, E12, E21, E22).
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7. Оператор S :M2(R) →M2(R),

S(X) =
X +XT

2
.

Знайти матрицю [S] у базисi (E11, E12, E21, E22).
8. Оператор T :M2(R) →M2(R),

T (X) = (trX) I2.

Знайти матрицю [T ] у базисi (E11, E12, E21, E22).
9. Оператор P :M2(R) →M2(R),

P
((

x11 x12
x21 x22

))
=

(
x11 0
0 x22

)
.

Знайти матрицю [P ] у базисi (E11, E12, E21, E22).
10. Нехай a = (2,−1, 3). Оператор A(v) = a × v на R3. Знайти матрицю [A] у стан-

дартному базисi.
11. D : R3[x] → R3[x], D(f) = f ′. Знайти матрицю [D] у базисi (1, x, x2, x3).
12. M : R2[x] → R3[x], M(f) = xf(x). Знайти матрицю [M] у базисах домену

(1, x, x2) i кодомену (1, x, x2, x3).
13. Нехай a = 1, b = −1. Оператор ∆a,b : R2[x] → R2[x],

∆a,b(f) = f(x− a)− f(x− b).

Знайти матрицю [∆a,b] у базисi (x2, x, 1).
14. Нехай V = ⟨cosx, sinx⟩. Оператор D(f) = f ′ на V . Знайти матрицю [D] у базисi

(cosx, sinx).

15. Нехай A =

(
1 −2
3 0

)
. Оператор Φ : M2(R) → M2(R), Φ(X) = AX. Знайти матри-

цю [Φ] у базисi (E11, E12, E21, E22).

Задача 4.3: Матриця оператора у заданому базисi

Для кожного варiанта знайти матрицю лiнiйного оператора у вказаному базисi. Ко-
ординати образiв базисних векторiв записувати у стовпчики матрицi.

Варiанти:
1. У просторi R2[x] задано оператор D(f) = f ′. Знайти матрицю [D]B у базисi

B = (1, x+ 1, x2).

2. У просторi R2[x] задано оператор ∆(f) = f(x+1)− f(x). Знайти матрицю [∆]B у
базисi

B = (1, x, x2).

3. У просторi R2[x] задано оператор M(f) = xf(x) як вiдображення R2[x] → R3[x].
Знайти матрицю у базисах

B = (1, x, x2) та C = (1, x, x2, x3).
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4. Нехай V = ⟨cosx, sinx⟩. Оператор D(f) = f ′. Знайти [D]B у базисi

B = (cosx+ sinx, cosx− sinx).

5. У просторi M2(R) задано оператор Φ(X) = AX, де

A =

(
1 1
0 2

)
.

Знайти матрицю [Φ]B у базисi

B =
(
E11, E12, E11 + E22, E21

)
.

6. У просторi M2(R) задано оператор Ψ(X) = XB, де

B =

(
2 0
−1 1

)
.

Знайти матрицю [Ψ]B у базисi

B =
(
E11 + E12, E12, E21, E22

)
.

7. У просторi M2(R) задано оператор

S(X) =
X +XT

2
.

Знайти матрицю [S]B у базисi

B =
(
E11, E12 + E21, E12 − E21, E22

)
.

8. A : R2 → R2, A(x) = Ax, де

A =

(
2 1
−1 3

)
.

Знайти [A]B у базисi B = (b1, b2), де

b1 = (1, 1), b2 = (2, 1).

9. A(x) = Ax, A =

(
1 −2
3 0

)
, B =

(
(1, 0), (1, 2)

)
.

10. A(x) = Ax, A =

(
4 1
2 −1

)
, B =

(
(2, 1), (1, 1)

)
.

11. A(x) = Ax, A =

(
0 1
−3 2

)
, B =

(
(1,−1), (1, 2)

)
.

12. A : R3 → R3, A(x) = Ax, де

A =

2 −1 0
1 3 2
0 −2 1

 .

Знайти [A]B у базисi B = (b1, b2, b3), де

b1 = (1, 0, 1), b2 = (0, 1, 1), b3 = (1, 1, 0).
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13. A(x) = Ax,

A =

1 2 0
0 1 1
2 −1 3

 , B =
(
(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)

)
.

14. A(x) = Ax,

A =

 3 0 1
−1 2 0
0 1 1

 , B =
(
(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)

)
.

15. A(x) = Ax,

A =

2 1 −1
0 1 2
1 0 1

 , B =
(
(2, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)

)
.

Задача 4.4: Замiна базису для матрицi оператора

Знайти матрицю лiнiйного оператора в базисi B2, якщо в базисi B1 його матриця
дорiвнює A. Використовувати формулу

A′ = T−1AT,

де T = TB1←B2 — матриця переходу вiд базису B2 до базису B1 (стовпчики T —
координати векторiв базису B2 у базисi B1).

Варiанти:
1. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

2 −1 0
1 3 2
0 −2 1

 , B2 = (f1, f2, f3),

f1 = (1, 0, 1), f2 = (0, 1, 1), f3 = (1, 1, 0).

2. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

1 2 0
0 1 1
2 −1 3

 , f1 = (1, 0, 0), f2 = (1, 1, 0), f3 = (1, 1, 1).

3. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

 3 0 1
−1 2 0
0 1 1

 , f1 = (1, 1, 0), f2 = (0, 1, 1), f3 = (1, 0, 1).

4. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
2 1
−1 3

)
, B2 = (f1, f2), f1 = (1, 1), f2 = (2, 1).
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5. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
1 −2
3 0

)
, f1 = (1, 2), f2 = (1, 0).

6. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
0 1
−3 2

)
, f1 = (1,−1), f2 = (2, 1).

7. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
4 1
2 −1

)
, f1 = (2, 1), f2 = (1, 1).

8. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
3 0
1 2

)
, f1 = (1, 1), f2 = (1, 3).

9. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

2 1 −1
0 1 2
1 0 1

 , f1 = (2, 1, 0), f2 = (1, 0, 1), f3 = (0, 1, 1).

10. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

1 0 2
2 1 0
0 −1 3

 , f1 = (1, 1, 0), f2 = (1, 0, 1), f3 = (0, 1, 1).

11. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

0 1 0
0 0 1
1 −1 1

 , f1 = (1, 0, 1), f2 = (1, 1, 0), f3 = (0, 1, 1).

12. R3, B1 = (e1, e2, e3),

A =

2 0 1
1 1 0
0 2 1

 , f1 = (1, 1, 1), f2 = (1, 0, 1), f3 = (0, 1, 1).

13. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
2 −1
1 1

)
, f1 = (1, 0), f2 = (1, 2).

14. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
1 1
0 2

)
, f1 = (2, 1), f2 = (1, 0).

15. R2, B1 = (e1, e2),

A =

(
2 0
−1 1

)
, f1 = (1, 1), f2 = (1,−1).
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Прикладнi задачi

Задача (IT) 4.1: Поворот i змiна координат у 2D-графiцi

IT-коментар

У двовимiрнiй комп’ютернiй графiцi геометричнi перетворення об’єктiв задаю-
ться матрицями. Один i той самий поворот може мати рiзний матричний запис
у рiзних системах координат, тому задача iлюструє зв’язок мiж матрицею опе-
ратора та змiною базису.

У площинi R2 задано лiнiйне перетворення Aφ — поворот на кут φ = π/6 проти
годинникової стрiлки. Нехай B = (e1, e2) — стандартний базис, а B′ = (u1, u2), де

u1 = (1, 1), u2 = (1,−1).

1. Знайти матрицю A = [Aφ]B.

2. Побудувати матрицю переходу C = TB←B′ .

3. Обчислити матрицю A′ = [Aφ]B′ за формулою A′ = C−1AC.

4. Для вектора x = (2,−1) знайти [Aφ(x)]B i [Aφ(x)]B′ та перевiрити узгодженiсть
результатiв.

Задача (IT) 4.2: Дискретна похiдна як лiнiйний оператор у часовому рядi

IT-коментар

У задачах аналiзу часових рядiв i цифрової обробки сигналiв рiзниця сусiднiх
значень використовується як дискретний аналог похiдної. Такий оператор до-
зволяє виявляти швидкiсть змiни сигналу, локальнi стрибки та тренди.

Розглянемо простiр V = Rn зi стандартним базисом та оператор дискретної рi-
зницi D : Rn → Rn,

D(x1, x2, . . . , xn) = (x2 − x1, x3 − x2, . . . , xn − xn−1, 0).

1. Довести, що D є лiнiйним перетворенням.

2. Побудувати матрицю D = [D] у стандартному базисi.

3. Для n = 6 та x = (3, 5, 4, 10, 9, 12) обчислити D(x) напряму та через множення
D[x].
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Задача (IT) 4.3: Калiбрування сенсорiв як замiна базису

IT-коментар

У системах сенсорних вимiрювань один i той самий фiзичний стан може опису-
ватися в рiзних координатних системах. Перехiд мiж такими системами коор-
динат математично реалiзується як замiна базису, а матриця оператора змiню-
ється за формулою подiбностi.

Два датчики вимiрюють один i той самий вектор стану x ∈ R3, але використову-
ють рiзнi системи координат. Нехай B — «фiзичний» базис, B′ — «вимiрювальний»
базис, а матриця переходу C = TB←B′ вiд координат у B′ до координат у B задана:

C =

1 0 1
0 2 0
0 0 1

 .

У фiзичному базисi оператор динамiки має матрицю

A = [A]B =

2 1 0
0 1 1
0 0 1

 .

1. Обчислити матрицю оператора в базисi B′: A′ = [A]B′ .

2. Для [x]B′ = (1,−1, 2)T знайти [A(x)]B′ .

3. Перевiрити результат через перехiд у базис B: [x]B = C[x]B′ та [A(x)]B = A[x]B.

Задача (IT) 4.4: Лiнiйне перетворення ознак у Data Science

IT-коментар

У задачах аналiзу даних новi ознаки часто будуються як лiнiйнi комбiнацiї
початкових. Це дозволяє перейти до iншого координатного опису об’єктiв, який
може бути зручнiшим для класифiкацiї, кластеризацiї або вiзуалiзацiї.

Нехай V = R3, а лiнiйне перетворення A : V → V задає новi ознаки як лiнiйнi
комбiнацiї старих:

A(x1, x2, x3) = (x1 + x2, x2 + x3, x1 − x3).

1. Побудувати матрицю A = [A] у стандартному базисi.

2. Для векторiв x(1) = (1, 0, 2), x(2) = (0, 3,−1), x(3) = (2, 1, 1) обчислити A(x(i)).

3. Для вектора y = (1, 1, 1) з’ясувати, чи iснує x ∈ R3 таке, що A(x) = y. Якщо
iснує, знайти всi такi x.
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Задача (IT) 4.5: Оператор згладжування сигналу та його матриця

IT-коментар

Згладжування є типовою операцiєю попередньої обробки сигналiв, часових ря-
дiв i експериментальних даних. Лiнiйний оператор згладжування усуває ло-
кальнi коливання та дозволяє видiлити бiльш стабiльну структуру даних.

Розглянемо простiр V = Rn i оператор згладжування S : Rn → Rn, заданий фор-
мулами

(Sx)1 = x1, (Sx)k =
xk−1 + xk + xk+1

3
(2 ≤ k ≤ n− 1), (Sx)n = xn.

1. Довести, що S є лiнiйним перетворенням.

2. Побудувати матрицю S = [S] у стандартному базисi.

3. Для n = 5 та x = (6, 0, 3, 9, 12) обчислити S(x).

4. Описати множину всiх x ∈ Rn, для яких S(x) = x, та знайти розмiрнiсть вiд-
повiдного пiдпростору.

Питання для самоконтролю

1. Сформулювати означення лiнiйного вiдображення A : V1 → V2.

2. Пояснити, чому двi умови A(a + b) = A(a) + A(b) та A(αa) = αA(a) еквiвалентнi
однiй умовi A(αa+ βb) = αA(a) + βA(b).

3. Довести, що для нульових елементiв θ1 ∈ V1, θ2 ∈ V2 виконується A(θ1) = θ2.

4. Довести, що для будь-якого a ∈ V1 виконується A(−a) = −A(a).

5. Сформулювати i довести твердження про дiю лiнiйного вiдображення на скiнченну
лiнiйну комбiнацiю

∑k
i=1 αiai.

6. Навести приклади лiнiйних перетворень i для кожного вказати простiр(и) та поле
скалярiв.

7. Сформулювати лему про iснування та єдинiсть лiнiйного перетворення за заданими
образами базисних векторiв.

8. Пояснити, що означає твердження: «лiнiйне перетворення скiнченновимiрного про-
стору однозначно визначається значеннями на базисi».

9. Сформулювати означення матрицi A = [A]B лiнiйного перетворення A у базисi B =
(a1, . . . , an).

10. Пояснити, чому координати A(aj) в базисi B утворюють саме j-й стовпчик матрицi
A.

11. Сформулювати та довести формулу [A(x)]B = A[x]B для координат образу вектора.

12. Дати означення матрицi переходу C = TB←B′ мiж базисами B i B′ та пояснити змiст
рiвностi [x]B = C[x]B′ .
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13. Вивести формулу замiни базису для матрицi оператора: [A]B′ = C−1[A]B C.

14. Пояснити, чому матрицi A i A′ одного й того самого оператора в рiзних базисах є
подiбними.

15. Навести типовi помилки при застосуваннi формули A′ = C−1AC (плутанина напряму
переходу, замiна C на C−1, робота з рядками замiсть стовпчикiв) i вказати спосiб
швидкої перевiрки правильностi обчислень.
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Тема 5. Проєкцiї та розклад простору

Вступ

Поняття проєкцiї є одним iз ключових iнструментiв, що поєднують геометричний змiст
лiнiйної алгебри з практичними обчислювальними задачами. У багатьох ситуацiях вектор
або набiр даних мiстить одночасно кiлька складових, але для аналiзу важливо видiлити
лише ту частину, яка вiдповiдає певнiй моделi, заданому напряму або обраному пiдпро-
стору. Саме проєкцiя дає змогу формалiзувати таке видiлення: вона вiдокремлює потрiбну
компоненту вiд iнших складових i переводить задачу в рамки чiткої лiнiйної процедури.
Тому поняття проєкцiї має не лише теоретичне, а й безпосереднє практичне значення.

У геометричному та алгебраїчному сенсi проєкцiя спирається на iдею розкладу про-
стору на суму пiдпросторiв. Якщо простiр подано як пряму суму двох пiдпросторiв, то
кожний вектор можна єдиним чином розкласти на двi компоненти, одна з яких належить
обраному пiдпростору, а iнша — його доповненню. У такiй ситуацiї проєкцiя ставить у
вiдповiднiсть вектору саме його “модельну” частину i вiдкидає iншу компоненту. Отже,
проєктування є природним продовженням теми пiдпросторiв, суми та прямої суми i во-
дночас дає конкретний механiзм роботи з такими розкладами.

У координатному описi проєкцiя набуває форми лiнiйного оператора, який зручно за-
дається матрицею. Якщо пiдпростори заданi своїми базисами, то побудова проєкцiї зво-
диться до обчислення матрицi оператора у фiксованому базисi простору. Пiсля цього дiя
проєктора на довiльний вектор описується стандартним множенням матрицi на коорди-
натний стовпчик. Саме тому задача проєктування є важливою не лише з теоретичного
погляду, а й як основа алгоритмiчно вiдтворюваних процедур, що можуть бути безпосе-
редньо реалiзованi засобами програмування.

Особливе значення має властивiсть iдемпотентностi : повторне застосування проєкцiї
не змiнює вже отриманого результату. Це означає, що пiсля переходу до модельного пiд-
простору жодне додаткове “проєктування” не створює нової iнформацiї. Така властивiсть є
характерною ознакою операторiв проєкцiї й дозволяє розпiзнавати їх серед iнших лiнiйних
операторiв. Отже, проєкцiя має одночасно геометричний змiст, алгебраїчну характеристи-
ку та чiтку операцiйну iнтерпретацiю.

У прикладних задачах iнформатики та аналiзу даних проєкцiї використовуються ду-
же широко. У методi найменших квадратiв проєкцiя описує наближення даних елемен-
тами модельного пiдпростору. У задачах фiльтрацiї шумiв вона дає змогу вiдокремити
корисний сигнал вiд небажаних вiдхилень. У машинному навчаннi та Data Science пiдпро-
сторовi проєкцiї застосовують для зменшення розмiрностi, побудови компактних подань i
видiлення iнформативної частини даних. У комп’ютернiй графiцi та геометричному моде-
люваннi проєкцiї лежать в основi переходiв мiж рiзними способами представлення об’єктiв
i координатних перетворень.

Пiдсумовуючи, проєкцiї та розклад простору становлять важливий математичний апа-
рат для аналiзу, спрощення й структуризацiї даних та моделей. Вони дають змогу перехо-
дити вiд загального опису простору до видiлення його змiстовно важливих компонент, а
також забезпечують зручний алгоритмiчний механiзм для реалiзацiї таких переходiв. Саме
тому опанування технiки розкладу вектора за прямою сумою пiдпросторiв i побудови ма-
триць проєкцiй є необхiдною передумовою для подальшого вивчення лiнiйних операторiв,
методiв апроксимацiї та багатьох застосувань лiнiйної алгебри в сучасних iнформацiйних
технологiях.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Проєкцiї та пряма сума пiдпросторiв

Означення 5.1: Пряма сума пiдпросторiв

Нехай V — лiнiйний простiр над полем F , а U,W ⊂ V — його пiдпростори. Говорять,
що V є прямою сумою пiдпросторiв U i W та пишуть

V = U ⊕W,

якщо кожний вектор x ∈ V можна подати у виглядi

x = u+ w, u ∈ U, w ∈ W,

i таке подання є єдиним.

Твердження 5.1: Критерiй прямої суми двох пiдпросторiв

Нехай U,W ⊂ V — пiдпростори. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

1. V = U ⊕W ;

2. V = U +W i U ∩W = {θ};

3. кожний x ∈ V має єдине подання x = u+ w, де u ∈ U , w ∈ W .

Паралельна проєкцiя на пiдпростiр

Означення 5.2: Проєкцiя на пiдпростiр паралельно iншому пiдпростору

Нехай V — лiнiйний простiр, а U,W ⊂ V — пiдпростори такi, що V = U ⊕ W .
Вiдображення

PU∥W : V → V

називається проєкцiєю на U паралельно W , якщо для кожного x ∈ V з єдиного
розкладу

x = u+ w, u ∈ U, w ∈ W,

виконується
PU∥W (x) = u.

Лема 5.1: Лiнiйнiсть паралельної проєкцiї

Проєкцiя PU∥W є лiнiйним оператором на V .

Теорема 5.1: Ознака проєктора

Нехай P : V → V — лiнiйний оператор. Тодi P є оператором проєктування тодi й
лише тодi, коли

P 2 = P.
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IТ-коментар: проєкцiя як фiльтр ознак у машинному навчаннi

У задачах аналiзу даних об’єкти зазвичай подаються як вектори ознак x ∈ Rn. Ви-
дiлення iнформативної складової цих даних у лiнiйних моделях можна iнтерпрету-
вати як проєкцiю вектора x на модельний пiдпростiр U (цей пiдпростiр може бути
заданий наперед або побудований за даними). Компонента вздовж доповняльного
пiдпростору W вiдповiдає iнформацiї, яку алгоритм вiдкидає: статистичному шуму,
надлишковим або майже лiнiйно залежним ознакам, нерелевантним вимiрюванням.
Таке проєктування зменшує розмiрнiсть простору ознак, знижує обчислювальне на-
вантаження та може зменшити ризик перенавчання моделi.

Розклад вектора за прямою сумою

Твердження 5.2: Розклад вектора за допомогою проєкцiї

Нехай V = U ⊕W i P = PU∥W . Тодi для кожного x ∈ V має мiсце розклад

x = P (x) +
(
x− P (x)

)
,

причому
P (x) ∈ U, x− P (x) ∈ W.

Зауваження 5.1: Геометричний змiст проєкцiї

Оператор проєкцiї, визначений вiдносно прямої суми V = U ⊕W , виконує вiдокрем-
лення компонент: кожний вектор x ∈ V єдиним чином подається як x = u + w, де
u ∈ U i w ∈ W , пiсля чого

P (x) = u.

Отже, результат проєкцiї належить пiдпростору U , а рiзниця x − P (x) належить
пiдпростору W i описує вiдкинуту складову. Повторне проєктування не змiнює ре-
зультату: якщо вектор уже належить U , то P (x) = x.

IТ-коментар: лiнiйне пригнiчення шуму в сигналах i зображеннях

У цифровiй обробцi сигналiв та зображень часто використовується модель «сигнал +
шум». Якщо вiдомий пiдпростiр U , у якому має лежати корисний сигнал (наприклад,
простiр низькочастотних компонент або простiр допустимих шаблонiв), то проєкцiя
на U дозволяє пригнiчувати шумовi компоненти. Алгоритмiчно це реалiзується мно-
женням на матрицю проєкцiї, що є простим та вiдтворюваним лiнiйним фiльтром.

Матриця проєкцiї в базисi

Означення 5.3: Матриця проєкцiї

Нехай V — n-вимiрний лiнiйний простiр, B = (a1, . . . , an) — фiксований базис, а
P : V → V — проєктор. Матрицею проєктора P у базисi B називається матриця
A = [P ]B, що задовольняє умову

[P (x)]B = A [x]B для всiх x ∈ V.
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Твердження 5.3: Iдемпотентнiсть матрицi проєкцiї

Якщо A = [P ]B — матриця проєктора P у деякому базисi, то

A2 = A.

IТ-коментар: метод найменших квадратiв як проєкцiйна задача

Побудова лiнiйної регресiї з надлишковими спостереженнями зводиться до задачi
мiнiмiзацiї похибки мiж вектором вимiрювань b та модельним наближенням Xβ (тут
X — матриця ознак, β — вектор параметрiв). У стандартнiй евклiдовiй геометрiї
розв’язок вiдповiдає ортогональнiй проєкцiї b на пiдпростiр, натягнутий на стовпцi
матрицi X. У результатi отримується найкраще в сенсi евклiдової норми наближення
даних у межах лiнiйної моделi.
Зауваження: у цьому практикумi розглядається також паралельна проєкцiя, визна-
чена прямою сумою пiдпросторiв; ортогональна проєкцiя є її спецiальним випадком,
пов’язаним зi скалярним добутком.

Побудова матрицi паралельної проєкцiї за базисами пiдпросторiв

Твердження 5.4: Формула для матрицi паралельної проєкцiї

Нехай V = Rn у стандартному базисi. Нехай пiдпростори U i W заданi базисами

U = span(u1, . . . , uk), W = span(w1, . . . , wn−k), V = U ⊕W.

Уведемо матрицi, стовпцями яких є базиснi вектори:

BU =
(
u1 · · · uk

)
, BW =

(
w1 · · · wn−k

)
, B =

(
BU BW

)
.

Оскiльки V = U ⊕W , стовпцi матрицi B утворюють базис Rn, тобто матриця B є
оборотною. Тодi матриця паралельної проєкцiї PU∥W на U паралельно W у стандар-
тному базисi має вигляд

P = B

(
Ik 0
0 0

)
B−1.

За цiєю формулою для будь-якого x ∈ Rn вектор u = Px є його проєкцiєю на U , а
вектор x− u належить W .

IТ-коментар: проєкцiї у комп’ютернiй графiцi

У тривимiрнiй графiцi та вiзуалiзацiї застосовуються проєкцiї для переходу вiд про-
сторових координат до площини зображення. У лiнiйнiй алгебрi це пов’язано з видi-
ленням компонент у певному пiдпросторi та вiдкиданням компонент, що не вплива-
ють на кiнцевий результат. Хоча повна модель вiзуалiзацiї є афiнною та проєктивною,
базова iдея «залишити потрiбнi компоненти й вiдкинути решту» природно iнтерпре-
тується через оператори проєктування.
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IТ-коментар: перевiрка коректностi реалiзацiї проєктора

Проєктори мають просту перевiрку коректностi: повторне застосування не змiнює
результат. Тому при реалiзацiї в кодi зручно перевiряти, що для кiлькох тестових
векторiв x виконується рiвнiсть

P (Px) = Px.

Це дає швидкий тест на помилки у побудовi матрицi проєкцiї або у реалiзацiї мно-
ження матрицi на вектор.

Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм перевiрки, чи є матриця матрицею проєктора

1. Обчислити матрицю A2.

2. Порiвняти матрицi A2 та A.

3. Якщо виконується рiвнiсть
A2 = A,

то матриця A є матрицею проєктора; iнакше — нi.

4. Для контролю можна перевiрити для кiлькох векторiв x, що

A(Ax) = Ax.

Алгоритм розкладу вектора за прямою сумою пiдпросторiв

Нехай
U = ⟨u1, . . . , uk⟩, W = ⟨w1, . . . , wn−k⟩, x ∈ Rn.

1. Скласти матрицi

BU =
(
u1 · · · uk

)
, BW =

(
w1 · · · wn−k

)
,

а потiм матрицю
B =

(
BU BW

)
.

2. Перевiрити, що стовпцi матрицi B лiнiйно незалежнi, тобто що

rankB = n.

Практично це робиться зведенням матрицi B до схiдчастого вигляду методом
Жордана–Гауса.

3. Якщо rankB < n, то подання простору у виглядi прямої суми U ⊕W не вико-
нується, i розклад вектора за такою схемою неможливий.

4. Якщо rankB = n, розв’язати систему

B

(
α
β

)
= x,

де α ∈ Rk, β ∈ Rn−k.
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5. Обчислити
u = BUα, w = BWβ.

6. Записати розклад
x = u+ w,

де u ∈ U , w ∈ W .

7. Для контролю перевiрити рiвнiсть

x = u+ w.

Алгоритм побудови матрицi паралельної проєкцiї на пiдпростiр

Нехай
U = ⟨u1, . . . , uk⟩, W = ⟨w1, . . . , wn−k⟩, Rn = U ⊕W.

1. Скласти матрицi

BU =
(
u1 · · · uk

)
, BW =

(
w1 · · · wn−k

)
, B =

(
BU BW

)
.

2. Перевiрити, що матриця B є оборотною, тобто

rankB = n.

3. Знайти обернену матрицю B−1 методом Жордана–Гауса:

(B | En) ∼
(
En | B−1

)
.

4. Обчислити матрицю проєкцiї за формулою

P = B

(
Ik 0
0 0

)
B−1.

5. Для контролю перевiрити, що

P 2 = P, Pui = ui (i = 1, . . . , k), Pwj = 0 (j = 1, . . . , n− k).

Алгоритм обчислення проєкцiї вектора за матрицею проєкцiї

Нехай задано матрицю проєкцiї P i вектор x ∈ Rn.

1. Обчислити вектор
u = Px.

2. Обчислити залишок
r = x− u.

3. Записати розклад
x = u+ r,

де u є проєкцiєю вектора x на пiдпростiр U , а r є складовою вздовж пiдпростору
W .
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4. Для контролю перевiрити, що

P (u) = u, P (r) = 0.

Типовi задачi

Задача 5.1: Перевiрка iдемпотентностi матрицi

Розглянути матрицю

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

1. Перевiрити, чи виконується рiвнiсть A2 = A.

2. Для x =
(
2 −1 3

)T обчислити Ax.

Розв’язання.

Обчислимо квадрат матрицi A:

A2 = A · A =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = A.

Отже, виконується рiвнiсть A2 = A, тобто матриця A задовольняє умову iдемпотен-
тностi.
Обчислимо Ax:

Ax =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 2
−1
3

 =

 2
−1
0

 .

Коментар. Матриця A “залишає” першi двi координати та обнуляє третю, тому
повторне застосування не змiнює результат.

Задача 5.2: Контроль повторного застосування проєктора

Для матрицi A iз задачi 5.1:

1. перевiрити рiвнiсть A(Ax) = Ax для x(1) =
(
2 −1 3

)T та x(2) =
(
−1 4 0

)T;

2. пояснити геометричний змiст умови A2 = A у термiнах «повторне проєктува-
ння не змiнює результату».

Розв’язання.

Нехай

A =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Оскiльки в задачi 5.1 встановлено, що A2 = A, то для будь-якого вектора x викону-
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ється
A(Ax) = A2x = Ax.

Перевiримо це безпосередньо для заданих векторiв.

1. Для x(1) =
(
2 −1 3

)T маємо

Ax(1) =

 2
−1
0

 , A(Ax(1)) = A

 2
−1
0

 =

 2
−1
0

 = Ax(1).

2. Для x(2) =
(
−1 4 0

)T маємо

Ax(2) =

−1
4
0

 , A(Ax(2)) = A

−1
4
0

 =

−1
4
0

 = Ax(2).

Геометричний змiст. Матриця A здiйснює проєкцiю на площину {(x1, x2, x3) ∈
R3 : x3 = 0}, тобто “занулює” третю координату. Пiсля першого застосування Ax
уже належить цiй площинi, тому повторне проєктування нiчого не змiнює: якщо
вектор уже лежить у пiдпросторi, на який проєктують, то його проєкцiя збiгається
з ним самим.

Задача 5.3: Паралельна проєкцiя в R2: побудова матрицi

Нехай
U = span(u), u =

(
1 1

)T
, W = span(w), w =

(
1 0

)T
.

Побудувати матрицю паралельної проєкцiї P := PU∥W у стандартному базисi, вико-
ристовуючи формулу

P = B

(
1 0
0 0

)
B−1, B =

(
u w

)
.

Для x =
(
3 1

)T обчислити Px.

Розв’язання.

Складемо матрицю з базисних векторiв пiдпросторiв U та W :

B =
(
u w

)
=

(
1 1
1 0

)
.

Обчислимо обернену матрицю. Маємо

detB = 1 · 0− 1 · 1 = −1 ̸= 0,

отже B є оборотною, i формула для P застосовна. Далi

B−1 =
1

detB

(
0 −1
−1 1

)
=

(
0 1
1 −1

)
.
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Тодi

P = B

(
1 0
0 0

)
B−1 =

(
1 1
1 0

)(
1 0
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

=

1 0
1 0



(
0 1
1 −1

)
=

(
1 0
1 0

)(
0 1
1 −1

)
=

(
0 1
0 1

)
.

Тепер обчислимо проєкцiю заданого вектора x =
(
3 1

)T:

Px =

(
0 1
0 1

)(
3
1

)
=

(
1
1

)
.

Коментар. Отримана матриця P “витягує” другу координату початкового векто-
ра i формує результат, пропорцiйний до базового вектора u = (1, 1)T, що гарантує
його належнiсть пiдпростору U . Компонента вздовж W = span(1, 0)T вiдкидається.

Дiйсно, маємо правильний розклад: x =

(
3
1

)
=

(
1
1

)
+

(
2
0

)
, де Px ∈ U , а залишок

(2, 0)T ∈ W .

Задача 5.4: Розклад вектора за прямою сумою в R2

Для пiдпросторiв U,W iз задачi 5.3 знайти єдиний розклад

x = u0 + w0, u0 ∈ U, w0 ∈ W,

де x =
(
3 1

)T. Перевiрити, що u0 = Px, де P — матриця проєкцiї з задачi 5.3.

Розв’язання.

За умовою задачi 5.3 маємо

U = span(u), u =
(
1 1

)T
, W = span(w), w =

(
1 0

)T
.

Шукаємо розклад x = u0 + w0 у виглядi

u0 = αu, w0 = βw,

де α, β ∈ R. Тодi

x = α

(
1
1

)
+ β

(
1
0

)
=

(
α + β
α

)
.

Прирiвнюючи до x =

(
3
1

)
, дiстаємо систему

{
α + β = 3,

α = 1.
⇒ α = 1, β = 2.

Отже,

u0 = αu =

(
1
1

)
∈ U, w0 = βw =

(
2
0

)
∈ W,
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i
x =

(
3
1

)
=

(
1
1

)
+

(
2
0

)
.

Перевiримо, що u0 = Px. Iз задачi 5.3 матриця проєкцiї має вигляд

P =

(
0 1
0 1

)
.

Тодi

Px =

(
0 1
0 1

)(
3
1

)
=

(
1
1

)
= u0.

Задача 5.5: Паралельна проєкцiя в R3: площина вздовж прямої

Нехай

U = span(u1, u2), u1 =
(
1 0 1

)T
, u2 =

(
0 1 1

)T
, W = span(w), w =

(
1 1 0

)T
.

Побудувати матрицю паралельної проєкцiї P := PU∥W у стандартному базисi за
формулою

P = B

(
I2 0
0 0

)
B−1, B =

(
u1 u2 w

)
.

Для x =
(
2 0 1

)T обчислити Px.

Розв’язання.

Складемо матрицю

B =
(
u1 u2 w

)
=

1 0 1
0 1 1
1 1 0

 .

Обчислимо визначник:

detB = 1 ·
∣∣∣∣1 1

1 0

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣0 1

1 1

∣∣∣∣ = 1(0− 1) + 1(0− 1) = −2 ̸= 0,

отже B є оборотною.
Знайдемо B−1, розв’язуючи системи By = ei. Отримуємо

B−1 =


1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

−1
2

 .

Позначимо

D =

(
I2 0
0 0

)
=

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Тодi

BD =

1 0 0
0 1 0
1 1 0

 , P = BDB−1.
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Перемножаючи, дiстаємо

P =


1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

 .

Тепер обчислимо проєкцiю вектора

x =
(
2 0 1

)T
: Px =

 1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

2
0
1

 =


3
2

−1
2

1

 .

Коментар (перевiрка). Вектор Px справдi належить U , бо

Px =
3

2
u1 −

1

2
u2.

Задача 5.6: Перевiрка властивостей матрицi проєкцiї

Нехай P — матриця з задачi 5.5.

1. Перевiрити рiвнiсть P 2 = P .

2. Для y =
(
0 1 0

)T перевiрити рiвнiсть P (Py) = Py.

Розв’язання.

У задачi 5.5 отримано

P =


1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

 .

1. Обчислимо P 2 = P · P . Першi два рядки зручно перевiряти поелементно:

(P 2)11 =
1

2
· 1
2
+
(
−1

2

)
·
(
−1

2

)
+

1

2
· 0 =

1

4
+

1

4
=

1

2
,

(P 2)12 =
1

2
·
(
−1

2

)
+
(
−1

2

)
· 1
2
+

1

2
· 0 = −1

4
− 1

4
= −1

2
,

(P 2)13 =
1

2
· 1
2
+
(
−1

2

)
· 1
2
+

1

2
· 1 =

1

4
− 1

4
+

1

2
=

1

2
.

Отже, перший рядок P 2 збiгається з першим рядком P .

Аналогiчно:

(P 2)21 = −1

2
· 1
2
+

1

2
·
(
−1

2

)
+

1

2
· 0 = −1

4
− 1

4
= −1

2
,

(P 2)22 = −1

2
·
(
−1

2

)
+

1

2
· 1
2
+

1

2
· 0 =

1

4
+

1

4
=

1

2
,

(P 2)23 = −1

2
· 1
2
+

1

2
· 1
2
+

1

2
· 1 = −1

4
+

1

4
+

1

2
=

1

2
,

тобто другий рядок P 2 також збiгається з другим рядком P .
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Третiй рядок матрицi P дорiвнює (0, 0, 1), тому третiй рядок P 2 дорiвнює

(0, 0, 1)P = (0, 0, 1),

що збiгається з третiм рядком P . Отже, P 2 = P .

2. Для y =
(
0 1 0

)T маємо

Py =

 1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

0
1
0

 =

−1
2

1
2

0

 .

Тодi

P (Py) = P

−1
2

1
2

0

 =


1
2
·
(
−1

2

)
+
(
−1

2

)
· 1
2
+ 1

2
· 0

−1
2
·
(
−1

2

)
+ 1

2
· 1
2
+ 1

2
· 0

0

 =

−1
4
− 1

4
1
4
+ 1

4

0

 =

−1
2

1
2

0

 = Py.

Коментар. Результат P (Py) = Py є прямим наслiдком того, що P 2 = P . Геоме-
трично вектор u = Py — це проєкцiя вектора y на пiдпростiр (площину моделi).
Оскiльки вектор u вже лежить у цiй площинi, повторне застосування оператора
проєктування P залишає його на своєму мiсцi.

Задача 5.7: Геометричний змiст: «модельна складова + залишок»

Нехай U,W ⊂ R3 заданi як у задачi 5.5, а P = PU∥W — матриця паралельної проєкцiї
на U паралельно W , побудована в задачi 5.5. Для вектора

x =
(
2 0 1

)T
виконати такi дiї:

1. обчислити u = Px та r = x− u;

2. перевiрити, що u ∈ U (тобто знайти α, β ∈ R такi, що u = αu1 + βu2) i що
r ∈ W (тобто знайти γ ∈ R таке, що r = γw);

3. iнтерпретувати u як модельну складову в U , а r як залишок уздовжW вiдносно
розкладу R3 = U ⊕W ;

4. пояснити, як така декомпозицiя використовується в IТ для зменшення розмiр-
ностi та фiльтрацiї шумiв.

Розв’язання.

У задачi 5.5 побудовано матрицю проєкцiї

P =


1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

 ,
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а також задано

u1 =
(
1 0 1

)T
, u2 =

(
0 1 1

)T
, w =

(
1 1 0

)T
.

1. Обчислимо модельну складову u = Px та залишок r = x−u для x =
(
2 0 1

)T
.

u = Px =

 1
2

−1
2

1
2

−1
2

1
2

1
2

0 0 1

2
0
1

 =


3
2

−1
2

1

 .

Тодi

r = x− u =

2
0
1

−


3
2

−1
2

1

 =


1
2
1
2

0

 .

2. Перевiримо належнiсть u ∈ U . Шукаємо α, β з рiвностi u = αu1 + βu2:

α

1
0
1

+ β

0
1
1

 =

 α
β

α + β

 =


3
2

−1
2

1

 .

Отже,

α =
3

2
, β = −1

2
, α + β = 1,

що узгоджується. Тому u ∈ U .

Перевiримо, що r ∈ W . Оскiльки W = span(w), досить знайти γ з r = γw:

γ

1
1
0

 =


1
2
1
2

0

 .

Звiдси γ = 1
2
, тобто r = 1

2
w i справдi r ∈ W .

3. Отже, отримано розклад

x = u+ r, u ∈ U, r ∈ W,

який є розкладом вектора x вiдносно прямої суми R3 = U ⊕ W . Вектор u
є модельною складовою (компонентою в заданiй площинi U), а r є залишком
уздовж W .

4. IТ-iнтерпретацiя. У задачах аналiзу даних та обробки сигналiв пiдпростiр
U часто задає «модель» (допустимi або очiкуванi структури даних), а ком-
понента вздовж W описує вiдхилення вiд моделi (шум, завади, надлишковi
компоненти). Якщо пiд час стискання або попередньої обробки даних знехту-
вати залишком r, то використовується лише u = Px, що вiдповiдає зменшенню
розмiрностi та фiльтрацiї шумiв вiдносно обраної моделi.
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Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 5.1: Перевiрка iдемпотентностi та дiя проєктора

Для свого варiанта задано матрицю A та вектор x. Потрiбно:

1. перевiрити, чи виконується алгебраїчна умова проєктора A2 = A;

2. обчислити Ax;

3. перевiрити рiвнiсть A(Ax) = Ax та коротко пояснити її змiст.

Варiанти:

1. A =

1 0 0
0 0 0
0 0 1

, x =
(
4 −2 5

)T.

2. A =

1 2 −1
0 0 0
0 0 0

, x =
(
1 3 −2

)T.

3. A =

1 0 3
0 1 −2
0 0 0

, x =
(
−1 2 4

)T.

4. A =

0 0 0
0 1 1
0 0 0

, x =
(
5 −3 2

)T.

5. A =

1 −1 0
0 0 0
0 0 0

, x =
(
2 0 7

)T.

6. A =

1 0 0
0 1 4
0 0 0

, x =
(
0 −1 3

)T.

7. A =

0 0 0
0 0 0
2 −1 1

, x =
(
1 2 −1

)T.

8. A =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

, x =
(
−3 4 5

)T.

9. A =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

, x =
(
2 −5 1

)T.

10. A =

1 0 −2
0 0 0
0 0 0

, x =
(
3 −1 4

)T.

11. A =

1 0 0
0 0 0
0 0 2

, x =
(
1 1 −2

)T.

12. A =

1 1 0
0 1 0
0 0 0

, x =
(
2 −1 3

)T.
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13. A =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, x =
(
−2 4 1

)T.

14. A =

1 0 0
0 1 0
0 2 0

, x =
(
0 1 −1

)T.

15. A =

1 0 1
0 0 0
0 0 0

, x =
(
5 −2 0

)T.

Задача 5.2: Паралельна проєкцiя в R2 та розклад вектора

Для свого варiанта задано вектори u,w ∈ R2 та вектор даних x ∈ R2. Нехай

U = ⟨u⟩, W = ⟨w⟩.
Потрiбно:

1. переконатися, що u i w лiнiйно незалежнi (еквiвалентно, матриця B =
(
u w

)
є оборотною);

2. побудувати матрицю паралельної проєкцiї P = PU∥W у стандартному базисi за
формулою

P = B diag(1, 0)B−1, B =
(
u w

)
;

3. для заданого x обчислити модельну складову xU = Px;

4. знайти залишок w0 = x− xU i перевiрити, що w0 ∈ W (тобто w0 пропорцiйний
w).

Варiанти:

1. u =
(
2 1

)T, w =
(
−1 1

)T, x =
(
1 5

)T.

2. u =
(
1 2

)T, w =
(
1 −1

)T, x =
(
4 1

)T.

3. u =
(
3 1

)T, w =
(
0 1

)T, x =
(
2 −3

)T.

4. u =
(
1 0

)T, w =
(
1 2

)T, x =
(
5 −1

)T.

5. u =
(
2 −1

)T, w =
(
1 1

)T, x =
(
3 4

)T.

6. u =
(
1 3

)T, w =
(
2 −1

)T, x =
(
−2 5

)T.

7. u =
(
−1 2

)T, w =
(
1 0

)T, x =
(
4 −1

)T.

8. u =
(
2 0

)T, w =
(
1 −3

)T, x =
(
1 2

)T.

9. u =
(
1 1

)T, w =
(
2 −1

)T, x =
(
−3 6

)T.

10. u =
(
3 −1

)T, w =
(
1 1

)T, x =
(
0 4

)T.

11. u =
(
1 −2

)T, w =
(
0 1

)T, x =
(
5 3

)T.

12. u =
(
2 1

)T, w =
(
1 0

)T, x =
(
−1 2

)T.

13. u =
(
1 4

)T, w =
(
2 1

)T, x =
(
3 0

)T.

14. u =
(
−2 1

)T, w =
(
1 2

)T, x =
(
2 −5

)T.

15. u =
(
4 1

)T, w =
(
−1 3

)T, x =
(
1 1

)T.
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Задача 5.3: Паралельна проєкцiя в R3: видiлення сигналу та залишку

Для свого варiанта задано пiдпростори

U = ⟨u1, u2⟩ ⊂ R3, W = ⟨w⟩ ⊂ R3,

та вектор даних x ∈ R3. Потрiбно:

1. переконатися, що R3 = U ⊕W (наприклад, перевiрити лiнiйну незалежнiсть
векторiв u1, u2, w);

2. побудувати матрицю паралельної проєкцiї P = PU∥W розмiру 3×3 за формулою

P = B

(
I2 0
0 0

)
B−1, B =

(
u1 u2 w

)
;

3. обчислити модельну складову xU = Px та залишок r = x− xU ;

4. перевiрити правильнiсть побудови матрицi, виконавши умову P 2 = P ;

5. коротко пояснити, як розклад x = xU + r можна використати для стиснення
даних, якщо компонентою r знехтувати.

Варiанти:

1. u1 =
(
1 0 0

)T, u2 =
(
0 1 0

)T, w =
(
0 0 1

)T, x =
(
3 4 2

)T.

2. u1 =
(
1 1 0

)T, u2 =
(
0 1 0

)T, w =
(
0 0 1

)T, x =
(
2 −1 5

)T.

3. u1 =
(
1 0 1

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
1 1 0

)T, x =
(
1 2 3

)T.

4. u1 =
(
1 1 0

)T, u2 =
(
1 0 1

)T, w =
(
0 1 1

)T, x =
(
4 0 −1

)T.

5. u1 =
(
2 0 0

)T, u2 =
(
0 1 0

)T, w =
(
1 1 1

)T, x =
(
−2 3 1

)T.

6. u1 =
(
1 0 0

)T, u2 =
(
1 1 0

)T, w =
(
0 0 1

)T, x =
(
5 −2 4

)T.

7. u1 =
(
1 0 1

)T, u2 =
(
1 1 0

)T, w =
(
0 1 −1

)T, x =
(
0 3 2

)T.

8. u1 =
(
0 1 0

)T, u2 =
(
0 0 1

)T, w =
(
1 1 0

)T, x =
(
2 −4 1

)T.

9. u1 =
(
1 2 0

)T, u2 =
(
0 1 0

)T, w =
(
0 0 1

)T, x =
(
−1 3 6

)T.

10. u1 =
(
1 0 1

)T, u2 =
(
0 1 0

)T, w =
(
1 0 −1

)T, x =
(
3 1 0

)T.

11. u1 =
(
2 1 0

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
1 0 1

)T, x =
(
1 −2 4

)T.

12. u1 =
(
1 1 1

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
1 0 0

)T, x =
(
2 0 −3

)T.

13. u1 =
(
1 0 0

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
0 1 0

)T, x =
(
4 1 2

)T.

14. u1 =
(
1 −1 0

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
1 0 1

)T, x =
(
0 2 5

)T.

15. u1 =
(
2 0 1

)T, u2 =
(
0 1 1

)T, w =
(
1 1 0

)T, x =
(
3 −1 4

)T.

Прикладнi задачi

Зауваження. У задачах 5.1–5.4 використовується паралельна проєкцiя, визначена пря-
мою сумою Rn = U ⊕ W . У задачах 5.5–5.8 використовується ортогональна проєкцiя в
евклiдовiй геометрiї; вона є спецiальним випадком проєкцiї, пов’язаним зi скалярним до-
бутком.
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Задача (IT) 5.1: Фiльтр ознак як паралельна проєкцiя

IT-коментар

У задачах машинного навчання частину ознак можна розглядати як iнформа-
тивну модельну складову, а решту — як надлишковi або другоряднi компонен-
ти. Паралельна проєкцiя дозволяє вiдокремити корисний опис об’єкта вiд тих
компонент, якi в данiй лiнiйнiй моделi вiдкидаються.

Нехай простiр ознак є R4, а вектор ознак об’єкта має вигляд

x =
(
3 −1 2 4

)T
.

Нехай «модельний» пiдпростiр (корисних ознак) задано базисом

U = ⟨u1, u2⟩, u1 =
(
1 0 1 0

)T
, u2 =

(
0 1 0 1

)T
,

а пiдпростiр «вiдкинутих компонент» (надлишкових ознак) задано базисом

W = ⟨w1, w2⟩, w1 =
(
1 0 −1 0

)T
, w2 =

(
0 1 0 −1

)T
.

1. Перевiрити, що R4 = U ⊕ W (зокрема, перевiрити оборотнiсть матрицi B =
(u1 u2w1w2)).

2. Побудувати матрицю паралельної проєкцiї PU∥W у стандартному базисi. Надалi
позначати P := PU∥W .

3. Знайти u = Px та залишок r = x− u. Пояснити, якi компоненти ознак зберiга-
ються, а якi вiдкидаються.

4. Перевiрити iдемпотентнiсть: P 2 = P .

Задача (IT) 5.2: Лiнiйне пригнiчення шуму в сигналi

IT-коментар

У цифровiй обробцi сигналiв часто використовують модель «сигнал + шум».
Якщо вiдомо пiдпростiр корисних сигналiв, то проєкцiя на нього дає змогу
видiлити очищену складову, а рiзницю iнтерпретувати як шумову домiшку.

Сигнал задано вектором

x =
(
5 2 1

)T ∈ R3.

Нехай «корисний сигнал» описується пiдпростором

U = ⟨u1, u2⟩, u1 =
(
1 0 1

)T
, u2 =

(
0 1 1

)T
,

а «шумова компонента» задається пiдпростором

W = ⟨w⟩, w =
(
0 0 1

)T
.

1. Перевiрити, що R3 = U ⊕W (наприклад, перевiрити лiнiйну незалежнiсть ве-
кторiв u1, u2, w).
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2. Побудувати матрицю паралельної проєкцiї PU∥W у стандартному базисi. Надалi
позначати P := PU∥W .

3. Обчислити u = Px (очищений сигнал) та r = x− u (оцiнка шуму).

4. Перевiрити, що u не змiнюється при повторному проєктуваннi: P (u) = u.

5. Пояснити, як iнтерпретується вектор r у моделi «сигнал + адитивний шум».

Задача (IT) 5.3: Проєкцiї та координатнi перетворення в 3D-графiцi

IT-коментар

У тривимiрнiй графiцi об’єкти задаються точками простору, але на екранi вiд-
ображаються лише двовимiрнi координати. Лiнiйна проєкцiя моделює вiдкида-
ння компоненти, пов’язаної з глибиною, i перехiд вiд 3D-опису до 2D-подання.

У задачах 3D-графiки вершини моделi задаються векторами x ∈ R3. Нехай пло-
щина екрана моделюється пiдпростором

U = ⟨e1, e2⟩,

а напрям «вiдкидання» пов’язаний iз вiссю глибини:

W = ⟨e3⟩,

де e1, e2, e3 — стандартнi базиснi вектори в R3.

1. Перевiрити, що R3 = U ⊕W .

2. Побудувати матрицю паралельної проєкцiї PU∥W у стандартному базисi. Надалi
позначати P := PU∥W .

3. Для точок
x(1) =

(
2 −1 5

)T
, x(2) =

(
0 3 −2

)T
обчислити проєкцiї Px(1), Px(2).

4. Пояснити, якi координати зберiгаються, а якi вiдкидаються, та як це пов’язано
з переходом вiд 3D-моделi до 2D-подання на екранi.

5. Перевiрити iдемпотентнiсть матрицi проєкцiї.

Задача (IT) 5.4: Проєктор як тест коректностi обчислювальної реалiзацiї

IT-коментар

Пiд час програмної реалiзацiї лiнiйних перетворень важливо мати простi кри-
терiї перевiрки правильностi коду. Для проєктора таким критерiєм є iдемпотен-
тнiсть: повторне застосування оператора не повинно змiнювати результат.
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Нехай задано матрицю P (кандидат на проєктор)

P =

1 0 0
0 1 1
0 0 0

 .

1. Алгебраїчно перевiрити, що P є матрицею проєктора (тобто виконується умова
P 2 = P ).

2. Для векторiв
x(1) =

(
1 2 3

)T
, x(2) =

(
−2 0 5

)T
перевiрити рiвнiсть P (Px) = Px.

3. Запропонувати короткий фрагмент перевiрки (псевдокод або опис логiки дiй),
який можна використати у unit-тестах для валiдацiї власної функцiї множення
матрицi на вектор.

Задача (IT) 5.5: PCA як проєкцiя на пiдпростiр головних компонент (DS/ML)

IT-коментар

У методi головних компонент данi проєктуються на пiдпростiр меншої розмiр-
ностi, який зберiгає основну частину варiацiї. Така проєкцiя дає компактнiше
подання даних i дозволяє оцiнити втрату iнформацiї через норму залишку.

Нехай данi в R3 пiсля центрування описуються вектором

x =
(
2 −1 3

)T
.

Нехай модельний пiдпростiр головних компонент задано двома ортонормованими
векторами

q1 =
1√
2

(
1 1 0

)T
, q2 =

1√
6

(
1 −1 2

)T
.

1. Побудувати матрицю ортогональної проєкцiї на пiдпростiр U = ⟨q1, q2⟩ у виглядi

P = QQT, Q =
(
q1 q2

)
.

2. Обчислити u = Px та залишок r = x− u.

3. Перевiрити, що залишок r ортогональний до q1 i q2, тобто qT1 r = 0 та qT2 r = 0.

4. Пояснити, як iнтерпретується норма ∥r∥ як мiра втрати iнформацiї при проє-
ктуваннi (частина “енергiї” або варiацiї, що припадає на ортогональне доповне-
ння до U).
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Задача (IT) 5.6: Лiнiйний шар у нейромережi як проєкцiя на пiдпростiр
ознак (ML/AI)

IT-коментар

Лiнiйний шар нейромережi формує новi ознаки як лiнiйнi комбiнацiї початко-
вих. З погляду лiнiйної алгебри це пов’язано з проєкцiєю на пiдпростiр, поро-
джений рядками або стовпцями матрицi ваг, а залишок показує частину iнфор-
мацiї, яка в цьому шарi не використовується.

Нехай лiнiйний шар вiдображає x ∈ R4 у простiр прихованих ознак R2 за форму-
лою h = Wx. Розглянути матрицю ваг

W =

(
1 0 1 0
0 1 0 1

)
.

1. Для вектора ознак
x =

(
3 −1 2 4

)T
обчислити h = Wx та iнтерпретувати отриманi двi прихованi ознаки як агре-
гованi компоненти початкових ознак.

2. Побудувати матрицю
P = WT(WWT)−1W

та показати, що вона задає ортогональну проєкцiю на пiдпростiр Row(W ) ⊂ R4,
натягнутий на рядки матрицi W .

3. Обчислити u = Px та залишок r = x− u. Пояснити змiст r як компоненти, що
не потрапляє до пiдпростору Row(W ).

4. Перевiрити iдемпотентнiсть: P 2 = P .

Задача (IT) 5.7: Проєкцiйне наближення у лiнiйнiй регресiї (DS)

IT-коментар

У лiнiйнiй регресiї вектор спостережень наближається елементами простору
моделi, натягнутого на стовпцi матрицi ознак. Метод найменших квадратiв ре-
алiзує саме ортогональну проєкцiю на цей пiдпростiр, а залишок характеризує
похибку моделi.

Нехай матриця ознак (план експерименту) та вектор вимiрювань заданi як

X =

1 0
1 1
1 2

 , b =
(
1 2 2

)T
.

1. Обчислити матрицю ортогональної проєкцiї на простiр стовпцiв матрицi X:

P = X(XTX)−1XT.

2. Знайти проєкцiю b̂ = Pb та залишок моделi r = b− b̂.
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3. Перевiрити ортогональнiсть залишку до простору моделi, виконавши умову
XTr = 0.

4. Пояснити, чому вектор b̂ вважається найкращим наближенням даних лiнiйною
моделлю у сенсi методу найменших квадратiв.

Задача (IT) 5.8: Зменшення розмiрностi ембедингiв у рекомендацiйних си-
стемах (DS/AI)

IT-коментар

У рекомендацiйних системах ембединги користувачiв та об’єктiв часто стиска-
ють до меншої розмiрностi, щоб спростити обчислення i зменшити обсяг даних.
Проєкцiя на пiдпростiр меншої розмiрностi дає нове компактне подання, а за-
лишок описує втрату специфiчної iнформацiї.

Нехай ембединг користувача задано вектором

x =
(
4 1 −2

)T ∈ R3.

Нехай спрощена двовимiрна модель ембедингiв задається ортонормованими векто-
рами (наприклад, знайденими через SVD):

q1 =
1√
5

(
2 1 0

)T
, q2 =

1√
5

(
1 −2 0

)T
.

1. Побудувати матрицю проєкцiї P = QQT на пiдпростiр U = ⟨q1, q2⟩.

2. Обчислити стиснене подання u = Px та залишок r = x− u.

3. Iнтерпретувати u як нове двовимiрне подання ембединга користувача, а r — як
втрату специфiчної iнформацiї при стисканнi.

4. Перевiрити, що побудований оператор дiйсно є проєктором (P 2 = P ).

Питання для самоконтролю

1. Сформулюйте означення прямої суми пiдпросторiв V = U ⊕ W . Якi двi умови є
еквiвалентними цьому запису?

2. Пояснiть, що означає розклад вектора x = u + w вiдносно прямої суми V = U ⊕W .
Чому такий розклад є єдиним?

3. Дайте означення проєкцiї на пiдпростiр U паралельно пiдпростору W . Який геоме-
тричний змiст має така проєкцiя?

4. Що називається проєктором? Сформулюйте алгебраїчну умову, яка характеризує
проєктор.

5. Пояснiть змiст iдемпотентностi P 2 = P для оператора проєкцiї: що вiдбувається при
повторному застосуваннi проєкцiї?

6. Як означається матриця лiнiйного оператора в базисi? Як за матрицею A = [P ]B
обчислити координати [P (x)]B?
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7. Доведiть (або пояснiть), чому для матрицi проєктора в будь-якому базисi виконує-
ться рiвнiсть A2 = A.

8. Нехай V = Rn i пiдпростори U,W заданi базисами. Як скласти матрицю B зi стовпцiв
базисних векторiв? Яку умову треба перевiрити перед застосуванням формули для
проєкцiї?

9. Запишiть формулу для матрицi паралельної проєкцiї PU∥W через матрицю B та блок-
матрицю з Ik i нулем. Пояснiть, чому ця формула має сенс лише за умови оборотностi
B.

10. Пояснiть, як iз системи B
(
α
β

)
= x отримати розклад x = u+ w, де u ∈ U , w ∈ W .

11. Нехай P — матриця паралельної проєкцiї на U паралельно W . Якi властивостi мають
вектори u = Px та r = x− Px?

12. Пояснiть iдею використання проєкцiй у задачах фiльтрацiї шумiв та зменшення роз-
мiрностi (простiр ознак).

13. У чому полягає зв’язок методу найменших квадратiв з ортогональною проєкцiєю?
Який пiдпростiр є «модельним» у цiй iнтерпретацiї?

14. Якi простi тести коректностi реалiзацiї проєктора можна використати в кодi? По-
яснiть, чому перевiрка P (Px) = Px є природною.
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Тема 6. Лiнiйнi оператори: ядро, образ, алгебра операто-
рiв, оборотнiсть.

Вступ

Поняття ядра та образу лiнiйного перетворення є одним iз ключових iнструментiв, що
поєднують абстрактну лiнiйну алгебру з реальними обчислювальними задачами. Якщо в
попереднiй темi основну увагу було зосереджено на самому поняттi лiнiйного перетворен-
ня та його матричному поданнi, то тепер у центрi розгляду перебувають пiдпростори, якi
найточнiше описують внутрiшню дiю оператора. Саме ядро та образ дозволяють зрозумi-
ти, яка частина iнформацiї пiд час перетворення втрачається, а яка, навпаки, зберiгається
та переходить у результат. Тому вивчення цих понять має не лише теоретичне, а й безпо-
середнє практичне значення.

У математичному сенсi ядро лiнiйного перетворення складається з усiх векторiв, якi
переходять у нульовий вектор, а образ — з усiх векторiв, якi можуть бути отриманi як
результат дiї оператора. Таким чином, ядро характеризує внутрiшню невизначенiсть або
втрату iнформацiї пiд час перетворення, тодi як образ описує множину всiх досяжних
результатiв. Цi два пiдпростори є природними характеристиками лiнiйного оператора i
дозволяють дослiджувати його не лише як правило обчислення, а як об’єкт iз певною
внутрiшньою структурою.

У скiнченновимiрних просторах поняття ядра та образу тiсно пов’язанi з розв’язуванням
систем лiнiйних рiвнянь i матричними обчисленнями. Знаходження ядра оператора фа-
ктично зводиться до дослiдження однорiдної системи лiнiйних рiвнянь, а побудова образу
— до аналiзу лiнiйної оболонки стовпцiв матрицi оператора. У цьому контекстi природно
виникають поняття рангу та дефекту, якi кiлькiсно описують вiдповiдно розмiрнiсть обра-
зу та розмiрнiсть ядра. Особливо важливим є те, що цi характеристики не є незалежними:
мiж ними iснує фундаментальний зв’язок, який дозволяє пов’язати структуру оператора
з розмiрнiстю початкового простору.

Не менш важливе мiсце в цiй темi посiдає поняття оборотного оператора. Оборотнiсть
означає, що оператор не втрачає iнформацiї: кожний результат має єдиний прообраз, а
отже, перетворення можна однозначно «скасувати». У матричному поданнi це пов’язано
з iснуванням оберненої матрицi, а в геометричному та алгебраїчному сенсi — з вiдсутнi-
стю нетривiального ядра та з повнотою образу. Саме тому дослiдження оборотностi дає
змогу зрозумiти, коли лiнiйне перетворення є взаємно однозначним i коли воно може бути
використане без втрати iнформацiї.

У задачах комп’ютерних наук ядро, образ, ранг, дефект i оборотнiсть мають виразний
прикладний змiст. У машинному навчаннi ранг матрицi ознак вiдображає ефективну роз-
мiрнiсть даних i дозволяє виявляти надлишковiсть ознак. У комп’ютернiй графiцi оборо-
тнi оператори вiдповiдають коректним змiнам координат i геометричним перетворенням
без втрати просторової iнформацiї. У чисельних методах аналiз ядра та рангу дає змогу
виявляти виродженiсть моделей, залежностi мiж змiнними та причини нестiйкостi обчи-
слювальних процедур. Отже, цi поняття є не лише елементами теорiї, а й засобами аналiзу
реальних обчислювальних моделей.

Пiдсумовуючи, ядро, образ, ранг, дефект i оборотнiсть становлять важливий матема-
тичний апарат для дослiдження лiнiйних перетворень. Вони дозволяють описувати, якi
вектори зникають пiд дiєю оператора, якi результати можуть бути отриманi, наскiльки
повним є перетворення та чи можна його обернути. Саме тому опанування цих понять є
необхiдною передумовою для подальшого вивчення лiнiйних операторiв та їх застосувань
у сучасних комп’ютерних науках.
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Короткi теоретичнi вiдомостi

Нехай V,W — лiнiйнi простори над полем F , а

T : V → W

— лiнiйне перетворення.

Ядро та образ лiнiйного перетворення

Означення 6.1: Ядро лiнiйного перетворення

Ядром лiнiйного перетворення T називається множина

kerT = {x ∈ V | T (x) = θ},

де θ — нульовий вектор простору W .

Твердження 6.1: Ядро є пiдпростором

Ядро лiнiйного перетворення T є пiдпростором простору V .

Означення 6.2: Образ лiнiйного перетворення

Образом лiнiйного перетворення T називається множина

ℑT = {T (x) | x ∈ V } ⊆ W.

Твердження 6.2: Образ є пiдпростором

Образ лiнiйного перетворення T є пiдпростором простору W .

Зауваження 6.1: Координатний змiст ядра та образу

Нехай V i W скiнченновимiрнi, а в деяких фiксованих базисах перетворенню T вiд-
повiдає матриця A. Тодi:

1. ядро kerT складається з усiх розв’язкiв однорiдної системи

Ax = 0;

2. образ ℑT є лiнiйною оболонкою стовпцiв матрицi A.

Тому знаходження базису ядра зводиться до розв’язування однорiдної системи, а
знаходження базису образу — до видiлення лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi A.

Ранг i дефект лiнiйного перетворення

Означення 6.3: Ранг i дефект лiнiйного перетворення

Нехай T : V → W — лiнiйне перетворення, де V скiнченновимiрний.

1. Рангом перетворення T називається число

rankT = dimℑT.
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2. Дефектом перетворення T називається число

def T = dimkerT.

Теорема 6.1: Теорема про суму розмiрностей ядра та образу

Нехай T : V → W — лiнiйне перетворення, де dimV = n. Тодi

dimkerT + dimℑT = n.

Iнакше кажучи,
def T + rankT = dimV.

Зауваження 6.2: Наслiдок для матрицi

Якщо у фiксованих базисах перетворенню T вiдповiдає матриця A, то

rankT = rankA.

Отже, ранг лiнiйного перетворення можна обчислювати як ранг його матрицi.

Операцiї над лiнiйними операторами

Означення 6.4: Операцiї над лiнiйними операторами

Нехай S, T : V → V — лiнiйнi оператори, λ ∈ F .

1. Сумою операторiв S + T називається оператор, заданий правилом

(S + T )(x) = S(x) + T (x).

2. Добутком оператора T на скаляр λ називається оператор λT , заданий прави-
лом

(λT )(x) = λT (x).

3. Композицiєю операторiв S i T називається оператор

(S ◦ T )(x) = S(T (x)).

Зауваження 6.3: Матрицi операцiй над операторами

У фiксованому базисi:

• сумi операторiв вiдповiдає сума їхнiх матриць;

• множенню оператора на скаляр вiдповiдає множення матрицi на цей скаляр;

• композицiї операторiв вiдповiдає добуток їхнiх матриць.
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Оборотний оператор

Означення 6.5: Обернений оператор

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор. Оператор T−1 : V → V називається оберне-
ним до T , якщо

T−1T = TT−1 = I,

де I — тотожний оператор на V .

Зауваження 6.4: Єдинiсть оберненого оператора

Якщо для оператора T iснує обернений оператор, то вiн єдиний.

Твердження 6.3: Матриця оберненого оператора

Нехай T : V → V — оборотний лiнiйний оператор, а в деякому базисi йому вiдповiдає
матриця A. Тодi в тому самому базисi оператору T−1 вiдповiдає матриця A−1.

Теорема 6.2: Критерiї оборотностi лiнiйного оператора

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор на n-вимiрному просторi V , а A — його
матриця в деякому базисi. Тодi еквiвалентнi такi умови:

1. оператор T є оборотним;

2. kerT = {θ};

3. ℑT = V ;

4. rankT = n;

5. def T = 0;

6. detA ̸= 0;

7. матриця A є оборотною.

Що слiд пам’ятати

• Ядро описує всi вектори, якi оператор переводить у нуль.

• Образ описує всi можливi результати дiї оператора.

• Ранг показує “розмiр” образу, а дефект — “розмiр” ядра.

• Для скiнченновимiрного простору виконується рiвнiсть

rankT + def T = dimV.

• Оператор оборотний тодi й тiльки тодi, коли kerT = {θ} або rankT = dimV .
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Алгоритми розв’язування типових задач

Алгоритм знаходження базису ядра лiнiйного перетворення

Нехай лiнiйному перетворенню T : V → W у фiксованих базисах вiдповiдає матриця
A.

1. Записати однорiдну систему лiнiйних рiвнянь

Ax = 0.

2. Звести матрицю системи до схiдчастого або зведеного схiдчастого вигляду ме-
тодом Жордана–Гауса.

3. Видiлити базиснi та вiльнi змiннi.

4. Виразити базиснi змiннi через вiльнi.

5. Записати загальний розв’язок системи у векторнiй формi.

6. Видiлити вектори при незалежних параметрах; вони утворюють фундаменталь-
ну систему розв’язкiв.

7. Зробити висновок, що знайдена система векторiв є базисом ядра:

kerT = ⟨v1, . . . , vk⟩.

Алгоритм знаходження базису образу лiнiйного перетворення

Нехай лiнiйному перетворенню T : V → W у фiксованих базисах вiдповiдає матриця
A.

1. Виписати всi стовпцi матрицi A:

A1, A2, . . . , An.

2. Звести матрицю A до схiдчастого вигляду методом Жордана–Гауса.

3. Визначити опорнi стовпцi.

4. Вибрати стовпцi початкової матрицi A, що вiдповiдають опорним стовпцям.

5. Зробити висновок, що вибранi стовпцi утворюють базис образу:

ℑT = ⟨Ai1 , Ai2 , . . . , Air⟩.

Зауваження. Якщо перетворення задано не матрицею, а образами базисних ве-
кторiв a1, . . . , an, то спочатку слiд виписати вектори

T (a1), . . . , T (an),

а далi видiлити з них лiнiйно незалежну пiдсистему, яка й утворює базис образу.
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Алгоритм обчислення рангу i дефекту

Нехай T : V → W , dimV = n.

1. Знайти базис ядра kerT .

2. Обчислити дефект:
def T = dimkerT.

3. Знайти базис образу ℑT .

4. Обчислити ранг:
rankT = dimℑT.

5. Перевiрити теорему про суму розмiрностей ядра та образу:

def T + rankT = n.

Практична порада. Пiсля знаходження одного з чисел rankT або def T друге
можна знайти за формулою

def T = n− rankT, rankT = n− def T.

Алгоритм перевiрки оборотностi лiнiйного оператора

Нехай T : V → V — лiнiйний оператор, dimV = n, а A — його матриця в деякому
базисi.

1. Знайти kerT , розв’язавши систему

Ax = 0.

2. Перевiрити, чи виконується умова

kerT = {θ}.

3. Або, еквiвалентно, знайти ранг матрицi A i перевiрити, чи

rankA = n.

4. Для квадратної матрицi можна також перевiрити умову

detA ̸= 0.

5. Якщо виконується хоча б одна з еквiвалентних умов

kerT = {θ}, ℑT = V, rankT = n, detA ̸= 0,

то оператор T є оборотним.

6. Якщо цi умови не виконуються, то обернений оператор не iснує.
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Алгоритм побудови матрицi оберненого оператора

Нехай T : V → V — оборотний лiнiйний оператор, а в деякому базисi йому вiдповiдає
матриця A.

1. Перевiрити, що матриця A є оборотною:

detA ̸= 0 або rankA = n.

2. Побудувати обернену матрицю A−1, наприклад, методом Жордана–Гауса: до
матрицi A приписати одиничну матрицю E i скласти розширену матрицю

(A |E) .

3. Елементарними перетвореннями рядкiв звести лiву частину до одиничної ма-
трицi:

(A |E) ∼
(
E
∣∣A−1) .

4. Зробити висновок, що в тому самому базисi оператору T−1 вiдповiдає матриця
A−1.

Алгоритм виконання операцiй над лiнiйними операторами

Нехай S, T : V → V — лiнiйнi оператори, а в деякому базисi їм вiдповiдають матрицi
B i A вiдповiдно.

1. Для знаходження суми операторiв S + T обчислити суму матриць:

[S + T ] = B + A.

2. Для знаходження добутку оператора T на скаляр λ обчислити

[λT ] = λA.

3. Для знаходження композицiї S ◦ T обчислити добуток матриць у правильному
порядку:

[S ◦ T ] = [S] [T ] = BA.

4. За потреби, пiсля виконання операцiй над матрицями перейти до аналiзу ядра,
образу, рангу, дефекту або оборотностi отриманого оператора.

Зауваження. Порядок множення матриць у композицiї iстотний:

S ◦ T ̸= T ◦ S

у загальному випадку.

Практична порада

Пiд час розв’язування задач доцiльно дотримуватися такої загальної схеми: спочатку
записати матрицю оператора у фiксованих базисах, далi знайти ядро й образ, пiсля
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цього — ранг i дефект, а вже потiм робити висновок про оборотнiсть i, за потреби,
будувати обернену матрицю.

Типовi задачi

Задача 6.1: Ядро та образ лiнiйного оператора

Нехай лiнiйний оператор T : R3 → R3 заданий матрицею

A =

1 2 1
0 1 1
1 3 2

 .

1. знайти базис ядра kerT ;

2. знайти базис образу ℑT ;

3. обчислити ранг i дефект оператора T ;

4. перевiрити справедливiсть формули

dim(kerT ) + dim(ℑT ) = 3.

Розв’язування.

1. Знайдемо базис ядра kerT .

За означенням треба розв’язати однорiдну систему

Ax = 0.

Маємо 1 2 1 0
0 1 1 0
1 3 2 0

 ∼

 1 2 1 0
0 1 1 0
0 1 1 0

 ∼

 1 2 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 ∼

 1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 .

Отже, {
x1 − x3 = 0,

x2 + x3 = 0.

Нехай x3 = t. Тодi
x1 = t, x2 = −t,

тому

x = t

 1
−1
1

 .

Отже,

kerT =

〈 1
−1
1

〉 .
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2. Знайдемо базис образу ℑT .

Зведемо матрицю A до схiдчастого вигляду:

A =

1 2 1
0 1 1
1 3 2

 ∼

1 2 1
0 1 1
0 1 1

 ∼

1 2 1
0 1 1
0 0 0

 ∼

1 0 −1
0 1 1
0 0 0

 .

Опорними є перший i другий стовпцi. Тому базис образу утворюють вiдповiднi
стовпцi початкової матрицi:

a1 =

1
0
1

 , a2 =

2
1
3

 .

Отже,
ℑT = ⟨a1, a2⟩.

3. Оскiльки образ двовимiрний, то

rankT = 2.

Оскiльки ядро одновимiрне, то

def T = 1.

4. Маємо
dim(kerT ) = 1, dim(ℑT ) = 2,

тому
dim(kerT ) + dim(ℑT ) = 1 + 2 = 3.

Отже, формула виконується.

Вiдповiдь:

kerT =

〈 1
−1
1

〉 , ℑT =

〈1
0
1

 ,

2
1
3

〉 ,
rankT = 2, def T = 1, dim(kerT ) + dim(ℑT ) = 3.

Задача 6.2: Геометричний змiст ядра

Нехай лiнiйний оператор T : R3 → R2 заданий матрицею

A =

(
1 0 1
0 1 1

)
.

1. знайти базис ядра kerT ;

2. знайти базис образу ℑT ;

3. обчислити ранг i дефект оператора T ;
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4. пояснити геометрично, якi напрями в R3 переходять у нуль;

5. з’ясувати, чи можна за вектором T (x) однозначно вiдновити початковий вектор
x.

Розв’язування.

1. Знайдемо базис ядра kerT .

Розв’язуємо систему

Ax = 0,

(
1 0 1 0
0 1 1 0

)
.

Матриця вже має зведений схiдчастий вигляд, тому{
x1 + x3 = 0,

x2 + x3 = 0.

Нехай x3 = t. Тодi
x1 = −t, x2 = −t,

отже

x = t

−1
−1
1

 .

Тому

kerT =

〈−1
−1
1

〉 .
2. Знайдемо базис образу ℑT .

Стовпцi матрицi A мають вигляд

a1 =

(
1
0

)
, a2 =

(
0
1

)
, a3 =

(
1
1

)
.

Першi два стовпцi лiнiйно незалежнi, а

a3 = a1 + a2.

Отже,

ℑT =

〈(
1
0

)
,

(
0
1

)〉
= R2.

3. Оскiльки dimℑT = 2, маємо
rankT = 2.

Оскiльки dimkerT = 1, маємо

def T = 1.
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4. Геометрично ядро є прямою в R3, що проходить через початок координат i
натягується на вектор

(−1,−1, 1).

Отже, у нуль переходять усi вектори вигляду

t

−1
−1
1

 , t ∈ R.

5. Оскiльки
kerT ̸= {0},

оператор T не є iн’єктивним. Отже, за вектором T (x) неможливо однозначно
вiдновити початковий вектор x.

Вiдповiдь:

kerT =

〈−1
−1
1

〉 , ℑT = R2,

rankT = 2, def T = 1.

Геометрично в нуль переходять усi вектори напряму (−1,−1, 1). Початковий вектор
за образом однозначно вiдновити не можна.

Задача 6.3: Алгебра лiнiйних операторiв: сума, рiзниця, композицiя

Нехай задано два лiнiйнi оператори T, S : R3 → R3:

T (x) = Ax, A =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 ,

S(x) = Bx, B =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

 .

1. знайти матрицю суми операторiв T + S;

2. знайти матрицю рiзницi операторiв T − S;

3. знайти матрицю композицiї S ◦ T ;

4. для оператора S ◦ T обчислити ранг;

5. знайти базис ядра ker(S ◦ T );

6. пояснити, чому в загальному випадку композицiя операторiв не є комутатив-
ною.
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Розв’язування.

1. Маємо

[T + S] = A+B =

2 1 1
0 2 2
1 0 2

 .

2. Маємо

[T − S] = A−B =

 0 −1 1
0 0 0
−1 0 0

 .

3. Оскiльки
(S ◦ T )(x) = S(T (x)),

то

[S ◦ T ] = BA =

1 1 2
0 1 2
1 0 2

 .

4. Позначимо

C = BA =

1 1 2
0 1 2
1 0 2

 .

Тодi

C ∼

1 1 2
0 1 2
0 −1 0

 ∼

1 1 2
0 1 2
0 0 2

 ∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Отже,
rank(S ◦ T ) = 3.

5. Оскiльки матриця C має повний ранг, однорiдна система Cx = 0 має лише
нульовий розв’язок. Тому

ker(S ◦ T ) = {0}.

Отже, ядро є тривiальним i базису не має.

6. Для порiвняння обчислимо

[T ◦ S] = AB =

2 1 1
1 1 2
1 0 1

 .

Оскiльки
BA ̸= AB,

то
S ◦ T ̸= T ◦ S.

Отже, композицiя операторiв у загальному випадку не є комутативною.
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Вiдповiдь:

[T + S] =

2 1 1
0 2 2
1 0 2

 , [T − S] =

 0 −1 1
0 0 0
−1 0 0

 ,

[S ◦ T ] =

1 1 2
0 1 2
1 0 2

 , rank(S ◦ T ) = 3, ker(S ◦ T ) = {0}.

У загальному випадку композицiя операторiв не є комутативною, бо зазвичай BA ̸=
AB.

Задача 6.4: Оборотний оператор

Нехай лiнiйний оператор T : R3 → R3 заданий матрицею

A =

1 2 0
0 1 1
1 0 1

 .

1. перевiрити, чи є оператор T оборотним;

2. якщо оператор оборотний, знайти матрицю оберненого оператора T−1;

3. перевiрити правильнiсть результату, обчисливши AA−1;

4. пояснити, що означає оборотнiсть оператора з точки зору перетворення коор-
динат.

Розв’язування.

1. Перевiримо оборотнiсть оператора T .

Зведемо матрицю A методом Жордана–Гауса:

A =

1 2 0
0 1 1
1 0 1

 ∼

1 2 0
0 1 1
0 −2 1

 ∼

1 2 0
0 1 1
0 0 3

 ∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Отже,
rankA = 3,

тому оператор T є оборотним.

2. Побудуємо матрицю A−1: 1 2 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1

 ∼

 1 2 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 −2 1 −1 0 1



∼

 1 2 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 3 −1 2 1

 ∼

 1 0 0 1
3

−2
3

2
3

0 1 0 1
3

1
3

−1
3

0 0 1 −1
3

2
3

1
3

 .
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Тому

A−1 =

 1
3

−2
3

2
3

1
3

1
3

−1
3

−1
3

2
3

1
3

 .

3. Перевiрка:
AA−1 = E.

Отже, знайдена матриця є правильною.

4. Оборотнiсть означає, що перетворення координат є взаємно однозначним: за
новими координатами можна однозначно вiдновити початковi.

Вiдповiдь:

T є оборотним, A−1 =

 1
3

−2
3

2
3

1
3

1
3

−1
3

−1
3

2
3

1
3

 , AA−1 = E.

Задача 6.5: Лiнiйнi перетворення у рекомендацiйнiй системi

IT-коментар

У рекомендацiйних системах лiнiйнi перетворення використовують для побудо-
ви агрегованих характеристик користувача, скорочення кiлькостi ознак i фор-
мування компактного подання профiлю для подальшого ранжування. Ядро
композицiї показує, якi змiни в початковому профiлi система вже не розрiзняє
пiсля обробки. Аналiз рангу та образу дозволяє оцiнити, скiльки незалежної
iнформацiї зберiгається у фiнальному поданнi даних.

У рекомендацiйнiй системi профiль користувача описується вектором

x = (x1, x2, x3, x4)
T ∈ R4,

де

• x1 — середня кiлькiсть переглядiв рекомендованого контенту за день;

• x2 — середня кiлькiсть клiкiв за день;

• x3 — середнiй час взаємодiї з контентом;

• x4 — узагальнена оцiнка зацiкавленостi користувача.

Перед побудовою рекомендацiй цей профiль проходить два етапи лiнiйної оброб-
ки:

T1(x) = A1x, A1 =

1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 2 1

 ,

T2(y) = A2y, A2 =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

 .
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Розглянемо композицiю операторiв

T = T2 ◦ T1.

1. знайти матрицю оператора T ;

2. знайти базис ядра kerT ;

3. знайти базис образу ℑT ;

4. обчислити ранг i дефект оператора T ;

5. з’ясувати, чи можна за результатом T (x) однозначно вiдновити початковий
профiль користувача x;

6. пояснити, на якому етапi обробки потенцiйно втрачається iнформацiя.

Розв’язування.

1. Знайдемо матрицю композицiї:

A = A2A1 =

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 2 1

 =

1 1 2 1
1 2 3 2
2 1 3 1

 .

2. Знайдемо ядро kerT , розв’язавши систему Ax = 0:

A ∼

1 1 2 1
0 1 1 1
0 −1 −1 −1

 ∼

1 1 2 1
0 1 1 1
0 0 0 0

 ∼

1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0

 .

Отже, {
x1 + x3 = 0,

x2 + x3 + x4 = 0.

Нехай
x3 = s, x4 = t.

Тодi
x1 = −s, x2 = −s− t,

i
x = s(−1,−1, 1, 0)T + t(0,−1, 0, 1)T.

Тому
kerT =

〈
(−1,−1, 1, 0)T, (0,−1, 0, 1)T

〉
.

3. Iз зведеної матрицi видно, що опорними є перший i другий стовпцi. Тому базис
образу утворюють вiдповiднi стовпцi початкової матрицi:

a1 = (1, 1, 2)T, a2 = (1, 2, 1)T.

Отже,
ℑT = ⟨a1, a2⟩.
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4. Маємо
rankT = 2, def T = 2.

5. Оскiльки
kerT ̸= {0},

оператор T не є iн’єктивним. Отже, за результатом T (x) початковий профiль
користувача однозначно вiдновити не можна.

6. У матрицi

A1 =

1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 2 1


третiй рядок дорiвнює сумi перших двох, тому

rankA1 = 2.

Отже, iнформацiя втрачається вже на першому етапi агрегування характери-
стик.

Вiдповiдь:

T (x) = Ax, A =

1 1 2 1
1 2 3 2
2 1 3 1

 ,

kerT =
〈
(−1,−1, 1, 0)T, (0,−1, 0, 1)T

〉
, ℑT =

〈
(1, 1, 2)T, (1, 2, 1)T

〉
,

rankT = 2, def T = 2.

Початковий профiль однозначно вiдновити не можна; iнформацiя втрачається вже
на етапi T1.

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 6.1: Ядро, образ, ранг i дефект лiнiйного оператора

Для свого варiанта задано матрицю лiнiйного оператора T : R3 → R3, T (x) = Ax.
Потрiбно:

1. знайти базис ядра kerT ;

2. знайти базис образу ℑT ;

3. обчислити ранг i дефект оператора T ;

4. перевiрити формулу
dim(kerT ) + dim(ℑT ) = 3.

Варiанти:
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1.

A =

1 2 1
0 1 1
1 3 2


2.

A =

1 0 1
0 1 1
1 1 2


3.

A =

1 1 0
0 1 1
1 2 1


4.

A =

2 1 0
1 1 1
3 2 1


5.

A =

1 −1 2
0 1 1
1 0 3



6.

A =

1 0 2
0 1 −1
1 1 1


7.

A =

1 2 0
0 1 1
1 3 1


8.

A =

2 0 1
1 1 0
3 1 1


9.

A =

1 1 1
0 1 2
1 2 3


10.

A =

1 0 −1
0 1 2
1 1 1



11.

A =

1 2 1
2 4 2
0 1 1


12.

A =

1 0 1
1 1 2
2 1 3


13.

A =

1 1 2
0 1 1
1 2 3


14.

A =

2 1 1
0 1 1
2 2 2


15.

A =

1 −1 1
0 1 1
1 0 2


Задача 6.2: Алгебра лiнiйних операторiв: сума, рiзниця, композицiя

Для свого варiанта задано два лiнiйнi оператори T, S : R3 → R3,

T (x) = Ax, S(x) = Bx.

Потрiбно:

1. знайти матрицю суми операторiв T + S;

2. знайти матрицю рiзницi операторiв T − S;

3. знайти матрицю композицiї S ◦ T ;

4. обчислити ранг оператора S ◦ T ;

5. знайти базис ядра ker(S ◦ T );

6. з’ясувати, чи виконується рiвнiсть S ◦ T = T ◦ S.

Варiанти:
1.

A =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 , B =

1 1 0
0 1 1
1 0 1


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2.

A =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 , B =

1 0 1
1 1 0
0 1 1


3.

A =

1 0 0
0 1 1
1 0 1

 , B =

1 1 1
0 1 0
0 0 1


4.

A =

1 2 0
0 1 1
0 0 1

 , B =

1 0 1
0 1 0
1 1 1


5.

A =

2 0 1
0 1 0
1 0 1

 , B =

1 1 0
0 1 1
0 0 1


6.

A =

1 0 1
1 1 0
0 0 1

 , B =

1 1 0
0 1 0
1 0 1


7.

A =

1 1 1
0 1 0
0 0 1

 , B =

1 0 0
1 1 1
0 0 1


8.

A =

1 0 1
0 2 1
0 0 1

 , B =

1 1 0
0 1 1
1 0 0


9.

A =

1 1 0
0 1 0
1 0 1

 , B =

2 0 1
0 1 1
0 0 1


10.

A =

1 0 0
1 1 1
0 0 1

 , B =

1 1 1
0 1 0
1 0 1


11.

A =

1 2 1
0 1 0
0 0 1

 , B =

1 0 1
1 1 0
0 1 1


12.

A =

2 1 0
0 1 1
0 0 1

 , B =

1 0 1
0 1 0
1 1 1


13.

A =

1 0 1
0 1 0
1 1 1

 , B =

1 1 0
1 0 1
0 0 1


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14.

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 0

 , B =

1 0 1
0 1 1
1 1 0


15.

A =

1 0 1
0 1 1
1 0 0

 , B =

1 1 0
0 1 0
1 1 1


Задача 6.3: Оборотний оператор та матриця оберненого оператора

Для свого варiанта задано лiнiйний оператор T : R3 → R3,

T (x) = Ax.

Потрiбно:

1. перевiрити, чи є оператор T оборотним;

2. якщо оператор оборотний, знайти матрицю оберненого оператора T−1;

3. перевiрити правильнiсть результату, обчисливши AA−1;

4. якщо оператор не є оборотним, пояснити, чому обернений оператор не iснує.

Варiанти:

1.

A =

1 2 0
0 1 1
1 0 1


2.

A =

1 1 0
0 1 1
1 0 1


3.

A =

2 1 0
0 1 1
1 0 1


4.

A =

1 0 1
1 1 0
0 1 1


5.

A =

1 1 1
0 1 0
1 0 1



6.

A =

2 0 1
1 1 0
1 0 1


7.

A =

1 0 0
0 1 1
1 1 0


8.

A =

1 2 1
0 1 0
1 0 1


9.

A =

1 1 0
1 2 1
0 1 1


10.

A =

2 1 1
0 1 0
1 0 1



11.

A =

1 2 0
2 4 0
0 1 1


12.

A =

1 0 1
0 1 1
1 1 2


13.

A =

1 1 1
2 2 2
0 1 1


14.

A =

1 0 1
1 1 2
2 1 3


15.

A =

2 1 0
1 0 1
3 1 1





140 Лiнiйнi оператори

Прикладнi задачi

Задача (IT) 6.1: Надлишковi ознаки у наборi даних (IT)

IT-коментар

У задачах формування простору ознак наявнiсть ненульового ядра свiдчить про
те, що модель є “слiпою” до певних комбiнацiй даних: рiзнi вхiднi вектори пiсля
перетворення склеюються в один. Це чiткий iндикатор лiнiйної залежностi або
надмiрностi ознак. На практицi такий аналiз застосовують для ефективного
вiдбору ознак (feature selection), зниження розмiрностi та оптимiзацiї конвеєра
пiдготовки даних (data preprocessing pipeline).

Пiд час пiдготовки даних для моделi кожний об’єкт описується вектором ознак
x ∈ R4. Попередня лiнiйна трансформацiя задається оператором

T (x) = Ax, A =

1 2 0 1
0 1 1 1
1 3 1 2

 .

1. Знайдiть базис ядра kerT .

2. Знайдiть базис образу ℑT .

3. Обчислiть rankT та дефект.

4. Пояснiть, якi ознаки можуть бути надлишковими.

Задача (IT) 6.2: Оборотнiсть перетворення координат у графiчному рушiї
(Computer Graphics)

IT-коментар

У 3D-графiцi оборотнiсть матрицi означає можливiсть виконати коректне обер-
нене перетворення (inverse transform) без втрати геометричних даних. Це осно-
ва графiчного конвеєра: оборотнi матрицi дозволяють переходити вiд локальних
координат об’єкта до свiтових i навпаки. Вони є базою для перетворень камери
(camera transforms), виявлення зiткнень (collision detection), а також взаємодiї з
користувачем, наприклад, трасування променя (raycasting) — переведення 2D-
клiку екрана у 3D-простiр. Необоротне перетворення призводить до зменшення
розмiрностi образу та втрати частини геометричної iнформацiї про об’єкт.

У графiчному рушiї 3D-об’єкт трансформується матрицею

A =

1 0 1
0 1 1
1 1 1

 .

1. Обчислiть detA та rankA.

2. Знайдiть kerT , де T (x) = Ax.

3. З’ясуйте, чи є оператор T оборотним.
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4. Якщо оператор оборотний, знайдiть A−1.

5. Пояснiть, що означає оборотнiсть цього перетворення для задачi вiдновлення
початкової позицiї об’єкта.

Задача (IT) 6.3: Композицiя перетворень у робототехнiцi

IT-коментар

У робототехнiцi композицiя операторiв моделює послiдовнiсть перетворень: пе-
рехiд мiж системами координат, корекцiю сенсорних даних i перерахунок ко-
манд керування. Якщо композицiя має ненульове ядро, то рiзнi вхiднi конфi-
гурацiї або керуючi команди можуть давати один i той самий результат. Це
означає втрату iнформацiї про стан системи та може спричиняти проблеми пiд
час розв’язування задач оберненої кiнематики (inverse kinematics) i побудови
стабiльних алгоритмiв керування.

Положення манiпулятора описується вектором x ∈ R3. Спочатку застосовується
лiнiйне перетворення

T (x) = Ax, A =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

 ,

а потiм перетворення

S(y) = By, B =

1 1 0
0 1 1
1 2 1

 .

Розглянемо композицiю операторiв

(S ◦ T )(x) = S(T (x)).

1. Знайдiть матрицю композицiї S ◦ T .

2. Обчислiть ранг оператора S ◦ T .

3. Знайдiть базис ядра ker(S ◦ T ).

4. Знайдiть дефект оператора S ◦ T .

5. З’ясуйте, чи є оператор S ◦ T оборотним.

6. Пояснiть, що означає наявнiсть ненульового ядра композицiї для задач керу-
вання манiпулятором. Чи можна за кiнцевим положенням робота однозначно
вiдновити початковий вектор керування?
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Задача (IT) 6.4: Лiнiйне зменшення розмiрностi (Data Science)

IT-коментар

У Data Science оператор зменшення розмiрностi стискає данi до компактнiшо-
го подання. Ядро показує напрями, якi пiсля проєкцiї втрачаються повнiстю,
тобто стають нерозрiзненними для подальшого алгоритму. Це безпосередньо
пов’язано зi стисненням ознак, побудовою вкладених подань (embeddings) та
аналiзом того, яка частина iнформацiї зберiгається пiсля зменшення розмiрно-
стi (dimension reduction).

Для зменшення розмiрностi даних використовується лiнiйне вiдображення

T (x) = Ax, A =

(
1 0 1 0
0 1 1 1

)
.

1. Знайдiть базис ядра kerT .

2. Знайдiть базис образу ℑT .

3. Обчислiть ранг i дефект оператора T .

4. З’ясуйте, чи можна за вектором T (x) однозначно вiдновити початковий вектор
x ∈ R4.

5. Пояснiть, як ядро пов’язане з втратою iнформацiї пiд час зменшення розмiр-
ностi.

Задача (IT) 6.5: Лiнiйне кодування повiдомлення: стискаюче та з надмiр-
нiстю

IT-коментар

Ця задача порiвнює двi типовi ситуацiї в IТ. У випадку стискаючого кодування
вiдображення йде з простору бiльшої розмiрностi в простiр меншої розмiрно-
стi, тому частина iнформацiї неминуче втрачається. У випадку кодування з
надмiрнiстю, навпаки, код має бiльшу розмiрнiсть, нiж повiдомлення, тому за
нульового ядра початкове повiдомлення можна однозначно вiдновити з коду.
Саме така iдея лежить в основi побудови завадостiйких кодiв i схем контролю
помилок.

Розглянемо двi моделi лiнiйного кодування повiдомлень.

(a) Стискаюче кодування.

Кодер задається оператором

T (x) = Ax, A =

1 0 1 1
0 1 1 0
1 1 2 1

 , x ∈ R4.

(а) Знайдiть ядро kerT .

(б) Обчислiть rankT i дефект оператора T .
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(в) Чи можна однозначно вiдновити початкове повiдомлення x ∈ R4 за кодом
T (x) ∈ R3?

(г) Пояснiть вiдповiдь як обчисленнями, так i з мiркувань розмiрностi про-
стору.

(b) Кодування з надмiрнiстю.

Кодер задається оператором

S(x) = Bx, B =


1 0 1
0 1 1
1 1 0
1 1 1

 , x ∈ R3.

(а) Знайдiть ядро kerS.

(б) Обчислiть rankS i дефект оператора S.

(в) Чи можна однозначно вiдновити початкове повiдомлення x ∈ R3 за кодом
S(x) ∈ R4?

(г) З’ясуйте, чи є оператор S оборотним на свiй образ.

Питання для самоконтролю

1. Дайте означення ядра лiнiйного перетворення. Який геометричний та iнформацiйний
змiст має ця множина?

2. Доведiть, що ядро лiнiйного перетворення є пiдпростором векторного простору.

3. Дайте означення образу лiнiйного перетворення. Чим вiдрiзняється образ перетво-
рення вiд його простору прибуття (кодомену)?

4. Доведiть, що образ лiнiйного перетворення є пiдпростором вiдповiдного векторного
простору.

5. Як алгоритмiчно знайти базис ядра лiнiйного перетворення, якщо воно задане ма-
трицею?

6. Як знайти базис образу лiнiйного перетворення за його матрицею? Яких типових
помилок слiд уникати при виборi стовпцiв?

7. Дайте означення рангу лiнiйного перетворення. Як вiн пов’язаний з рангом матрицi
цього перетворення?

8. Дайте означення дефекту лiнiйного перетворення.

9. Сформулюйте теорему про суму розмiрностей ядра та образу. Як цей зв’язок мiж
рангом, дефектом i розмiрнiстю простору допомагає на практицi?

10. Дайте означення оборотного (оберненого) лiнiйного оператора.

11. Чи для кожного лiнiйного оператора iснує обернений оператор? Пояснiть.

12. Сформулюйте основнi еквiвалентнi критерiї оборотностi лiнiйного оператора.
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13. Як пов’язана оборотнiсть оператора з його ядром та дефектом?

14. Як пов’язана оборотнiсть оператора з рангом його матрицi?

15. Який зв’язок мiж оборотнiстю оператора i визначником його матрицi?

16. Опишiть алгоритм побудови матрицi оберненого оператора за допомогою методу
Гауса.

17. Якi алгебраїчнi операцiї визначенi над лiнiйними операторами?

18. Як у координатному (матричному) описi виконуються операцiї додавання, множення
на скаляр та композицiї лiнiйних операторiв?

19. Чи є операцiя композицiї лiнiйних операторiв комутативною (S◦T = T ◦S)? Пояснiть
свою вiдповiдь.

20. Наведiть приклади прикладних задач (в IТ, Data Science, комп’ютернiй графiцi), у
яких використовуються поняття ядра, образу, рангу або оборотностi лiнiйних пере-
творень.



Перелiк позначень, символiв i скорочень 145

Перелiк позначень, символiв i скорочень
У цьому роздiлi подано основнi позначення, символи, скорочення та назви букв латин-
ського i грецького алфавiтiв, що використовуються в посiбнику. Зазначенi позначення
вживаються в текстi без додаткових пояснень. Перелiк покликаний унiфiкувати записи,
полегшити читання математичного тексту та забезпечити зручне звернення до вживаної
символiки.

Множини чисел:

N — множина натуральних чисел;

Z — множина цiлих чисел;

Q — множина рацiональних чисел;

R — поле дiйсних чисел;

C — поле комплексних чисел;

Rn — n-вимiрний дiйсний лiнiйний простiр;

ℜz, ℑz — вiдповiдно дiйсна та уявна частини комплексного числа z.

Простори, пiдпростори, базиси:

F — поле скалярiв;

V,W,U, L — лiнiйнi простори або пiдпростори;

θ — нульовий вектор;

e1, . . . , en — стандартний базис простору Rn;

B = (a1, . . . , an) — базис простору;

[x]B — координатний стовпчик вектора x у базисi B;

dimV — розмiрнiсть простору V ;

⟨a1, . . . , ak⟩ — лiнiйна оболонка векторiв a1, . . . , ak;

U +W — сума пiдпросторiв U i W ;

U ⊕W — пряма сума пiдпросторiв U i W .

Лiнiйнi перетворення та оператори:

T, S,A,B — лiнiйнi перетворення або лiнiйнi оператори;

kerT — ядро лiнiйного перетворення T ;

ℑT — образ лiнiйного перетворення T ;

rankT — ранг лiнiйного перетворення T ;

def T — дефект лiнiйного перетворення T ;

[T ]B або [A]B — матриця лiнiйного перетворення в базисi B;
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I — тотожний оператор;

T−1 — обернений оператор;

PU∥W — проєкцiя на U паралельно W .

Матрицi та пов’язанi позначення:

Mm×n(F ) — простiр матриць розмiру m× n над полем F ;

Mn(F ) — простiр квадратних матриць порядку n;

En — одинична матриця порядку n;

AT — транспонована матриця до A;

A−1 — обернена матриця до A;

detA — визначник матрицi A;

rankA — ранг матрицi A;

TB1←B2 — матриця переходу вiд базису B2 до базису B1.

Простори многочленiв i функцiй:

F [x] — простiр многочленiв над полем F ;

Fn[x] — простiр многочленiв степеня не вище n;

Rn[x] — простiр многочленiв степеня не вище n з дiйсними коефiцiєнтами;

C([a, b]) — простiр неперервних функцiй на вiдрiзку [a, b];

C(m)([a, b]) — простiр функцiй, що мають на [a, b] неперервнi похiднi до порядку m
включно.

Скорочення:

СЛАР — система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь;

ФСР — фундаментальна система розв’язкiв;

IT — iнформацiйнi технологiї;

DS — Data Science;

ML — Machine Learning;

AI — Artificial Intelligence;

PCA — Principal Component Analysis;

SVD — Singular Value Decomposition.

Логiчнi та службовi позначення:

:= — дорiвнює за означенням;

⇒ — логiчно випливає;
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⇔ — еквiвалентно;

∼ — пов’язано еквiвалентними перетвореннями Жордана–Гауса;

∀ — для всiх;

∃ — iснує.

Латинський алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв Букви Назви букв
A a а J j йот S s ес
B b бе K k ка T t те
C c це L l ель U u у
D d де M m ем V v ве (фау)
E e е N n ен W w дубль-ве
F f еф O o о X x iкс
G g ге P p пе Y y iгрек
H h аш Q q ку Z z зет
I i i R r ер

Грецький алфавiт

Букви Назви букв Букви Назви букв
A α альфа N ν ню
B β бета Ξ ξ ксi
Γ γ гамма O o омiкрон
∆ δ дельта Π π пi
E ϵ епсилон P ρ ро
Z ζ дзета Σ σ сигма
H η ета T τ тау
Θ θ тета Υ υ iпсилон
I ι йота Φ φ фi
K κ каппа X χ хi
Λ λ ламбда Ψ ψ псi
M µ мю Ω ω омега
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найменший, 56
об’єднання, 57
приклади, 55
тривiальний, 55
властивостi, 55

похiдна як лiнiйний оператор, 80
поле, 10, 80, 145
поле дiйсних чисел, 145
поле комплексних чисел, 145
породжувальна система, 30
породжуванiсть, 30
поворот (лiнiйне перетворення), 80
проєкцiя, 146
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геометричний змiст, 101
матриця паралельної проєкцiї, 102
паралельна, 100

проєктор, 100
простiр

арифметичний лiнiйний, 11
функцiй, 11
матриць, 11
многочленiв, 11
нульовий, 11

простiр функцiй, 56
простiр матриць, 146
простiр многочленiв, 56, 146
простiр розв’язкiв, 55
протилежний вектор, 11, 55
пряма сума, 57, 76, 100, 145

базис, 58
еквiвалентнiсть означень, 58
критерiй, 58
критерiй для двох пiдпросторiв, 58,

100
приклад, 58
розмiрнiсть, 59

рацiональне число, 10
ранг лiнiйного перетворення, 122, 124, 145

зв’язок iз дефектом, 123
ранг матрицi, 15, 123, 146
розклад вектора за прямою сумою, 101
розмiрнiсть, 15, 30, 55, 145
система лiнiйних рiвнянь

однорiдна, 55

система векторiв, 12
скаляр, 11
скiнченновимiрний лiнiйний простiр, 16
скiнченновимiрний простiр, 30, 55, 80, 122
стандартний базис, 145
сума операторiв, 123
сума пiдпросторiв, 57, 145

пряма, 57
скiнченна, 57
властивостi, 57

теорема Кронекера–Капеллi, 15
теорема про суму розмiрностей ядра та

образу, 123
теорiя керування, 76
теорiя кодування, 77
тотожне перетворення, 80
тотожний оператор, 124, 146
транспонована матриця, 146
вектор, 11
векторний простiр, див. лiнiйний простiр,

див. лiнiйний простiр, див. лiнiй-
ний простiр, див. лiнiйний простiр,
див. лiнiйний простiр

визначник, 146
ядро лiнiйного перетворення, 122, 124, 145

координатний змiст, 122
як пiдпростiр, 122

ядро лiнiйного вiдображення, 16
замiна базису, 31
зв’язок координат у рiзних базисах, 32
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