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4 Передмова

Передмова
Навчальний посiбник «Дослiдження операцiй. Транспортна задача та потоки на мере-
жах» пiдготовлено для здобувачiв першого (бакалаврського) рiвня вищої освiти спецiаль-
ностi F3 «Комп’ютернi науки» (освiтня програма «Iнформатика») факультету комп’ютер-
них наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.
Видання призначено для методичної пiдтримки практичних занять, органiзацiї самостiй-
ної роботи студентiв i систематизацiї основних понять, моделей, методiв та алгоритмiв
розв’язування задач з вiдповiдного роздiлу курсу «Дослiдження операцiй».

Посiбник створено на основi багаторiчного досвiду викладання дисциплiни на кафе-
дрi дослiдження операцiй. Пiд час його пiдготовки враховано специфiку математичної
пiдготовки студентiв IТ-напрямiв, потребу в поєднаннi строгого теоретичного викладу з
алгоритмiчною чiткiстю, а також необхiднiсть показати прикладну цiннiсть оптимiзацiй-
них моделей для сучасної iнформатики. Добiр матерiалу орiєнтовано на формування вмiнь
будувати математичнi моделi, аналiзувати структуру задачi, вибирати адекватний метод
розв’язування та iнтерпретувати отриманий результат.

У центрi уваги видання перебувають транспортна задача та задачi про потоки на мере-
жах як класичнi роздiли дослiдження операцiй. Цi теми природно поєднують математичне
програмування, елементи теорiї графiв, алгоритмiчнi процедури та прикладнi постанов-
ки, пов’язанi з логiстикою, маршрутизацiєю, розподiлом ресурсiв, передаванням даних i
аналiзом пропускної здатностi мереж. У посiбнику розглянуто постановку транспортної
задачi, умову балансу, способи побудови початкового опорного плану, метод потенцiалiв,
а також задачi про найкоротший шлях i максимальний потiк на мережi.

Викладачами кафедри дослiдження операцiй у попереднi роки було пiдготовлено низку
навчальних i методичних видань, присвячених методам оптимiзацiї, транспортнiй задачi,
потокам на мережах i практичним аспектам лiнiйного програмування. Цi працi становлять
важливу методичну основу викладання вiдповiдного роздiлу курсу. Водночас розвиток
освiтнiх програм, змiна акцентiв у пiдготовцi студентiв, поява нових прикладних контекс-
тiв i потреба в бiльш цiлiсному, сучасному та узгодженому поданнi матерiалу зумовлюють
необхiднiсть їх оновлення.

Структуру посiбника пiдпорядковано завданням практичного навчання. Кожний роз-
дiл побудовано за єдиною схемою i мiстить такi пiдроздiли: Короткi теоретичнi вiдомо-
стi, Алгоритми, Типовi задачi, Задачi для самостiйного розв’язування, Прикладнi задачi,
Питання для самоконтролю. Така органiзацiя матерiалу дає змогу послiдовно перейти вiд
основних означень i теоретичних фактiв до опанування алгоритмiв, розв’язування типових
вправ, самостiйної роботи та змiстової iнтерпретацiї моделей у прикладних ситуацiях.

Для полегшення сприйняття та кращої навiгацiї в текстi використано структурованi
оточення для означень, теорем, алгоритмiв, прикладiв, зауважень i задач. Таке оформ-
лення дає змогу чiтко вiдокремити рiзнi типи навчального матерiалу, пiдкреслити логiку
викладу та зробити роботу з посiбником зручнiшою як пiд час аудиторних занять, так i в
процесi самостiйного опрацювання.

Пiд час пiдготовки рукопису iнструменти штучного iнтелекту використовувалися ви-
ключно як допомiжний засiб для мовного редагування, уточнення стилiстики та структу-
рування окремих фрагментiв тексту. Усi змiстовi рiшення, математичнi формулювання,
добiр задач i перевiрку коректностi матерiалу виконано авторами, якi несуть повну вiд-
повiдальнiсть за якiсть видання.

Є пiдстави сподiватися, що посiбник буде корисним студентам пiд час аудиторної ро-
боти, самостiйного опрацювання матерiалу та пiдготовки до контрольних заходiв, а ви-
кладачам слугуватиме зручною методичною основою для проведення практичних занять
iз цiєї тематики.
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Дослiдження операцiй посiдає важливе мiсце в фундаментальнiй математичнiй пiдготов-
цi здобувачiв спецiальностi F3 «Комп’ютернi науки». Ця дисциплiна формує системний
пiдхiд до побудови математичних моделей, аналiзу обмежень, вибору критерiїв оптималь-
ностi та пошуку ефективних рiшень у задачах розподiлу ресурсiв, планування, керування
та органiзацiї складних систем. Для майбутнiх фахiвцiв з комп’ютерних наук цей роздiл
математики є не лише теоретичним фундаментом, а й дiєвим iнструментом формалiзацiї
та розв’язування прикладних задач, пов’язаних з iнформацiйними технологiями, логiсти-
чними процесами, телекомунiкацiйними системами та обчислювальними мережами.

Серед численних моделей i методiв дослiдження операцiй особливе мiсце належить
транспортнiй задачi та задачам про потоки на мережах. Саме цi роздiли наочно демон-
струють, як математична постановка практичної проблеми приводить до побудови чiткої
оптимiзацiйної моделi, а далi — до розроблення й застосування ефективного алгоритму.
Транспортна задача дає змогу дослiдити принципи збалансування попиту й запасiв, по-
будови допустимого плану перевезень i послiдовного полiпшення цього плану до опти-
мального. Задачi про потоки на мережах, своєю чергою, вiдкривають можливiсть вивча-
ти маршрути, пропускнi спроможностi, структуру мережi та закономiрностi передавання
ресурсiв або iнформацiї в системах рiзної природи.

Iсторично методи оптимiзацiї, що становлять змiст цього роздiлу курсу, виникли як
вiдповiдь на реальнi економiчнi, транспортнi та iнженернi виклики. Транспортна задача,
першi постановки якої пов’язують з працями Ф. Гiчкока та Л. Канторовича у 30–40-х роках
ХХ столiття, стала одним iз перших переконливих прикладiв застосування математично-
го програмування до масових процесiв розподiлу та перевезення. Подальший розвиток
теорiї графiв i алгоритмiв на мережах, зокрема працi Л. Форда, Д. Фалкерсона, Е. Дейк-
стри та iнших дослiдникiв, iстотно розширив межi застосування оптимiзацiйних пiдходiв
i зробив можливим систематичне розв’язування задач маршрутизацiї, аналiзу мережевих
структур i керування потоками. У сучасних умовах цi iдеї набули особливої ваги у зв’язку
з розвитком глобальних телекомунiкацiйних мереж, комп’ютерних систем i цифрової iн-
фраструктури.

Сьогоднi транспортнi та мережевi моделi є невiд’ємною складовою сучасних IТ-засто-
сувань. Транспортнi задачi природно виникають пiд час балансування навантаження мiж
серверами та хмарними сховищами, у задачах оптимального розподiлу завдань в обчи-
слювальних кластерах, плануваннi використання ресурсiв i координацiї потокiв даних мiж
вузлами системи. Задачi про потоки на мережах, зокрема пошук найкоротшого шляху та
знаходження максимального потоку, становлять теоретичну основу побудови маршрутiв у
комп’ютерних мережах, аналiзу пропускної здатностi каналiв передавання даних, оцiню-
вання надiйностi мережевої iнфраструктури та проєктування ефективних iнформацiйних
систем. Завдяки цьому вивчення транспортної задачi й потокiв на мережах виходить дале-
ко за межi класичних прикладiв з логiстики i стає безпосередньо пов’язаним iз завданнями
сучасної iнформатики.

Особливу методичну цiннiсть цих тем становить їх наочнiсть i водночас змiстова гли-
бина. Транспортна задача та задачi про потоки на мережах дають змогу працювати з
моделями, якi легко iнтерпретуються в термiнах постачання, маршрутiв, вузлiв, дуг, запа-
сiв, потреб i пропускних спроможностей, але при цьому вимагають чiткого математичного
мислення, уважного врахування обмежень i послiдовного застосування алгоритмiв. Саме
тому вони є зручним навчальним матерiалом для формування в студентiв умiння пере-
ходити вiд реальної ситуацiї до математичної моделi, а вiд моделi — до обґрунтованого
оптимального розв’язку.

Важливою особливiстю опанування цих тем є тiсне поєднання теоретичної строгостi
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з алгоритмiчною реалiзацiєю. Означення транспортної моделi, опорного плану, потенцiа-
лiв, мережi, маршруту, потоку, розрiзу, пропускної спроможностi та збiльшуючого шля-
ху мають бути засвоєнi не лише на рiвнi понять i формулювань, а й доведенi до рiвня
послiдовних алгоритмiчних дiй. Саме тому ключову увагу в посiбнику придiлено алго-
ритмам побудови початкового опорного плану, застосуванню методу потенцiалiв, пошуку
найкоротшого шляху та знаходженню максимального потоку на мережi. Для фахiвця з
комп’ютерних наук вмiння перейти вiд абстрактної математичної моделi до чiткої проце-
дури розв’язування є однiєю з найважливiших професiйних компетентностей.

Суттєвою рисою цього матерiалу є також те, що вiн поєднує кiлька лiнiй математичної
пiдготовки. З одного боку, транспортна задача природно пов’язана з лiнiйним програму-
ванням i системою його основних понять; з iншого боку, задачi про потоки на мережах
спираються на графовi моделi, властивостi шляхiв, розрiзiв i зв’язностi. Така мiжтемна
єднiсть робить вiдповiдний роздiл курсу особливо цiнним у дидактичному планi: студент
бачить, як рiзнi математичнi iдеї працюють узгоджено, взаємно доповнюють одна одну
i приводять до практично значущих результатiв. У цьому сенсi транспортна задача та
потоки на мережах слугують одним iз найзручнiших прикладiв iнтеграцiї математичного
програмування, дискретної математики й алгоритмiчного мислення.

Матерiал цього посiбника присвячено саме тим питанням, якi утворюють ядро вiдпо-
вiдного роздiлу курсу «Дослiдження операцiй». Його побудовано з орiєнтацiєю на послi-
довне засвоєння основних понять, методiв i алгоритмiв, а також на формування практи-
чних навичок розв’язування задач. Теоретичнi положення супроводжуються алгоритмi-
чними схемами, типовими прикладами та задачами рiзного рiвня, що дає змогу поєднати
розумiння математичної сутi методу з умiнням застосовувати його в конкретнiй ситуацiї.
Такий пiдхiд є особливо важливим для студентiв комп’ютерних наук, для яких матема-
тична модель має бути не лише правильно побудованою, а й придатною до подальшої
алгоритмiзацiї та програмної реалiзацiї.

Отже, вивчення транспортної задачi та потокiв на мережах слугує природним мiстком
мiж класичною математикою та сучасними комп’ютерними науками. Засвоєння цього ма-
терiалу створює необхiдну базу для подальшого вивчення складнiших оптимiзацiйних ме-
тодiв, теорiї алгоритмiв, мережевих моделей i засобiв їх практичного застосування в ре-
альних IТ-проєктах. Саме тому цей роздiл курсу «Дослiдження операцiй» має не лише
самостiйну навчальну цiннiсть, а й важливе значення для загальної професiйної пiдготов-
ки майбутнього фахiвця з комп’ютерних наук.
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Тема 1. Транспортна задача: модель, початковий план i
метод потенцiалiв

Короткi теоретичнi вiдомостi

Транспортна задача є однiєю з класичних задач лiнiйного програмування i водночас ва-
жливою складовою курсу «Дослiдження операцiй», оскiльки поєднує елементи матема-
тичного програмування, мережевого моделювання та алгоритмiчної оптимiзацiї. Вона на-
лежить до спецiального класу оптимiзацiйних моделей, для яких структура обмежень
настiльки виразна, що дає змогу застосовувати не загальнi унiверсальнi методи, а спе-
цiалiзованi алгоритми. Одним iз таких алгоритмiв є метод потенцiалiв, який спирається
на табличне подання транспортної моделi, використовує її балансну природу та допускає
наочну графову iнтерпретацiю. Саме тому вивчення транспортної задачi має подвiйне зна-
чення: з одного боку, воно розкриває важливий спецiальний клас оптимiзацiйних моделей,
а з iншого — демонструє, як структура задачi впливає на вибiр алгоритму та на форму
його практичної реалiзацiї.

На вiдмiну вiд загального симплекс-методу, що застосовується до задач iз довiльною
матрицею обмежень, транспортна задача має спецiальну систему обмежень типу «запаси–
потреби». У цiй моделi кожний рядок транспортної таблицi вiдповiдає пункту вiдправлен-
ня iз заданим запасом продукцiї, а кожний стовпчик — пункту призначення з фiксованою
потребою. Така органiзацiя даних дає змогу подати задачу в компактнiй та наочнiй табли-
чнiй формi, яка iстотно полегшує аналiз допустимих розв’язкiв. Завдяки цьому початковi
опорнi плани можна будувати за простими конструктивними правилами, не звертаючись
щоразу до загальної симплексної таблицi. Подальше покращення розв’язку здiйснюється
через локальнi перерозподiли перевезень по циклах транспортної таблицi. Саме ця риса
робить транспортну задачу зручною як для теоретичного вивчення, так i для алгоритмi-
чної реалiзацiї.

Метод потенцiалiв спирається на iдеї двоїстостi, якi в транспортнiй задачi набувають
наочної та обчислювально зручної форми. Для кожного опорного плану обчислюються
потенцiали рядкiв i стовпчикiв, що задають внутрiшнi оцiнки тарифiв перевезення i фа-
ктично дають змогу перевiрити, чи можна полiпшити поточний план. У межах цього пiд-
ходу оптимальнiсть перевiряється не безпосереднiм порiвнянням усiх можливих планiв, а
аналiзом небазисних клiтин транспортної таблицi. Якщо для жодної з таких клiтин немо-
жливо виконати перерозподiл, що зменшив би сумарнi витрати, то поточний опорний план
є оптимальним. Якщо ж знаходиться клiтина, введення якої в базис дає змогу полiпшити
план, то разом iз базисними клiтинами вона породжує єдиний цикл, за яким виконується
перерахунок перевезень. У результатi зберiгається допустимiсть плану, тобто виконання
всiх балансних умов, i водночас зменшується значення цiльової функцiї. Такий механiзм
покрокового покращення робить метод потенцiалiв не лише математично обґрунтованим,
а й дуже прозорим з погляду обчислювальної логiки.

Для майбутнього фахiвця з комп’ютерних наук транспортна задача має виразне при-
кладне значення. Передусiм вона є природною моделлю для широкого кола задач логi-
стики, розподiлу ресурсiв, планування постачання, координацiї потокiв даних i балансу-
вання навантаження мiж рiзними вузлами системи. Крiм того, мережева iнтерпретацiя
транспортної задачi безпосередньо пов’язує її з моделями мiнiмальної вартостi потоку,
маршрутизацiєю та плануванням пропускних здатностей. Отже, вивчення транспортної
задачi створює природний перехiд до ширшого кола мережевих моделей i алгоритмiв.

Не менш важливо й те, що метод потенцiалiв наочно розкриває фундаментальну iдею
алгоритмiчної оптимiзацiї — послiдовне покращення розв’язку. Процес розв’язування по-
чинається з побудови початкового опорного плану: вiн ще не є оптимальним, але вже
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задовольняє всi обмеження задачi. Далi за допомогою потенцiалiв цей план крок за кро-
ком наближається до оптимального. Кожний такий крок має чiтку логiку та спирається
на зрозумiлi локальнi змiни в таблицi. Для майбутнiх фахiвцiв з комп’ютерних наук та-
кий пiдхiд є надзвичайно корисним: вiн демонструє, як математично складна проблема
зводиться до прозорого алгоритму. Опанування транспортної задачi та методу потенцiа-
лiв формує мiцне пiдґрунтя для розумiння складнiших мережевих моделей i розроблення
ефективних методiв оптимiзацiї в сучасних iнформацiйних системах.

IТ-коментар: основнi застосування транспортної задачi

Транспортна задача має багато прикладних iнтерпретацiй у комп’ютерних науках та
iнформацiйних технологiях. Найтиповiшi з них такi.

1. Балансування навантаження в розподiлених обчисленнях. У системах
з багатьма серверами, обчислювальними вузлами або вiртуальними машинами
потрiбно розподiлити набiр задач мiж доступними ресурсами так, щоб мiнiмi-
зувати сумарнi витрати часу, енергiї або використання мережi. У такiй поста-
новцi джерела вiдповiдають обчислювальним вузлам iз доступною потужнiстю,
а пункти призначення — завданням або групам запитiв iз певними потребами
в ресурсах.

2. Розмiщення даних у дата-центрах i хмарних сховищах. Пiд час реплiка-
цiї, резервування або мiграцiї даних необхiдно визначити, як найкраще розподi-
лити обсяги iнформацiї мiж серверами чи сховищами з урахуванням їх мiсткостi
та вартостi передавання. Транспортна модель дає змогу формалiзувати таку за-
дачу i знайти план розмiщення, що мiнiмiзує сумарнi витрати на передавання
й зберiгання.

3. Маршрутизацiя й передавання потокiв даних у мережах. У мережевих
системах часто потрiбно розподiлити потоки даних мiж каналами зв’язку або
мережевими вузлами з урахуванням їх пропускної здатностi, вартостi переда-
вання чи затримок. У спрощених постановках транспортна задача може вико-
ристовуватися як модель початкового розподiлу таких потокiв мiж доступними
маршрутами або точками обробки.

4. Планування обслуговування запитiв у сервiсних системах. У веб-сервiсах,
хмарних платформах i центрах обробки звернень транспортна задача виникає
пiд час розподiлу запитiв користувачiв мiж серверами, групами обробки або
центрами пiдтримки. Вага перевезення в такiй моделi може вiдображати час
вiдповiдi, вартiсть обслуговування, завантаженiсть системи або iншi критерiї
якостi сервiсу.

5. Оптимiзацiя взаємодiї мiж компонентами складених IТ-систем. У роз-
подiлених застосунках, мiкросервiснiй архiтектурi та системах обмiну даними
мiж модулями часто потрiбно визначити ефективну схему передавання iнфор-
мацiї мiж джерелами й споживачами. Транспортна задача дає змогу описати
таку систему в термiнах запасiв, потреб i вартостей взаємодiї та знайти опти-
мальний план обмiну, який мiнiмiзує затримки, навантаження на канали або
операцiйнi витрати.
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Постановка транспортної задачi та позначення

У пунктах вiдправлення Ai (i = 1, . . . ,m) зосереджено ai одиниць однорiдного продукту, а
у пунктах призначення Bj (j = 1, . . . , n) задано потреби bj одиниць. Вартiсть перевезення
одиницi продукту з Ai у Bj дорiвнює cij. Нехай xij — кiлькiсть продукту, що перевозиться
з Ai у Bj. За припущенням збалансованостi

∑m
i=1 ai =

∑n
j=1 bj потрiбно скласти план

перевезень, який мiнiмiзує сумарнi витрати.

Математична модель має вигляд:

L(X) =
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min,

n∑
j=1

xij = ai, i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

xij = bj, j = 1, . . . , n,

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,
m∑
i=1

ai =
n∑

j=1

bj.

(1)

Остання рiвнiсть визначає збалансовану транспортну задачу.
У стандартнiй векторно-матричнiй формi задачi лiнiйного програмування план пере-

везень зручно подавати як

x = vec(X) = (x11, . . . , x1n, x21, . . . , xmn)
T ∈ Rmn, c = vec(C) = (c11, . . . , cmn)

T ∈ Rmn.

Вектор запасiв i потреб:

P0 = (a1, . . . , am, b1, . . . , bn)
T ∈ Rm+n.

Для кожної клiтини (i, j) введемо вектор комунiкацiї:

Pij = (0, . . . , 0, 1
i
, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0, 1

m+j
, 0, . . . , 0)T ∈ Rm+n.

Тодi система балансу записується як
m∑
i=1

n∑
j=1

xijPij = P0.

Основнi означення та факти

Означення 1.1: Маршрут i цикл (ланцюг i цикл клiтин)

Послiдовнiсть комунiкацiй (еквiвалентно: клiтин таблицi)

Ai1Bj1 , Ai2Bj1 , Ai2Bj2 , . . . , AisBjs−1 , AisBjs ,

у якiй iндекси i1, . . . , is попарно рiзнi i j1, . . . , js попарно рiзнi, називається маршру-
том (ланцюгом), що сполучає Ai1 та Bjs . Маршрут, до якого додано комунiкацiю
Ai1Bjs , називається циклом.
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Зауваження 1.1: Властивостi транспортної задачi

1. Збалансована транспортна задача є допустимою та має оптимальний розв’язок.

2. Ранг матрицi обмежень дорiвнює m+ n− 1; тому ДБР (допустимий базисний
розв’язок) мiстить не бiльше, нiж m+ n− 1 ненульових перевезень.

3. Якщо всi ai та bj — цiлi, то iснує оптимальний план iз цiлими xij (цiлочисель-
нiсть забезпечується тотальною унiмодулярнiстю матрицi обмежень).

Теорема 1.1: Критерiй базисностi: вiдсутнiсть циклу

План X є ДБР транспортної задачi тодi i тiльки тодi, коли з його базисних (основ-
них) клiтин неможливо утворити цикл.

Теорема 1.2: Критерiй оптимальностi (метод потенцiалiв)

Нехай X = (xij) — ДБР. План X є оптимальним тодi i тiльки тодi, коли iснують
потенцiали ui (i = 1, . . . ,m) та vj (j = 1, . . . , n) такi, що

vj−ui = cij для базисних клiтин (i, j), vj−ui ≤ cij для небазисних клiтин (i, j).

Незбалансованi транспортнi задачi та зведення до збалансованих

Транспортна задача називається незбалансованою (вiдкритою), якщо
m∑
i=1

ai ̸=
n∑

j=1

bj.

У цьому випадку задача у стандартнiй формi з рiвностями
∑

j xij = ai,
∑

i xij = bj не має
допустимого плану, однак її легко звести до збалансованої (закритої) задачi, доповнивши
модель фiктивним пунктом.

Випадок 1: надлишок запасу.
Якщо

∑m
i=1 ai >

∑n
j=1 bj, вводиться фiктивний пункт призначення Bn+1 з потребою

bn+1 =
m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj.

Тарифи ci,n+1 задаються за змiстом моделi:

• ci,n+1 = 0 — якщо «недовикористання запасу» не штрафується (резерв/склад/простiй
без вартостi);

• ci,n+1 = pi — якщо задається штраф за невикористаний ресурс у пунктi Ai.

Отримуємо збалансовану задачу розмiрностi m× (n+ 1).

Випадок 2: дефiцит запасу.
Якщо

∑m
i=1 ai <

∑n
j=1 bj, вводиться фiктивний пункт вiдправлення Am+1 iз запасом

am+1 =
n∑

j=1

bj −
m∑
i=1

ai.

Тарифи cm+1,j також задаються за змiстом:
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• cm+1,j = 0 — якщо «недопоставка» допускається без штрафу (наприклад, перенесен-
ня/вiдкладення попиту поза моделлю);

• cm+1,j = qj — якщо задається штраф за невиконаний попит у пунктi Bj (SLA/penalty).

Отримуємо збалансовану задачу розмiрностi (m+ 1)× n.

Алгоритми

Методи побудови початкового допустимого базисного розв’язку

Метод пiвнiчно-захiдного кута (МПЗК)

1. Розглянути пiвнiчно-захiдну невикреслену клiтину (i, j) поточної транспортної
таблицi.

2. Покласти
xij := min{a(·)i , b

(·)
j },

пiсля чого оновити поточнi залишки запасiв i потреб.

3. Якщо запас a
(·)
i вичерпано (дорiвнює нулю), а потреба b

(·)
j > 0, викреслити

вiдповiдний рядок. Якщо ж потребу b
(·)
j задоволено (дорiвнює нулю), а запас

a
(·)
i > 0, викреслити вiдповiдний стовпчик.

4. Якщо одночасно запас a(·)i вичерпано, а потребу b
(·)
j задоволено (обидва дорiвню-

ють нулю), викреслити лише вiдповiдний рядок або стовпчик. Для невикресле-
ного напрямку залишити нульовий залишок. На наступному кроцi це приведе
до появи необхiдного базисного нуля, зберiгаючи загальну кiлькiсть базисних
клiтин рiвною m+ n− 1 без утворення циклiв.

5. Повторювати кроки 1–4, доки не буде побудовано повний допустимий базисний
розв’язок.

Метод мiнiмального елемента (ММЕ)

1. На кожному кроцi серед невикреслених клiтин вибрати клiтину (i, j) з наймен-
шим тарифом cij.

2. Покласти
xij := min{a(·)i , b

(·)
j },

пiсля чого оновити поточнi залишки запасiв i потреб.

3. Якщо запас a
(·)
i вичерпано (дорiвнює нулю), а потреба b

(·)
j > 0, викреслити

вiдповiдний рядок. Якщо ж потребу b
(·)
j задоволено (дорiвнює нулю), а запас

a
(·)
i > 0, викреслити вiдповiдний стовпчик.

4. У випадку виродженостi, коли одночасно запас i потреба стають нульовими,
викреслити лише один iз них, залишаючи для iншого нульовий залишок на
наступний крок. Це забезпечує появу базисного нуля i збереження m + n − 1
базисних клiтин без потреби окремо перевiряти утворення циклу.
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5. Повторювати кроки 1–4, доки не буде побудовано повний допустимий базисний
розв’язок.

Метод викреслювання для виявлення циклу

1. Нехай S — множина видiлених клiтин транспортної таблицi.

2. Викреслити всi рядки, що мiстять не бiльш як одну клiтину з множини S.

3. Викреслити всi стовпчики, що мiстять не бiльш як одну клiтину з множини S.

4. Повторювати кроки 2–3 доти, доки можна виконувати новi викреслювання.

5. Якщо врештi-решт викреслено всi видiленi клiтини, то цикл вiдсутнiй.

6. Якщо пiсля завершення процедури залишилися невикресленi клiтини, то серед
них iснує цикл.

Алгоритм методу потенцiалiв

1. Побудувати початковий допустимий базисний розв’язок X одним iз методiв
побудови початкового плану.

2. Обчислити потенцiали ui (i = 1, . . . ,m) i vj (j = 1, . . . , n), розв’язавши на бази-
сних клiтинах систему

vj − ui = cij,

поклавши один iз потенцiалiв рiвним нулю.

3. Для всiх небазисних клiтин обчислити оцiнки

∆ij = cij − vj + ui.

4. Якщо для всiх небазисних клiтин виконується нерiвнiсть

∆ij ≥ 0,

то поточний план є оптимальним.

5. Якщо iснує клiтина з вiд’ємною оцiнкою, вибрати небазисну клiтину (k, ℓ) з
найменшою оцiнкою ∆kℓ < 0 i приєднати її до базису.

6. На множинi базисних клiтин разом iз клiтиною (k, ℓ) побудувати цикл C (зокре-
ма, за допомогою методу викреслювання).

7. Розставити на клiтинах циклу почергово знаки + та −, починаючи з клiтини
(k, ℓ), якiй надається знак +.

8. Покласти
θ = min{xij : (i, j) ∈ C−}.

Збiльшити перевезення в клiтинах зi знаком + на θ, а в клiтинах зi знаком −
зменшити на θ.
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9. Клiтина, у якiй досягається мiнiмум θ, виходить з базису; у разi кратного мiнi-
муму одну з таких клiтин вилучають за узгодженим правилом вибору.

10. Перейти до кроку 2.

Правило вибору в разi неоднозначностi

Якщо найменша вiд’ємна оцiнка досягається в кiлькох небазисних клiтинах, доцiльно
обирати клiтину з найменшими iндексами (i, j). Якщо мiнiмум θ досягається в кiль-
кох клiтинах циклу зi знаком «мiнус», застосовують аналогiчне узгоджене правило
вибору.

Типовi задачi

Задача 1.1: Логiстика вiдбудови: розподiл будiвельних матерiалiв

Для забезпечення проєктiв вiдбудови необхiдно налагодити постачання будiвельних
матерiалiв (модульних конструкцiй та цементу) з трьох великих логiстичних хабiв
(A1 — Київський, A2 — Львiвський, A3 — Днiпровський) до чотирьох регiонiв, що
найбiльше потребують вiдновлення (B1 — Харкiвська обл., B2 — Чернiгiвська обл.,
B3 — Миколаївська обл., B4 — Запорiзька обл.).

Вiдомо, що наявнi запаси матерiалiв на складах хабiв (у сотнях тонн) станов-
лять 120, 150 та 130 вiдповiдно. Зi свого боку, затвердженi потреби регiональних
майданчикiв оцiнюються у 110, 90, 100 та 100 сотень тонн.

Матриця витрат C = (cij) вiдображає вартiсть перевезення одиницi вантажу (у
тис. грн) з урахуванням складностi маршрутiв, вартостi пального та стану дорожньої
iнфраструктури:

C =

4 2 5 6
9 7 8 10
3 6 4 2

 .

Потрiбно скласти такий план перевезень, який повнiстю задовольнить потреби
всiх регiонiв, вивезе всi наявнi запаси з хабiв та забезпечить мiнiмальнi сумарнi
витрати на транспортну логiстику.а

аУ розв’язаннi виконується формалiзацiя цiєї постановки як збалансованої транспортної зада-
чi: вводяться змiннi xij , перевiряється умова балансу, данi подаються у транспортнiй таблицi та
записується вiдповiдна математична модель.

Розв’язання.

Крок 1. Введення змiнних. Нехай xij — обсяг вантажу (у сотнях тонн), який пере-
возиться з логiстичного хабу Ai до регiону вiдбудови Bj, де i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4.
За фiзичним змiстом задачi обсяги перевезень не можуть бути вiд’ємними:

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4.

Крок 2. Перевiрка умови балансу. Тут запаси постачальникiв a1 = 120, a2 = 150,
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a3 = 130, а потреби споживачiв b1 = 110, b2 = 90, b3 = 100, b4 = 100. Маємо:
3∑

i=1

ai = 120 + 150 + 130 = 400,
4∑

j=1

bj = 110 + 90 + 100 + 100 = 400.

Оскiльки загальний обсяг запасiв дорiвнює загальному обсягу потреб (
∑

i ai =
∑

j bj),
задача є збалансованою (закритою).

Крок 3. Транспортна таблиця (данi задачi). Вихiднi данi задачi подано у стан-
дартнiй транспортнiй таблицi (табл. 1.1): у кожнiй клiтинцi (i, j) вказано тариф
перевезення cij (у верхнiй частинi) та невiдому змiнну xij (у нижнiй частинi), а в
останньому стовпчику та останньому рядку наведено вiдповiдно запаси ai та потреби
bj.

Табл. 1.1: Транспортна таблиця логiстики матерiалiв

Ai \Bj B1 B2 B3 B4 ai

A1

4

x11

2

x12

5

x13

6

x14

120

A2

9

x21

7

x22

8

x23

10

x24

150

A3

3

x31

6

x32

4

x33

2

x34

130

bj 110 90 100 100
∑

j bj =
∑

i ai = 400

Крок 4. Побудова математичної моделi (ЗЛП). Потрiбно мiнiмiзувати сумарнi транс-
портнi витрати:

L(X) =
3∑

i=1

4∑
j=1

cijxij → min,

тобто цiльова функцiя має вигляд:

L(X) = 4x11 + 2x12 + 5x13 + 6x14

+ 9x21 + 7x22 + 8x23 + 10x24

+ 3x31 + 6x32 + 4x33 + 2x34 → min .

Система обмежень щодо вивезення всiх матерiалiв зi складiв (запаси):
x11 + x12 + x13 + x14 = 120,

x21 + x22 + x23 + x24 = 150,

x31 + x32 + x33 + x34 = 130.

Система обмежень щодо повного задоволення потреб регiонiв вiдбудови (попит):
x11 + x21 + x31 = 110,

x12 + x22 + x32 = 90,

x13 + x23 + x33 = 100,

x14 + x24 + x34 = 100.
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Умови невiд’ємностi змiнних:

xij ≥ 0, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4.

Задача 1.2: Початковий опорний план МПЗК

Для транспортної задачi 1.1 (табл. 1.1) побудувати початковий опорний план мето-
дом пiвнiчно-захiдного кута.

Розв’язання (МПЗК).

Використовується правило вибору пiвнiчно-захiдної невикресленої клiтини та стан-
дартне заповнення xij = min{a(·)i , b

(·)
j }.

Крок 1. Клiтина (1, 1):

x11 = min(120, 110) = 110, a1 → 10, b1 → 0 (викреслюється стовпчик B1).

Крок 2. Клiтина (1, 2):

x12 = min(10, 90) = 10, a1 → 0 (викреслюється рядок A1), b2 → 80.

Крок 3. Клiтина (2, 2):

x22 = min(150, 80) = 80, a2 → 70, b2 → 0 (викреслюється стовпчик B2).

Крок 4. Клiтина (2, 3):

x23 = min(70, 100) = 70, a2 → 0 (викреслюється рядок A2), b3 → 30.

Крок 5. Клiтина (3, 3):

x33 = min(130, 30) = 30, a3 → 100, b3 → 0 (викреслюється стовпчик B3).

Крок 6. Клiтина (3, 4):

x34 = min(100, 100) = 100, a3 → 0, b4 → 0.

(Викреслюється останнiй рядок i стовпчик). У даному випадку виродженостi на
промiжних етапах не виникло, тому базиснi нулi не додаються.

Отримано початковий опорний план з базисними клiтинами

(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4),

їх рiвно m+ n− 1 = 3 + 4− 1 = 6.

План перевезень (матриця X).

X =

110 10 0 0
0 80 70 0
0 0 30 100

 .

Транспортну таблицю початкового плану (МПЗК) подано в таблицi 1.2.
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Табл. 1.2: Початковий опорний план МПЗК для прикладу 1.1

Ai \Bj B1 B2 B3 B4 ai

A1

4

110

2

10

5 6
120

A2

9 7

80

8

70

10
150

A3

3 6 4

30

2

100
130

bj 110 90 100 100 400

Вартiсть початкового плану.

L(X) = 4·110+2·10+7·80+8·70+4·30+2·100 = 440+20+560+560+120+200 = 1900.

Задача 1.3: Початковий опорний план ММЕ

Для транспортної задачi з прикладу 1.1 (табл. 1.1) побудувати початковий опорний
план методом мiнiмального елемента.

Розв’язання.

На кожному кроцi серед невикреслених клiтин обирається клiтина з мiнiмальним
тарифом cij (за нiчиєї використовується тай-брейк: спочатку максимiзується обсяг
перевезення min{a(·)i , b

(·)
j }, далi — обираються найменшi iндекси). Пiсля вибору клi-

тини застосовується стандартне правило заповнення xij = min{a(·)i , b
(·)
j }.

Крок 1. Мiнiмальний тариф 2 знаходиться у клiтинах (1, 2) та (3, 4). За тай-брейком
перевiряємо можливi обсяги: для (1, 2) маємо min{120, 90} = 90, а для (3, 4) має-
мо min{130, 100} = 100. Обираємо клiтину (3, 4), оскiльки вона дозволяє перевезти
бiльше вантажу.

x34 = min(130, 100) = 100, a3 → 30, b4 → 0 (викреслюється стовпчик B4).

Крок 2. Серед невикреслених клiтин мiнiмальний тариф 2 залишився у клiтинi (1, 2).

x12 = min(120, 90) = 90, a1 → 30, b2 → 0 (викреслюється стовпчик B2).

Крок 3. Серед залишених клiтин у стовпчиках B1 та B3 мiнiмальним є тариф 3 у
клiтинi (3, 1).

x31 = min(30, 110) = 30, a3 → 0 (викреслюється рядок A3), b1 → 80.

Крок 4. Залишилися невикресленими лише рядки A1 та A2. Мiнiмальний тариф серед
доступних клiтин — 4 у клiтинi (1, 1).

x11 = min(30, 80) = 30, a1 → 0 (викреслюється рядок A1), b1 → 50.
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Крок 5. Залишився лише рядок A2 (залишок 150) i два неповнiстю задоволенi стов-
пчики: B1 (залишок 50) та B3 (потреба 100). Мiнiмальний тариф серед них — 8 у
клiтинi (2, 3).

x23 = min(150, 100) = 100, a2 → 50, b3 → 0 (викреслюється стовпчик B3).

Крок 6. Залишилася остання клiтина (2, 1) iз тарифом 9:

x21 = min(50, 50) = 50, a2 → 0, b1 → 0.

Отримано допустимий план перевезень. Кiлькiсть заповнених базисних клiтин
дорiвнює 6 = m+ n− 1 (3 + 4− 1 = 6), отже план є невиродженим опорним.

План перевезень (матриця X).

X =

30 90 0 0
50 0 100 0
30 0 0 100

 .

Транспортну таблицю початкового плану (ММЕ) подано в таблицi 1.3.

Табл. 1.3: Початковий опорний план ММЕ для прикладу 1.1

Ai \Bj B1 B2 B3 B4 ai

A1

4

30

2

90

5 6
120

A2

9

50

7 8

100

10
150

A3

3

30

6 4 2

100
130

bj 110 90 100 100 400

Вартiсть початкового плану.

L(X) = 4·30+2·90+9·50+8·100+3·30+2·100 = 120+180+450+800+90+200 = 1840.

Як бачимо, застосування методу мiнiмального елемента дозволило знайти старто-
вий план, вартiсть якого (1840) є меншою за вартiсть плану, побудованого методом
пiвнiчно-захiдного кута (1900).

Задача 1.4: Перевiрка плану на оптимальнiсть та альтернативний план

Для опорного плану, знайденого методом мiнiмального елемента у прикладi 1.3, пе-
ревiрити умову оптимальностi за допомогою методу потенцiалiв та знайти альтер-
нативний оптимальний план.
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Розв’язання.

Згiдно з методом потенцiалiв, кожному пункту вiдправлення Ai та пункту призна-
чення Bj ставиться у вiдповiднiсть потенцiал (ui та vj вiдповiдно). Для того щоб
опорний план був оптимальним, необхiдно i достатньо, щоб для всiх базисних (за-
повнених) клiтин (xij > 0) виконувалася умова:

vj − ui = cij, (2)

а для всiх небазисних (порожнiх) клiтин (xij = 0) виконувалася умова:

vj − ui ≤ cij. (3)

Крок 1. Обчислення потенцiалiв. Базисними клiтинами нашого плану є

(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 1), (3, 4).

Запишемо для них систему рiвнянь згiдно з (2):

v1 − u1 = c11 = 4,

v2 − u1 = c12 = 2,

v1 − u2 = c21 = 9,

v3 − u2 = c23 = 8,

v1 − u3 = c31 = 3,

v4 − u3 = c34 = 2.

Оскiльки система має m + n = 7 невiдомих i m + n − 1 = 6 рiвнянь, один iз по-
тенцiалiв можна вибрати довiльно. Нехай u1 = 0. Тодi послiдовно знаходимо решту
потенцiалiв:

• З першого рiвняння: v1 − 0 = 4 =⇒ v1 = 4.

• З другого рiвняння: v2 − 0 = 2 =⇒ v2 = 2.

• Знаючи v1, з третього рiвняння: 4− u2 = 9 =⇒ u2 = −5.

• Знаючи u2, з четвертого рiвняння: v3 − (−5) = 8 =⇒ v3 + 5 = 8 =⇒ v3 = 3.

• Знаючи v1, з п’ятого рiвняння: 4− u3 = 3 =⇒ u3 = 1.

• Знаючи u3, з шостого рiвняння: v4 − 1 = 2 =⇒ v4 = 3.

Отже, маємо вектори потенцiалiв:

u = (0,−5, 1), v = (4, 2, 3, 3).

Крок 2. Перевiрка критерiю оптимальностi. Для кожної порожньої (небазисної)
клiтини перевiримо виконання умови (3), тобто vj − ui ≤ cij:

• Для клiтини (1, 3): v3 − u1 = 3− 0 = 3 ≤ 5 (умова виконується);

• Для клiтини (1, 4): v4 − u1 = 3− 0 = 3 ≤ 6 (умова виконується);

• Для клiтини (2, 2): v2−u2 = 2−(−5) = 7 ≤ 7 (умова виконується як рiвнiсть);



Транспортна задача 19

• Для клiтини (2, 4): v4 − u2 = 3− (−5) = 8 ≤ 10 (умова виконується);

• Для клiтини (3, 2): v2 − u3 = 2− 1 = 1 ≤ 6 (умова виконується);

• Для клiтини (3, 3): v3 − u3 = 3− 1 = 2 ≤ 4 (умова виконується).

Оскiльки для всiх небазисних клiтин умова vj−ui ≤ cij виконується, то поточний
план перевезень є оптимальним iз мiнiмальними витратами Lmin = 1840 тис. грн.
Проте виконання умови для клiтини (2, 2) як строгої рiвностi вказує на наявнiсть
альтернативного оптимального плану.

Крок 3. Побудова альтернативного оптимального плану. Для отримання iншого
розподiлу вантажу без змiни сумарної вартостi побудуємо цикл перерахунку для
клiтини (2, 2). Цикл складатиметься з порожньої клiтини (2, 2) та базисних клiтин:

(2, 2)+ → (1, 2)− → (1, 1)+ → (2, 1)− → (2, 2)+

Знайдемо величину зсуву вантажу по циклу θ, яка дорiвнює мiнiмальному значенню
серед клiтин зi знаком мiнус:

θ = min{x12, x21} = min{90, 50} = 50.

Перерахуємо обсяги перевезень у вершинах циклу:

• x′
22 = x22 + θ = 0 + 50 = 50 (клiтина стає базисною);

• x′
12 = x12 − θ = 90− 50 = 40;

• x′
11 = x11 + θ = 30 + 50 = 80;

• x′
21 = x21 − θ = 50− 50 = 0 (клiтина стає порожньою).

Iншi базиснi клiтини (2, 3), (3, 1), (3, 4) залишаються без змiн.

Альтернативний план перевезень (матриця X ′):

X ′ =

80 40 0 0
0 50 100 0
30 0 0 100

 .

Переконаємося, що вартiсть логiстики для альтернативного плану не змiнилася:

L(X ′) = 4 · 80 + 2 · 40 + 7 · 50 + 8 · 100 + 3 · 30 + 2 · 100
= 320 + 80 + 350 + 800 + 90 + 200 = 1840.

Обидва плани забезпечують мiнiмум витрат, що дає керiвництву гнучкiсть у прийнят-
тi логiстичних рiшень (наприклад, можливiсть вiдмовитись вiд маршруту A2 → B1

на користь A2 → B2).

Задача 1.5: Маршрутизацiя IТ-трафiку

Хмарний провайдер має три дата-центри (A1, A2, A3), видiлена пропускна здатнiсть
яких становить 100, 80 та 60 Тбiт/с вiдповiдно. Трафiк необхiдно маршрутизувати
до трьох клiєнтських регiонiв (B1, B2, B3), чия потреба у трафiку становить 90, 110
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та 70 Тбiт/с.
Матриця C вiдображає затримку передачi даних (у мiлiсекундах) мiж вузлами:

C =

6 3 5
4 8 7
5 2 9

 .

Потрiбно збалансувати задачу, знайти початковий план маршрутизацiї методом мi-
нiмального елемента та перевiрити його на оптимальнiсть методом потенцiалiв.

Розв’язання.

Крок 1. Перевiрка балансу та зведення до закритої ТЗ. Знайдемо сумарну пропу-
скну здатнiсть дата-центрiв та сумарний попит регiонiв:

3∑
i=1

ai = 100 + 80 + 60 = 240 Тбiт/с,
3∑

j=1

bj = 90 + 110 + 70 = 270 Тбiт/с.

Оскiльки
∑

ai <
∑

bj (240 < 270), задача є вiдкритою. Мережа не може повнiстю
задовольнити попит.

Для зведення задачi до закритої вводимо фiктивний дата-центр A4 iз запасом
a4 = 270 − 240 = 30 Тбiт/с. Тарифи на перевезення вiд фiктивного постачальника
дорiвнюють нулю (c4j = 0), оскiльки фiзично цей трафiк не передається (це обсяг
"вiдмовленого"або вiдкладеного обслуговування).

Крок 2. Побудова початкового плану ММЕ. Складаємо нову матрицю розмiром 4×
3. На кожному кроцi обираємо невикреслену клiтину з мiнiмальним тарифом cij i
заповнюємо її xij = min{ai, bj}.

• Найменший тариф у таблицi — 0 у рядку A4. Обираємо клiтину (4, 1) (за пра-
вилом найменшого iндексу): x41 = min(30, 90) = 30. Рядок A4 викреслюється,
залишок попиту B1 стає 60.

• Серед невикреслених мiнiмальний тариф 2 у (3, 2): x32 = min(60, 110) = 60.
Рядок A3 викреслюється, залишок B2 → 50.

• Наступний мiнiмум 3 у (1, 2): x12 = min(100, 50) = 50. Стовпчик B2 викреслю-
ється, залишок A1 → 50.

• Наступний мiнiмум 4 у (2, 1): x21 = min(80, 60) = 60. Стовпчик B1 викреслює-
ться, залишок A2 → 20.

• Залишився стовпчик B3. Для (1, 3) маємо c13 = 5: x13 = min(50, 70) = 50. A1

викреслюється, залишок B3 → 20.

• Остання клiтина (2, 3) заповнюється залишками: x23 = min(20, 20) = 20.

Кiлькiсть базисних клiтин: 4 + 3− 1 = 6. План невироджений.

Транспортну таблицю початкового плану (ММЕ) подано в таблицi 1.4.
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Табл. 1.4: Початковий опорний план ММЕ для задачi маршрутизацiї

Ai \Bj B1 B2 B3 ai

A1

6 3

50

5

50
100

A2

4

60

8 7

20
80

A3

5 2

60

9
60

A4 (фiкт.)
0

30

0 0
30

bj 90 110 70 270

Загальна затримка мережi (вартiсть):

L(X) = 50 · 3 + 50 · 5 + 60 · 4 + 20 · 7 + 60 · 2 + 30 · 0 = 900.

Крок 3. Перевiрка плану на оптимальнiсть. Згiдно з методом потенцiалiв, для всiх
базисних клiтин (xij > 0) має виконуватися vj − ui = cij, а для небазисних (xij = 0)
умова vj − ui ≤ cij.

Складемо систему для базисних клiтин (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (4, 1):

v2 − u1 = 3

v3 − u1 = 5

v1 − u2 = 4

v3 − u2 = 7

v2 − u3 = 2

v1 − u4 = 0

Нехай u1 = 0. Тодi: v2 = 3, v3 = 5. З рiвняння v3−u2 = 7 =⇒ 5−u2 = 7 =⇒ u2 = −2.
Знаючи u2, знаходимо v1: v1 − (−2) = 4 =⇒ v1 = 2. Знаючи v2, знаходимо u3:
3 − u3 = 2 =⇒ u3 = 1. Знаючи v1, знаходимо u4: 2 − u4 = 0 =⇒ u4 = 2.
Вектори потенцiалiв, обчисленi для транспортної таблицi в табл. 1.5, мають вигляд:
u = (0,−2, 1, 2), v = (2, 3, 5).

Табл. 1.5: Перевiрка опорного плану на оптимальнiсть (значення потенцiалiв)
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Ai \Bj B1 B2 B3 ai ui

A1

6 3

50

5

50
100 0

A2

4

60

8 7

20
80 −2

A3

5 2

60

9
60 1

A4 (фiкт.)
0

30

0 0
30 2

bj 90 110 70 270

vj 2 3 5

Крок 3. Перевiрка плану на оптимальнiсть. Для перевiрки критерiю оптимальностi
обчислимо симплекс-рiзницi для всiх порожнiх (небазисних) клiтин за формулою:

∆ij = cij − vj + ui.

Для того щоб план був оптимальним, необхiдно, щоб для всiх порожнiх клiтин ви-
конувалася умова ∆ij ≥ 0. Обчислюємо:

• ∆11 = c11 − v1 + u1 = 6− 2 + 0 = 4 ≥ 0 (умова виконується);

• ∆22 = c22 − v2 + u2 = 8− 3 + (−2) = 3 ≥ 0 (умова виконується);

• ∆31 = c31 − v1 + u3 = 5− 2 + 1 = 4 ≥ 0 (умова виконується);

• ∆33 = c33 − v3 + u3 = 9− 5 + 1 = 5 ≥ 0 (умова виконується);

• ∆42 = c42 − v2 + u4 = 0− 3 + 2 = −1 < 0 (порушення!);

• ∆43 = c43 − v3 + u4 = 0− 5 + 2 = −3 < 0 (порушення!).

Оскiльки iснують клiтини з вiд’ємними симплекс-рiзницями, початковий план не
є оптимальним. Найбiльше порушення (найменша вiд’ємна оцiнка) спостерiгається
у клiтинi (4, 3), де ∆43 = −3. Саме цю клiтину ми оберемо для введення в базис на
наступному кроцi (для побудови коригувального циклу).

Табл. 1.6: Перевiрка плану на оптимальнiсть: симплекс-рiзницi ∆ij
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Ai \Bj B1 B2 B3 ai ui

A1

6

(4)

3

50

5

50
100 0

A2

4

60

8

(3)

7

20
80 −2

A3

5

(4)

2

60

9

(5)
60 1

A4 (фiкт.)
0

30

0

(-1)

0

(-3)
30 2

bj 90 110 70 270

vj 2 3 5

Примiтка: У порожнiх клiтинах у круглих дужках вказанi симплекс-рiзницi ∆ij.
Вiд’ємнi значення, що вказують на можливiсть покращення плану, видiлено жир-
ним шрифтом. Максимальне порушення умови оптимальностi (найменше значення)
знаходиться у клiтинi (4, 3), де ∆43 = −3 (див. таблицю 1.6).

Крок 4. Покращення плану (коригувальний цикл). Побудуємо цикл для перспектив-
ної клiтини (4, 3), використовуючи наявнi базиснi клiтини:

(4, 3)+ → (2, 3)− → (2, 1)+ → (4, 1)− → (4, 3)+

Величина зсуву трафiку θ:

θ = min{x23, x41} = min{20, 30} = 20.

Перераховуємо значення у вершинах циклу:

• x′
43 = 0 + 20 = 20 (стає базисною);

• x′
23 = 20− 20 = 0 (стає порожньою);

• x′
21 = 60 + 20 = 80;

• x′
41 = 30− 20 = 10.

Оптимальний план перевезень (Xopt):

Xopt =


0 50 50
80 0 0
0 60 0
10 0 20

 .

Загальна мiнiмальна затримка (вартiсть) нової маршрутизацiї:

L(Xopt) = 50(3) + 50(5) + 80(4) + 60(2) + 10(0) + 20(0) = 840.

Вiдповiдь: Ми зменшили загальну «вартiсть» затримок з 900 до 840, оптимiзував-
ши розподiл дефiциту. Фiктивнi перевезення x41 = 10 та x43 = 20 означають, що
регiон B1 недоотримає 10 Тбiт/с, а регiон B3 — 20 Тбiт/с вiд своїх запитiв.
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Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 1.1: Транспортна задача: МПЗК, ММЕ та метод потенцiалiв

Кавова компанiя має три ростерiї (пункти обсмажування кави) A1, A2, A3, з яких
свiжообсмажене зерно постачається до чотирьох мереж кав’ярень B1, B2, B3, B4.

Для кожного варiанта задано:

• вектор запасiв зерна на ростерiях a = (a1, a2, a3) у сотнях кiлограмiв;

• вектор потреб мереж кав’ярень b = (b1, b2, b3, b4) у сотнях кiлограмiв;

• матрицю C, елементи якої cij позначають вартiсть перевезення одиницi ванта-
жу (100 кг) вiд i-ї ростерiї до j-ї мережi кав’ярень у грошових одиницях.

Потрiбно:

1. Побудувати математичну модель транспортної задачi.

2. Знайти початковий опорний план методом пiвнiчно-захiдного кута (МПЗК).

3. Знайти початковий опорний план методом мiнiмального елемента (ММЕ).

4. Взявши за основу кращий iз двох знайдених початкових планiв, розв’язати за-
дачу методом потенцiалiв (знайти оптимальний план перевезень та мiнiмальну
вартiсть логiстики).

Варiанти:

1.1 Вектор запасiв a = (100, 150, 50), вектор потреб b = (70, 80, 60, 90). Матриця
вартостей:

C =

5 3 6 2
4 7 3 5
8 2 4 6

 .

1.2 Вектор запасiв a = (120, 80, 100), вектор потреб b = (50, 90, 70, 90). Матриця
вартостей:

C =

4 6 3 8
2 5 7 4
6 4 2 5

 .

1.3 Вектор запасiв a = (90, 110, 150), вектор потреб b = (100, 60, 120, 70). Матриця
вартостей:

C =

7 3 5 6
4 2 8 3
5 6 4 7

 .

1.4 Вектор запасiв a = (200, 100, 100), вектор потреб b = (80, 120, 90, 110). Матриця
вартостей:

C =

3 8 4 5
6 2 7 4
4 5 3 8

 .
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1.5 Вектор запасiв a = (130, 170, 100), вектор потреб b = (110, 90, 100, 100). Матри-
ця вартостей:

C =

8 4 6 3
5 7 2 4
3 5 8 6

 .

1.6 Вектор запасiв a = (150, 150, 200), вектор потреб b = (100, 140, 160, 100). Ма-
триця вартостей:

C =

2 5 4 7
8 3 6 5
4 7 2 3

 .

1.7 Вектор запасiв a = (80, 120, 100), вектор потреб b = (60, 70, 80, 90). Матриця
вартостей:

C =

6 2 5 4
3 8 4 7
5 4 7 2

 .

1.8 Вектор запасiв a = (140, 160, 100), вектор потреб b = (90, 110, 120, 80). Матриця
вартостей:

C =

5 7 3 6
4 2 8 5
6 4 5 3

 .

1.9 Вектор запасiв a = (180, 120, 150), вектор потреб b = (130, 100, 140, 80). Матри-
ця вартостей:

C =

4 8 5 2
7 3 6 4
2 6 4 8

 .

1.10 Вектор запасiв a = (110, 190, 100), вектор потреб b = (80, 120, 100, 100). Матри-
ця вартостей:

C =

3 5 8 4
6 4 2 7
5 7 4 3

 .

1.11 Вектор запасiв a = (210, 140, 150), вектор потреб b = (160, 100, 120, 120). Ма-
триця вартостей:

C =

7 4 6 5
2 8 3 4
5 3 7 2

 .

1.12 Вектор запасiв a = (160, 140, 200), вектор потреб b = (130, 170, 90, 110). Матри-
ця вартостей:

C =

4 2 7 6
5 8 4 3
6 5 3 8

 .

1.13 Вектор запасiв a = (100, 200, 150), вектор потреб b = (140, 110, 100, 100). Ма-
триця вартостей:

C =

8 5 3 4
4 6 7 2
3 4 5 8

 .



26 Транспортна задача

1.14 Вектор запасiв a = (170, 130, 200), вектор потреб b = (150, 150, 100, 100). Ма-
триця вартостей:

C =

5 4 8 3
7 2 4 6
3 6 5 4

 .

1.15 Вектор запасiв a = (190, 210, 100), вектор потреб b = (120, 180, 90, 110). Матри-
ця вартостей:

C =

6 3 5 8
4 7 2 5
8 4 6 3

 .

Задача 1.2: Вiдкрита транспортна задача: зведення та метод потенцiалiв

Мережа крафтових сироварень має три виробничi локацiї A1, A2, A3, якi постачають
елiтнi сорти сиру до чотирьох мереж винних бутикiв B1, B2, B3, B4.

Для кожного варiанта задано:

• вектор пропозицiї сиру на сироварнях a = (a1, a2, a3) у десятках кiлограмiв;

• вектор попиту винних бутикiв b = (b1, b2, b3, b4) у десятках кiлограмiв;

• матрицю C, елементи якої cij позначають вартiсть транспортування одиницi
продукцiї вiд i-ї сироварнi до j-го бутика.

Потрiбно:

1. Перевiрити задачу на збалансованiсть (вiдкрита чи закрита модель).

2. Звести задачу до закритого типу, ввiвши фiктивного постачальника або фi-
ктивного споживача (з нульовими тарифами на перевезення).

3. Знайти початковий опорний план.

4. Перевiрити знайдений план на оптимальнiсть та за потреби знайти оптималь-
ний план розвезення сиру методом потенцiалiв.

Варiанти:

2.1 Вектор запасiв a = (120, 100, 80), вектор попиту b = (70, 90, 80, 100). Матриця
вартостей:

C =

4 7 2 5
6 3 8 4
5 9 3 6

 .

2.2 Вектор запасiв a = (150, 110, 90), вектор попиту b = (60, 80, 70, 90). Матриця
вартостей:

C =

8 3 5 2
4 6 7 9
3 5 2 8

 .
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2.3 Вектор запасiв a = (80, 130, 140), вектор попиту b = (100, 110, 120, 60). Матриця
вартостей:

C =

5 2 8 4
7 6 3 9
4 5 7 2

 .

2.4 Вектор запасiв a = (200, 150, 100), вектор попиту b = (90, 100, 110, 100). Матри-
ця вартостей:

C =

6 4 3 7
2 8 5 4
9 3 6 5

 .

2.5 Вектор запасiв a = (110, 140, 90), вектор попиту b = (100, 120, 80, 90). Матриця
вартостей:

C =

3 8 6 2
5 4 7 3
8 2 5 6

 .

2.6 Вектор запасiв a = (160, 120, 140), вектор попиту b = (80, 90, 100, 110). Матриця
вартостей:

C =

7 5 2 8
3 9 6 4
5 2 8 3

 .

2.7 Вектор запасiв a = (90, 100, 120), вектор попиту b = (110, 80, 90, 70). Матриця
вартостей:

C =

4 6 8 3
7 2 5 6
3 8 4 5

 .

2.8 Вектор запасiв a = (130, 180, 110), вектор попиту b = (100, 90, 80, 100). Матриця
вартостей:

C =

9 3 6 5
4 8 2 7
5 4 7 3

 .

2.9 Вектор запасiв a = (100, 150, 80), вектор попиту b = (90, 110, 120, 50). Матриця
вартостей:

C =

2 7 5 8
6 3 9 4
8 5 2 6

 .

2.10 Вектор запасiв a = (170, 130, 150), вектор попиту b = (110, 100, 120, 80). Матри-
ця вартостей:

C =

5 8 4 3
3 6 7 2
9 4 5 8

 .

2.11 Вектор запасiв a = (80, 110, 90), вектор попиту b = (70, 100, 90, 60). Матриця
вартостей:

C =

6 2 8 5
4 7 3 9
5 4 6 2

 .
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2.12 Вектор запасiв a = (140, 160, 120), вектор попиту b = (80, 110, 100, 90). Матриця
вартостей:

C =

3 9 5 4
8 2 6 7
4 5 8 3

 .

2.13 Вектор запасiв a = (90, 120, 100), вектор попиту b = (100, 80, 90, 80). Матриця
вартостей:

C =

7 4 3 8
2 6 9 5
5 8 4 6

 .

2.14 Вектор запасiв a = (180, 140, 160), вектор попиту b = (120, 110, 100, 90). Матри-
ця вартостей:

C =

4 5 8 2
9 3 6 7
3 8 5 4

 .

2.15 Вектор запасiв a = (100, 130, 110), вектор попиту b = (90, 120, 100, 80). Матриця
вартостей:

C =

8 2 7 5
4 9 3 6
6 5 8 2

 .

Прикладнi задачi

Задача (IT) 1.1: CDN: розподiл трафiку мiж PoP-вузлами

IТ-коментар

У глобальних CDNа-мережах транспортна задача дає змогу моделювати роз-
подiл трафiку мiж вузлами присутностi та регiональними зонами попиту так,
щоб мiнiмiзувати сумарнi витрати на транзит i затримки обслуговування. Та-
ка модель дає змогу оцiнити, як рацiонально розподiлити навантаження мiж
PoP-вузлами в умовах нерiвномiрного регiонального попиту. Отриманий опти-
мальний план показує, якi вузли мережi доцiльно використовувати як основнi
точки обслуговування для рiзних регiонiв.

аCDN (Content Delivery Network) — мережа доставлення вмiсту, тобто розподiлена система
серверiв для швидкого надання цифрового контенту користувачам.

Глобальна CDN-мережа має m = 4 вузли присутностi PoPа Ai з доступними до-
бовими пропускними здатностями ai (ТБ/добу) та n = 5 регiональних зон попиту Bj

з потребами bj. Вартiсть cij iнтерпретується як середня «цiна» обслуговування 1 ТБ
трафiку з PoP Ai у зонi Bj (комбiнацiя витрат на транзит i штрафу за затримку).
Дано вектори запасiв, потреб та матрицю вартостей C:

a = (500, 700, 400, 600), b = (400, 500, 600, 450, 350)
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C =


12 25 10 18 30
20 14 22 15 25
15 30 12 20 18
28 16 25 14 22


1. Перевiрте умову балансу.

2. Зведiть задачу до збалансованої, доповнивши її фiктивним PoP з нульовими
тарифами c5j = 0.

3. Побудуйте початковий опорний план методом мiнiмального елемента (ММЕ).

4. Знайдiть оптимальний план методом потенцiалiв.

5. Обчислiть мiнiмальнi сумарнi витрати та iнтерпретуйте результат з погляду
ефективного розподiлу CDN-трафiку мiж вузлами мережi.

аPoP (Point of Presence) — вузол присутностi мережевої iнфраструктури в певному регiонi, через
який надають мережевi сервiси користувачам.

Задача (IT) 1.2: Хмарнi ресурси: розмiщення задач у дата-центрах

IТ-коментар

У хмарних iнфраструктурах транспортна задача використовується для моде-
лювання розмiщення задач мiж дата-центрами з урахуванням обмежень на ре-
сурси, вартостi запуску та вимог SLAа. Вона дає змогу перейти вiд iнтуїтивно-
го розподiлу навантаження до формально оптимального плану, який мiнiмiзує
операцiйнi витрати. Аналiз такого плану також допомагає виявити, якi центри
обробки даних є перевантаженими, а якi мають резерв потужностi.

аSLA (Service Level Agreement) — угода про рiвень сервiсу, яка визначає гарантованi пара-
метри якостi обслуговування.

Є 4 дата-центри з доступними обчислювальними ресурсами ai (тис. ядер) та 5
пулiв задач iз запитами bj. Тариф cij — середня вартiсть запуску одиницi задачi Bj у
дата-центрi Ai. Надзвичайно високi значення у матрицi C (наприклад, 99) означають
порушення SLA, несумiснiсть архiтектури або географiчнi обмеження.

a = (120, 180, 100, 200), b = (100, 150, 150, 80, 120)

C =


5 8 15 6 10
12 4 9 99 8
10 15 6 8 12
99 10 12 5 7


1. Запишiть модель як збалансовану транспортну задачу.

2. Пояснiть, чому клiтини з cij = 99 найiмовiрнiше не увiйдуть до оптимального
плану.

3. Побудуйте початковий опорний план за допомогою методу пiвнiчно-захiдного
кута (МПЗК).
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4. Знайдiть оптимальний план методом потенцiалiв.

5. Обчислiть мiнiмальнi сумарнi витрати та iнтерпретуйте отриманий план як
схему розмiщення задач у хмарнiй iнфраструктурi.

Задача (IT) 1.3: MLOps: розподiл навчальних запускiв на GPU-кластери

IТ-коментар

У MLOpsа транспортна задача дає змогу розподiляти навчальнi експеримен-
ти мiж GPUб-кластерами так, щоб мiнiмiзувати сумарну вартiсть обчислень
i накладнi витрати на передавання даних. Це особливо важливо для великих
ML-проєктiв, де рiзниця в тарифах i доступностi обчислювальних ресурсiв iсто-
тно впливає на загальний бюджет. Оптимальний план дає змогу побачити, якi
кластери слiд використовувати як основнi, а якi — лише як допомiжнi.

аMLOps (Machine Learning Operations) — сукупнiсть практик органiзацiї, автоматизацiї та
супроводу життєвого циклу моделей машинного навчання.

бGPU (Graphics Processing Unit) — графiчний процесор, який широко використовують для
паралельних обчислень, зокрема пiд час навчання моделей машинного навчання.

Є 4 GPU-кластери iз доступними лiмiтами ai (у десятках GPU-годин) та 5 ML-
експериментiв iз потребами bj. Вартiсть cij — цiна використання ресурсу плюс на-
кладнi витрати на мiграцiю датасетiв.

a = (30, 40, 20, 50), b = (25, 35, 30, 20, 30)

C =


10 15 12 18 20
14 9 16 11 13
18 17 8 14 16
11 13 15 9 10


1. Сформулюйте задачу як збалансовану транспортну задачу мiнiмiзацiї вартостi.

2. Побудуйте початковий опорний план.

3. Знайдiть оптимальний план методом потенцiалiв.

4. Обчислiть мiнiмальнi сумарнi витрати.

5. Iнтерпретуйте потенцiали як «внутрiшнi цiни» GPU-ресурсiв для рiзних кла-
стерiв i пояснiть, якi кластери є найефективнiшими для розмiщення експери-
ментiв.



Транспортна задача 31

Задача (IT) 1.4: Служба пiдтримки: призначення тiкетiв на команди

IТ-коментар

У сервiсних IТ-системах транспортна задача дає змогу моделювати розподiл
тiкетiв мiж командами пiдтримки так, щоб мiнiмiзувати середнiй час реакцiї,
ризик ескалацiї та нерiвномiрнiсть навантаження. Така модель допомагає пере-
ходити вiд ручного розподiлу звернень до обґрунтованого планування, заснова-
ного на кiлькiсних оцiнках. У результатi можна не лише зменшити час обробки
iнцидентiв, а й збалансувати навантаження мiж командами.

Є 4 команди пiдтримки (Ai) iз добовою мiсткiстю ai (кiлькiсть тiкетiв) та 5 кате-
горiй iнцидентiв (Bj) з обсягами bj. Вартiсть cij — середнiй час або ризик ескалацiї
при обробцi тiкета Bj командою Ai.

a = (40, 60, 50, 70), b = (50, 40, 60, 30, 20)

C =


2 5 4 7 3
6 1 5 4 8
3 6 2 5 4
5 4 6 2 5


1. Перевiрте умову балансу.

2. Зведiть задачу до збалансованої, увiвши фiктивну категорiю iнцидентiв, i дайте
їй практичну iнтерпретацiю як резерву часу або простою команд.

3. Побудуйте початковий опорний план.

4. Знайдiть оптимальний план методом потенцiалiв.

5. Пояснiть практичний змiст базисного нуля, якщо пiд час розв’язування виникає
виродженiсть.

6. Iнтерпретуйте оптимальний план у термiнах органiзацiї роботи команд пiд-
тримки.

Задача (IT) 1.5: Безпека: розподiл часу сканування вразливостей

IТ-коментар

У задачах кiбербезпеки транспортна задача дає змогу моделювати розподiл ча-
су сканування мiж агентами безпеки та групами серверiв так, щоб мiнiмiзувати
навантаження на мережу та ефективно використовувати ресурси команди без-
пеки. Таке планування допомагає рацiонально розподiлити обмежений час фа-
хiвцiв мiж прiоритетними об’єктами перевiрки. Оптимальний план також дає
змогу зрозумiти, якi групи серверiв доцiльно закрiпити за конкретними агента-
ми для зменшення мережевих витрат.

Є 4 агенти безпеки з доступним часом ai (год/тиждень) та 5 груп серверiв, якi
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потребують bj годин сканування. Вартiсть cij вiдображає навантаження на мережу.

a = (80, 100, 60, 120), b = (70, 90, 80, 50, 70)

C =


3 9 4 8 5
7 2 6 5 9
4 8 3 7 6
6 5 8 2 4


Для швидкого старту DevOpsа-iнженер запропонував такий жадiбний розподiл годин
(матриця X): x11 = 70, x12 = 10, x22 = 80, x23 = 20, x33 = 60, x34 = 0 (базисний
нуль), x44 = 50, x45 = 70. Усi iншi xij — порожнi небазиснi клiтини.

1. Переконайтеся, що запропонований план X є допустимим опорним планом, пе-
ревiривши суми по рядках i стовпчиках та кiлькiсть базисних клiтин m+n− 1.

2. Виконайте перевiрку оптимальностi цього плану методом потенцiалiв.

3. Якщо план не є оптимальним, послiдовно виконайте коригування до отримання
оптимального плану.

4. Обчислiть мiнiмальнi сумарнi витрати.

5. Пояснiть, як отриманий оптимальний план можна використати для ефектив-
ного планування сканування вразливостей.

аDevOps (Development and Operations) — пiдхiд до узгодження процесiв розроблення, супроводу
та експлуатацiї програмних систем.

Питання для самоконтролю

1. Що називається збалансованою (закритою) транспортною задачею? Яка умова балансу
i що вона гарантує?

2. Якi змiннi, цiльова функцiя та система обмежень у стандартнiй математичнiй моделi
транспортної задачi?

3. Що таке транспортна таблиця? Якi данi в нiй розмiщуються i як iнтерпретуються
клiтини (i, j)?

4. Що називається допустимим планом перевезень? Якi умови повиннi виконуватися для
рядкiв i стовпчикiв таблицi?

5. Що таке опорний план (ДБР) транспортної задачi? Скiльки базисних клiтин має бути
в опорному планi i чому?

6. У чому полягає iдея ациклiчностi базису? Як графова iнтерпретацiя пов’язує базиснi
клiтини з циклами?

7. Опишiть кроки методу пiвнiчно-захiдного кута. У чому його перевага та ключовий
недолiк?

8. Опишiть кроки методу мiнiмального елемента. Чому вiн часто дає “кращий” стартовий
план, нiж МПЗК?
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9. Що таке виродженiсть у транспортнiй задачi? Коли виникає потреба у базисному нулi
i навiщо вiн потрiбен?

10. Що таке потенцiали рядкiв i стовпчикiв? Як їх знаходять за вiдомим опорним планом?

11. Що таке оцiнки небазисних клiтин (редукованi витрати) у методi потенцiалiв? Як вони
iнтерпретуються?

12. Який критерiй оптимальностi в методi потенцiалiв? Що означає наявнiсть вiд’ємної
оцiнки?

13. Як будується коригувальний цикл пiсля вибору клiтини для входу в базис? Як роз-
ставляються знаки «+» i «−» на циклi?

14. Як визначається величина перерахунку θ i яка клiтина виходить з базису? Чому пiсля
перерахунку план лишається допустимим?

15. Для чого будують двоїсту задачу до транспортної? Як пов’язанi потенцiали з двоїсти-
ми змiнними та умовами оптимальностi?
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Тема 2. Потоки на мережах: задача про найкоротший
шлях

Короткi теоретичнi вiдомостi

Задача про найкоротший шлях у мережах є однiєю з класичних задач на графах i водно-
час важливою складовою курсу «Дослiдження операцiй», оскiльки поєднує елементи теорiї
графiв, мережевого моделювання та алгоритмiчної оптимiзацiї. На вiдмiну вiд загальних
методiв математичного програмування, що працюють з усiєю системою обмежень, мереже-
ва структура задачi дає змогу застосовувати спецiалiзований алгоритм, який спирається
на графове подання, локальнi обчислення на дугах i покрокове розширення множини по-
значених вершин. Саме тому вивчення цiєї задачi має не лише теоретичне, а й виразне
прикладне значення.

У багатьох прикладних постановках виникає потреба визначити маршрут мiж двома
вузлами мережi, для якого сумарнi витрати є мiнiмальними. Такi задачi природно вини-
кають у транспортних системах, логiстичних моделях, геоiнформацiйних сервiсах, теле-
комунiкацiйних мережах, системах навiгацiї та рiзноманiтних iнформацiйних системах, де
потрiбно знайти найвигiднiший шлях передавання ресурсу, сигналу або даних.

Формально такi задачi описуються за допомогою зважених графiв. Кожнiй дузi графа
ставиться у вiдповiднiсть числова характеристика — вага, яка може означати вiдстань,
час, вартiсть перевезення, затримку передавання даних або iншу мiру витрат. Тодi пошук
маршруту з мiнiмальною сумарною вагою приводить до задачi про найкоротший шлях.
Залежно вiд змiсту моделi вага дуги може мати рiзну прикладну iнтерпретацiю, але мате-
матична сутнiсть задачi залишається однаковою: необхiдно знайти шлях, для якого сума
ваг усiх дуг є найменшою.

Одним iз алгоритмiв розв’язування цiєї задачi є метод Мiнтi, який дає змогу знаходи-
ти найкоротшi шляхи вiд фiксованої вершини до всiх iнших вершин мережi та будувати
дерево найкоротших шляхiв. Такий пiдхiд є особливо зручним у тих випадках, коли потрi-
бно не лише знайти один оптимальний маршрут, а й описати всю структуру найкоротших
шляхiв вiд заданого джерела до iнших вершин графа.

Метод Мiнтi ґрунтується на iдеї поступового нарощування дерева найкоротших шля-
хiв. На кожному кроцi серед усiх дуг, що виходять iз уже позначених вершин до ще не
позначених, вибирається дуга, для якої довжина шляху вiд кореня зростає найменше. Пi-
сля цього вiдповiдна вершина одержує позначку, що iнтерпретується як довжина найкоро-
тшого знайденого шляху, а вибрана дуга включається до дерева. У результатi формується
дерево найкоротших шляхiв вiд заданої початкової вершини до всiх досяжних вершин
мережi. Коректнiсть цiєї побудови спирається на теорему про оптимальнiсть позначок:
кожна позначена вершина отримує значення, що збiгається з довжиною найкоротшого
шляху вiд кореня до цiєї вершини.

Для майбутнього фахiвця з комп’ютерних наук задача про найкоротший шлях має ва-
жливе прикладне значення. Передусiм вона є базовою моделлю для задач маршрутизацiї,
пошуку шляхiв у графах залежностей, навiгацiї в геоiнформацiйних системах, планува-
ння перемiщень роботизованих систем i вибору оптимальних маршрутiв у транспортних
сервiсах. Крiм того, метод Мiнтi наочно демонструє характерну для алгоритмiв на графах
iдею покрокового розширення часткового оптимального розв’язку, що концептуально пе-
регукується з класичними жадiбними алгоритмами, зокрема з алгоритмом Дейкстри. На-
рештi, ця задача безпосередньо пов’язує графовi моделi з оптимiзацiйними постановками
дослiдження операцiй, оскiльки може бути iнтерпретована як окремий випадок задачi про
оптимальний потiк у мережi. Це створює основу для подальшого вивчення задач макси-
мального потоку, потоку мiнiмальної вартостi, мережевого планування та алгоритмiчної



Потоки на мережах: задача про найкоротший шлях 35

оптимiзацiї в задачах IТ.

IТ-коментар: основнi застосування задачi про найкоротший шлях

Задача про найкоротший шлях має багато прикладних iнтерпретацiй у комп’ютерних
науках та iнформацiйних технологiях. Найтиповiшi з них такi.

1. Маршрутизацiя в комп’ютерних мережах. У протоколах маршрутизацiї,
зокрема OSPF та IS-IS, мережу подають у виглядi графа, де вершини вiдпо-
вiдають маршрутизаторам, а дуги — каналам зв’язку. Вага дуги може вiдобра-
жати затримку, вартiсть використання каналу, адмiнiстративну метрику або
iншу характеристику якостi з’єднання. Алгоритми пошуку найкоротших шля-
хiв використовують для побудови таблиць маршрутизацiї, за якими визначають
оптимальнi маршрути передавання пакетiв.

2. Навiгацiя в цифрових картах i геоiнформацiйних сервiсах. У системах
навiгацiї дорожню мережу також подають у виглядi графа: перехрестя є вер-
шинами, а дiлянки дорiг — дугами. Вага дуги може означати довжину дiлянки,
час проїзду, очiкувану затримку через трафiк або вартiсть поїздки. У цьому
випадку задача про найкоротший шлях лежить в основi побудови маршрутiв у
навiгацiйних застосунках i сервiсах доставки.

3. Планування маршрутiв у робототехнiцi та автономних системах. Пiд
час руху мобiльного робота, дрона або автономного транспортного засобу про-
стiр можливих перемiщень дискретизують i подають у виглядi графа станiв
або графа конфiгурацiй. Алгоритм найкоротшого шляху дає змогу знайти мар-
шрут вiд початкового стану до цiльового стану з мiнiмальними витратами часу,
енергiї або ризику. Це є базовим елементом систем автономної навiгацiї.

4. Аналiз графiв залежностей у програмних системах. У програмнiй iнже-
нерiї та аналiзi програм графи використовують для опису залежностей мiж мо-
дулями, викликами функцiй, потоками керування або потоками даних. Пошук
найкоротших шляхiв може застосовуватися для визначення мiнiмальних лан-
цюгiв залежностей, аналiзу поширення змiн, оцiнювання впливу компонентiв
один на одного та побудови оптимальних сценарiїв проходження через систему.

5. Оптимiзацiя взаємодiї в розподiлених i хмарних системах. У розподiле-
них обчисленнях i дата-центрах вузли системи, канали передавання та сервiси
можна подати у виглядi мережi. Задача про найкоротший шлях тут виникає пiд
час вибору найефективнiшого маршруту передавання даних, органiзацiї обмiну
мiж сервiсами, балансування навантаження та мiнiмiзацiї затримок у розподi-
лених застосунках. У такiй постановцi вага дуги може означати час вiдповiдi,
мережеву затримку, вартiсть передавання або рiвень завантаження каналу.

Постановка задачi про найкоротший шлях на мережi

Нехай задано орiєнтований граф
G = (I, U),

де I — множина вершин, U — множина дуг. Кожнiй дузi (i, j) ∈ U поставлено у вiдповiд-
нiсть число cij, яке називають довжиною або вагою дуги.
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Означення 2.1: Зважений граф

Зваженим орiєнтованим графом називають граф G = (I, U), у якому кожнiй дузi
(i, j) ∈ U поставлено у вiдповiднiсть число cij, що називається довжиною або вагою
дуги.

Означення 2.2: Задача про найкоротший шлях

Задача про найкоротший шлях мiж вершинами i1 та is полягає у знаходженнi такого
шляху мiж ними, для якого сума довжин усiх дуг є мiнiмальною.

Основнi означення та факти

Означення 2.3: Шлях

Шляхом у графi називають послiдовнiсть дуг

li1is =
(
(i1, i2), (i2, i3), . . . , (is−1, is)

)
.

Вершину i1 називають початком шляху, а вершину is — його кiнцем.

Означення 2.4: Довжина шляху

Довжиною шляху
li1is =

(
(i1, i2), (i2, i3), . . . , (is−1, is)

)
називають суму довжин усiх дуг, що входять до цього шляху:

c(li1is) = ci1i2 + ci2i3 + · · ·+ cis−1is .

Означення 2.5: Дерево найкоротших шляхiв

Деревом найкоротших шляхiв називають пiдграф мережi з фiксованим коренем, у
якому для кожної досяжної вершини мiститься один iз найкоротших шляхiв вiд
кореня до цiєї вершини.

Теорема 2.1: Властивiсть найкоротших шляхiв

Якщо шлях до вершини j є найкоротшим, то будь-який його початковий фрагмент
також є найкоротшим шляхом до вiдповiдної промiжної вершини.

Зауваження 2.1: Зв’язок iз задачею про оптимальний потiк

Задачу про найкоротший шлях можна розглядати як окремий випадок задачi про
оптимальний потiк на мережi. Для цього вершину i1 вважають джерелом одиничної
iнтенсивностi, вершину is — стоком одиничної iнтенсивностi, а всi iншi вершини
— нейтральними. Якщо пропускнi спроможностi дуг не обмежують рух потоку, то
мiнiмiзацiя сумарної вартостi перевезення одиницi потоку вiд i1 до is приводить саме
до задачi про найкоротший шлях.
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Метод Мiнтi

Метод Мiнтi1 застосовується для знаходження найкоротших шляхiв вiд однiєї вершини
графа до всiх iнших вершин. Алгоритм працює за умови, що довжини дуг є невiд’ємними.

Iдея методу полягає у поступовому розширеннi множини вершин, для яких уже вiдомi
довжини найкоротших шляхiв вiд початкової вершини.

Означення 2.6: Позначена вершина

Якщо для вершини i визначено число hi, яке дорiвнює довжинi найкоротшого зна-
йденого шляху вiд початкової вершини до вершини i, то вершину називають позна-
ченою.

На кожному кроцi алгоритму розглядаються всi дуги, що ведуть iз позначених вершин
до ще не позначених. Серед них вибирається дуга, для якої значення

hi + cij

є мiнiмальним. Пiсля цього вершина j отримує позначку

hj = hi + cij.

Iдея методу Мiнтi

Алгоритм послiдовно розширює множину позначених вершин. На кожному кроцi
вибирається дуга, що забезпечує найменше можливе збiльшення довжини шляху вiд
початкової вершини. У результатi формується дерево найкоротших шляхiв.

Теорема 2.2: Про оптимальнiсть позначок методу Мiнтi

Нехай вершина is була позначена методом Мiнтi. Тодi:

1. позначка his дорiвнює довжинi найкоротшого шляху з вершини i1 до вершини
is;

2. шлях l∗i1is , який вiдновлюється за вибраними попередниками, є найкоротшим
шляхом iз i1 до is;

3. виконується рiвнiсть
c
(
l∗i1is

)
= his .

Алгоритми

Нехай i1 — початкова вершина мережi.

1Назва методу пов’язана з короткими публiкацiями Джорджа Дж. Мiнтi 1957 i 1958 рокiв, присвячени-
ми задачi найкоротшого маршруту (A Comment on the Shortest-Route Problem, A Variant on the Shortest-
Route Problem). У сучаснiй мiжнароднiй лiтературi спорiднений алгоритм найчастiше пов’язують з iм’ям
Едсгера В. Дейкстри пiсля його статтi 1959 року A Note on Two Problems in Connexion with Graphs.
У вiтчизнянiй та пострадянськiй навчальнiй традицiї закрiпилася назва «метод Мiнтi», iмовiрно, через
вплив раннiх праць з дослiдження операцiй та подальше усталення цього термiна в навчальних курсах i
посiбниках.
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Алгоритм методу Мiнтi

1. Початкову вершину i1 позначити числом

hi1 = 0.

Усi iншi вершини вважати непозначеними.

2. Серед усiх дуг (i, j), що виходять iз уже позначених вершин i до ще не позна-
чених вершин j, обчислити величини

hi + cij.

3. Вибрати дугу (i, j), для якої значення hi + cij є найменшим.

4. Вершинi j поставити у вiдповiднiсть позначку

hj = hi + cij,

i зафiксувати вершину i як попередника вершини j.

5. Додати вершину j до множини позначених вершин.

6. Повторювати кроки 2–5 доти, доки iснують дуги, що ведуть iз позначених вер-
шин до непозначених.

7. Якщо деякi вершини мережi залишилися непозначеними, то вони є недосяжни-
ми з початкової вершини i1.

Правило вибору в разi неоднозначностi

Якщо найменше значення hi + cij досягається для кiлькох дуг, доцiльно вибирати
дугу з найменшими iндексами (i, j). Це забезпечує однозначнiсть побудови дерева
найкоротших шляхiв.

Зауваження 2.2: Практичний результат

Пiсля завершення алгоритму позначка кожної позначеної вершини дорiвнює довжи-
нi найкоротшого шляху вiд початкової вершини i1. За зафiксованими попередниками
можна вiдновити вiдповiднi найкоротшi маршрути.

Типовi задачi

Задача 2.1: знаходження найкоротших шляхiв методом Мiнтi

Для заданої орiєнтованої мережi знайти методом Мiнтi найкоротшi шляхи вiд вер-
шини 1 до всiх вершин мережi та побудувати дерево найкоротших шляхiв.

Мережа задається матрицею

L =

1 1 2 3 3 4 5
2 3 4 4 5 6 6
3 1 2 5 2 3 4

 .
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Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — довжину.

Потрiбно:

1. зобразити задану орiєнтовану мережу графiчно;

2. послiдовно виконати кроки методу Мiнтi;

3. для кожного кроку вказати множини P (s) та I(s);

4. знайти позначки всiх досяжних вершин;

5. побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi 1;

6. вiдновити найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 6.

Розв’язання.

Спочатку вiдтворимо мережу за матрицею

L =

1 1 2 3 3 4 5
2 3 4 4 5 6 6
3 1 2 5 2 3 4

 .

Отже, мережа мiстить дуги

(1, 2) = 3, (1, 3) = 1, (2, 4) = 2, (3, 4) = 5, (3, 5) = 2, (4, 6) = 3, (5, 6) = 4.

Початковий граф, побудований за цими даними, подано на рис. 2.1.

1 2

3 4 6

5

3

1 2

5

2

3

4

Рис. 2.1: Початковий граф задачi

Крок 0. Позначаємо початкову вершину:

h1 = 0, P (0) = I(0) = {1}.

Крок 1. Розглядаємо дуги, що виходять iз вершини 1:

(1, 2), (1, 3).

Обчислюємо:
h1 + c12 = 0 + 3 = 3, h1 + c13 = 0 + 1 = 1.
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Отже,
θ1 = min(3, 1) = 1.

Мiнiмум досягається на дузi (1, 3), тому

P (1) = {3}, h3 = 1,

I(1) = I(0) ∪ P (1) = {1, 3}.

Крок 2. Тепер розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(1) = {1, 3} до непозна-
чених вершин:

(1, 2), (3, 4), (3, 5).

Обчислюємо:

h1 + c12 = 0 + 3 = 3, h3 + c34 = 1 + 5 = 6, h3 + c35 = 1 + 2 = 3.

Тому
θ2 = min(3, 6, 3) = 3.

Мiнiмум досягається на двох дугах: (1, 2) i (3, 5). Вони заходять у рiзнi вершини,
тому

P (2) = {2, 5}, h2 = 3, h5 = 3,

I(2) = I(1) ∪ P (2) = {1, 2, 3, 5}.

Крок 3. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(2) = {1, 2, 3, 5} до непозначе-
них вершин:

(2, 4), (3, 4), (5, 6).

Обчислюємо:

h2 + c24 = 3 + 2 = 5, h3 + c34 = 1 + 5 = 6, h5 + c56 = 3 + 4 = 7.

Отже,
θ3 = min(5, 6, 7) = 5.

Мiнiмум досягається на дузi (2, 4), тому

P (3) = {4}, h4 = 5,

I(3) = I(2) ∪ P (3) = {1, 2, 3, 4, 5}.

Крок 4. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(3) = {1, 2, 3, 4, 5} до непозна-
чених вершин:

(4, 6), (5, 6).

Обчислюємо:
h4 + c46 = 5 + 3 = 8, h5 + c56 = 3 + 4 = 7.

Тому
θ4 = min(8, 7) = 7.

Мiнiмум досягається на дузi (5, 6), отже

P (4) = {6}, h6 = 7,

I(4) = I(3) ∪ P (4) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Крок 5. Усi вершини мережi вже позначенi, тому алгоритм завершується. Пiдсумок
крокiв методу Мiнтi наведено в табл. 2.1.
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Табл. 2.1: Пiдсумок крокiв методу Мiнтi

Крок s θs P (s) I(s)

0 – {1} {1}

1 1 {3} {1, 3}

2 3 {2, 5} {1, 2, 3, 5}

3 5 {4} {1, 2, 3, 4, 5}

4 7 {6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

Отже, позначки вершин мають вигляд

h1 = 0, h2 = 3, h3 = 1, h4 = 5, h5 = 3, h6 = 7.

Дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi 1 утворюють дуги

T = {(1, 3), (1, 2), (3, 5), (2, 4), (5, 6)}.

Кiнцевий граф iз позначками вершин i видiленим деревом найкоротших шляхiв по-
дано на рис. 2.2.

1(0) 2(3)

3(1) 4(5) 6(7)

5(3)

3

1 2
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4

Рис. 2.2: Кiнцевий граф iз позначками та видiленим деревом найкоротших шляхiв

Вiдновимо найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 6. Як видно з рис. 2.2,
у вершину 6 заходить дуга (5, 6), у вершину 5 — дуга (3, 5), а у вершину 3 — дуга
(1, 3). Отже,

l∗1,6 = {(1, 3), (3, 5), (5, 6)}.

Його довжина дорiвнює
c(l∗1,6) = 1 + 2 + 4 = 7.

Це збiгається з позначкою вершини 6:

c(l∗1,6) = h6 = 7.
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Задача 2.2: Маршрутизацiя в мережi дата-центру

Мережу дата-центру подано орiєнтованим графом, у якому вершини вiдповiдають
серверам i комутаторам, а дуги — каналам передавання даних. Довжина дуги до-
рiвнює затримцi передавання пакета даних у мiлiсекундах.

Мережа мiстить 9 вершин. Нехай вершина 1 вiдповiдає центральному серверу
керування. Потрiбно визначити методом Мiнтi найкоротшi маршрути передавання
даних вiд вершини 1 до iнших вузлiв мережi.

Наявнi дуги мережi задаються матрицею

L =

1 1 2 3 2 3 4 5 6 2 7 9 9
2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 5 8
2 2 3 3 4 4 2 2 3 8 2 1 1

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — довжину.

Потрiбно:

1. зобразити мережу дата-центру графiчно у виглядi зваженого орiєнтованого
графа;

2. знайти методом Мiнтi позначки всiх вершин, досяжних iз вершини 1;

3. побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi 1;

4. визначити, чи iснують вершини мережi, якi не можна досягти з вершини 1, i
пояснити, як це виявляється пiд час роботи алгоритму;

5. знайти найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 6;

6. з’ясувати, чи iснують альтернативнi найкоротшi шляхи вiд вершини 1 до вер-
шини 6, i якщо так, то виписати їх;

7. знайти найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 7 та порiвняти маршрут,
що проходить через вершину 6, з маршрутом, який мiстить дугу (2, 7);

8. iнтерпретувати отриманi результати в термiнах маршрутизацiї пакетiв у мере-
жi дата-центру.

Розв’язання.

1. Побудова графа мережi.
За матрицею

L =

1 1 2 3 2 3 4 5 6 2 7 9 9
2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 5 8
2 2 3 3 4 4 2 2 3 8 2 1 1


одержуємо дуги мережi:

(1, 2) = 2, (1, 3) = 2, (2, 4) = 3, (3, 4) = 3, (2, 5) = 4, (3, 5) = 4,

(4, 6) = 2, (5, 6) = 2, (6, 7) = 3, (2, 7) = 8, (7, 8) = 2, (9, 5) = 1, (9, 8) = 1.

Отже, вершина 9 має лише вихiднi дуги (9, 5) i (9, 8), але не має жодної вхiдної
дуги. Початковий граф мережi дата-центру подано на рис. 2.3.
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Рис. 2.3: Початковий граф мережi дата-центру

2. Знаходження позначок усiх досяжних вершин методом Мiнтi.
Крок 0. Позначаємо початкову вершину:

h1 = 0, P (0) = I(0) = {1}.

Крок 1. Розглядаємо дуги, що виходять iз вершини 1:

(1, 2), (1, 3).

Обчислюємо:
h1 + c12 = 0 + 2 = 2, h1 + c13 = 0 + 2 = 2.

Отже,
θ1 = 2.

Мiнiмум досягається на двох дугах, якi заходять у рiзнi вершини, тому

P (1) = {2, 3}, h2 = 2, h3 = 2,

I(1) = {1, 2, 3}.

Крок 2. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(1) = {1, 2, 3} до непозна-
чених вершин:

(2, 4), (3, 4), (2, 5), (3, 5), (2, 7).

Обчислюємо:
h2 + c24 = 2 + 3 = 5, h3 + c34 = 2 + 3 = 5,

h2 + c25 = 2 + 4 = 6, h3 + c35 = 2 + 4 = 6,

h2 + c27 = 2 + 8 = 10.

Тому
θ2 = 5.

Мiнiмум досягається на дугах (2, 4) та (3, 4), але вони заходять в одну й ту саму
вершину 4. Тому вибираємо одну з них, наприклад (2, 4). Отже,

P (2) = {4}, h4 = 5,
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I(2) = {1, 2, 3, 4}.

Крок 3. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(2) = {1, 2, 3, 4} до непозна-
чених вершин:

(2, 5), (3, 5), (4, 6), (2, 7).

Обчислюємо:
h2 + c25 = 2 + 4 = 6, h3 + c35 = 2 + 4 = 6,

h4 + c46 = 5 + 2 = 7,

h2 + c27 = 2 + 8 = 10.

Отже,
θ3 = 6.

Мiнiмум досягається на дугах (2, 5) i (3, 5), якi заходять в одну й ту саму вершину
5. Вибираємо одну з них, наприклад (2, 5). Тому

P (3) = {5}, h5 = 6,

I(3) = {1, 2, 3, 4, 5}.

Крок 4. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(3) = {1, 2, 3, 4, 5} до непо-
значених вершин:

(4, 6), (5, 6), (2, 7).

Обчислюємо:

h4 + c46 = 5 + 2 = 7, h5 + c56 = 6 + 2 = 8, h2 + c27 = 2 + 8 = 10.

Отже,
θ4 = 7.

Мiнiмум досягається на дузi (4, 6), тому

P (4) = {6}, h6 = 7,

I(4) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Крок 5. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(4) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} до
непозначених вершин:

(2, 7), (6, 7).

Обчислюємо:
h2 + c27 = 2 + 8 = 10, h6 + c67 = 7 + 3 = 10.

Отже,
θ5 = 10.

Мiнiмум досягається на двох дугах (2, 7) i (6, 7), якi заходять в одну й ту саму
вершину 7. Тому вибираємо одну з них, наприклад (6, 7). Тодi

P (5) = {7}, h7 = 10,

I(5) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
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Крок 6. Розглядаємо дуги, що виходять iз множини I(5) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} до
непозначених вершин:

(7, 8).

Обчислюємо:
h7 + c78 = 10 + 2 = 12.

Отже,
θ6 = 12.

Мiнiмум досягається на дузi (7, 8), тому

P (6) = {8}, h8 = 12,

I(6) = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.
На цьому кроцi новi вершини, досяжнi з вершини 1, уже не з’являються. Вершина

9 залишається непозначеною. Пiдсумок крокiв методу Мiнтi наведено в табл. 2.2.

Табл. 2.2: Пiдсумок крокiв методу Мiнтi

Крок s θs P (s) I(s)

0 – {1} {1}
1 2 {2, 3} {1, 2, 3}
2 5 {4} {1, 2, 3, 4}
3 6 {5} {1, 2, 3, 4, 5}
4 7 {6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}
5 10 {7} {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}
6 12 {8} {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}

Отже, позначки вершин мають вигляд

h1 = 0, h2 = 2, h3 = 2, h4 = 5, h5 = 6, h6 = 7, h7 = 10, h8 = 12.

Вершина 9 позначки не отримала.

3. Побудова дерева найкоротших шляхiв.
За вибраними дугами одержуємо дерево найкоротших шляхiв

T = {(1, 2), (1, 3), (2, 4), (2, 5), (4, 6), (6, 7), (7, 8)}.

Кiнцевий граф iз позначками та видiленим деревом найкоротших шляхiв подано на
рис. 2.4.
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Рис. 2.4: Кiнцевий граф iз позначками та видiленим деревом найкоротших шляхiв
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4. Визначення недосяжних вершин.
Так. Вершина 9 є недосяжною з вершини 1, оскiльки пiд час роботи алгоритму

вона не отримує позначки. Це означає, що з вершини 1 не iснує жодного шляху
до вершини 9. Той факт, що з вершини 9 виходять дуги (9, 5) i (9, 8), не впливає
на результат, оскiльки алгоритм Мiнтi розглядає лише дуги, що виходять iз уже
позначених вершин.

5. Найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 6.
У побудованому деревi маємо шлях

1 → 2 → 4 → 6,

його довжина дорiвнює
2 + 3 + 2 = 7.

6. Альтернативнi найкоротшi шляхи вiд вершини 1 до вершини 6.
Iснує й альтернативний найкоротший шлях

1 → 3 → 4 → 6,

який має ту саму довжину
2 + 3 + 2 = 7.

Отже, до вершини 6 iснують два альтернативнi найкоротшi шляхи:

1 → 2 → 4 → 6, 1 → 3 → 4 → 6.

7. Найкоротший шлях вiд вершини 1 до вершини 7 i порiвняння маршрутiв.
У побудованому деревi маємо шлях

1 → 2 → 4 → 6 → 7,

його довжина дорiвнює
2 + 3 + 2 + 3 = 10.

Порiвняємо його з маршрутом, що мiстить дугу (2, 7):

1 → 2 → 7.

Його довжина також дорiвнює
2 + 8 = 10.

Крiм того, iснує ще один шлях тiєї самої довжини:

1 → 3 → 4 → 6 → 7, 2 + 3 + 2 + 3 = 10.

Отже, до вершини 7 iснує кiлька альтернативних найкоротших шляхiв довжини
10:

1 → 2 → 7, 1 → 2 → 4 → 6 → 7, 1 → 3 → 4 → 6 → 7.

8. Iнтерпретацiя результатiв у термiнах маршрутизацiї пакетiв.
З погляду маршрутизацiї пакетiв у мережi дата-центру отриманi позначки зада-

ють мiнiмальнi затримки передавання даних вiд центрального сервера 1 до iнших
вузлiв мережi. Дерево найкоротших шляхiв задає один iз можливих наборiв опти-
мальних маршрутiв. Наявнiсть альтернативних найкоротших шляхiв означає, що
система має кiлька рiвноцiнних маршрутiв передавання даних, що може бути вико-
ристано для балансування навантаження або пiдвищення надiйностi маршрутизацiї.
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Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 2.1: Задача про найкоротший шлях

Для свого варiанта задано орiєнтовану мережу у виглядi матрицi

L =

 i1 i2 . . . im
j1 j2 . . . jm
ci1j1 ci2j2 . . . cimjm

 ,

де кожний стовпчик задає одну дугу мережi: у першому рядку записано початок
дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — довжину дуги.

Для кожного варiанта також задано початкову вершину s та вершину t, до якої
потрiбно вiдновити найкоротший шлях.

Потрiбно:

1. Зобразити задану мережу графiчно у виглядi зваженого орiєнтованого графа.

2. Виконати метод Мiнтi для знаходження найкоротших шляхiв вiд вершини s
до всiх вершин мережi.

3. Для кожного кроку вказати множини P (s) та I(s), а також новi позначки
вершин.

4. Побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi s.

5. Вiдновити найкоротший шлях вiд вершини s до вершини t та знайти його дов-
жину.

Варiанти:

1.1 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 3 4 5
2 3 4 4 5 6 6
3 1 2 5 2 3 4

 .

1.2 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 5 6 6
2 4 3 6 2 2 3

 .

1.3 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 5.

L =

1 1 2 3 2 4 5
2 3 4 4 5 6 6
4 2 1 3 5 2 1

 .

1.4 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 5 6 6
3 2 4 5 3 2 4

 .
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1.5 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 4 2 5
2 4 3 5 6 5 6
2 6 1 4 2 3 2

 .

1.6 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 5.

L =

1 1 2 3 2 4 5
2 3 4 4 5 6 6
2 2 3 3 4 2 2

 .

1.7 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 5 6 6
1 3 2 6 4 2 2

 .

1.8 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 2 4 5
2 4 3 5 5 6 6
2 5 1 3 4 2 3

 .

1.9 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 2 3 4 5
2 3 4 4 5 5 6 6
2 2 3 3 4 4 2 2

 .

1.10 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 5.

L =

1 1 2 2 3 4 5
2 4 3 5 6 6 6
4 1 2 3 4 2 3

 .

1.11 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 4 2 5
2 4 3 5 6 5 6
3 5 2 4 1 3 2

 .

1.12 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 2 4 5
2 3 4 5 6 6 6
2 3 3 4 6 2 2

 .

1.13 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 2 3 4 5
2 4 3 5 5 6 6
3 4 1 5 2 3 2

 .
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1.14 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 2 4 5 3
2 3 4 5 6 6 6 6
2 2 3 4 5 2 3 6

 .

1.15 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 6.

L =

1 1 2 3 2 5 4 3
2 3 4 4 5 6 6 6
1 2 3 5 4 2 3 4

 .

Задача 2.2: Задача про найкоротший шлях для мереж, заданих ребрами

Для свого варiанта задано зважену мережу з множиною вершин

V = {1, 2, . . . , 10},

у виглядi матрицi

R =

 i1 i2 . . . im
j1 j2 . . . jm
ci1j1 ci2j2 . . . cimjm

 ,

де кожний стовпчик задає одне ребро мережi: у першому рядку записано один кiнець
ребра, у другому — другий кiнець ребра, а в третьому — довжину ребра.

Вказiвка. Пiд час розв’язування задачi кожне ребро [i, j] слiд замiнити парою про-
тилежно спрямованих дуг (i, j) та (j, i) однакової довжини cij.

Для кожного варiанта задано початкову вершину s та вершину t, до якої потрiбно
вiдновити найкоротший шлях.

Потрiбно:

1. Зобразити задану мережу графiчно у виглядi зваженого неорiєнтованого гра-
фа.

2. Замiнити кожне ребро парою протилежно спрямованих дуг однакової довжини.

3. Виконати метод Мiнтi для знаходження найкоротших шляхiв вiд вершини s
до всiх досяжних з неї вершин.

4. Для кожного кроку вказати множини P (s), I(s) та значення θs.

5. Побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi s.

6. Визначити, чи iснують вершини, недосяжнi з вершини s.

7. Вiдновити найкоротший шлях вiд вершини s до вершини t, якщо вiн iснує, та
знайти його довжину.

Варiанти:

1.1 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
4 6 5 2 7 1 6 3 4 2 2 4 3 6 2

 .
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1.2 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 8 7
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
3 5 7 3 4 2 5 6 3 2 4 3 2 4 5

 .

1.3 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
2 7 4 3 5 2 4 4 6 3 1 5 2 4 3

 .

1.4 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
5 4 6 1 6 3 7 2 5 4 2 3 3 5 2

 .

1.5 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 7.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
4 3 8 2 5 4 6 3 2 3 4 5 2 4 3

 .

1.6 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
6 2 5 2 4 3 5 5 2 2 3 4 1 5 2

 .

1.7 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
3 6 4 2 5 4 3 3 5 4 2 2 3 6 4

 .

1.8 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
2 5 6 4 3 1 6 2 4 5 2 3 2 4 3

 .

1.9 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
5 3 7 2 6 2 4 4 3 3 2 5 2 3 4

 .

1.10 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 7.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
4 4 6 1 5 3 5 2 4 4 2 3 3 5 2

 .
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1.11 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
3 7 5 2 4 3 5 3 6 2 1 4 2 5 3

 .

1.12 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
2 6 4 3 5 2 4 4 3 3 2 4 1 4 2

 .

1.13 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 9.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
5 2 6 2 7 3 4 2 5 4 2 3 2 6 3

 .

1.14 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 8.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
4 5 3 2 6 4 5 3 2 4 3 2 3 5 4

 .

1.15 Початкова вершина s = 1, кiнцева вершина t = 7.

R =

1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6 6 7 7 8
2 3 4 4 5 4 6 5 6 7 7 8 8 9 9
3 4 7 1 5 2 6 3 4 2 3 5 2 4 3

 .

Прикладнi задачi

Задача (IT) 2.1: Навiгацiя безпiлотного автомобiля в розумному мiстi

IТ-коментар

У системах автономної навiгацiї задача про найкоротший шлях дає змогу визна-
чати найшвидшi або найвигiднiшi маршрути пересування мiж вузлами транс-
портної мережi з урахуванням поточного трафiку, затримок i обмежень доро-
жньої iнфраструктури.

Транспортну мережу розумного мiстаа подано орiєнтованим графом, де вершини
— це перехрестя, а дуги — дiлянки дорiг. Довжина дуги вiдповiдає часу проїзду
цiєї дiлянки у секундах з урахуванням поточного трафiку, зафiксованого камерами
вiдеоспостереження.

Нехай вершина 1 — поточне мiсцезнаходження безпiлотного автомобiля. Потрiбно
визначити методом Мiнтi найшвидшi маршрути до iнших перехресть.
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Мережа задається матрицею

L =

 1 1 2 3 2 3 4 5 6 2
2 3 4 4 5 5 6 6 7 7
15 10 20 15 25 10 12 18 14 60

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — час проїзду.

Потрiбно:

1. зобразити транспортну мережу графiчно у виглядi зваженого орiєнтованого
графа;

2. знайти методом Мiнтi позначки всiх вершин, досяжних iз вершини 1, тобто
мiнiмальний час прибуття до кожного перехрестя;

3. побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi 1;

4. визначити, чи iснують перехрестя, до яких неможливо прокласти маршрут, i
пояснити, як алгоритм це виявляє;

5. знайти найшвидший маршрут вiд вершини 1 до вершини 6;

6. з’ясувати, чи iснують альтернативнi найшвидшi маршрути до вершини 6, i якщо
так, то виписати їх;

7. знайти найшвидший маршрут вiд вершини 1 до вершини 7 та порiвняти мар-
шрут транзитом через вершину 6 з прямим проїздом через дiлянку (2, 7);

8. iнтерпретувати отриманi результати в контекстi роботи алгоритмiв GPS-навiгацiї
та уникнення заторiв.

аSmart City — концепцiя «розумного мiста», у межах якої транспортна, комунальна та iнформа-
цiйна iнфраструктура iнтегруються з цифровими системами керування та аналiзу даних.

Задача (IT) 2.2: Маршрутизацiя запитiв у мiкросервiснiй архiтектурi

IТ-коментар

У мiкросервiснiй архiтектурi задача про найкоротший шлях дає змогу визнача-
ти найефективнiшi ланцюжки викликiв мiж сервiсами, мiнiмiзуючи сумарний
час вiдповiдi та мережевi затримки.

Архiтектуру бекенду веб-застосунку подано орiєнтованим графом, де вершини вiд-
повiдають окремим мiкросервiсам, а дуги — API-викликама мiж ними. Вага дуги
означає середнiй час обробки та мережевої затримки запиту в мiлiсекундах.

Нехай вершина 1 — це API Gatewayб, тобто точка входу всiх користувацьких запи-
тiв. Потрiбно знайти найшвидшi ланцюжки викликiв до внутрiшнiх сервiсiв системи.

Мережа задається матрицею

L =

 1 1 2 3 2 4 3 5 6 3
2 3 4 4 5 6 6 7 7 7
10 25 15 5 20 10 30 15 10 45

 .
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Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу графа викликiв: у першому рядку
записано початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — вагу дуги.

Потрiбно:

1. зобразити архiтектуру мiкросервiсiв у виглядi орiєнтованого зваженого графа;

2. знайти методом Мiнтi позначки всiх вершин, що вiдповiдають мiнiмальному
часу вiдгуку вiд API Gateway до кожного сервiсу;

3. побудувати дерево найкоротших шляхiв з коренем у вершинi 1;

4. визначити iзольованi сервiси, якщо вони є, i пояснити, що означає непозначена
вершина в контекстi мiкросервiсної архiтектури;

5. знайти оптимальний ланцюжок викликiв вiд 1 до мiкросервiсу 6;

6. перевiрити наявнiсть альтернативних шляхiв однакової вартостi до сервiсу 6;

7. побудувати оптимальний шлях до бази даних (вершина 7) та порiвняти виклик
через сервiс 6 iз довгим прямим запитом (3, 7);

8. пояснити, як цi результати допомагають виявити вузькi мiсця у продуктивностi
бекенду.

аAPI (Application Programming Interface) — програмний iнтерфейс, за допомогою якого одна
програмна компонента взаємодiє з iншою.

бAPI Gateway — шлюз API, тобто єдина точка входу зовнiшнiх запитiв до системи мiкросервiсiв.

Задача (IT) 2.3: Пошук шляху для iгрового штучного iнтелекту

IТ-коментар

У задачах GameDevа алгоритми пошуку найкоротших шляхiв використовують
для побудови маршрутiв неiгрових персонажiв, мiнiмiзацiї витрат дiї та вибору
рацiональної траєкторiї руху в складному iгровому середовищi.

аGameDev (Game Development) — розроб вiдеоiгор, включно з програмуванням iгрової
логiки, штучного iнтелекту, графiки та взаємодiї з користувачем.

Iгрову локацiю подiлено на навiгацiйну сiткуа (NavMesh), подану орiєнтованим гра-
фом. Вершини — це ключовi зони, а дуги — можливi переходи мiж ними. Довжина
дуги визначає витрати очок дiїб на подолання перешкод.

Вершина 1 — поточна позицiя iгрового бота. Потрiбно знайти найменш витратнi
маршрути до iнших зон на картi.

Мережа задається матрицею

L =

1 1 2 2 3 3 4 5 6 4
2 3 4 5 4 6 7 7 7 6
4 2 5 3 6 8 3 4 2 9

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу графа: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — витрати очок дiї.

Потрiбно:
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1. зобразити навiгацiйний граф графiчно;

2. виконати кроки методу Мiнтi для знаходження мiнiмальних витрат очок дiї до
кожної зони;

3. побудувати дерево оптимальних шляхiв перемiщення бота;

4. пояснити математичну ознаку в алгоритмi Мiнтi, яка виявляє недосяжну зону;

5. прокласти оптимальний маршрут до зони 6;

6. виявити альтернативнi маршрути до зони 6, якщо вони iснують;

7. знайти шлях до укриття (вершина 7) та пояснити вибiр алгоритмом обхiдного
шляху замiсть прямого переходу;

8. iнтерпретувати застосування цього методу для побудови поведiнки неiгрових
персонажiв.

аNavMesh (Navigation Mesh) — спецiальна структура даних, що описує допустимi областi пере-
мiщення персонажiв в iгровому середовищi.

бAction Points — очки дiї, тобто умовний ресурс, який персонаж витрачає на пересування або
виконання дiй.

Задача (IT) 2.4: Аналiз графа атак у кiбербезпецi

IТ-коментар

У кiбербезпецi задача про найкоротший шлях дає змогу моделювати найшвид-
шi або найменш витратнi сценарiї поширення атаки в мережi, що допомагає
виявляти критичнi вразливостi та прiоритети захисту.

Мережу корпорацiї моделюють за допомогою графа атака. Вершини — це комп’ютери,
сервери та IoT-пристроїб. Орiєнтована дуга означає наявнiсть вразливостi, що дозво-
ляє зловмиснику перейти з одного вузла на iнший. Вага дуги дорiвнює оцiночному
часу в годинах або рiвню зусиль, необхiдному для успiшного зламу.

Вершина 1 — скомпрометований робочий комп’ютер, тобто точка входу в мережу.
Потрiбно знайти найшвидшi вектори атак на iншi активи компанiї.

Мережа задається матрицею

L =

1 1 2 3 3 4 4 5 6 2
2 3 4 5 4 6 7 6 7 7
8 12 15 10 20 25 10 5 15 50

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу графа атак: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — вагу дуги.

Потрiбно:

1. вiзуалiзувати граф корпоративних вразливостей;

2. знайти методом Мiнтi позначки всiх вершин, що вiдповiдають мiнiмальному
часу компрометацiї кожного вузла;

3. побудувати дерево найкоротших векторiв атак з коренем у вершинi 1;
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4. пояснити ситуацiю, коли до певного сервера немає шляху в графi атак;

5. визначити найкоротший шлях компрометацiї системи керування (вершина 6);

6. перевiрити наявнiсть альтернативних сценарiїв атаки на вузол 6;

7. побудувати маршрут до критичного сервера баз даних (вершина 7) та порiвняти
атаку через промiжнi вузли iз прямою спробою зламу (2, 7);

8. пояснити, як фахiвцi з безпеки можуть використовувати цi результати для прi-
оритезацiї закриття вразливостей.

аAttack Graph — граф атак, тобто модель можливих сценарiїв просування зловмисника мережею
через наявнi вразливостi.

бIoT (Internet of Things) — iнтернет речей, тобто мережа фiзичних пристроїв, що обмiнюються
даними через цифровi канали зв’язку.

Задача (IT) 2.5: Оптимiзацiя енергоспоживання в сенсорнiй мережi

IТ-коментар

У бездротових сенсорних мережах задача про найкоротший шлях дає змогу
знаходити маршрути передавання даних iз мiнiмальними витратами енергiї, що
безпосередньо впливає на тривалiсть роботи автономних пристроїв.

Розглядається бездротова мережа датчикiва. Вершини вiдповiдають автономним
датчикам, а дуги — можливостi передати радiосигнал. Довжина дуги дорiвнює ви-
тратам енергiї в мiкроджоулях на передавання одного пакета даних мiж пристроями.

Вершина 1 — вiддалений датчик, якому потрiбно передати показники на iншi
вузли мережi та до базової станцiї. Потрiбно знайти енергоефективнi маршрути ре-
трансляцiї.

Мережа задається матрицею

L =

1 1 2 3 2 3 4 5 6 2
2 3 4 4 5 5 6 6 7 7
5 8 4 2 6 9 3 3 2 15

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу графа: у першому рядку записано по-
чаток дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — енергетичну вартiсть передавання.

Потрiбно:

1. зобразити сенсорну мережу графiчно;

2. розрахувати методом Мiнтi мiнiмальнi витрати енергiї для доставки пакета до
кожної вершини;

3. побудувати дерево оптимальної маршрутизацiї даних;

4. вказати ознаку в алгоритмi, за якою визначається вiдсутнiсть радiовидимостi
до певного вузла;

5. визначити енергоефективний шлях передавання до вузла 6;

6. виявити альтернативнi рiвноцiннi шляхи до вузла 6, якщо вони iснують;
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7. знайти найменш витратний маршрут до базової станцiї (вершина 7) та порiвня-
ти передавання через транзитнi вузли iз прямим далеким радiоканалом (2, 7);

8. обґрунтувати важливiсть знайденого дерева найкоротших шляхiв для збереже-
ння заряду батарей в IoT-мережi.

аWireless Sensor Network — бездротова сенсорна мережа, тобто сукупнiсть автономних датчикiв,
якi передають данi через радiоканали.

Питання для самоконтролю

1. Що називається зваженим орiєнтованим графом?

2. Що називається шляхом у графi?

3. Як означається довжина шляху?

4. У чому полягає задача про найкоротший шлях на мережi?

5. Якi прикладнi iнтерпретацiї може мати вага дуги в задачi про найкоротший шлях?

6. Що називається деревом найкоротших шляхiв?

7. У чому полягає властивiсть оптимальностi частин найкоротшого шляху?

8. Якi обмеження накладаються на ваги дуг для коректного застосування методу Мiнтi?

9. Яка iдея лежить в основi методу Мiнтi?

10. Що називається позначеною вершиною в методi Мiнтi?

11. Який змiст має позначка hi у методi Мiнтi?

12. Якi дуги розглядаються на кожному кроцi методу Мiнтi?

13. Як обчислюється кандидат на нову позначку вершини?

14. За яким правилом вибирається нова вершина для позначення?

15. Що є результатом роботи методу Мiнтi?

16. Як за побудованим деревом найкоротших шляхiв вiдновити маршрут до заданої вер-
шини?

17. Що означає ситуацiя, коли деяка вершина пiсля завершення алгоритму залишається
непозначеною?

18. У чому полягає зв’язок задачi про найкоротший шлях iз задачею про оптимальний
потiк?

19. Як iнтерпретується задача про найкоротший шлях як задача перемiщення одиницi
потоку в мережi?

20. У яких задачах iнформатики та комп’ютерних наук використовується задача про най-
коротший шлях?
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Тема 3. Потоки на мережах: задача про максимальний
потiк на мережi

Короткi теоретичнi вiдомостi

Задача про максимальний потiк на мережi є однiєю з центральних задач мережевої оптимi-
зацiї та важливою складовою курсу «Дослiдження операцiй», оскiльки поєднує елементи
теорiї графiв, мережевого моделювання та комбiнаторної оптимiзацiї. На вiдмiну вiд за-
гальних методiв математичного програмування, що працюють з усiєю системою обмежень
одночасно, мережева структура задачi дає змогу застосовувати спецiалiзований алгоритмi-
чний пiдхiд. Одним iз класичних методiв розв’язування є метод Форда–Фалкерсона, який
спирається на графове подання мережi, локальнi перетворення на дугах i покроковий по-
шук збiльшувальних ланцюгiв. Саме тому вивчення цiєї задачi має не лише теоретичне, а
й виразне прикладне значення.

Задача про максимальний потiк природно виникає в ситуацiях, коли потрiбно оцiнити
найбiльший можливий обсяг ресурсу, що може бути переданий вiд джерела до стоку в орi-
єнтованiй мережi з обмеженими пропускними спроможностями дуг. На вiдмiну вiд задачi
про найкоротший шлях, де основну увагу зосереджено на виборi одного оптимального мар-
шруту, у задачi про максимальний потiк дослiджується пропускна спроможнiсть мережi в
цiлому. Саме тому ця модель має фундаментальне значення для транспортних, iнформа-
цiйних, виробничих, енергетичних i логiстичних систем, де важливо не лише знайти шлях
передавання, а й оцiнити, який обсяг ресурсу система здатна пропустити загалом.

Формально мережу подають у виглядi орiєнтованого графа, у якому видiлено дже-
рело, стiк i задано пропускнi спроможностi дуг. Потiк у такiй мережi має задовольняти
двi основнi умови: по-перше, величина потоку на кожнiй дузi не може перевищувати її
пропускної спроможностi, а по-друге, для кожної промiжної вершини має виконуватися
умова збереження потоку, тобто сумарний потiк, що входить у вершину, повинен дорiв-
нювати сумарному потоку, що виходить iз неї. За цих умов задача полягає у знаходженнi
такого допустимого потоку, для якого сумарний обсяг ресурсу, що виходить iз джерела й
надходить до стоку, є найбiльшим.

Метод Форда–Фалкерсона ґрунтується на iдеї поступового нарощування допустимого
потоку. Починаючи з деякого початкового потоку, зазвичай нульового, на кожному кро-
цi алгоритму в мережi шукають збiльшувальний ланцюг вiд джерела до стоку, уздовж
якого поточний потiк можна збiльшити. Пiсля знаходження такого ланцюга компоненти
потоку перераховують: на прямих дугах потiк збiльшують, а на зворотних — за потреби
зменшують. У результатi кожний крок алгоритму приводить до збiльшення загального
значення потоку. Процес триває доти, доки в мережi iснує хоча б один збiльшувальний
ланцюг. Якщо жодного такого ланцюга бiльше немає, поточний потiк є максимальним.

Важливiсть цiєї теми полягає не лише у вивченнi конкретного алгоритму, а й у розумiн-
нi глибокого зв’язку мiж максимальною пропускною спроможнiстю мережi та її вузькими
мiсцями. Цей зв’язок виражає теорема Форда–Фалкерсона про максимальний потiк i мi-
нiмальний розрiз. Вона стверджує, що найбiльший можливий потiк вiд джерела до стоку
дорiвнює найменшiй сумарнiй пропускнiй спроможностi серед усiх розрiзiв, що вiдокрем-
люють джерело вiд стоку. Такий результат має принципове значення, оскiльки показує,
що обмеження на максимальний потiк визначаються не локально окремими дугами, а
глобальною структурою мережi.

Для майбутнього фахiвця з комп’ютерних наук задача про максимальний потiк має
суттєве прикладне значення. Передусiм вона лежить в основi моделей оцiнювання про-
пускної спроможностi телекомунiкацiйних мереж, балансування навантаження в хмарних
iнфраструктурах, маршрутизацiї даних i розподiлу задач у розподiлених обчисленнях.
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Крiм того, вона безпосередньо пов’язана iз задачею про мiнiмальний розрiз, що широко
використовується в алгоритмах аналiзу графiв, комп’ютерному зорi та сегментацiї зобра-
жень. Нарештi, метод Форда–Фалкерсона є базою для подальшого вивчення швидших
i ефективнiших алгоритмiв мережевої оптимiзацiї, зокрема алгоритму Едмондса–Карпа,
алгоритму Дiнiца та методу проштовхування–перемаркування.

Не менш важливо й те, що задача про максимальний потiк наочно демонструє фун-
даментальну для алгоритмiчної оптимiзацiї iдею покрокового полiпшення допустимого
розв’язку. Початковий потiк може бути дуже далеким вiд оптимального, однак шляхом
послiдовного знаходження збiльшувальних ланцюгiв i коректного перерахунку значень
на дугах алгоритм поступово наближає його до максимального. Для майбутнiх фахiв-
цiв з комп’ютерних наук такий пiдхiд є надзвичайно корисним, оскiльки вiн показує, як
математично складна мережева проблема зводиться до чiткої алгоритмiчної процедури.
Опанування цiєї теми створює мiцне пiдґрунтя для розумiння складнiших задач мережевої
оптимiзацiї та для застосування вiдповiдних моделей в iнформацiйних системах.

IТ-коментар: основнi застосування задачi про максимальний потiк

Задача про максимальний потiк має багато важливих застосувань у комп’ютерних
науках та iнформацiйних технологiях. Найтиповiшi з них такi.

1. Оцiнювання пропускної спроможностi комп’ютерних мереж. У телеко-
мунiкацiйних i комп’ютерних мережах вершини моделюють маршрутизатори,
комутатори або сервери, а дуги — канали зв’язку мiж ними. Пропускна спро-
можнiсть дуги вiдображає максимальний обсяг даних, який можна передати за
одиницю часу. Задача про максимальний потiк дає змогу оцiнити граничний
обсяг трафiку, який мережа здатна передати вiд джерела до стоку.

2. Балансування навантаження в дата-центрах i хмарних iнфраструкту-
рах. У розподiлених обчислювальних системах потрiбно визначити, який су-
марний обсяг запитiв, задач або потокiв даних можна передати мiж вузлами
iнфраструктури з урахуванням обмежень на сервернi ресурси й канали зв’язку.
Модель максимального потоку дає змогу оцiнити межi продуктивностi системи
та виявити вузькi мiсця її архiтектури.

3. Розподiл задач у розподiлених системах. У задачах планування викона-
ння обчислень потiк може iнтерпретуватися як сукупнiсть завдань, що пере-
даються вiд джерел формування задач до обчислювальних вузлiв або сервiсiв
обробки. У такiй постановцi максимальний потiк характеризує найбiльший об-
сяг роботи, який система здатна виконати за заданих обмежень.

4. Сегментацiя зображень i комп’ютерний зiр. У багатьох алгоритмах се-
гментацiї зображень задачу розбиття зображення на областi зручно зводити до
задачi про мiнiмальний розрiз у графi, а отже — i до задачi про максималь-
ний потiк. Пiкселi або групи пiкселiв iнтерпретуються як вершини графа, а
ваги дуг вiдображають подiбнiсть або зв’язок мiж ними. Такий пiдхiд широко
застосовується в аналiзi зображень i вiдео.

5. Аналiз надiйностi та вразливостей мережевої iнфраструктури. Зада-
ча про максимальний потiк дає змогу не лише обчислити граничну пропускну
спроможнiсть системи, а й виявити її критичнi дiлянки через вiдповiдний мi-
нiмальний розрiз. У контекстi кiбербезпеки, телекомунiкацiй i проєктування
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мереж це дає можливiсть знаходити потенцiйнi вузькi мiсця, критичнi канали
та елементи, вiдмова яких найбiльше впливає на функцiонування системи.

Постановка задачi про максимальний потiк

У задачi про максимальний потiк розглядається орiєнтована мережа з одним джерелом s i
одним стоком t. Кожна дуга (i, j) має обмежену пропускну спроможнiсть dij ≥ 0. Потрiбно
знайти такий розподiл потокiв xij на дугах, який дає змогу передати вiд джерела до стоку
максимальну кiлькiсть ресурсу.

Означення 3.1: Допустимий потiк на мережi

Потiк
X = {xij}

називають допустимим потоком, якщо виконуються такi умови:

1. Обмеження пропускної спроможностi: потiк на кожнiй дузi не може бути
вiд’ємним i не може перевищувати її пропускну спроможнiсть:

0 ≤ xij ≤ dij, (i, j) ∈ U.

2. Збереження потоку: для кожної промiжної вершини (крiм s та t) сумарний
потiк, що виходить iз неї, дорiвнює сумарному потоку, що входить у неї:∑

j : (i,j)∈U

xij −
∑

k : (k,i)∈U

xki = 0, i ∈ I, i ̸= s, i ̸= t.

Означення 3.2: Величина потоку

Величиною потоку називають сумарний потiк, що виходить iз джерела s:

v(X) =
∑

j : (s,j)∈U

xsj.

Для допустимого потоку ця сама величина дорiвнює також сумарному потоку, що
входить у стiк t.

Означення 3.3: Максимальний потiк та мiнiмальний розрiз

Допустимий потiк, для якого величина потоку є найбiльшою серед усiх допустимих
потокiв, називають максимальним потоком.
Розрiзом мережi U(C) називають множину дуг, що виходять iз пiдмножини вершин
C, яка мiстить джерело s, у множину I \ C, що мiстить стiк t:

U(C) = {(i, j) ∈ U : i ∈ C, j ∈ I \ C}.

Пропускну спроможнiсть розрiзу визначають формулою

d(C) =
∑

(i,j)∈U(C)

dij.

Розрiз iз найменшою сумарною пропускною спроможнiстю серед усiх розрiзiв, що
вiддiляють s вiд t, називають мiнiмальним розрiзом.
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Зв’язок задачi про максимальний потiк iз ЗЛП

Задача про максимальний потiк є окремим випадком лiнiйного програмування. Справ-
дi, якщо за змiннi взяти дуговi потоки xij, то задачу можна записати у виглядi

L =
∑

j : (s,j)∈U

xsj → max

за умов ∑
j : (i,j)∈U

xij −
∑

k : (k,i)∈U

xki = 0, i ∈ I, i ̸= s, i ̸= t,

0 ≤ xij ≤ dij, (i, j) ∈ U.

Отже, цiльова функцiя i всi обмеження є лiнiйними вiдносно змiнних xij, тому
задача належить до класу задач лiнiйного програмування.

Специфiка цiєї задачi полягає в тому, що її обмеження мають мережеву стру-
ктуру обмежень: кожна змiнна входить лише в рiвняння для початку i кiнця вiдпо-
вiдної дуги. Саме завдяки цiй структурi для задачi про максимальний потiк можна
застосовувати не лише загальнi методи ЗЛП, а й спецiалiзованi мережевi алгори-
тми, зокрема метод Форда–Фалкерсона, якi в багатьох випадках працюють значно
ефективнiше.

Теорема 3.1: Теорема Форда–Фалкерсона

Для будь-якої мережi з джерелом s i стоком t має мiсце рiвнiсть

max
X∈F

v(X) = min
C : s∈C, t/∈C

d(C),

де F — множина всiх допустимих потокiв на мережi, v(X) — величина потоку X,
а d(C) — пропускна спроможнiсть розрiзу, породженого множиною вершин C. От-
же, величина максимального потоку вiд джерела s до стоку t дорiвнює пропускнiй
спроможностi мiнiмального розрiзу, що вiддiляє s вiд t.

Зауваження 3.1: Практичний змiст теореми

Теорема Форда–Фалкерсона показує, що найбiльший можливий потiк у мережi ви-
значається її “вузьким мiсцем”, тобто розрiзом iз найменшою сумарною пропускною
спроможнiстю. Саме тому задача про максимальний потiк тiсно пов’язана iз задачею
про мiнiмальний розрiз.

Для знаходження максимального потоку використовують метод Форда–Фалкерсона2.
Це iтерацiйна процедура, яка на кожному кроцi шукає збiльшувальний ланцюг вiд дже-
рела до стоку в залишковiй мережi i виконує перерахунок потоку уздовж нього. Для
побудови такого ланцюга застосовують метод позначок. Позначка вершини j має ви-
гляд j(Nj, θj), де Nj — iндекс попередньої вершини, з якої вершина j була досягнута (зi
знаком “+” у випадку прямої дуги i зi знаком “−” у випадку зворотної дуги), а θj —
найбiльша величина, на яку можна збiльшити потiк вiд джерела до вершини j уздовж
побудованого ланцюга.

2Метод названо на честь Лестера Р. Форда-молодшого та Делберта Р. Фалкерсона. Класичний виклад
методу подано в працi L. R. Ford Jr., D. R. Fulkerson Maximal Flow through a Network (1956). Попереднiй
виклад результатiв мiстився також у RAND-меморандумi 1954 року з тiєю самою назвою.
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Алгоритми

Алгоритм методу Форда–Фалкерсона (метод позначок)

Початковий етап. Задають початковий допустимий потiк

X0 = {x 0
ij : (i, j) ∈ U}.

Найчастiше як початковий беруть нульовий потiк:

x 0
ij = 0, (i, j) ∈ U.

Нехай на деякiй iтерацiї задано поточний потiк

Xn = {xn
ij : (i, j) ∈ U}.

Крок 1. Розстановка позначок.

1.1. Позначають джерело s позначкою

s(0,∞)

i утворюють початкову множину позначених вершин

I(1) = { s(0,∞)}.

Джерело вважають позначеним i нерозглянутим.

1.2. Нехай пiсля r-го кроку побудовано множину позначених вершин

I(r) = { . . . , i(Ni, θi), . . . }.

Вибирають будь-яку позначену нерозглянуту вершину i ∈ I(r) з позначкою
i(Ni, θi) i будують множини:

J−(r) =
{
j /∈ I(r) : (i, j) ∈ U, dij − xn

ij > 0
}
,

J+(r) =
{
j /∈ I(r) : (j, i) ∈ U, xn

ji > 0
}
.

Тут J−(r) є множиною вершин, до яких можна перейти по прямих дугах, а
J+(r) — множиною вершин, до яких можна перейти по зворотних дугах.

1.3. Для кожної вершини j ∈ J−(r) присвоюють позначку

j(+i, θj), θj = min
(
θi, dij − xn

ij

)
.

Для кожної вершини j ∈ J+(r) присвоюють позначку

j(−i, θj), θj = min
(
θi, x

n
ji

)
.

1.4. Позначимо через
P (r+1) = J−(r) ∪ J+(r)

множину вершин, позначених на поточному кроцi. Тодi нова множина позна-
чених вершин має вигляд

I(r+1) = I(r) ∪ P (r+1).

Пiсля цього вершину i вважають розглянутою.
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1.5. Процедуру повторюють доти, поки або не буде позначено стiк t, або не зали-
шиться позначених нерозглянутих вершин.

Крок 2. Перевiрка умови зупинки.

• Якщо стiк t не отримав позначки, то збiльшувального ланцюга не iснує.
Алгоритм завершується, а поточний потiк Xn є максимальним. Множина всiх
позначених вершин

C∗ = I(r)

породжує мiнiмальний розрiз U(C∗).

• Якщо стiк t отримав позначку

t(Nt, θt),

то переходять до змiни потоку.

Крок 3. Змiна потоку.
Починаючи зi стоку t, рухаються у зворотному напрямку до джерела s, орiєнту-

ючись на першу компоненту позначок Nj.

• Якщо вершину j було досягнуто по прямiй дузi (i, j), тобто Nj = +i, то покла-
дають

xn+1
ij = xn

ij + θt.

• Якщо вершину j було досягнуто по зворотнiй дузi (j, i), тобто Nj = −i, то
покладають

xn+1
ji = xn

ji − θt.

Усi iншi компоненти потоку залишають без змiн. Пiсля цього одержують новий
потiк

Xn+1 = {xn+1
ij : (i, j) ∈ U},

усi позначки стирають i переходять до нової iтерацiї.

Зауваження 3.2: Залишкова мережа i критично важливi дуги

Пiд час роботи методу Форда–Фалкерсона фактично розглядають не лише початко-
ву мережу, а й залишкову мережу. Для поточного потоку Xn у залишковiй мережi:

• прямiй дузi (i, j) вiдповiдає залишкова пропускна спроможнiсть

rij = dij − xn
ij,

якщо rij > 0;

• зворотнiй дузi (j, i) вiдповiдає можливiсть зменшити вже наявний потiк на дузi
(i, j), причому її залишкова пропускна спроможнiсть дорiвнює

rji = xn
ij,

якщо xn
ij > 0.
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Саме в залишковiй мережi шукають збiльшувальний ланцюг вiд джерела s до
стоку t. Якщо такого ланцюга немає, то поточний потiк є максимальним.

Серед дуг збiльшувального ланцюга особливу роль вiдiграють критично важли-
вi дуги — дуги, для яких залишкова пропускна спроможнiсть є найменшою на цьому
ланцюзi. Саме вони визначають величину

θ = min rij,

на яку можна збiльшити потiк уздовж знайденого ланцюга. Пiсля перерахунку по-
току принаймнi одна з таких дуг стає насиченою у випадку прямої дуги або споро-
жнiлою у випадку зворотної дуги, що i зумовлює перехiд до нової iтерацiї алгоритму.

Зауваження 3.3: Перевiрка правильностi розв’язку

Для перевiрки знайденого розв’язку слiд переконатися, що величина побудованого
максимального потоку, тобто сума потокiв, якi виходять iз джерела s, дорiвнює
пропускнiй спроможностi знайденого мiнiмального розрiзу U(C∗). При цьому всi
дуги розрiзу, що виходять iз множини C∗, мають бути насиченими:

xij = dij, (i, j) ∈ U(C∗),

а дуги, що входять у C∗ iз множини I \ C∗, повиннi мати нульовий потiк:

xji = 0.

Типовi задачi

Задача 3.1: Побудова максимального потоку

Для заданої мережi з джерелом у вершинi 1 та стоком у вершинi 5 знайти макси-
мальний потiк методом Форда–Фалкерсона (методом позначок). Мережу подано на
рис. 3.1.

Потрiбно:

1. побудувати задачу лiнiйного програмування, що вiдповiдає задачi знаходження
максимального потоку на мережi;

2. записати початковий нульовий потiк;

3. на кожнiй iтерацiї вказати множини I(r), J−(r), J+(r);

4. побудувати збiльшувальнi ланцюги та знайти величини приросту потоку θ;

5. продовжити алгоритм до одержання максимального потоку;

6. знайти один iз максимальних потокiв i побудувати вiдповiдний мiнiмальний
розрiз.



64 Потоки на мережах: задача про максимальний потiк на мережi

1

2

3

4

5

3

2

2

1

1

2

2

Рис. 3.1: Початкова мережа для задачi про максимальний потiк

Розв’язання.

1. Побудова задачi лiнiйного програмування.
Позначимо через

x12, x13, x24, x25, x34, x35, x45

потоки на вiдповiдних дугах мережi. Тодi задачу про максимальний потiк для ме-
режi на рис. 3.1 можна записати як задачу лiнiйного програмування.

Якщо ввести змiнну b — величину потоку, то маємо модель

b → max

за умов балансу:
x12 + x13 = b,

x24 + x25 − x12 = 0,

x34 + x35 − x13 = 0,

x45 − x24 − x34 = 0,

x25 + x35 + x45 = b,

та обмежень на пропускнi спроможностi:

0 ≤ x12 ≤ 3, 0 ≤ x13 ≤ 2,

0 ≤ x24 ≤ 2, 0 ≤ x25 ≤ 1,

0 ≤ x34 ≤ 1, 0 ≤ x35 ≤ 2, 0 ≤ x45 ≤ 2.

Виключивши змiнну b, одержуємо еквiвалентну задачу лiнiйного програмування:

L = x12 + x13 → max

за умов
x24 + x25 − x12 = 0,

x34 + x35 − x13 = 0,

x45 − x24 − x34 = 0,

0 ≤ x12 ≤ 3, 0 ≤ x13 ≤ 2,

0 ≤ x24 ≤ 2, 0 ≤ x25 ≤ 1,

0 ≤ x34 ≤ 1, 0 ≤ x35 ≤ 2, 0 ≤ x45 ≤ 2.

Отже, задача про максимальний потiк для даної мережi є задачею лiнiйного
програмування зi спецiальною мережевою структурою.
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2. Початковий нульовий потiк.
Починаємо з нульового потоку

X0 = {x0
ij = 0: (i, j) ∈ U}.

3–5. Iтерацiї методу Форда–Фалкерсона, побудова збiльшувальних лан-
цюгiв i одержання максимального потоку.

Iтерацiя 1.
Позначаємо джерело: 1(0,∞), I(1) = { 1(0,∞)}.
Для вершини 1 маємо J−(1) = {2, 3}, J+(1) = ∅, бо

d12 − x0
12 = 3 > 0, d13 − x0

13 = 2 > 0.

Одержуємо позначки: 2(+1, 3), 3(+1, 2).
Тодi

I(2) = { 1(0,∞), 2(+1, 3), 3(+1, 2)}.

Розглядаючи вершину 2, маємо J−(2) = {4, 5}, J+(2) = ∅, оскiльки

d24 − x0
24 = 2 > 0, d25 − x0

25 = 1 > 0.

Одержуємо 4(+2, 2), 5(+2, 1).
Стiк 5 позначено, тому знайдено збiльшувальний ланцюг

1 → 2 → 5, θ1 = 1.

Змiнюємо потiк:
x1
12 = 1, x1

25 = 1.

Iтерацiя 2.
Знову позначаємо джерело:

1(0,∞), I(1) = { 1(0,∞)}.

Для вершини 1:
J−(1) = {2, 3}, J+(1) = ∅,

бо
d12 − x1

12 = 2 > 0, d13 − x1
13 = 2 > 0.

Одержуємо
2(+1, 2), 3(+1, 2).

Далi для вершини 2:

J−(2) = {4}, J+(2) = ∅,

оскiльки
d24 − x1

24 = 2 > 0, d25 − x1
25 = 0.

Отже,
4(+2, 2).

Для вершини 4:
J−(4) = {5}, J+(4) = ∅,
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бо
d45 − x1

45 = 2 > 0.

Тому
5(+4, 2).

Знайдено ланцюг
1 → 2 → 4 → 5, θ2 = 2.

Змiнюємо потiк:
x2
12 = 3, x2

24 = 2, x2
45 = 2.

Iтерацiя 3.
Позначаємо джерело:

1(0,∞), I(1) = { 1(0,∞)}.

Тепер
J−(1) = {3}, J+(1) = ∅,

оскiльки
d12 − x2

12 = 0, d13 − x2
13 = 2 > 0.

Отже,
3(+1, 2).

Для вершини 3:
J−(3) = {4, 5}, J+(3) = ∅,

бо
d34 − x2

34 = 1 > 0, d35 − x2
35 = 2 > 0.

Оскiльки стiк можна позначити безпосередньо, беремо

5(+3, 2).

Знайдено ланцюг
1 → 3 → 5, θ3 = 2.

Змiнюємо потiк:
x3
13 = 2, x3

35 = 2.

Перевiрка умови зупинки.
Для потоку X3:

d12 − x3
12 = 0, d13 − x3

13 = 0.

Отже,
J−(1) = ∅, J+(1) = ∅.

Збiльшувального ланцюга бiльше не iснує, тому потiк X3 є максимальним.
Його величина:

v(X∗) = x3
12 + x3

13 = 3 + 2 = 5.

6. Один iз максимальних потокiв i мiнiмальний розрiз.
Один iз мiнiмальних розрiзiв:

C∗ = {1}, U(C∗) = {(1, 2), (1, 3)},
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d(C∗) = 3 + 2 = 5 = v(X∗).

Отже,
v(X∗) = 5.

Один iз максимальних потокiв має вигляд

x12 = 3, x13 = 2, x24 = 2, x25 = 1, x35 = 2, x45 = 2,

а на рештi дуг потiк дорiвнює нулю: x34 = 0.
Кiнцевий потiк для цiєї задачi подано на рис. 3.2.
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Рис. 3.2: Кiнцевий потiк у мережi (у форматi xij/dij)

Задача 3.2: Максимальний потiк, залишкова мережа i зворотна дуга

Для заданої мережi з джерелом у вершинi 1 та стоком у вершинi 4 знайти макси-
мальний потiк методом Форда–Фалкерсона (методом позначок). Мережу подано на
рис. 3.3.

Потрiбно:

1. побудувати початковий нульовий потiк;

2. пiсля першої iтерацiї побудувати залишкову мережу;

3. показати, що в залишковiй мережi iснує збiльшувальний ланцюг, який мiстить
зворотну дугу;

4. виконати перерахунок потоку;

5. вказати максимальний потiк i мiнiмальний розрiз.
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Рис. 3.3: Початкова мережа
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Розв’язання.

1. Побудова початкового нульового потоку.
Починаємо з нульового потоку

X0 = {x0
ij = 0: (i, j) ∈ U}.

2–4. Побудова залишкової мережi, знаходження збiльшувального лан-
цюга зi зворотною дугою та перерахунок потоку.

Iтерацiя 1.
Позначаємо джерело:

1(0,∞), I(1) = { 1(0,∞)}.

Для вершини 1:
J−(1) = {2, 3}, J+(1) = ∅.

Одержуємо
2(+1, 2), 3(+1, 3).

Розглядаємо вершину 2. Маємо

J−(2) = {3, 4}, J+(2) = ∅,

бо
d23 − x0

23 = 2 > 0, d24 − x0
24 = 3 > 0.

Для реалiзацiї зворотної дуги на наступному кроцi зручно спочатку провести потiк
ланцюгом

1 → 2 → 3 → 4.

Його пропускна спроможнiсть:

θ1 = min{2, 2, 2} = 2.

Змiнюємо потiк:
x1
12 = 2, x1

23 = 2, x1
34 = 2.

Отже,
v(X1) = 2.

Потiк пiсля першої iтерацiї подано на рис. 3.4.
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Рис. 3.4: Потiк пiсля першої iтерацiї
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Залишкова мережа пiсля першої iтерацiї.
Для потоку X1 маємо, зокрема, такi ненульовi залишковi пропускнi спроможно-

стi:
r13 = 3, r24 = 3, r32 = x1

23 = 2.

Отже, в залишковiй мережi iснує збiльшувальний ланцюг

1 → 3 → 2 → 4,

де перехiд 3 → 2 є зворотним до дуги (2, 3). Цей ключовий ланцюг у залишковiй
мережi подано на рис. 3.5.
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Рис. 3.5: Ключовий збiльшувальний ланцюг у залишковiй мережi: 1 → 3 → 2 → 4

Iтерацiя 2.
Позначаємо джерело:

1(0,∞), I(1) = { 1(0,∞)}.

Для вершини 1:
J−(1) = {3}, J+(1) = ∅,

бо
d13 − x1

13 = 3 > 0, d12 − x1
12 = 0.

Тому
3(+1, 3).

Для вершини 3:
J−(3) = ∅, J+(3) = {2},

оскiльки
x1
23 = 2 > 0, d34 − x1

34 = 0.

Отже,
2(−3, 2).

Для вершини 2:
J−(2) = {4}, J+(2) = ∅,

бо
d24 − x1

24 = 3 > 0.

Тому
4(+2, 2).

Знайдено ланцюг
1 → 3 → 2 → 4, θ2 = 2.
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Виконуємо перерахунок потоку:

x2
13 = 2, x2

24 = 2, x2
23 = 0.

Компоненти
x2
12 = 2, x2

34 = 2

не змiнюються. Отже,
v(X2) = x2

12 + x2
13 = 2 + 2 = 4.

Перевiрка умови зупинки.
Для потоку X2 з джерела 1 можна перейти до вершини 3, бо

d13 − x2
13 = 1 > 0,

але далi рух до стоку неможливий, оскiльки

d34 − x2
34 = 0, x2

23 = 0.

Отже, стiк 4 бiльше недосяжний у залишковiй мережi, тому потiк є максимальним.

5. Максимальний потiк i мiнiмальний розрiз.
Один iз мiнiмальних розрiзiв:

C∗ = {1, 3}, U(C∗) = {(1, 2), (3, 4)},

d(C∗) = 2 + 2 = 4 = v(X∗).

Отже,
v(X∗) = 4.

Один iз максимальних потокiв має вигляд

x12 = 2, x13 = 2, x24 = 2, x34 = 2,

а на рештi дуг потiк дорiвнює нулю:

x23 = 0.

Кiнцевий потiк для цiєї задачi подано на рис. 3.6.

1

2

3

4

2/2

2/3

0/2

2/3

2/2

Рис. 3.6: Кiнцевий потiк у мережi (у форматi xij/dij)
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Задача 3.3: Розгортання оновлень прошивки в мережi IoT-пристроїв

Центральний сервер оновлень 1 передає пакети прошивки до цiльового IoT-шлюзу 6
через промiжнi вузли 2, 3, 4, 5. Кожна дуга мережi має пропускну спроможнiсть, що
показує максимальну кiлькiсть пакетiв оновлення за одну хвилину. Потрiбно зна-
йти максимальний потiк пакетiв вiд вузла 1 до вузла 6 методом Форда–Фалкерсона
(методом позначок). Мережу подано на рис. 3.7.

Потрiбно:

1. побудувати початковий нульовий потiк;

2. знайти максимальний потiк;

3. вказати мiнiмальний розрiз;

4. iнтерпретувати результат як максимальну iнтенсивнiсть розгортання оновлень.
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Рис. 3.7: Мережа розгортання оновлень

Розв’язання.

1. Побудова початкового нульового потоку.
Починаємо з нульового потоку

X0 = {x0
ij = 0: (i, j) ∈ U}.

2. Знаходження максимального потоку.
Метод позначок приводить до трьох послiдовних збiльшувальних ланцюгiв:

1 → 2 → 4 → 6, θ1 = 3,

1 → 3 → 5 → 6, θ2 = 3,

1 → 2 → 5 → 6, θ3 = 1.

Пiсля трьох iтерацiй маємо потiк

x12 = 4, x13 = 3, x24 = 3, x25 = 1,

x35 = 3, x46 = 3, x56 = 4.

На рештi дуг потiк дорiвнює нулю:

x34 = 0.

Отже,
v(X∗) = x12 + x13 = 4 + 3 = 7.
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Оскiльки обидвi дуги, що виходять iз джерела 1, насиченi,

x12 = d12 = 4, x13 = d13 = 3,

то збiльшувального ланцюга бiльше не iснує. Тому знайдений потiк є максимальним.

3. Мiнiмальний розрiз.
Один iз мiнiмальних розрiзiв: C∗ = {1}, U(C∗) = {(1, 2), (1, 3)},

d(C∗) = 4 + 3 = 7 = v(X∗).

4. Iнтерпретацiя результату.
Знайдений максимальний потiк 7 означає, що мережа здатна передавати не бiльш

як 7 пакетiв оновлення за хвилину вiд центрального сервера до цiльового шлюзу без
перевищення пропускних спроможностей каналiв.

Вiдповiдь.
v(X∗) = 7.

Кiнцевий потiк для цiєї задачi подано на рис. 3.8.
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Рис. 3.8: Кiнцевий потiк у мережi розгортання оновлень (у форматi xij/dij)

Задачi для самостiйного розв’язування

Задача 3.1: Максимальний потiк на мережi

Для свого варiанта задано мережу з джерелом у вершинi 1 та стоком у вершинi 5.
Мережу задано матрицею

C =

 i1 i2 . . . im
j1 j2 . . . jm
di1j1 di2j2 . . . dimjm

 ,

де кожний стовпчик задає одну дугу мережi: у першому рядку записано початок
дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть.

Потрiбно:

1. побудувати граф мережi;

2. записати початковий нульовий потiк;

3. знайти максимальний потiк методом Форда–Фалкерсона (методом позначок),
указуючи на кожнiй iтерацiї множини I(r), J−(r), J+(r), збiльшувальний лан-
цюг i величину приросту потоку θ;
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4. записати один iз максимальних потокiв;

5. побудувати мiнiмальний розрiз i перевiрити рiвнiсть мiж величиною макси-
мального потоку та пропускною спроможнiстю мiнiмального розрiзу.

Варiанти:

1.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 2 3 1 1 2 2

 .

2.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
3 3 2 2 1 2 3

 .

3.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
5 2 2 1 2 1 2

 .

4.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 3 3 1 1 2 2

 .

5.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
3 4 2 2 2 1 3

 .

6.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
5 3 2 1 1 3 2

 .

7.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 2 1 2 2 3 2

 .

8.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
3 3 3 1 2 2 1

 .

9.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 4 2 1 1 3 2

 .

10.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
5 2 3 2 1 2 1

 .

11.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
3 5 2 1 2 3 2

 .

12.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 3 1 2 2 2 3

 .

13.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
5 4 2 1 1 2 3

 .

14.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
3 2 3 2 1 3 2

 .

15.

C =

1 1 2 2 3 3 4
2 3 4 5 4 5 5
4 5 2 1 2 2 1

 .

Задача 3.2: Максимальний потiк, залишкова мережа i зворотна дуга

Для свого варiанта задано мережу з джерелом у вершинi 1 та стоком у вершинi 6.
Мережу задано матрицею

C =

 i1 i2 . . . im
j1 j2 . . . jm
di1j1 di2j2 . . . dimjm

 ,

де кожний стовпчик задає одну дугу мережi: у першому рядку записано початок
дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть.

Потрiбно:
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1. побудувати граф мережi;

2. записати початковий нульовий потiк;

3. виконати першу iтерацiю методу Форда–Фалкерсона;

4. побудувати залишкову мережу пiсля першої iтерацiї;

5. знайти в залишковiй мережi збiльшувальний ланцюг, який мiстить зворотну
дугу;

6. виконати перерахунок потоку;

7. перевiрити, чи є отриманий потiк максимальним;

8. записати один iз максимальних потокiв i вказати його величину;

9. побудувати мiнiмальний розрiз i перевiрити рiвнiсть мiж величиною макси-
мального потоку та пропускною спроможнiстю мiнiмального розрiзу.

Варiанти:

1.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
3 2 3 3 2 3 3

 .

2.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
4 1 4 3 2 4 2

 .

3.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
4 2 4 4 3 4 5

 .

4.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
5 2 5 3 4 5 3

 .

5.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
5 3 5 4 4 5 5

 .

6.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
3 1 3 2 2 3 2

 .

7.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
6 2 6 5 3 6 4

 .

8.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
4 2 4 2 2 4 3

 .

9.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
5 1 5 4 2 5 2

 .

10.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
6 3 6 5 4 6 6

 .

11.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
4 1 4 2 3 4 4

 .

12.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
5 2 5 5 3 5 4

 .

13.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
3 1 3 3 2 3 3

 .

14.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
6 2 6 4 5 6 3

 .

15.

C =

1 1 2 2 3 4 5
2 3 4 5 4 6 6
4 2 4 5 2 4 5

 .
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Прикладнi задачi

Задача (IT) 3.1: Передавання вiдеопотоку в мережi доставки контенту

IТ-коментар

У мережах доставки контенту (CDN)а задача максимального потоку дає змогу
оцiнити граничний обсяг вiдеотрафiку, який можна передати вiд центрального
сервера до регiонального вузла без перевантаження окремих каналiв. Така мо-
дель також допомагає виявити вузькi мiсця мережi та визначити, якi канали
слiд модернiзувати насамперед для пiдвищення якостi потокового передавання.

аCDN (Content Delivery Network) — мережа доставки контенту, тобто розподiлена система
серверiв для швидкого передавання цифрового вмiсту користувачам.

Мережу доставки контенту подано орiєнтованим графом, де вершини — це сервери
та промiжнi вузли маршрутизацiї, а дуги — канали передавання даних. Пропускна
спроможнiсть дуги вiдповiдає максимальному обсягу вiдеоданих, який можна пере-
дати цим каналом за одну секунду.

Нехай вершина 1 — центральний сервер, а вершина 6 — регiональний вузол-
одержувач. Потрiбно методом Форда–Фалкерсона визначити максимальний потiк вi-
деоданих вiд сервера 1 до вузла 6.

Мережа задається матрицею

C =

 1 1 2 2 3 3 4 5 4 5
2 3 4 5 4 5 6 6 5 4
40 30 20 15 10 25 20 30 10 5

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть каналу
в Мбiт/с.

Потрiбно:

1. зобразити мережу графiчно у виглядi орiєнтованого графа з пропускними спро-
можностями;

2. записати початковий нульовий потiк;

3. методом Форда–Фалкерсона побудувати послiдовнiсть збiльшувальних ланцю-
гiв;

4. для кожної iтерацiї знайти величину приросту потоку θ;

5. визначити максимальний потiк вiд вершини 1 до вершини 6;

6. побудувати один мiнiмальний розрiз мережi;

7. iнтерпретувати знайдений максимальний потiк як максимальну пропускну спро-
можнiсть CDN.
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Задача (IT) 3.2: Розподiл задач у хмарнiй обчислювальнiй системi

IТ-коментар

У хмарних обчисленнях модель максимального потоку використовується для
оцiнювання максимальної кiлькостi задач, якi система може передати вiд вузлiв
доступу до серверiв обробки за одиницю часу.

Хмарну обчислювальну систему подано орiєнтованим графом, де вершини — це шлю-
зи доступу, балансувальники навантаження, промiжнi вузли та обчислювальнi сер-
вери, а дуги — канали передавання задач. Пропускна спроможнiсть дуги вiдповiдає
максимальнiй кiлькостi задач, яку можна передати за одну хвилину.

Нехай вершина 1 — центральний вузол приймання запитiв, а вершина 7 — група
обчислювальних серверiв. Потрiбно методом Форда–Фалкерсона визначити макси-
мальну iнтенсивнiсть потоку задач вiд вузла 1 до вузла 7.

Мережа задається матрицею

C =

 1 1 1 2 2 3 3 4 5 6 5
2 3 4 5 6 5 6 6 7 7 6
50 40 30 20 25 15 20 25 30 40 10

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть у
задачах за хвилину.

Потрiбно:

1. побудувати граф мережi;

2. визначити методом Форда–Фалкерсона максимальний потiк вiд вершини 1 до
вершини 7;

3. записати всi промiжнi потоки пiсля кожної iтерацiї;

4. знайти мiнiмальний розрiз мережi;

5. вказати дуги, якi є критично важливими для збiльшення потоку;

6. пояснити, якi канали є вузькими мiсцями системи;

7. iнтерпретувати результат як максимальну продуктивнiсть хмарної iнфрастру-
ктури.

Задача (IT) 3.3: Резервне копiювання даних у розподiленiй мережi зберi-
гання

IТ-коментар

У системах резервного копiювання задача максимального потоку дає змогу оцi-
нити, який найбiльший обсяг даних можна передати мiж дата-центрами за обме-
жений час, не перевищуючи пропускних спроможностей каналiв.

Мережу резервного копiювання подано орiєнтованим графом, де вершини — це цен-
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три зберiгання даних i промiжнi вузли передавання, а дуги — канали зв’язку мiж
ними. Пропускна спроможнiсть дуги вiдповiдає максимальному обсягу даних, який
можна передати цим каналом за одну годину.

Нехай вершина 1 — основний дата-центр, а вершина 6 — резервний центр зберi-
гання. Потрiбно визначити методом Форда–Фалкерсона максимальний обсяг даних,
який можна передати за одну годину з вершини 1 до вершини 6.

Мережа задається матрицею

C =

1 1 2 2 3 3 4 5 4
2 3 4 5 4 5 6 6 5
6 8 5 3 4 6 7 5 2

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть у
ТБ/год.

Потрiбно:

1. зобразити мережу у виглядi орiєнтованого графа;

2. знайти максимальний потiк вiд вершини 1 до вершини 6;

3. побудувати хоча б один мiнiмальний розрiз мережi;

4. перевiрити виконання рiвностi мiж величиною максимального потоку та про-
пускною спроможнiстю мiнiмального розрiзу;

5. визначити, якi канали мають бути модернiзованi насамперед для збiльшення
швидкостi резервного копiювання;

6. iнтерпретувати отриманий результат у контекстi вiдмовостiйкостi системи збе-
рiгання.

Задача (IT) 3.4: Маршрутизацiя пакетiв у програмно-керованiй мережi

IТ-коментар

У програмно-керованих мережах (SDN)а задача максимального потоку дає змо-
гу оцiнити межу пропускної спроможностi магiстрального сегмента i виявити
канали, що обмежують iнтенсивнiсть маршрутизацiї пакетiв.

аSDN (Software-Defined Networking) — програмно-керована мережа, тобто мережа, у якiй
керування передаванням даних логiчно вiдокремлено вiд мережевого обладнання.

Програмно-керовану мережу (SDN) подано орiєнтованим графом, де вершини — це
маршрутизатори, а дуги — канали зв’язку мiж ними. Пропускна спроможнiсть дуги
вiдповiдає максимальнiй кiлькостi пакетiв, яку можна передати через канал за одну
мiлiсекунду.

Нехай вершина 1 — вхiдний маршрутизатор, а вершина 7 — вихiдний маршру-
тизатор магiстрального сегмента. Потрiбно визначити методом Форда–Фалкерсона
максимальний потiк пакетiв вiд вершини 1 до вершини 7.
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Мережа задається матрицею

C =

 1 1 2 2 3 3 4 5 6 4 5
2 3 4 5 5 6 7 7 7 5 6
12 10 7 5 6 5 8 6 5 3 4

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть у
пакетах за мiлiсекунду.

Потрiбно:

1. побудувати граф мережi;

2. знайти максимальний потiк вiд вершини 1 до вершини 7;

3. виписати збiльшувальнi ланцюги, якi використовуються в алгоритмi;

4. визначити, якi дуги стають насиченими пiсля завершення алгоритму;

5. знайти мiнiмальний розрiз мережi;

6. пояснити, як знайдений потiк характеризує максимально можливу iнтенсив-
нiсть маршрутизацiї пакетiв.

Задача (IT) 3.5: Потiк даних у системi розподiленої вiдеоаналiтики

IТ-коментар

У системах розподiленої вiдеоаналiтики задача максимального потоку дає змогу
оцiнити, який найбiльший потiк кадрiв можна передати вiд вузлiв збору даних
до центрального сервера в режимi реального часу.

Систему розподiленої вiдеоаналiтики подано орiєнтованим графом, де вершини — це
вузли збору вiдеоданих, сервери попередньої обробки, вузли розпiзнавання та цен-
тральний сервер прийняття рiшень. Дуги вiдповiдають каналам передавання даних
мiж цими вузлами. Пропускна спроможнiсть дуги показує максимальну кiлькiсть
вiдеокадрiв, якi можна передати за одну секунду.

Нехай вершина 1 — вузол збору вiдеоданих, а вершина 8 — центральний сервер
прийняття рiшень. Потрiбно визначити методом Форда–Фалкерсона максимальний
потiк кадрiв вiд вершини 1 до вершини 8.

Мережа задається матрицею

C =

 1 1 2 2 3 3 4 5 5 6 7 4 6
2 3 4 5 5 6 7 7 8 8 8 5 7
18 15 10 6 9 8 10 7 4 8 12 3 2

 .

Кожний стовпчик матрицi задає одну дугу мережi: у першому рядку записано
початок дуги, у другому — її кiнець, а в третьому — пропускну спроможнiсть у
кадрах за секунду.

Потрiбно:

1. побудувати граф мережi;
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2. знайти максимальний потiк вiд вершини 1 до вершини 8;

3. визначити мiнiмальний розрiз мережi;

4. знайти критично важливi дуги для збiльшення потоку;

5. встановити, чи збiльшиться максимальний потiк, якщо пропускну спроможнiсть
дуги (5, 8) пiдвищити на 3;

6. iнтерпретувати отриманi результати в контекстi роботи системи вiдеоаналiтики
в реальному часi.

Питання для самоконтролю

1. Сформулюйте означення мережi з джерелом i стоком. Що називають пропускною спро-
можнiстю дуги?

2. Що називають допустимим потоком на мережi? Якi умови має задовольняти допусти-
мий потiк?

3. Що називають величиною потоку? Чому для допустимого потоку сума потокiв, що
виходять iз джерела, дорiвнює сумi потокiв, що входять у стiк?

4. Сформулюйте задачу про максимальний потiк на мережi.

5. Що називають розрiзом мережi, який вiддiляє джерело вiд стоку? Як визначається
пропускна спроможнiсть розрiзу?

6. Що називають мiнiмальним розрiзом мережi?

7. Сформулюйте теорему Форда–Фалкерсона про максимальний потiк i мiнiмальний роз-
рiз.

8. У чому полягає iдея методу Форда–Фалкерсона?

9. Що називають збiльшувальним ланцюгом? Якi дуги можуть входити до збiльшуваль-
ного ланцюга?

10. Що називають залишковою мережею? Як визначаються залишковi пропускнi спромо-
жностi для прямої та зворотної дуг?

11. Що означає позначка вершини j(Nj, θj) у методi позначок?

12. Як виконують перерахунок потоку пiсля знаходження збiльшувального ланцюга?

13. Якi дуги називають критично важливими на збiльшувальному ланцюгу? Яку роль
вони вiдiграють у змiнi потоку?

14. За якою ознакою встановлюють, що поточний потiк уже є максимальним?

15. Як за множиною позначених вершин побудувати мiнiмальний розрiз пiсля завершення
алгоритму?

16. Як перевiрити правильнiсть знайденого максимального потоку?
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