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ПЕРЕДМОВА

Inductio — латинське слово, що означає “наведення”. Стосовно матема-
тичної науки це слово означає метод, за допомогою якого можна перейти вiд
окремого випадку справедливостi деякого твердження до загального випад-
ку його справедливостi. Метод математичної iндукцiї це один з важливих
методiв доведення математичних тверджень, який остаточно закрiпився в
математицi в XVII-му столiттi, а вперше вiн був застосований у 1575 роцi
iталiйським вченим Ф. Мауролiко. Остаточне його становлення пов’язують
з iменами П. Ферма (який називав його методом нескiнченного спуску),
Б. Паскаля та Я. Бернуллi. Сам вираз “математична iндукцiя” ввiв А. де
Морган на початку XIX-го столiття. Тепер цей метод описаний у багатьох
джерелах, як наукового, так i фiлософського характеру.

Метод математичної iндукцiї, будучи за своєю природою пов’язаним з
поняттям натурального числа, застосовний передусiм у дискретних обла-
стях сучасної математики. Ось деякi з таких областей.

Теорiя чисел: доведення тверджень теорiї чисел, тотожностей, рiвностей
та нерiвностей.

Комбiнаторика: встановлення формул комбiнаторних обрахункiв (кiль-
кiсть пiдмножин n-елементної множини, кiлькiсть вiдношень, кiлькiсть пе-
рестановок з повтореннями i без повторень тощо).

Алгебра: доведення алгебричних тверджень, тотожностей, нерiвностей.
Тригонометрiя: доведення тригонометричних тотожностей та твер-

джень, якi важливi в математичному аналiзi та побудовi ефективних про-
грам у програмуваннi.

Геометрiя: доведення властивостей геометричних фiгур.
Теорiя графiв: доведення структурних властивостей графiв, зокрема,

властивостi ойлерових та гамiльтонових графiв.
Програмування: доведення правильностi програм, доведення термiналь-

ностi в алгоритмах i програмах.
Теоретичнi основи iнформатики: iндуктивнi множини, означення за iн-

дукцiєю, побудова за iндукцiєю тощо.
Деякi важливi твердження, тотожностi, рiвностi та нерiвностi, якi дово-

дяться методом математичної iндукцiї, винесенi у завдання для самостiйної
роботи.

Основною метою видання є допомогти студентам i аспiрантам освоїти
метод математичної iндукцiї та областi його застосування.

Автори



Роздiл 1

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ
МАТЕМАТИЧНОЇ IНДУКЦIЇ

Якщо аналiзувати метод iндукцiї, то чiтко вимальовуються три особли-
востi цього методу: узагальнення, спецiалiзацiя та аналогiя [1].

Для пояснення цих особливостей розглянемо яку-небудь унiверсальну
множину U i нехай A ⊆ U – деяка її пiдмножина.

Узагальненням називається перехiд вiд розгляду елементiв множини A
до розгляду елементiв множини B ⊆ U , яка є надмножиною множини A,
тобто A ⊂ B. Наприклад, ми виконуємо узагальнення, коли переходимо
вiд розгляду трикутникiв до розгляду многокутникiв з довiльним числом
сторiн, вiд лiнiйних рiвнянь до рiвнянь вищих степенiв тощо.

Пiд час узагальнення часто виконується перехiд вiд одного лише еле-
мента до цiлого класу, якому належить цей елемент.

Спецiалiзацiєю називається перехiд вiд розгляду елементiв множини B
до розгляду елементiв її пiдмножини A, тобто A ⊂ B. Наприклад, ми вико-
нуємо перехiд вiд системи рiвнянь степеня ≥ 2 до розгляду системи лiнiйних
рiвнянь або перехiд вiд розгляду многокутникiв до розгляду трикутникiв.

Пiд час спецiалiзацiї, на вiдмiну вiд узагальнення, часто виконується
перехiд вiд класу елементiв до конкретного елемента, який належить цьому
класу.

Аналогiя, на жаль, не є особливiстю, так добре зрозумiлою, як узагаль-
нення та спецiалiзацiя, i потребує певної обережностi у використаннi. Про-
водячи аналiз проблеми за аналогiєю доводиться звертатися до аналогiчних
проблем чи явищ, якi розглядалися в минулому i про якi вже дещо вiдо-
мо. Подiбнiсть явищ, якi полегшують розв’язання проблеми, може вияви-
тися настiльки значною, що виникає бажання розповсюдити мiркування i
висновки так, що вони можуть вийти за межi реальностi. Дiйсно, значна
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6 Роздiл 1. ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ

подiбнiсть проблем робить нас менш обережними i часто призводить до не-
правильних висновкiв. Отже, для ефективного використання аналогiї слiд
бути обачним i виконувати певнi умови. Цi умови, як правило, зводяться
до таких рекомендацiй:

а) спершу слiд детально вивчити проблему для того, щоб можна було
чiтко визначити елементи, за якими встановлюватиметься аналогiя;

б) проаналiзувати вiдомi проблеми та методи їх розв’язання, якi анало-
гiчнi проблемi, що вивчається;

в) вивчити невiдому проблему, порiвнюючи її з вiдомими аналогiчни-
ми проблемами. При цьому важливо встановити як риси подiбностi, так i
риси розбiжностi, все це зважити i оцiнити. З метою досягнення бiльшої
подiбностi в аналогiях корисно виявляти, перш за все, вiдмiнностi мiж ни-
ми, а не подiбностi. Це дає змогу точнiше описати властивостi елементiв у
проблемах, за якими вони вважатимуться аналогiчними.

Отже, аналогiя – це певного типу подiбнiсть. В аналогiї суттєвою вiд-
мiннiстю вiд iнших типiв подiбностi є те, що подiбнi елементи знаходяться в
деякому вiдношеннi. Два елементи a ∈ A i b ∈ B вважаються аналогiчними,
якщо (a, b) ∈ R ⊆ A×B, де R – вiдношення подiбностi (це вiдношення часто
є рефлексивним i симетричним).

Але так визначене вiдношення подiбностi теж не є досить зрозумiлим.
Для бiльшої конкретизацiї цього вiдношення вводиться поняття абстракцiї.
Коли в процесi пошуку аналогiї видiляємо певнi властивостi елементiв iз
множин A i B та абстрагуємося вiд iнших, несуттєвих з нашого погляду,
то елементи a ∈ A i b ∈ B вважаються аналогiчними, якщо вони мають
однаковi видiленi властивостi.

Зрозумiло, що вiдношення подiбностi може бути не єдиним. Таких вiд-
ношень може iснувати декiлька, що означає, що мiж елементами множин
A i B повинно iснувати декiлька аналогiй.

Узагальнення, спецiалiзацiя та аналогiя часто спiвпрацюють при
розв’язуваннi математичних задач. Для iлюстрацiї цiєї спiвпрацi в видан-
нi наводиться велика кiлькiсть прикладiв з рiзних областей математики i,
зокрема, з областi науки про обчислення.

Метод математичної iндукцiї є потужним засобом, який дозволяє пра-
цювати з нескiнченними множинами i потребує лише двох етапiв – перевi-
рити базу iндукцiї та обґрунтувати iндукцiйний перехiд.

Позначимо N = {0, 1, 2, 3, . . .} множину натуральних чисел i N+ = {1, 2,
3, . . .} — множину додатних натуральних чисел.

Класичний метод математичної iндукцiї визначається на множинi нату-
ральних чисел N i формулюється у такому виглядi.

Теорема 1.1 (метод математичної iндукцiї). Твердження P(n)
справедливе для довiльного натурального числа n, якщо
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1) P справедливе для n = 0 i
2) iз справедливостi P для деякого n = k > 0 випливає справедливiсть

P i для n=k+1.

Доведення. Припустимо що твердження теореми хибне, тобто воно спра-
ведливе не для довiльного натурального числа n. Тодi iснує таке натуральне
число m, що твердження теореми хибне для n = m i для довiльного n < m
твердження справедливе.

Отже, m – це перше натуральне число, для якого твердження теореми
хибне. Очевидно, що m > 0, оскiльки для n = 0 твердження справедливе
(умова 1). Тодi для натурального числа m − 1 твердження справедливе, а
для наступного натурального числа m твердження хибне. Але цей висновок
суперечить умовi 2). ■

Умови 1) i 2) мають особливе значення. Умова 1) створює базу для
ведення iндукцiї, а умова 2) дає право поширити цю базу, тобто право
переходу вiд частинного випадку до загального.

Для iлюстрацiї роботи методу математичної iндукцiї розглянемо його
застосування у згаданих вище областях.

1.1. Iндукцiя у теорiї чисел
Множина натуральних чисел є основою теорiї чисел, де принцип мате-

матичної iндукцiї успiшно працює.
Задача 1.1.1. Довести рiвнiсть Sn = 1 + 3 + 5 + . . .+ 2n− 1 = n2.

Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки 1 = 12.
(Умова 2) Припустимо, що рiвнiсть справджується для n = k, тобто

Sk = k2. Тодi

Sk+1 = Sk + (2(k + 1)− 1) = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

Рiвнiсть доведено.
Задача 1.1.2. Довести рiвнiсть

Sn = 12 − 22 + 32 − 42 + . . . (−1)n−1n2 = (−1)n−1n(n+ 1)

2
.

Доведення. Умова 1) для n = 1 справджується, оскiльки 12 = (−1)0 = 1.
(Умова 2) Припустимо, що для n = k Sk = (−1)k−1 k(k+1)

2 . Тодi

Sk+1 = Sk + (−1)k(k + 1)2 = (−1)k−1 k(k+1)
2 + (−1)k(k + 1)2 =

= (−1)k[(k + 1)− k
2 ](k + 1) = (−1)k (k+1)(k+2)

2 .
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Рiвнiсть доведено.
Задача 1.1.3. Довести рiвнiсть

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (n− 1)n =
(n− 1)n(n+ 1)

3
.

Доведення. (Умова 1) для n = 2 справджується, оскiльки 1 · 2 = 1·2·3
3 .

(Умова 2) Припустимо, що n = k справджується Sk = (k−1)k(k+1)
3 . Тодi

Sk+1 = Sk + k(k + 1) =
(k − 1)k(k + 1)

3
+ k(k + 1) =

k(k + 1)(k + 2)

3
.

Рiвнiсть доведено.
Задача 1.1.4. Довести рiвнiсть

1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + . . .+ n(n+ 1)(n+ 2) =
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4
.

Доведення. (Умова 1) для n = 3 справджується, оскiльки 1 ·2 ·3 = 1·2·3·4
4 .

(Умова 2) Припустимо, що для n = k рiвнiсть Sk = k(k+1)(k+2)(k+3)
4

справджується. Тодi

Sk+1 = Sk + (k + 1)(n+ 2)(n+ 3) =

=
k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

4
+ (k + 1)(k + 2)(k + 3) =

= (k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
k

4
+ 1

)
=

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

4
.

Рiвнiсть доведено.
Задача 1.1.5. Довести рiвнiсть

1

1 · 3
+

1

3 · 5
+ . . .+

1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

n

2n+ 1
.

Доведення. (Умова 1) для n = 1 справджується, оскiльки 1
1·3 = 1

3 .
(Умова 2) Припустимо, що для n = k рiвнiсть Sk = k

2k+1 виконується.
Тодi

Sk+1 = Sk +
1

(2k + 1)(2k + 3)
=

k

2k + 1
+

1

(2k + 1)(2k + 3)
=

=
1

2k + 1

(
k +

1

2k + 3

)
=

1

2k + 1

2k2 + 3k + 1

2k + 3
=

1

2k + 1

(k + 1)(2k + 1)

2k + 3
=

=
k + 1

2k + 3
=

k + 1

2(k + 1) + 1
.

Рiвнiсть доведено.
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Задача 1.1.6. Довести рiвнiсть

Sn =
1

1 · 5
+

1

5 · 9
+

1

9 · 13
+ . . .+

1

(4n− 3)(4n+ 1)
=

n

4n+ 1
.

Доведення. (Умова 1) справедлива для n = 1, оскiльки 1
1·5 = 1

5 .
(Умова 2) Припустимо, що для n = k рiвнiсть Sk = k

4k+1 виконується.
Тодi

Sk+1 = Sk +
1

(4k + 1)(4k + 5)
=

k

4k + 1
+

1

(4k + 1)(4k + 5)
=

=
1

4k + 1

(
k +

1

4k + 5

)
=

1

4k + 1

(
4k2 + 5k + 1

4k + 5

)
=

k + 1

4k + 5
,

оскiльки 4k2 + 5k + 1 = (k + 1)(4k + 1).
Рiвнiсть доведено.
Задача 1.1.7. Довести, що коли u0 = 2, u1 = 3 i для довiльного нату-

рального числа k, де k ≥ 1, справедлива рiвнiсть

uk+1 = 3uk − 2uk−1 то uk = 2k + 1.

Доведення. (Умова 1) справедлива для k = 0 i k = 1.
(Умова 2) Припустимо, що

uk−1 = 2k−1 + 1, uk = 2k + 1.

Тодi
uk+1 = 3(2k + 1)− 2(2k−1 + 1) = 2k+1 + 1.

Рiвнiсть доведено.

Розглянутi задачi були простими в тому сенсi, що в рiвностях, якi в
них доводилися, було явно вказано лiвi i правi частини. Але коли задано
тiльки одну зi сторiн, то другу сторону потрiбно знайти. Тут необхiдно
побудувати кiлька окремих значень i помiтити в них закономiрнiсть. Ця
закономiрнiсть стає гiпотезою, правильнiсть якої перевiряють методом
математичної iндукцiї.

Задача 1.1.8. Обчислити суму членiв послiдовностi

Sn = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ n · n!.

Розв’язання. Обчислимо частиннi суми

S1 = 1 · 1! = 1, S2 = 1 · 1! + 2 · 2! = 5,
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S3 = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! = 23, S4 = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + 4 · 4! = 119.

Якщо проаналiзувати отриманi значення, то проглядається така закономiр-
нiсть:

S1 = 2!− 1, S2 = 3!− 1, S3 = 4!− 1, S4 = 5!− 1.

Це є пiдставою для формулювання припущення, що Sn = (n+ 1)!− 1.
Перевiримо справедливiсть нашого припущення методом математичної

iндукцiї.
(Умова 1) справедлива, оскiльки S1 = 1 · 1! = 2!− 1.
(Умова 2) Припустимо, що для n = k

Sk = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + . . .+ k · k! = (k + 1)!− 1.

Тодi

Sk+1 = Sk + (k + 1)(k + 1)! =

= (k + 1)!− 1 + (k + 1)(k + 1)! = (k + 1)!(1 + k + 1)− 1 = (k + 2)!− 1.

Задача 1.1.9. Довести, що для цiлого n ≥ 0 число

An = 11n+2 + 122n+1

дiлиться на 133.
Розв’язання. Умова 1) для n = 0 виконується, оскiльки 112 + 12 = 133.
(Умова 2) Припустимо, що An справедливе для n = k. Тодi

Ak+1 = 11k+3 + 122k+3 = 11 · 11k+2 + 144 · 122k+1 =

= 11 · 11k+2 + 133 · 122k+1 + 11 · 122k+1 =

= 11(11k+2 + 122k+1) + 133 · 122k+1 = 11Ak + 133 · 122k+1.

На пiдставi припущення iндукцiї кожний з доданкiв дiлиться на 133, а
тодi i їхня сума дiлиться на 133.

Задача 1.1.10. Довести, що довiльну суму грошей, бiльшу 6 гривень,
можна розмiняти купюрами вартiстю 2 i 5 гривень.

Доведення. Умова 1) справджується, оскiльки для n = 7 маємо 7 = 2+5.
(Умова 2) Припустимо, що твердження справедливе для n > 7. Тодi

можливi два випадки: а) n розмiнюється лише купюрами 2 гривнi i б) n
розмiнюється купюрами, серед яких є хоча б одна купюра вартiстю 5 гри-
вень

У випадку а) купюр повинно бути не менше чотирьох, оскiльки n >
> 7. Для того щоб розмiняти n+ 1 гривень, потрiбно замiнити двi купюри
вартiстю 2 гривнi однiєю купюрою вартiстю 5 гривень.

У випадку б) купюру вартiстю 5 гривень потрiбно замiнити трьома ку-
пюрами вартiстю 2 гривнi.
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Розв’язуванiсть цiєї задачi в загальному випадку випливає з вiдомої
властивостi найбiльшого спiльного дiльника цiлих чисел: для довiльних цi-
лих чисел a, b iснують такi цiлi числа x, y, що НСД(a, b) = n = ax+ by. У
випадку взаємно простих чисел a, b їхнiй НСД дорiвнює 1. А звiдси випли-
ває, що довiльну суму n гривень можна розмiняти купюрами вартiстю a i
b гривень, оскiльки з них можна одержати вартiсть 1 гривня. Вартостi
купюр 2 i 5 є числами взаємно простими.

Задача 1.1.11. Довести, що сума кубiв трьох послiдовних натуральних
чисел дiлиться на 9.

Доведення. Умова 1) справджується, оскiльки для 13 + 23 + 33 = 36
дiлиться на 9 коли першим натуральним числом є 1.

(Умова 2) Припустимо, що твердження справедливе для n = k,тобто

k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3

дiлиться на 9. Тодi

(k + 1)3 + (k + 2)3 + (k + 3)3 = (k + 1)3 + (k + 2)3 + k3 + 9k2 + 27k + 27 =

= [k3 + (k + 1)3 + (k + 2)3] + 9(k2 + 3k + 3).

На пiдставi припущення iндукцiї кожний з доданкiв дiлиться на 9, тодi
i сума цих доданкiв дiлиться на 9.

Задача 1.1.12. Довести рiвнiсть (бiном Ньютона)

(a+ b)n = C0
na

nb0 + C1
na

n−1b1 + C2
na

n−2b2 + . . .+ Cn
na

0bn. (1.1)

Доведення Умова 1) справджується, оскiльки для n = 1 маємо

(a+ b)1 = C0
1a

1b0 + C0
1a

0b1 = a+ b.

(Умова 2) Нехай теорема справедлива для n = k,тобто

(a+ b)k = C0
ka

kb0 + C1
ka

k−1b1 + C2
ka

k−2b2 + . . .+ Ck
ka

0bk.

Тодi для n = k + 1 за припущенням iндукцiї маємо

(a+ b)k+1 = (a+ b)k(a+ b) = (C0
ka

kb0 + C1
ka

k−1b+ . . . Ck
ka

0bk)(a+ b) =

= C0
ka

k+1b0 + (C1
ka

kb+ C0
ka

kb) + (C2
ka

k−1b2 + C1
ka

k−1b2) + . . .+ Ck
ka

0bk+1 =

= C0
k+1a

k+1b0 + C1
k+1a

kb+ . . .+ Ck
k+1a

1bk + Ck+1
k+1a

0bk+1,

оскiльки Cm
n + Cm−1

n = Cm
n+1, a C0

n = C0
n+1 = 1.

Задача 1.1.13. Довести, що n3 − n дiлиться на 3.
Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки 13 − 1 = 0, а 0

дiлиться на 3.
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(Умова 2) Нехай твердження справджується для n = k. Тодi

(k + 1)3 − (k + 1) = k3 + 3k2 + 3k + 1− k − 1 = (k3 − k) + 3k(k + 1).

Обидва доданки дiляться на 3, тодi i їхня сума теж дiлиться на 3.
Це твердження можна довести без застосування методу математичної

iндукцiї. Справдi, n3 − n = n(n2 − 1) = (n − 1)n(n + 1), тодi серед трьох
послiдовних натуральних чисел є число, кратне 3.

Задача 1.1.14. Довести, що n5 − n дiлиться на 5.
Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки 15 − 1 = 0, а 0

дiлиться на 5.
(Умова 2) Нехай твердження справджується для n = k. Тодi на пiдставi

бiному Ньютона отримуємо

(k + 1)5 − (k + 1) = k5 + 5k4 + 10k3 + 10k2 + 5k + 1− k − 1 =

= (k5 − k) + 5k(k4 + 2k3 + 2k2 + 1).

Обидва доданки дiляться на 5, тодi i їхня сума теж дiлиться на 5.
З задачами 1.1.13 i 1.1.14 пов’язана така iсторiя. Знаменитий нiмецький

математик ХVII-го столiття Г. В. Лейбнiц довiв справедливiсть цих задач i
справедливiсть того, що n7 − n кратне 7 (див. Задачi для самостiйної робо-
ти). На цiй пiдставi вiн припустив, що nk − n дiлиться на k для довiльного
непарного k i довiльного n ∈ N+. Але швидко сам побачив хибнiсть свого
припущення, знайшовши що 29 − 1 = 510 не дiлиться на 9.

Задача 1.1.15. Послiдовнiсть чисел Фiбоначчi задається такими спiв-
вiдношенням:

un =


1, якщо n = 1;
1, якщо n = 2;
un−1 + un−2, якщо n > 2.

Довести, що число Фiбоначчi кратне 3, якщо його номер кратний 4.
Доведення. Умова 1) виконується, оскiльки u4 = 3 кратне 3.
(Умова 2) Припустимо: що u4k кратне 3 для n = 4k. Тодi

u4(k+1) = u4k+3 + u4k+2 = u4k+2 + u4k+1 + u4k+2 =

= u4k+1 + u4k + u4k+1 + u4k+1 + u4k = 2u4k + 3u4k+1.

На пiдставi припущення iндукцiї обидва доданки кратнi 3, а тодi i їхня
сума кратна 3. А це i потрiбно було довести.

Задача 1.1.16. Довести основну теорему арифметики [3]: “Кожне на-
туральне число n > 1 можна представити у виглядi добутку простих
чисел”.
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Доведення. Нехай P (n) означає “n є добутком простих чисел”. Наймен-
шим числом в цьому випадку є число 2.

(Умова 1) Оскiльки 2 є простим числом, то очевидно, що P (2) справ-
джується.

(Умова 2) Припустимо, що n > 2 i P (k) має мiсце для всiх 2 ≤ k < n.
Можливi два випадки: а) число n просте i б) число n складене.

У випадку а) все доведено, а у випадку б) отримуємо n = x · y, де
x, y ∈ N+ i 2 ≤ x, y ≤ n. На пiдставi припущення математичної iндукцiї
отримуємо справедливiсть P (x) i P (y).1 Звiдси випливає, що x i y є добу-
тками простих чисел, але це означає, що n = x · y теж є добутком простих
чисел.

З наведених прикладiв випливає, що методом математичної iндукцiї мо-
жна доводити i такi твердження, якi для n = 0 i для n = 1 не справджу-
ються, але якi справджуються для деякого натурального числа n > 1. На-
приклад, довести, що 2n > n2. Це твердження хибне для n = 1, 2, 3, 4 i
справджується для першого n = 5. Тут перевiрку виконання iндукцiйних
умов 1) i 2) слiд починати з n = 5. Звiдси випливає такий висновок: твер-
дження може справджуватися у великiй кiлькостi окремих випадкiв, але
не справджуватися в загальному випадку.

На пiдтвердження цього висновку наведемо вiдомий приклад з теорiї чи-
сел, де потрiбно перевiрити що число 991n2 +1 не є повним квадратом для
довiльного n ∈ N+. Пiдставляючи у вираз 991n2 + 1 послiдовно значення
n = 1, 2, 3, 4, 5, . . . ми за життя нiколи не отримаємо повний квадрат. На-
справдi число 991n2 + 1 буде повним квадратом для багатьох натуральних
чисел n, але першим таким числом у цiй послiдовностi є число

n = 12055735790331359447442538767.

ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Довести такi твердження [7]:
а) n7 – n кратне 7;
б) n(2n2 − 3n+ 1) кратне 6; 5 · 23n−2 + 33n−1 кратне 19;

в) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

г) 13 + 23 + . . .+ n3 =

[
n(n+ 1)

2

]2
;

д) 12 + 32 + . . .+ (2n− 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
;

е)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n · (n+ 1)
=

n

n+ 1
;

1тут використаний метод повної математичної iндукцiї
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є) (1− 1/4) · (1− 1/9) · . . . · (1− 1/(n+ 1)2) = (n+ 2)/(2n+ 2);
ж) коли n ≥ 2, то 1/(n+ 1) + 1/(n+ 2) + . . .+ 1/2n > 13/24;
з) 1 · 2 + 2 · 5 + . . .+ n · (3n− 1) = n2(n+ 1);
i) 1/2 · 3/4 · 5/6 · . . . · (2n− 1)/2n ≤ 1√

3n+1
;

к) коли n ≥ 2, то число 22
n

+ 1 закiнчується числом 7;
2. Довести, що для всiх n ≥ 3 справедлива нерiвнiсть 2n > 2n+ 1.
3. Довести, що число Фiбоначчi

а) парне, коли його номер кратний 3;
б) кратне 4, коли його номер кратний 6;
в) кратне 5, коли його номер кратний 5.

4. Довести, що коли x1, x2, . . . , xn – додатнi дiйснi числа, такi що

x1 · x2 · . . . · xn = 1, то x1 + x2 + . . .+ xn ≥ n.

5. Довести, що коли x1, x2, . . . , xn додатнi дiйснi числа такi, що

x1 + x2 + . . .+ xn ≤ 1/2, то (1− x1) · (1− x2) · . . . · (1− xn) ≥ 1/2.

1.2. Iндукцiя у тригонометрiї
Тригонометричнi тотожностi вiдiграють важливу роль не тiльки у

тригонометрiї, а i у математичному аналiзi та геометрiї. Зокрема у мате-
матичному аналiзi такi тотожностi використовуються для встановлення
границь послiдовностей та знаходження похiдних i iнтегралiв [8].

Задача 1.2.1. Довести тотожнiсть

cosα cos 2α cos 4α · · · cos 2nα =
sin 2n+1α

2n+1 sinα
.

Доведення. Умова 1) справджується для n = 0, оскiльки cosα =
sin 2α

2 sinα
.

(Умова 2) Припустимо, що тотожнiсть справедлива для n = k, тобто

cosα cos 2α cos 4α · · · cos 2kα =
sin 2k+1α

2k+1 sinα
.

Тодi для n = k + 1 маємо

cosα cos 2α cos 4α · · · cos 2kα cos 2k+1α =
sin 2k+1α cos 2k+1α

2k+1 sinα
=

sin 2k+2α

2k+2 sinα
.

Задача 1.2.2. Довести, що

sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin

n+ 1

2
x

sin
x

2

sin
nx

2
.
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Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки

sinx

sin
x

2

sin
x

2
=

2 sin
x

2
cos

x

2

sin
x

2

sin
x

2
= sinx.

(Умова 2) Припустимо, що рiвнiсть справджується для n = k, тобто

sinx+ sin 2x+ . . .+ sin kx =
sin

k + 1

2
x

sin
x

2

sin
kx

2
.

Тодi для n = k + 1 маємо

sinx+ sin 2x+ . . .+ sin kx+ sin(k + 1)x =
sin k+1

2 x

sin x
2

sin
kx

2
+ sin(k + 1)x =

=
sin k+1

2 x

sin x
2

sin
kx

2
+ 2 sin

k + 1

2
x cos

k + 1

2
x =

= sin
k + 1

2
x

(
sin kx

2 + 2 cos k+1
2 x sin x

2

sin x
2

)
=

sin k+2
2 x

sinx
2

sin
k + 1

2
x

на пiдставi того, що

2 cos
k + 1

2
x sin

x

2
= sin

k + 2

2
x− sin

kx

2
.

Задача 1.2.3. Довести, що 1
2 + cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx =

sin 2n+1
2 x

2 sin x
2

.

Доведення. Умова 1) справджується, оскiльки для n = 1

1

2
+ cosx =

sin x
2 + (sin 3x

2 − sin x
2 )

2 sin x
2

=
sin 3x

2

2 sin x
2

.

(Умова 2) Припустимо, що для n = k справджується рiвнiсть

1

2
+ cosx+ cos 2x+ . . .+ cos kx =

sin 2k+1
2 x

2 sin x
2

.

Тодi

1

2
+ cosx+ cos 2x+ . . .+ cos kx+ cos(k + 1)x =

sin 2k+1
2 x

2 sin x
2

+ cos(k + 1)x =
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=
sin 2k+1

2 x+ 2 sin x
2 cos(k + 1)x

2 sin x
2

=
sin 2k+1

2 x+ (sin 2k+3
2 x− sin 2k+1

2 x)

2 sin x
2

=

=
sin 2k+3

2 x

2 sin x
2

.

Задача 1.2.4. Знайти суму

Sn = arctg
1

2
+ arctg

1

8
+ arctg

1

18
+ . . .+ arctg

1

2n2
.

Розв’язання. Знайдемо частиннi суми:

S1 = arctg 1
2 , S2 = arctg 1

2 + arctg 1
8 = arctg

1
2
+ 1

8

1− 1
2
· 1
8

= arctg 2
3 ,

S3 = arctg 2
3 + arctg 1

18 = arctg
2
3
+ 1

18

1− 2
3
· 1
18

= arctg 3
4 .

З огляду на отриманi частиннi суми можемо припустити, що

Sn = arctg
n

n+ 1
.

Перевiримо справедливiсть припущення методом математичної iндукцiї.
Умова 1 справджується для n = 1, 2, 3.
(Умова 2) Припустимо, що Sn = arctg n

n+1 . Тодi

Sn+1 = arctg
n

n+ 1
+ arctg

1

2(n+ 1)2
= arctg

n
n+1 + 1

2(n+1)2

1− n
n+1 · 1

2(n+1)2

= arctg
n+ 1

n+ 2
.

Припущення справедливе i шукана сума має вигляд Sn = arctg n
n+1 .

ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Довести справедливiсть рiвностей [5]:

а) sinx+ 2 sin 2x+ . . .+ n sinnx =
(n+ 1) sinnx− n sin(n+ 1)x

4 sin2 x
2

;

б) cosx+ 2 cos 2x+ . . .+ n cosnx =
(n+ 1) cosnx− n cos(n+ 1)x− 1

4 sin2 x
2

.

в) arcctg 3 + arcctg 5 + . . .+ arcctg(2n+ 1) =

= arctg 2 + arctg 3
2 + . . .+ arctg n+1

n − n arctg 1.
2. Довести, що An = cosnθ, якщо вiдомо, що A1 = cosθ, A2 = cos 2θ i для

довiльного k ∈ N+, бiльшого 2, справедливе спiввiдношення

Ak = 2 cos θAk−1 −Ak−2.

3. Довести, що 1
2 tg

x
2 + 1

22 tg
x
22 + · · ·+ 1

2n tg x
2n = 1

2n ctg x
2n − n ctg x, де x ̸= mπ.

4. Довести нерiвнiсть | sin
n∑

k=1

xk| ≤
n∑

k=1

sinxk, де 0 ≤ xk ≤ π.
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1.3. Iндукцiя у алгебрi
Метод математичної iндукцiї в алгебрi зустрiчається в доведеннях aл-

гебричних тверджень майже з такою частотою, як i в теорiї чисел та ком-
бiнаторицi. Справа в тому, що велика кiлькiсть алгебричних конструкцiй є
дискретними, де цей метод з успiхом працює.

Задача 1.3.1. Довести, що (cosx+i sinx)n = cosnx+i sinnx для довiль-
ного n ∈ N+ (формула Муавра), де i =

√
−1 – уявна одиниця комплексних

чисел. Користуючись цiєю формулою i тим, що 1 + i =
√
2(cos π

4 + i sin π
4 ),

знайти (1 + i)100.
Доведення. Очевидно, що умова 1) виконується для n = 1.
(Умова 2) Припустимо, що для n = k виконується рiвнiсть

(cosx+ i sinx)k = cos kx+ i sin kx.

Тодi

(cosx+ i sinx)k+1 = (cosx+ i sinx)k(cosx+ i sinx) =

= (cos kx+ i sin kx)(cosx+ i sinx) =

= cosx cos kx+ i sin kx cosx+ i cos kx sinx− sin kx sinx =

= cos kx cosx+ sin kx sinx+ i(sinx cos kx− sin kx cosx) =

= cos(k + 1)x+ i sin(k + 1)x.

(1 + i)100 = (
√
2(cos π

4 + i sin π
4 ))

100 = 250(cos 25π+ i sin 25π) = −250.

Задача 1.3.2. Довести, що

(
√
3− i)n = 2n(cos

nπ

6
− sin

nπ

6
).

Доведення. Умова 1 справджується, оскiльки (
√
3−i) = 2(cos π

6 −i sin π
6 ).

(Умова 2) Припустимо, що для n = k справедлива рiвнiсть

(
√
3− i)k = 2k(cos

kπ

6
− i sin

kπ

6
).

Тодi

(
√
3− i)k+1 = 2k(cos

kπ

6
− i sin

kπ

6
)2(cos

π

6
− i sin

π

6
) =

= 2k+1

[
(cos

kπ

6
cos

π

6
− sin

kπ

6
sin

π

6
)− i(sin

kπ

6
cos

π

6
+ cos

kπ

6
sin

π

6
)

]
=

= 2k+1(cos
(k + 1)π

6
− i sin

(k + 1)π

6
).
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Задача 1.3.3. Довести, що коли комплексне число u = a+ib отримано в
результатi виконання скiнченної кiлькостi операцiй додавання, вiднiмання,
множення i дiлення над комплексними числами x1 = a1 + ib1, x2 = a2 +
ib2, . . . , xn = an + ibn, i коли цi самi операцiї виконати над спряженими
числами x̄1 = a1 − ib1, x̄2 = a2 − ib2, . . . , x̄n = an − ibn, то дiстанемо число
ū = a− ib, спряжене до числа u.

Доведення. Перевiрка умови 1) виконуються за допомогою перевiрки
справедливостi твердження для кожної операцiї.

Нехай x1 = a1 + b1i, x2 = a2 + b2i, Тодi
x1 + x2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i = u,

x̄1 + x̄2 = (a1 − b1i) + (a2 − b2i) = (a1 + a2)− (b1 + b2)i = ū.

x1x2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + b1a2)i = u,

x̄1x̄2 = (a1 − b1i)(a2 − b2i) = (a1a2 − b1b2)− (a1b2 + b1a2)i = ū.
Для вiднiмання i дiлення перевiрка справедливостi умови 1) виконується

аналогiчно.
(Умова 2) Нехай дано деякий вираз, побудований за допомогою вказа-

них чотирьох операцiй над комплексними числами x1, x2, . . . , xn. Обчислен-
ня такого виразу зводиться до виконання вказаних дiй над двома компле-
ксними числами. Цi дiї можна занумерувати. Наприклад, нехай

u =
x1x2 − x3x4
x1 − x2 + x3

.

Обчислення u виконується за такою послiдовнiстю дiй:
1) x1x2 = u1, 2) x3x4 = u2, 3) x1 − x2 = u3,

4) u3 + x3 = u4, 5) u1 − u2 = u5, 6) u5 : u4 = u.

Припустимо, що твердження справедливе для всiх виразiв, побудова
яких потребує не бiльше n операцiй. Покажемо, що твердження справе-
дливе i для виразiв, якi потребують (n+ 1)-ї операцiї.

Дiйсно, (n+1)-а операцiя виконується над числами ui i uj , якi обчислюю-
ться за допомогою виконання n операцiй. На пiдставi припущення iндукцiї
при замiнi x1, x2, . . . , xn спряженими до них, числам ui i uj вiдповiдають
спряженi до них числа ūi i ūj . Але тодi в результатi виконання (n + 1)-oї
операцiї над ui i uj отримуємо число u, якому вiдповiдає спряжене число ū.

Задача 1.3.4. Довести, що для всiх натуральних n ≥ 3 можливо вира-
зити 1 як суму n рiзних дробiв iз чисельником 1.

Доведення. Умова 1) для n = 3 справджуються, оскiльки

1 =
1

2
+

1

3
+

1

6
.

(Умова 2) Припустимо, що для n = k > 3 рiвнiсть справедлива, тобто

1 =
1

a
+

1

b
+

1

c
+ . . .+

1

k
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i дроби стоять в порядку спадання, тобто 1
k – найменший дрiб.

Дрiб 1
k = 1

k+1 + 1
k(k+1) , а звiдси випливає, що оскiльки обидва дроби

1
k+1 i 1

k(k+1) меншi 1
k , то найменший дрiб завжди можна розкласти на два

рiзних дроби, кожен з яких менший за той, який розкладали. Тодi рiвнiсть
справедлива для всiх натуральних значень n ≥ 3.

Задача 1.3.5. Довести нерiвнiсть (1+α)n ≥ 1+nα, де α > −1, n ∈ N+.
Доведення. Умова 1) для n = 1 справджується, оскiльки, 1 + α ≥ 1 + α.
(Умова 2) Припустимо, що для n = k нерiвнiсть справджується, тобто

(1 + α)k ≥ 1 + kα.

Тодi (1 + α)k+1 ≥ (1 + kα)(1 + α) на пiдставi того, що α > −1. Але

(1 + α)k+1 ≥ (1 + kα)(1 + α) = 1 + kα+ α+ kα2 ≥ 1 + (k + 1)α,

оскiльки kα2 > 0. Отже, (1 + α)n ≥ 1 + nα для всiх n ∈ N+.
Задача 1.3.6. Довести, що для довiльного n ∈ N число 32n+3+40n−27

кратне 64.
Доведення. Умова 1) для n = 0 справджується, оскiльки 27 − 27 = 0

кратне 64.
(Умова 2) Припустимо, що для n = k > 0 твердження справедливе,

тобто 32k+3 + 40k − 27 дiлиться на 64.
Доведемо справедливiсть твердження для n = k + 1.
32k+5 + 40(k + 1)− 27 = 9 · 32k+3 + 40k − 27 + 40 = (32k+3 + 40k − 27)+

+(8 · 32k+3 + 40).
Перший доданок кратний 64 за припущенням. Доведемо, що й другий

доданок кратний 64, або що те саме, що 32k+3 + 5 кратне 8.
Для доведення застосуємо метод математичної iндукцiї.
Умова 1) для m = 0 виконується, оскiльки 27 + 5=32 кратне 8.
(Умова 2) Припустимо, що твердження справедливе для m = t, тобто:

32t+3 + 5 кратне 8. Покажемо справедливiсть твердження i для m = t + 1.
Дiйсно, 32t+5 + 5 = 9 · 32t+3 + 5 = (32t+3 + 5) + 8 · 32t+3.

Перший доданок дiлиться на 8 за припущенням iндукцiї, а другий вклю-
чає множник 8. Отже, 32m+3+5 кратне 8, а тому i перше твердження спра-
ведливе для всiх натуральних значень n.

В цьому доведеннi використовувалася iндукцiя в iндукцiї. Такий спо-
сiб доведення iнколи називають подвiйною iндукцiєю. Цей спосiб поширю-
ється i на потрiйну iндукцiю, але якщо якесь твердження, було доведено
подвiйною математичною iндукцiєю, то його потрiбно довести ще раз за
допомогою математичної iндукцiї.

Задача 1.3.7. Довести, що для довiльного n ∈ N+ справедливе твер-
дження 22n−1 − 9n2 + 21n− 14 кратне 27.
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Доведення. Умова 1) для n = 1 справджується, оскiльки 2−9+21−14 =
= 0 кратне 27.

(Умова 2) Припустимо, що для n = k твердження справджується, тобто
22k−1 − 9k2 + 21k − 14 кратне 27. Тодi

22k+1 − 9(k+1)2 +21(k+1)− 14 = 4 · 22k−1 − 9k2 − 18k− 9+ 21n+21− 14 =

= (22k−1 − 9k2 + 21k − 14) + (3 · 22k−1 − 18k + 12).

Перший доданок кратний 27 за припущенням iндукцiї. Доведемо, що i
другий доданок кратний 27. Виконаємо перетворення виразу 3·22k−1−18k+
12 = 3(22k−1−6k+4). Пiсля скорочення доведемо, що 22k−1−6k+4 кратне
9.

Умова 1) для k = 1 справджується, оскiльки 2− 6 + 4 = 0 кратне 9.
(Умова 2) Припустимо, що для k = t твердження справедливе, тобто

22t−1 − 6t+ 4 кратне 9. Тодi
22t+1 − 6t− 2 = 4 · 22t−1 − 6t+ 4− 6 = (22t−1 − 6t+ 4) + (3 · 22t−1 − 6).
Перший доданок дiлиться нацiло на 9 за припущенням iндукцiї. Дове-

демо, що другий доданок теж кратний 9. Пiсля скорочення на спiльний
дiльник 3, потрiбно показати що 22t−1 − 2 кратне 3.

Умова 1) для t = 1 справджується, оскiльки 2− 2 = 0 кратне 3.
Припустимо, щo твердження справедливе для t = m, m > 1, тобто

22m−1− 2 кратне 3. Тодi 22m+1− 2 = 4 · 22m−1− 2 = (22m−1− 2)+ (3 · 22m−1).
Перший доданок дiлиться нацiло на 3 за припущенням iндукцiї, а дру-

гий складається з множникiв, один з яких – 3. Отже, обидва попереднi
твердження справедливi для всiх натуральних значень t та m вiдповiдно, з
чого випливає справедливiсть початкового твердження для всiх n ∈ N+.

Задача 1.3.8. Довести нерiвнiсть

x1 + x2 + . . .+ xn

n
≥ n

√
x1x2 . . . xn.

Доведення. Умова 1) для n = 2 справджується, оскiльки

x1 + x2
2

−
√
x1x2 =

(
√
x1 −

√
x2)

2

2
≥ 0.

(Умова 2) Припустимо, що для n > 2 справджується нерiвнiсть

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn.

Тодi

x1 + x2 + · · ·xn + xn+1

n+ 1
=

n · x1+x2+···xn
n + xn+1

n+ 1
≥

n n
√
x1x2 · · ·xn + xn+1

n+ 1
.
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Покладемо x1x2 · · ·xn = an(n+1), xn+1 = bn+1 i, використовуючи попередню
нерiвнiсть, дiстанемо

x1 + x2 + · · ·xn + xn+1

n+ 1
− n+1

√
x1x2 · · ·xnxn+1 ≥

≥
n n
√
x1x2 · · ·xn + xn+1

n+ 1
− n+1

√
x1x2 · · ·xnxn+1 =

=
nan+1 + bn+1

n+ 1
− anb =

nan+1 + bn+1 − nanb− anb

n+ 1
=

=
1

n+ 1
[nan(a− b)− b(an − bn)] =

a− b

n+ 1
[nan − ban−1 − b2an−2 − . . .− bn] =

=
a− b

n+ 1
[an − ban−1 + an − b2an−2 + . . .+ an − bn] =

=
(a− b)2

n+ 1
[an−1 + an−2(a+ b) + an−3(a2 + ab+ b2)+

+ · · ·+ (an−1 + an−2b+ · · ·+ bn−1)] ≥ 0.

Нерiвнiсть доведено. Рiвнiсть досягається тодi, коли x1 = x2 = · · · = xn.
Задача 1.3.9. Нехай дано x+ y = m, xy = a, A2 = m− a

m−1 ,

A3 = m−
a

m−
a

m− 1

, A4 = m−
a

m−
a

m−
a

m− 1

,

i т. д., тобто для k > 1

Ak+1 = m− a

Ak
, m ̸= 1, x ̸= y.

Довести, що

An =
(xn+1 − yn+1)− (xn − yn)

(xn − yn)− (xn−1 − yn−1)
. (1.2)

Доведення. Умова 1) виконується для n = 2. Дiйсно, за умовою

A2 = m− a

m− 1
= (x+ y)− xy

(x+ y)− 1
=

x2 + y2 + xy − x− y

x+ y − 1
.

За формулою 1.2 отримуємо

A2 =
(x3 − y3)− (x2 − y2)

(x2 − y2)− (x− y)
.



22 Роздiл 1. ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ

Пiсля скорочення на x− y, дiстаємо A2 =
x2+y2+xy−x−y

x+y−1 , що i було потрiбно.
(Умова 2) Нехай формула (1.2) справедлива для n = k, тобто

Ak =
(xk+1 − yk+1)− (xk − yk)

(xk − yk)− (xk−1 − yk−1)
. (1.3)

Покажемо, що формула справедлива i для n = k + 1, тобто

Ak+1 =
(xk+2 − yk+2)− (xk+1 − yk+1)

(xk+1 − yk+1)− (xk − yk)
.

Справдi,
Ak+1 = m− a

Ak
= (x+ y)− xy

Ak
.

На пiдставi рiвностi (1.3) отримуємо

Ak+1 = (x+y)−xy[(xk − yk)− (xk−1 − yk−1)]

(xk+1 − yk+1)− (xk − yk)
=

(xk+2 − yk+2)− (xk+1 − yk+1)

(xk+1 − yk+1)− (xk − yk)
.

Рiвнiсть доведено.

ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1, Довести, що для довiльного натурального числа n > 1

1√
1
+

1√
2
+ . . .+

1√
n
>

√
n.

2. Довести , що
2n−1(an + bn) > (a+ b)n,

a+ b > 0, a ̸= b i n ∈ N+ бiльше 1.
3. Довести, що

(a1 + a2 + . . .+ an)
2 = a21 + a22 + . . .+ a2n + 2(a1a2 + a1a3 + . . .+ an−1an).

4. Довести нерiвнiсть Бернуллi

(1 + x1)(1 + x2) · · · (1 + xn) ≥ 1 + x1 + x2 + . . .+ xn,

де всi числа x1, x2, . . . , xn дiйснi, одного знаку i бiльшi -1.
5. Довести нерiвностi

а) n! ≤ (n+1
2 )n, де n > 1; б) 1

2 · 3
4 · . . . · 2n−1

2n ≤ 1√
2n+1

, де n > 1;
в) nn+1 > (n+ 1)n, де n ≥ 3; г) (2n)! < 2n(n!)2, де n > 1.

5. Довести, що коли x1, x2, . . . , xn невiд’ємнi дiйснi числа, то

n
√
x1x2 . . . xn ≥

n

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+

1

xn

.
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1.4. Iндукцiя у геометрiї i теорiї графiв
Застосування математичної iндукцiї в задачах геометрiї i теорiї гра-

фiв досить ефективне, але ускладнюється тим, що часто необхiдно уявляти
будову геометричних та графiчних об’єктiв.

Задача 1.4.1. Довести, що n рiзних прямих, якi проходять на площинi
через одну точку, дiлять площину на 2n частин.

Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки одна пряма
дiлить площину на двi частини.

(Умова 2) Припустимо, що n прямих, якi проходять через одну точку,
дiлять площину на 2n частин. Тодi (n+1)-ша пряма l подiлить двi частини
S1 i S2 площини на чотири частини (див. рис. 1.4.1). Але тодi кiлькiсть
частин площини, на якi вона розбивається (n + 1)-oю прямою l дорiвнює
2n− 2 + 4 = 2(n+ 1).

,
,

,
,
,

,
,

A
A

A
A
A

A
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Рис. 1.4.1. До задачi 1.4.1.

Задача 1.4.2. Знайти залежнiсть, за якою можна визначити на скiльки
частин дiлять площину n попарно непаралельних прямих, якi не проходять
через одну точку [11].

Розв’язання. Почнемо шукати залежнiсть, починаючи з малих значень
n. На рисунку 1.4.2 показано випадки для n = 0, 1, 2.

L0 = 1 L1 = 2 L2 = 4
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Рис. 1.4.2. Випадок n = 0, 1, 2

1

Для n = 3 за умовами задачi маємо

Рис.1.4.3. Випадок n = 3

L3 = 4 + 3 = 7
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Отже, L3 = 4 + 3 = 7 як видно з рис.1.4.3. Якщо провести нову n-ту
пряму, то кiлькiсть частин площини збiльшиться на n тодi i тiльки тодi,
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коли вона розбиває n − 1 старих областей. А це вiдбувається тодi i тiльки
тодi, коли нова пряма перетинає старi прямi в n−1 рiзних точках. Але нова
пряма може перетнути n − 1 старих прямих в не бiльше нiж n − 1 точках.
Звiдси випливає, що

Ln = Ln−1 + n, де n > 0.

Враховуючи що L0 = 1, отримуємо таку залежнiсть

L0 = 1,
Ln = Ln−1 + n, якщо n > 0.

Розгортаючи цю залежнiсть, дiстаємо

Ln = Ln−1 + n = Ln−2 + (n− 1) + n =

= Ln−3 + (n− 2) + (n− 1) + n = · · · =

= L0 + 1 + 2 + . . .+ (n− 2) + (n− 1) + n = 1 +
n(n+ 1)

2
.

Доведемо методом математичної iндукцiї справедливiсть отриманої за-
лежностi.

Умова 1) виконується для n = 0, оскiльки L0 = 1 =
0(0 + 1)

2
+ 1 = 1.

(Умова 2) Припустимо, що для n > 0 рiвнiсть Ln = Ln−1+n справедли-
ва. Тодi

Ln+1 = Ln + (n+ 1) = (
n(n+ 1)

2
+ 1) + (n+ 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2
+ 1.

Спiввiдношення доведено.
Задача 1.4.3. Довести, що n площин, якi проходять через одну точку

так, що нiякi три з них не проходять через одну пряму, дiлять простiр на
An = n(n− 1) + 2 частин.

Доведення. Умова 1) справджується для n = 1, оскiльки одна площина
дiлить простiр на двi частини A1 = n(n− 1) + 2 = 2.

(Умова 2) Припустимо, що твердження справедливе для n > 1, тобто
An = n(n− 1) + 2.

Нехай P – (n + 1)-ша площина. Тодi ця площина перетинається з пер-
шими n площинами по деяких прямих. На пiдставi задачi 1.4.1. площина
P розбивається n прямими, якi проходять через одну точку, на 2n частин.
Кожна частина утворює плоский кут з вершиною у цiй точцi.

Першi n площин дiлять простiр на багатограннi кути. Деякi з цих бага-
тогранних кутiв дiляться площиною P на двi частини.

Спiльною гранею двох частин є частина площини, обмежена двома про-
менями, по яких площина P перетинається з гранями даного багатогран-
ного кута, а це один iз 2n плоских кутiв, на якi розбита площина P .
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Це означає, що кiлькiсть багaтогранних кутiв, якi розбиваються на двi
частини площиною P , не перевищує величини 2n.

Кожна iз 2n частин, на якi розбивається площина P , в результатi пе-
ретину її з першими n площинами, є спiльною гранню двох багатогранних
кутiв i таким чином вона дiлить багатогранний кут, утворений першими n
площинами, на двi частини.

А це означає, що кiлькiсть багатогранних кутiв, якi розбиваються на двi
частини площиною P , не може бути меншою 2n.

Отже, площина P розбиває на двi частини точно 2n частин простору,
утворених першими n площинами. Тому коли n площин розбивають простiр
на n(n− 1) + 2 частини, n+ 1-ша площина розбиває простiр на [n(n− 1)+
+2] + 2n = n(n+ 1) + 2 частини.

Задача 1.4.4. Зв’язний ациклiчний граф T називається деревом.
Довести, що в деревi T з n вершинами i m ребрами справедлива рiвнiсть

m = n− 1.
Доведення. Умова 1) справджується для дерева з єдиною вершиною (n =

1), оскiльки таке дерево взагалi не має ребер i тому m = n− 1 = 1− 1 = 0.
(Умова 2) Припустимо, що довiльне дерево з k < n вершинами має рiвно

k − 1 ребро.
Вилучивши одне ребро iз T , отримаємо незв’язний граф, у якого два

компоненти зв’язностi, якi теж є деревами. Позначимо цi дерева T1 i T2

i нехай вони мають n1 i n2 вершин вiдповiдно. Оскiльки n1 + n2 = n, то
n1 < n i n2 < n.

На пiдставi припущення iндукцiї дерево T1 має n1 − 1 ребро, a T2 має
n2−1 ребро. Тодi дерево T (з урахуванням видаленого ребра) матиме (n1−
−1) + (n2 − 1) + 1 = n− 1 ребро.

Задача 1.4.5. Зв’язний граф G називається ойлеровим, якщо iснує за-
мкнутий ланцюг, який включає всi ребра i кожне ребро входить до нього
лише один раз. Такий ланцюг називають ойлеровим ланцюгом.

Довести, що скiнченний зв’язний граф G є ойлеровим тодi i тiльки
тодi, коли кожна вершина G має парний степiнь (степенем вершини на-
зивають кiлькiсть ребер, для яких ця вершина є їхнiм кiнцем).

Доведення. Нехай G має ойлерiв цикл P , тодi при довiльному прохо-
дженнi через кожну вершину циклу P степiнь цiєї вершини збiльшується
на 2. А оскiльки кожне ребро зустрiчається в P тiльки один раз, то кожна
вершина повинна мати парний степiнь.

Доведення у зворотному напрямку проводиться iндукцiєю за числом ре-
бер в графi G. Нехай v1 – довiльна вершина графа G. Оскiльки степенi всiх
вершин парнi, то, потрапивши у чергову вершину, завжди знайдеться ре-
бро, яке ще не проходилося. Тому маршрут можна продовжити додаючи до
нього це ребро. Нехай побудова закiнчилася у вершинi v1 i знайдено мар-
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шрут P1. P1 буде циклом i коли йому належать всi ребра, то ойлерiв цикл
знайдено. В протилежному випадку вилучимо з G всi ребра циклу P1, дiста-
немо граф G1 степенi всiх вершин якого знову парнi. На пiдставi зв’язностi
графа G графи P1 i G1 матимуть принаймнi одну спiльну вершину v2. По-
чинаючи з v2 будуємо цикл P2 в графi G1 подiбно до того, як будувався
цикл P1. Нехай P ′

1 i P ′′
1 частини циклi P1 вiд v1 до v2 i вiд v2 до v1 вiдпо-

вiдно. Дiстаємо новий цикл P3 = P ′
1 ∪ P2 ∪ P ′′

1 . Якщо побудований цикл не
ойлерiв, то повторюючи побудову, прийдемо зрештою до ойлерового циклу.

Задача 1.4.6. Точка x площини S, на якiй розмiщений граф G, нази-
вається диз’юнктною з G, якщо x не збiгається з жодною вершиною графа
G i не належить жодному ребру цього графа. Двi точки x i y площини S
називають еквiвалентними, якщо вони диз’юнктнi з G i їх можна з’єднати
такою кривою, всi точки якої диз’юнктнi з G (рис. 1.4.4 лiворуч). Введе-
не вiдношення мiж точками площини є вiдношенням еквiвалентностi i за
цим вiдношенням множина всiх точок площини S розбивається на класи
еквiвалентностi, якi називають гранями графа G. Наприклад, граф G, зо-
бражений на рис. 1.4.4 (праворуч), має чотири гранi f1, f2, f3, f4 i грань f4
– нескiнченна його грань.
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Рис. 1.4.4. Диз’юнктнi точки графа та його гранi

Довести, що коли G – зв’язний плоский граф, в якому n,m i f вiдповiдно
число вершин, ребер i граней, то справедлива рiвнiсть n+ f = m+ 2.

Доведення. (Умова 1) Якщо m = 0, то n = 1 (оскiльки G зв’язний) i
f = 1 (нескiнченна грань), тобто в цьому випадку теорема має мiсце.

(Умова 2) Нехай теорема вiрна для довiльного графа G, який має m−1
ребро. Додамо до G нове ребро e (зауважимо, що це не є операцiя введення
ребра в граф), тодi можливi такi випадки:

a) ребро e є петлею, i в цьому випадку число граней збiльшується на
одну, а число вершин залишається незмiнним;

b) ребро e з’єднує двi рiзнi вершини в G, i в цьому випадку одна з
граней графа G розпадається на двi, число граней зростає на одиницю, а
число вершин залишається незмiнним;

c) ребро e iнцидентне лише однiй з вершин графа G, i в цьому випад-
ку число його вершин зростає на одиницю, а число граней залишається
незмiнним.
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У кожному з цих випадкiв твердження залишається справедливим, а
оскiльки наведеними випадками вичерпуються всi можливостi, то цим воно
доведено повнiстю.

Задача 1.4.7. Барицентром (центром мас) системи точок a1, a2, . . . , an
називається точка G, для якої справедлива векторна рiвнiсть

−−→
Ga1 +

−−→
Ga2 + . . .+

−−→
Gan =

−→
0 . (1.4)

Довести, що довiльна скiнченна система точок має єдиний барицентр [9].
Доведення. Покажемо iснування барицентра методом математичної iн-

дукцiї.
(Умова 1) Для n = 2 барицентром системи a1, a2 є середина вiдрiзка

a1a2.
(Умова 2) Припустимо, що твердження правильне для n = k, тобто iснує

точка G′ така, що −−→
G′a1 +

−−→
G′a2 + . . .+

−−→
G′ak =

−→
0 . (1.5)

Розглянемо точку G, яка дiлить напрямлений вiдрiзок
−−−−→
ak+1G

′ у вiд-
ношеннi k, тобто точку, для якої справедлива векторна рiвнiсть

−−−−→
ak+1G =

= k
−−→
GG′. Останню рiвнiсть можна переписати у виглядi

−−−−→
ak+1G =

−−→
Ga1 +

−−→
a1G

′ +
−−→
Ga2 +

−−→
a2G

′ + . . .+
−−→
Gak +

−−→
akG

′

або
−−→
G′a1 +

−−→
G′a2 + . . .+

−−→
G′ak =

−−→
Ga1 +

−−→
Ga2 + . . .+

−−→
Gak +

−−−−→
Gak+1.

Але з (1.5) випливає, що лiва частина останньої рiвностi дорiвнює
−→
0 . Тому

−−→
Ga1 +

−−→
Ga2 + . . .+

−−−−→
Gak+1 =

−→
0 .

Отже, точка G є барицентром системи точок a1, a2, . . . , ak, ak+1. Тодi, на
пiдставi припущення математичної iндукцiї, дане твердження справджує-
ться для довiльної скiнченної кiлькостi точок.

Тепер доведемо єдинiсть. Нехай крiм рiвностi (1.4) справедлива i рiв-
нiсть −−→

Oa1 +
−−→
Oa2 + . . .+

−−→
Oan =

−→
0 . (1.6)

Вiднявши вiд рiвностi (1.4) рiвнiсть (1.6), одержимо

(
−−→
Ga1 −

−−→
Oa1) + (

−−→
Ga2 −

−−→
Oa2) + . . .+ (

−−→
Gan −

−−→
Oan) =

−→
0 = n

−−→
GO.

Звiдки G = O. Єдинiсть а разом з ним i все твердження доведено.
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ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Довести, що n попарно не паралельних прямих, якi лежать на однiй площинi
i жоднi 3 з яких не проходять через одну точку, подiляють площину на 1

2 (n
2+n+2)

частин.
2. Точки A1, A2, . . . , An розташованi на площинi так, що кожнi 4 з них лежать

у вершинi опуклого чотирикутника. Довести, що всi точки лежать у вершинах
опуклого n-кутника [4].

3. На площинi задано набiр з n векторiв, довжина кожного з яких не переви-
щує 1. Довести, що замiнивши деякi вектори цього набору на протилежнi, можна
одержати набiр векторiв, сума яких має довжину, що:

а) не перевищує
√
n; б) не перевищує

√
2 [9].

4. Довести, що кiлькiсть дiагоналей dn випуклого n-кутника можна обчислити

за формулою
n(n− 3)

2
.

5. Довести, що n кiл, якi лежать в однiй площинi, подiляють площину не бiльш
нiж на n2 − n+ 2 частин.

6. Знайти суму внутрiшнiх кутiв n-кутника (не обов’язково випуклого).

1.5. Iндукцiя у програмуваннi
Використання методу математичної iндукцiї у програмуваннi найчастi-

ше зустрiчається в задачах доведення правильностi алгоритмiв i програм.
Але варто зазначити користь вiд доведених в попереднiх пiдроздiлах тото-
жностей i рiвностей, яка чiтко проглядається при програмуваннi чисельних
методiв. Розглянемо приклад для iлюстрацiї сказаного.

Нехай потрiбно написати програму обчислення частинної суми ряду

1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ (n− 1)n

задачi 1.1.3 з першого пiдроздiлу. Програмiст, не знайомий з методами об-
числення таких сум, або їм подiбних, напише програму приблизно такого
вигляду:

proc : sumofprods(n)

sum, i, j, n : integer;

begin
sum := 0;

for i := 2 to n do

j := (i− 1) ∗ i;
sum := sum+ j;

od
output(sum);

end
end sumofprods
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Але цю саму суму обчислить програма з одним оператором

proc : sumofprods(n)

sum, s, n : integer;

begin
s := (n−1)n(n+1)

3 .
end

end sumofprods

Ефективнiсть другої програми очевидна: перша програма пiд час обчи-
слень виконає n − 1 операцiй множення i n − 1 операцiй додавання, в той
час як другiй програмi для обчислення того самого результату знадобиться
лише одна операцiя дiлення (яка за складнiстю така сама як операцiя мно-
ження), двi операцiї множення i двi операцiї додавання. Така сама ситуацiя
з обчисленням суми ряду у задачах 1.1.4, 1.1.5, 1.1.6 з пiдроздiлу 1.1.

Задача 1.5.1. Довести правильнiсть нижченаведеного алгоритму, який
знаходить максимальний елемент у скiнченнiй множинi A натуральних чи-
сел, якi вiдмiннi вiд нуля.

MAX(A,n)

i,m : integer;
begin
i := 0; m := 0;

while i < n do
i := i+ 1;
m := max(m,A(i));

od
print(m);

end

Доведення. Дiя такого алгоритму на множинi A = {a1 = 4, a2 = 7, a3 =
= 3, a4 = 8, a5 = 9} показана в таблицi

i m i < 5

0 0 1
1 4 1
2 7 1
3 7 1
4 8 1
5 9 0

.

Отже, m = max(A) = 9.
Тепер покажемо, що цей алгоритм правильно працюватиме на скiнчен-

нiй множинi, вiдмiнних вiд нуля натуральних чисел, потужнiсть якої може
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бути довiльною.
Нехай множина A має n елементiв a1, a2, . . . , an i mk означає значення

змiнної m пiсля k-го виконання тiла циклу.
(База iндукцiї n = 1). Якщо n = 1, то маємо одноелементну множи-

ну A = {a1} довжини 1. Тодi тiло циклу виконається лише один раз i m
присвоїться значення max(0, a1) = a1. В цьому випадку результат роботи
алгоритму буде правильний.

(Крок iндукцiї). Якщо пiсля k-ї iтерацiї цикла mk є максимальним еле-
ментом пiдмножини {a1, a2, . . . , ak}, то пiсля k + 1-ї iтерацiї цикла mk+1

дорiвнюватиме max(mk, ak+1), а це буде максимальний елемент пiдмножи-
ни {a1, a2, . . . , ak, ak+1}.

Отже, на пiдставi методу математичної iндукцiї отримуємо, що алго-
ритм буде правильно працювати для скiнченної множини вiдмiнних вiд ну-
ля натуральних чисел довiльної потужностi.

Задача 1.5.2. Довести правильнiсть нижченаведеного алгоритму.
Квадрат(n)
Вхiд: натуральне число n ∈ N+.
Вихiд: квадрат n2 числа n.
Метод:
sq := 0;

for i := 1 to n do
sq := sq + 2i+ 1;

od
Доведення. Нехай P (n) означає умову sq = n2 пiсля n-го виконання тiла

циклу, а sqk – значення змiнної sq пiсля k-го виконання тiла циклу.
Умова 1) набуває вигляду sq1 = 12 i очевидно справджується.
(Умова 2) Нехай sqk = k2, тодi пiсля (k + 1)-го виконання тiла циклу

маємо
sqk+1 = sqk + 2(k + 1) + 1 = k2 + 2k + 1 = (k + 1)2.

На пiдставi того, що умова P (n) справджується правильнiсть алгоритму
встановлена.

Зауваження. В цьому алгоритмi цикл for обмежується певною
кiлькiстю iтерацiй. У тому випадку, коли кiлькiсть iтерацiй циклу
завчасно невiдома, як в циклi while ... do, то при доведеннi правильностi
алгоритму методом iндукцiї потрiбно припускати, що кiлькiсть iтера-
цiй обмежена. Пiсля цього потрiбно показати, що ця кiлькiсть дiйсно
обмежена.

Задача 1.5.3. Довести правильнiсть нижченаведеної програми P1, яка
обчислює результат пiднесення числа x до степеня y (xy), де x, y ∈ N :
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1. i := 0; z := 1

2. if y = 0 then stop
3. if x = 0 then (z := 0; stop)
4. repeat
5. i := i+ 1

6. z := z · x
7. until i = y

Необхiдно довести тотальну правильнiсть цiєї програми, тобто довести,
що програма завжди завершує свою роботу при передумовах, що x, y ∈ N
i представляються в пам’ятi комп’ютера, i що пiсля її завершення стають
iстиннi постумови.

Покажемо спочатку, що при виконаннi передумов нескiнченнi цикли в
програмi не виникають. Нескiнченний цикли може виникнути тiльки в обла-
стi дiї оператора repeat. Якщо умови оператора 2 або 3 справджуються, то
виконання програми обмежується виконанням частини then вiдповiдного
оператора (оскiльки пiсля кожного iз них програма зупиняється). Залиши-
лося перевiрити єдиний цикл в програмi P1.

Завершення циклу (оператори 4 – 7) залежить вiд виконання умови
i = y. Iз передумови випливає, що y ≥ 0 i коли виконується умова y = 0, то
виконання оператора 2 завершується оператором 8 без входу в цикл. В ре-
штi випадкiв попадання в цикл можливе. Кожне виконання операторiв тiла
циклу приводить до збiльшення значення змiнної i на одиницю i обов’язково
рано чи пiзно воно зрiвняється за значенням з y, оскiльки це число залиша-
ється незмiнним при роботi програми. Отже, виконання циклу обов’язково
завершується при довiльному вхiдному значеннi y, яке задовольняє перед-
умову i яке представляється в даному комп’ютерi.

Доведемо тепер часткову правильнiсть програми. Розглянемо можливi
випадки:

а) випадок y = 0. Тодi виконання оператора 1 закiнчиться присвоюван-
ням z := 1, а виконання оператора 2 приводить до виконання оператора 8,
тобто до завершення програми. Отже, при y = 0 маємо z = 1 i це є вiрним
результатом;

б) випадок y > 0. При x = 0 маємо z = 0 i програма закiнчується. Але
iз x = 0 i y > 0 випливає z0 = xy = 0y = 0.

При попаданнi в цикл змiннiй i буде присвоюватися значення 1. Потiм
виконується присвоювання z := 1 ∗ x, а звiдси отримуємо, що z1 = x = x1

пiсля першої iтерацiї циклу. Отже, z1 = x1 вiрне на мiнiмальному значеннi
iндекса циклу.

Припустимо, що пiсля n-ї iтерацiї циклу вiрно zn = xn. Покажемо, що
zn+1 = xn+1 пiсля n+ 1-го виконання тiла циклу. На n+ 1-ї iтерацiї циклу
пiсля виконання 5 маємо i = n + 1, а в наступному операторi виконується
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присвоювання z := zn ∗ x. Оскiльки це n + 1-ше присвоювання, то маємо
zn+1 = zn ∗ x = xn ∗ x = xn+1 згiдно з припущенням iндукцiї, а це i є те, що
потрiбно було довести.

Отже, твердження (∀i ∈ N )(zi = xi) теж iстинне.
Чи завершується цим доведення тотальної правильностi? На жаль, нi.

Залишається ще один момент, який пов’язаний з питанням про представле-
ння цiлих чисел в комп’ютерах.

Нагадаємо, що програма P1 забезпечує правильну вiдповiдь за умови,
що вхiднi данi x i y представляються в даному комп’ютерi. Але в нашому
випадку можливiсть представлення x i y не гарантує можливостi представ-
лення результату xy. Чи можна пiсля цього стверджувати, що програма
P1 правильна? Строго кажучи, цього стверджувати не можна, оскiльки це
суперечить означенню тотальної правильностi програм.

Висновок, який випливає iз сказаного, невтiшний: не iснує програми P1,
яка робить iстинним твердження

{∀x∀y(x, y ∈ N )}P1{z = xy}.

Необхiдно змиритися з тим, що довести потрiбну властивiсть програми P1

не вдалося. Бiльше того, з’ясувалося що це взагалi неможливо зробити.
В тому виглядi, в якому задача була поставлена, вона не має розв’язку.
Але виконаний аналiз не був безплiдним. По-перше, було встановлено, що
при деяких (а не всiх) вхiдних даних програма P1 працює правильно. По-
друге, була з’ясована причина, iз-за якої не вдалося провести доведення
правильностi програми P1. По-третє, стає зрозумiлим, як потрiбно допов-
нити передумови з тим, щоб забезпечити iстиннiсть постумови z = xy. Для
цього необхiдно умову “xy представляється” ввести в передумови, якщо є
необхiднiсть одержати тотальну правильнiсть програми P1:

{∀x∀y(x, y ∈ N ) ∧ xy представляється}P1{z = xy}.

Тепер можна сказати, що iстиннiсть даного твердження доведена.

ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Довести правильнiсть бiнарного алгоритму обчислення НСД:
Бiнарний-НСД(m,n)
Вхiд: integer m,n.
Вихiд: НСД(m,n).

Метод:
1. d := 1;
2. while m and n are even do

2.1. (m := m/2; n := n/2; d := 2d);
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od
3. while m ̸= 0 do

3.1. while m is even do m := m/2; od
3.2. while n is even do n := n/2; od
3.3. t := |m− n|/2;
3.4. if m ≥ n then m := t else n := t;

od
4. return (d · n).
end Бiнарний-НСД(m,n)

2. Довести правильнiсть алгоритму Уоршалла

Найкоротшi-шляхи(G,w)
Вхiд: Орграф G = (V,E) у виглядi матрицi сумiжностей MG, елементи якої
m(i, j) = w(i, j), i якщо (vi, vj) /∈ E, то w(i, j) = ∞, i, j = 1, . . . , n.
Вихiд: Матриця C, елементи якої c(i, j) дорiвнюють найкоротшим шляхам в
орграфi мiж вершинами vi i vj , i, j = 1, 2, . . . , n.
Метод:

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do

c(i, j) := m(i, j);
for k := 1 to n do

for i := 1 to n do
for j := 1 to n do

c(i, j) := min(c(i, j), c(i, k) + c(k, j));
end Найкоротшi-шляхи

3. Довести правильнiсть алгоритму обходу (в глибину) вершин графа

DFS-Connected-Component(G)
Вхiд: Неорiєнтований граф G = (V,E).
Вихiд: Множина помiчених вершин графа G = (V,E).
Метод:
c := 0;
for all vertices v ∈ V do
visited(v) := false; finished(v) := false;

p(v) := nil

od;
for all vertices v ∈ V do

if not visited(v) then
c := c+ 1; DFS(v, c)

fi;
od;

end DFS-Connected-Component

DFS(v, c)
visited(v) := true;
component(v) := c;
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for all vertices w ∈ adj(v) do
if not visited(w) then
p(w) := v; DFS(w, c)

fi;
od;
finished(v) := true;

end DFS

У цьому алгоритмi використовується масив p(v) для запам’ятовування предка
вершини v в DFS-деревi. В кожному компонентi зв’язностi тiльки корiнь буде
мати порожний список предкiв в DFS-деревi.

Пiдсумки. Якщо пiдвести пiдсумки використання методу математи-
чної iндукцiї, то з наведених прикладiв чiтко вимальовуються вимоги до
множини, на якiй дiє цей метод. Першою вимогою є iснування у такiй мно-
жинi найменшого елемента для обґрунтування базису iндукцiї. Оскiльки не
в кожнiй множинi ця умова виконується (наприклад, у множинi цiлих чи-
сел умова не виконується), то необхiдно з’ясувати у яких множинах, крiм
множини натуральних чисел може застосовуватися метод iндукцiї. Друга
вимога потребує дискретної упорядкованостi множини для обґрунтування
iндуктивного переходу.

Обидвi цi умови пов’язанi з вiдношенням порядку, визначеним на мно-
жинi, i застосування чи не застосування методу математичної iндукцiї за-
лежить вiд властивостей цього порядку.

У зв’язку з вказаними вимогами розглянемо вiдношення порядку та його
варiацiї на множинах, яке дає можливiсть застосування методу математи-
чної iндукцiї.



Роздiл 2

ОСНОВИ МЕТОДУ
МАТЕМАТИЧНОЇ IНДУКЦIЇ

Вiдношення часткового порядку – одне з фундаментальних вiдношень
у математицi i є основою для введення iнших вiдношень порядку. Зокре-
ма, воно визначає типи упорядкованих множин, на яких застосовний метод
математичної iндукцiї.

2.1. Вiдношення часткового порядку
Oзначення 2.1. Бiнарне вiдношення O, визначене на множинi A, на-

зивається частковим порядком на A, якщо воно рефлексивне, транзи-
тивне i антисиметричне, тобто якщо для довiльних елементiв a, b, c iз
A виконуються властивостi:

а) aOa (iA ⊆ O) (рефлексивнiсть);
б ) aOb i bOc ⇒ aOc (O2 ⊆ O) (транзитивнiсть);
в) aOb i bOa ⇒ a = b (O ∩O−1 ⊆ iA) (антисиметричнiсть).

Частковий порядок на множинi A, як правило, позначають символом
≤, а саму частково упорядковану множину A називають скорочено чум i
позначають (A,≤).

Oзначення 2.2. Транзитивне i антирефлексивне вiдношення називає-
ться вiдношенням строгого порядку. Це вiдношення позначають <.

Транзитивне i рефлексивне вiдношення називається вiдношенням ква-
зiпорядку. Це вiдношення позначають ⪯.

З кожним вiдношенням часткового порядку ≤ пов’язане вiдношення

35



36 Роздiл 2. ОСНОВИ МЕТОДУ

строгого порядку < (цей порядок називають строгою частиною вiдноше-
ння ≤):

a < b ⇔ a ≤ b i a ̸= b.

Навпаки, з кожним вiдношенням строгого порядку < пов’язане вiдно-
шення часткового порядку ≤:

a ≤ b ⇔ a < b або a = b.

З кожним вiдношенням квазiпорядку ⪯ пов’язанi вiдношення строгого
порядку < i еквiвалентностi ∼:

(a < b) ⇔ a ⪯ b i ¬(b ⪯ a), (a ∼ b) ⇔ a ⪯ b i b ⪯ a.

Довiльне вiдношення квазiпорядку ⪯, задане на множинi A, iндукує
вiдношення часткового порядку ≤ на фактор-множинi A/ ∼:

[a]∼ ≤ [b]∼ ⇔ a ⪯ b.

Дiйсно, оскiльки вiдношення ⪯ транзитивне i рефлексивне, то i
вiдношення ≤ теж буде транзитивним i рефлексивним. Покажемо анти-
симетричнiсть. [a]∼ ≤ [b]∼ i [b]∼ ≤ [a]∼ означають, що a ⪯ b i b ⪯ a. Але
звiдси випливає, що a ∼ b, тобто, що [a]∼ = [b]∼.

Властивостi чум. Першою важливою властивiстю чум є принцип дво-
їстостi.

Теорема 2.1 (принцип двоїстостi). Вiдношення, обернене до вiдно-
шення часткового порядку, теж буде вiдношенням часткового порядку.

Доведення. Нехай ≤−1 – вiдношення, обернене до вiдношення ≤.
а) Оскiльки iA ⊆ ≤, то iA = i−1

A ⊆ ≤−1.
l) Якщо ≤ ∗ ≤ ⊆ ≤, то ≤−1 ∗ ≤−1 = (≤ ∗ ≤)−1 ⊆ ≤−1.
в) Якщо ≤ ∩ ≤−1 ⊆ iA, то ≤−1 ∩ ≤ ⊆ iA i ≤−1 ∩ (≤−1)−1 ⊆ iA. ■1

Oзначення 2.3. Вiдношення часткового порядку ≤−1 називають дво-
їстим до вiдношення часткового порядку ≤.

Вiдношення ≤−1 позначають ≥ i a ≤−1 b означає a ≥ b. Якщо a ≤ b
або b ≤ a, то a, b називають елементами, що порiвнюються вiдносно
порядку ≤.

З принципу двоїстостi випливає, що коли в якому-небудь твердженнi про
чум замiнити частковий порядок на двоїстий до нього порядок, то одержане
твердження теж буде справедливим.

1Знак ■ означає закiнчення доведення, а знак ♠ – закiнчення прикладу.
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Oзначення 2.4. Елемент x iз множини (A,≤) називається мiнi-
мальним (максимальним) елементом A, якщо для довiльного елемен-
та a iз A, що порiвнюється з x, має мiсце нерiвнiсть x ≤ a (x ≥ a).

Елемент x iз A називається найбiльшим (найменшим), якщо (∀a ∈
∈ A) x ≥ a (x ≤ a).

З цього означення очевидним чином випливає, що коли a i a′ рiзнi мiнi-
мальнi (максимальнi) елементи деякої чум (A,≤), то вони не порiвнюються
мiж собою вiдносно порядку ≤.

Теорема 2.2. В довiльнiй чум (A,≤) iснує не бiльше одного найменшо-
го (а на пiдставi принципу двоїстостi i найбiльшого) елемента.

Доведення. Припустимо, що a i b – два найменшi елементи в множинi
A, тодi a ≤ b на пiдставi того, що a найменший елемент i b ≤ a на пiдставi
того, що b найменший елемент. Але тодi iз антисиметричностi вiдношення
≤ випливає, що a = b ■

Якщо (A,≤) чум, то множина її елементiв [a, b] = {s ∈ A | a ≤ s ≤ b}
називається iнтервалом. Зрозумiло, що a, b ∈ [a, b] i якщо a, b найменший
i найбiльший елементи множини A вiдповiдно, то A = [a, b].

Oзначення 2.5. Пiдмножину Q чум (A,≤), всi елементи якої порiв-
нюються мiж собою, називають ланцюгом чум. А пiдмножину P чум
(A,≤) називається антиланцюгом чум, якщо довiльнi два її елементи x
i y, де x ̸= y, не порiвнюються мiж собою.

Висотою чум P = (A,≤) називається максимальна потужнiсть її
ланцюга, а шириною — максимальна потужнiсть її антиланцюга.

Якщо ≤ i ≤′ частковi порядки, заданi на множинi A, то ≤′ називається
розширенням ≤, якщо ≤ ⊆ ≤′.

Множина максимальних (мiнiмальних) елементiв чум (A,≤) позначає-
ться MAX(A,≤) (MIN(A,≤)). Пiдмножини MAX(A,≤) i MIN(A,≤) зав-
жди визначають антиланцюги, якi нiколи не перевищують ширини (A,≤).

Нехай (A,≤) i (B,≤′) – двi чум. Вiдображення f : A → B називається
вкладенням, або iзотонним вiдображенням (A,≤) в (B,≤′), якщо iз
a ≤ b в (A,≤) випливає f(a) ≤′ f(b) в (B,≤′). Вiдображення f : A → B
називають iзоморфiзмом чум, якщо воно взаємно однозначне i a ≤ b ⇔
f(a) ≤ f(b) для довiльних елементiв a, b ∈ A. Iзоморфнi множини вважають
рiвними. Iзоморфiзм чум (A,≤) f : A → A називають автоморфiзмом.

З визначення iзоморфiзму чум випливає, що мiнiмальнi i максимальнi
елементи iзоморфних чум повиннi вiдображатися один в одного при iзо-
морфiзмi. Звiдси випливає, що вiдображення f : N → N яке має вигляд
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f(n) = n + 1, не буде автоморфiзмом, оскiльки f(0) = 1, а мало б бути
f(0) = 0.

Iснує поняття iнверсно iзотонних й iнверсно iзоморфних чум. Вiдобра-
ження f : A → B називають iнверсно iзотонним, якщо iз a ≤ b в A
випливає f(b) ≤′ f(a) в B. Вiдображення f : A → B називають iнверсним
iзоморфiзмом, якщо воно взаємно однозначне i a ≤ b ⇔ f(b) ≤′ f(a) для
довiльних a, b ∈ A.

Справедливi такi твердження.

Теорема 2.3. Вiдображення f чум (A,≤) на чум (B,≤′) є iзоморфi-
змом, якщо для довiльних a, b ∈ A нерiвнiсть a ≤ b має мiсце тодi i тiльки
тодi, коли f(a) ≤′ f(b).

Доведення. Для доведення досить показати, що iз f(a) = f(b) випливає
a = b, де a, b ∈ A. Але за умовою iз f(a) = f(b) випливає a ≤ b i b ≤ a i
на пiдставi антисиметричностi вiдношення часткового порядку отримуємо
a = b. ■

Теорема 2.4 (Дiлуорс). Якщо (A,≤) – чум ширини n, то iснує роз-
биття множини A = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn таке, в якому кожний клас Ci є
ланцюгом.

Доведення виконується методом математичної iндукцiї за потужнiстю
|A| множини A.

База iндукцiї для |A| = 1 виконується очевидним чином.
(Крок iндукцiї) Припустимо, що твердження має мiсце для |A| < k.

Розглянемо P = (A,≤), де |A| = k. Можна припустити, що ширина P =
= (A,≤) бiльша 1.

Виберемо x ∈ MAX(P = (A,≤)) i y ∈ MIN(P = (A,≤)) так, що y ≤ x.
Нехай Q = (A \ {x, y},≤). Якщо ширина Q менша n, то за припущенням
iндукцiї iснує розбиття Q на не бiльше нiж n ланцюгiв, якi разом з ланцюгом
{y, x} складають розбиття A на (щонайбiльше) n ланцюгiв.

Виберемо n-елементний антиланцюг V = {a1, a2, . . . , an} в Q. Тодi нехай
U = {u ∈ A | u ≥ ai для деякого ai ∈ V } i D = {d ∈ A | d ≤ aj для
деякого aj ∈ V }. Отже, iснує ланцюг розбиттiв U = C ′

1 ∪ C ′
2 ∪ . . . ∪ C ′

n i
D = C ′′

1 ∪ C ′′
2 ∪ . . . ∪ C ′′

n. Цi ланцюги можна вибрати так, що ai ∈ C ′
i ∩ C ′′

i

для i = 1, 2, . . . , n. А це означає, що Ci = C ′
i ∪ C ′′

i є ланцюгом для кожного
i, що дає шукане розбиття A = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ Cn. ■

Теорема Дiлуорса має тривiальну двоїсту версiю.

Теорема 2.5 (двоїста теоремi Дiлуорса). Якщо (A,≤) чум висоти
n, то iснує розбиття A = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An, в якому кожне Ai є анти-
ланцюгом.
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Доведення. Покладемо A1 = MAX((A,≤)). Тодi покладемо Ai+1 =
= MAX(Pi), де чум Pi отримана з множини A шляхом вилучення анти-
ланцюгiв A1, A2, . . . , Ai. ■

Говоримо, що чум задовольняє умову мiнiмальностi, якщо довiльна
її непорожна пiдмножина має мiнiмальний елемент.

Зазначимо, що чум може мати декiлька i навiть нескiнченно багато як
максимальних, так i мiнiмальних елементiв.

Якщо чум M задовольняє умову мiнiмальностi i кiлькiсть мiнiмальних
елементiв довiльної її пiдмножини скiнченна, то M називають добре частко-
во упорядкованою множиною. Зокрема, якщо кожна непорожна пiдмножина
M має єдиний мiнiмальний елемент, то M називають добре упорядкованою
множиною.

Теорема 2.6. Нехай M – чум з умовою мiнiмальностi i B пiдмножина
M . Якщо з того, що B включає всi елементи iз M, строго меншi за a,
випливає що B включає i сам елемент a, то B = M .

Доведення. Припустимо, що B ̸= M . Тодi M \B ̸= Ø i має мiнiмальний
елемент x. Оскiльки x мiнiмальний, то кожний попередник елемента x не
може належати множинi M \B. Але тодi всi попередники елемента x нале-
жать множинi B i сам елемент x теж належить B. Суперечнiсть iз тим, що
x ∈ M \B i x ∈ B. ■

Ця теорема носить назву узагальненого принципу математичної
iндукцiї.

Неважко збагнути, що чум з умовою мiнiмальностi приводить до такої
умови.

Умова обриву спадних ланцюгiв: довiльний строго спадний ланцюг
чум a1 > a2 > . . . > an > . . . стабiлiзується на скiнченному iндексi, тобто
знайдеться такий iндекс n, що an = an+1 = . . . .

Чум з умовою обриву спадних ланцюгiв називають фундованою мно-
жиною (формальне означення фундованостi буде наведено далi).

Умова iндуктивностi. Усi елементи чум M задовольняють деяку
властивiсть P , якщо цю властивiсть задовольняють усi мiнiмальнi еле-
менти iз M (коли вони iснують) i якщо iз справедливостi P для всiх еле-
ментiв строго менших за елемент a випливає справедливiсть властиво-
стi P i для самого елемента a.

Добре вiдомий такий результат.

Теорема 2.7. Умови мiнiмальностi, iндуктивностi i фундованостi
еквiвалентнi мiж собою [6].

З теореми Дiлуорса випливає, що чум ширини n тодi i тiльки тодi задо-
вольняє умову мiнiмальностi, коли всi її ланцюги добре упорядкованi мно-
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жини. А з принципу двоїстостi випливає, що в чум можна перейти до дво-
їстого вiдношення порядку. Якщо чум задовольняє умову мiнiмальностi, то
взявши двоїстий порядок, дiстаємо чум, яка теж задовольняє умову мiнi-
мальностi.

Лiнiйно упорядкованi множини. Чум (A,≤) називають лiнiйно упо-
рядкованою або ланцюгом, якщо довiльнi два її елементи порiвнюються
вiдносно ≤.

Зрозумiло, що коли лiнiйно упорядкована множина A має найбiльший
(найменший) елемент, то цей елемент буде її єдиним максимальним (мiнi-
мальним) елементом.

Приклади лiнiйно упорядкованих множин. 1) Множини N ,N+,Z,Q i
множина D дiйсних чисел з їхнiм звичайним порядком. Множину N часто нази-
вають натуральним рядом, а довiльну її пiдмножину виду {0, 1, 2, . . . , n} – поча-
тковим вiдрiзком, або просто вiдрiзком натурального ряду.

2) Множина точок числової осi (прямої).
3) Нехай маємо скiнченний алфавiт X = {x1, x2 . . . , xn}, лiтери якого лiнiйно

упорядкованi: xi < xj ⇔ i < j.
Якщо X – алфавiт, то множина всiх слiв в алфавiтi X позначається як F (X)

або X∗. Лексикографiчним порядком на множинi F (X) називають вiдноше-
ння ≤, для якого p = x11x12 · · ·x1k ≤ x21x22 · · ·x2r = q тодi i тiльки тодi, коли
виконується одна iз двох умов:

а) слово p є початком слова q;
б) iснує таке натуральне число j, що x1j < x2j i для всiх i < j справедливi

рiвностi x1i = x2i.
Згiдно з лексикографiчним порядком упорядкованi слова в словниках, якщо

прийнятий порядок лiтер в деякому алфавiтi розумiти як лiнiйний порядок для
його лiтер. ♠

Лiнiйно упорядковану множину A називають цiлком упорядкованою
множиною (цум), якщо довiльна її непорожна пiдмножина B має наймен-
ший елемент. Звiдси випливає, що цум задовольняє умову мiнiмальностi, а
тому i двом другим умовам, якi їй еквiвалентнi. У цум для кожного еле-
мента a iснує елемент, який безпосередньо слiдує за a, за винятком коли a є
максимальним елементом. Елемент a може й не мати безпосередньо слiду-
ючого за ним елемента. В такому випадку елемент a називають граничним
елементом.

Теорема 2.7 дає можливiсть застосувати метод математичної iндукцiї
не тiльки на множинi натуральних чисел, а i на довiльнiй фундованiй або
добре упорядкованiй множинi. Така можливiсть приводить до узагальнен-
ня методу математичної iндукцiї, який називають методом трансфiнiтної
iндукцiї.

Теорема 2.8 (метод трансфiнiтної iндукцiї). Нехай e – найменший
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елемент добре упорядкованої множини A i P (x) – деяка властивiсть еле-
мента x ∈ A. Тодi, якщо iз iстинностi P (e) i P (x) для всiх x < a випливає
iстиннiсть P (a), то P (x) iстинно для всiх x iз A.

Доведення. Припустимо супротивне, тобто припустимо, що iснує така
непорожна пiдмножина A′ елементiв iз A, що P (a) хибне на її елементах
при виконаннi умов теореми. Нехай a – мiнiмальний елемент в A′. Оскiльки
P (e) iстинне, то a ̸= e i a > e. Iз умов теореми випливає, що P (x) iстинне
для всiх x < a, але тодi iз цих же умов повинна випливати iстиннiсть i P (a),
а це суперечить нашому припущенню. ■

Метод iндукцiї дає можливiсть не тiльки доводити твердження, але i
давати означення за iндукцiєю та виконувати побудову за iндукцiєю. Побу-
дова за iндукцiєю ґрунтується на поняттi iндуктивного означення.

2.2. Iндуктивнi означення
Неформально означення за iндукцiєю є способом побудови елементiв

деякої множини. Цей спосiб полягає в застосуваннi певних правил для по-
родження елементiв множини таким чином, що елемент належить до даної
множини тiльки тодi, коли вiн породжений застосуванням лише цих пра-
вил. Формальне означення має вигляд.

Oзначення 2.6. а) Правилом називають пару X → x, де X – скiн-
ченна множина, елементи якої називають посиланнями, а елемент x
називають наслiдком.

б ) Нехай Φ – множина правил. Множина A називають Φ-замкнутою,
якщо у кожного правила iз Φ, посилання якого належать до A, наслiдок
теж належить до A. Нотацiя Φ : X → x означає, що правило X → x
належить до Φ i множина A буде Φ-замкнутою, якщо Φ : X → x ∧ (X ⊆
⊆ A → x ∈ A).

в) Якщо Φ – множина правил, то множину I(Φ) називають iнду-
ктивно визначеною або iндуктивною множиною за допомогою мно-
жини правил Φ тодi i тiльки тодi, коли I(Φ) =

⋂
{A | A є Φ-замкнутою

множиною}. Тобто I(Φ) — це найменша Φ-замкнута множина.

Наведене означення називають фiнiтарним у зв’язку зi скiнченнiстю
множини посилань X.

Це досить абстрактне означення пояснимо трьома прикладами.
1) Множина натуральних чисел N – це найменша множина, яка включає

0 i замкнута вiдносно функцiї слiдування s(x) = x+ 1. Або за означенням:
ΦN : Ø → 0(базис), {n ∈ N} → n+1 (iндукцiя) i N = I(ΦN ) (замкнутiсть).
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2) Якщо R – бiнарне вiдношення, задане на множинi A, то еквiвалентне
замикання вiдношення R (тобто рефлексивне, симетричне i транзитивне
замикання R) – це найменше вiдношення еквiвалентностi, яке визначається
за допомогою множини правил: Ø → (a, a), Ø → (a, b), якщо aRb, {(a, b)} →
→ (b, a), {(a, b), (b, c)} → (a, c).

3) Нехай (A,≤) – частково упорядкована множина вiдношенням ≤.
Фундованою множиною (A,≤) називається множина (W,<) тих елемен-
тiв ai iз A, що не iснує нескiнченно строго спадної послiдовностi вигляду

a0 > a1 > a2 > . . .

елементiв iз A. Iндуктивне означення (W,<) має вигляд:

Φ< : {x ∈ A | x < a} → a i (W,<) = I(Φ<).

Множина (W,<) називається фундованою частиною вiдношення часткового
порядку ≤.

Iндуктивнi означення приводять до загального принципу математичної
iндукцiї.

Теорема 2.9 (Загальний принцип математичної iндукцiї) .
Якщо P – властивiсть така, що P (x) виконується як тiльки Φ< : X → x
i ∀y ∈ X виконується P (y), то P (a) виконується для всiх a ∈ I(Φ<). Цей
принцип називається принципом Φ<-iндукцiї.

Зокрема, нехай S – деяка непорожнa множина, W = I(Φ<), предикат
P (x) = (x ∈ S) (предикат належностi елемента до множини) i m ∈ W –
найменший елемент, тодi, якщо

1) m ∈ S (базис) i 2) iз припущення, що k ∈ S, де k > m (iндукцiя),
випливає що i s(k) ∈ S, то S = W (замикання), де s(x) означає елемент,
отриманий з елемента x i ранiше побудованих елементiв множини S за пра-
вилами iз множини Φ<. Звiдси, як окремий випадок, випливає розглянутий
вище узагальнений принцип математичної iндукцiї.

Приклад для iлюстрацiї. Покажемо як можна застосувати метод матема-
тичної iндукцiї на iндуктивно визначених множинах.

Мова термiв. Алфавiтом X цiєї мови є символи, розбитi на три групи:

T0 = Tc ∪ Tv, Ω i {(, )}.

Символи iз T0 дiлять на предметнi константи Tc = {a, b, c, . . .} i предметнi
змiннi Tv = {x, y, . . .} або тi самi лiтери з iндексами.

Символи iз Ω – називають функцiональними. Це лiтери з верхнiми i, можливо,
нижнiми iндексами: f3

2 , g
5
2 , f5, . . .. Верхнiй iндекс n (n ≥ 1) вказує арнiсть фун-

кцiонального символу. Якщо його немає, то функцiональний символ вважають
унарним. I символи третьої групи – це лiва, права дужки i кома.
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Термами називають множину T (Ω, X), елементи якої мають таке iндуктивне
означення:

Базис: T0 ∈ T (Ω, X).
Iндукцiя: якщо t1, . . . , tn ∈ T (Ω, X) i fn ∈ Ω, то fn(t1, . . . , tn) ∈ T (Ω, X).

Множину Ω називають сигнатурою функцiональних символiв мови термiв. Якщо
t = f(t1, . . . , tn) ∈ T (Ω, X), то терми t1, . . . , tn називають безпосереднiми пiдтер-
мами терму t.

Мова предикатiв першого порядку. Розширимо алфавiт функцiональних сим-
волiв мови термiв символами An1

1 , An2
2 , . . . , Ank

k , . . ., якi називають предикатними
символами, i символами ¬,→,∧,∨,↔,∀, якi називають логiчними зв’язками. Верх-
нiй iндекс предикатного символу, означає його арнiсть, а символ ∀ – називають
квантором загальностi. Множину предикатних символiв називають сигнатурою
предикатiв i позначають її П.

Предикатнi символи, коли їх застосувати до термiв, породжують елементарнi
(атомарнi) формули, або точнiше: якщо An – предикатний символ, а t1, t2, . . . , tn
– терми, то An(t1, t2, . . . , tn) – елементарна формула.

Мову L предикатiв першого порядку визначають iндуктивно.
Базис: An

i (t1, t2, . . . , tn) ∈ L для всiх i = 1, 2, . . ..
Iндукцiя: якщо A,B ∈ L i x ∈ Tv, то ¬A, A → B, ∀xA ∈ L.
Отже, МППП є мовою вигляду L = (T0 = Tc ∪ Tv,Ω,Π).
Iншi логiчнi зв’язки вводяться за допомогою таких тотожностей:
A ∨B ⇔ ¬A → B, (A ∧B) ⇔ ¬(¬A ∨ ¬B) ⇔ ¬(A → ¬B),

(A ↔ B) ⇔ (A → B) ∧ (B → A).
Квантор iснування ∃xA визначається двоїстим чином: ¬∀x¬A. Формула ∀xA

читається “для всiх x справедливе A”, а формула ∃xA – “iснує x такий, що спра-
ведливе A”.

З наведених iндуктивних означень мов видно, що метод математичної iндукцiї
можна застосовувати принаймнi двома шляхами – за кiлькiстю операцiй у термах
i за кiлькiстю логiчних зв’язок у формулi (тобто, за структурою формули) та за
довжиною термiв i формули, оскiльки i довжина i структура обох цих об’єктiв є
фундованими множинами.

Рекурсiя на фундованих чум. Першим прикладом фундованої мно-
жини є множина натуральних чисел.

Другим прикладом фундованої множини є множина N ×N (меншою є
та пара, у якої другий компонент менший, а коли вони рiвнi, то меншою є
пара у якої перший компонент менший). Загальнiшу властивiсть фундова-
них множин дає

Теорема 2.10 Якщо A i B – фундованi чум, то їхнiй декартiв добуток
A×B теж фундована множина за вiдношенням (a1, b1) ≤ (a2, b2) ⇔ (b1 ≤
≤ b2) ∨ (b1 = b2 ∧ a1 ≤ a2).

Доведення. Спочатку стабiлiзуються другi пари, а потiм стабiлiзуються
першi пари. ■

Звiдси випливає, що фундованими будуть множини N ×N ×N i N n.



44 Роздiл 2. ОСНОВИ МЕТОДУ

Ще простiше доводиться твердження, що об’єднання двох фундованих
множин A i B без спiльних елементiв, буде фундованою множиною. Дiйсно,
спадна послiдовнiсть a1 > a2 > a3 > . . . або повнiстю належить множинi A
або повнiстю належить множинi B.

Принцип Φ<-iндукцiї у випадку фундованостi вiдношення ≤ стає прин-
ципом трансфiнiтної iндукцiї за фундованим вiдношенням ≤. А з трансфi-
нiтною iндукцiєю пов’язаний метод побудови функцiй за трансфiнiтною ре-
курсiєю. А зв’язок фундованостi i доброї упорядкованостi очевидний: фун-
дована лiнiйно упорядкована множина є добре упорядкованою множиною.

Рекурсiєю називають такий спосiб означення функцiї, за яким значен-
ня функцiї для довiльних значень аргументiв вiдомим чином виражаються
через значення для менших значень аргументiв. Iншими словами, цей спо-
сiб дає можливiсть визначити єдину функцiю f на множинi (W,<) таку, що
для a ∈ (W,<) значення f(a) вiдомим чином виражається через f(x) для
x < a.

Нехай A – добре упорядкована множина i на цiй множинi визначена
функцiя f(x), яка ставить у вiдповiднiсть кожному елементу x iз A деякий
елемент множини B. Припустимо також, що f(x) повинна задовольняти де-
яким рекурентним спiввiдношенням (якi також називають рекурсивною
залежнiстю), тобто спiввiдношенням, якi однозначно визначають для до-
вiльного a ∈ A значення f(a) за значеннями f(b) для всiх b < a.

Метод побудови функцiї за рекурсiєю ґрунтується на теоремi 2.11.

Теорема 2.11. Iснує єдина функцiя f(x), яка визначена на всiй мно-
жинi A, задовольняє вказаним рекурентним спiввiдношенням i приймає
заданi значення на мiнiмальному елементi множини A.

Доведення. Покажемо спочатку єдинiсть такої функцiї. Припустимо, що
iснує двi рiзнi функцiї f(x) i g(x) на множинi A, якi задовольняють на-
шим умовам. Нехай iснує непуста пiдмножина елементiв x iз A, для яких
f(x) ̸= g(x). Оскiльки A – добре упорядкована, то ця пiдмножина має мiнi-
мальний елемент a. Цей елемент не може бути мiнiмальним для всiєї мно-
жини A, тому що тодi, за умовою, на цьому елементi f(a) i g(a) збiгалися
б. Отже, iснує b < a такий, що f(b) = g(b). За умовою теореми, рекурентнi
спiввiдношення однозначно визначають значення наших функцiй для x = a
по їх значеннях для всiх b < a, а це означає, що f(a) = g(a). Одержана
суперечнiсть доводить єдинiсть f(x).

Доведемо тепер iснування функцiї. Припустимо, що на мiнiмальному
елементi множини A значення шуканої функцiї уже задано. Позначимо че-
рез P таку властивiсть: елемент a ∈ A задовольняє властивостi P , якщо на
множинi C всiх таких x, що x ≤ a, може бути визначена функцiя fa(x), яка
задовольняє рекурентним спiввiдношенням i приймає задане значення на
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мiнiмальному елементi множини A.
В силу припущення, P iстинне на мiнiмальному елементi e ∈ A. Далi,

якщо елементи b i c задовольняють властивостi P i b < a, то на пiдставi
доведеної вище єдиностi шуканої функцiї не на множинi A, а на множинi
B = {x ∈ A | x ≤ b}, маємо fb(x) = fa(x).

Звiдси випливає, що коли всi елементи b, строго меншi елемента a, задо-
вольняють властивостi P , то i сам елемент a задовольняє цiй властивостi.
Одержуємо функцiю fa(x), яка задовольняє всi вимоги, якщо для довiль-
ного елемента b < a покласти fa(b) = fb(b), a за fa(a) взяти те значення,
яке однозначно визначається рекурентними спiввiдношеннями.

На основi методу трансфiнiтної iндукцiї можна говорити, що для всiх
a iз A iстинно P (a). Покладаючи тепер (∀a ∈ A) fa(a) = f(a), визначаємо
функцiю f(x), яка має всi необхiднi властивостi. ■

Приклад 1.2.23. Розглянемо приклади iндуктивного та рекурсивного способу означення.
1) (Iндуктивне означення). Нехай X = {x1, x2, . . . , xn} – скiнченний алфавiт. Слово p в ал-

фавiтi X називається палiндромом, якщо воно читається злiва направо i справа налiво однаково
(наприклад, слово “пилип”). Це неформальне поняття палiндрома має таке iндуктивне означен-
ня.

а) пусте слово e – палiндром; б) якщо x ∈ X, то x – палiндром;
в) якщо слово p – палiндром, то xpx – палiндром для всiх x ∈ X;
г) палiндромами є тi i тiльки тi слова, якi побудованi за правилами а) – в).

2) (Рекурсивне означення). а) Нехай функцiя f(n), де n ∈ N , задана таким рекурентним
спiввiдношенням:

T (n) =

{
b, якщо n = 0;
rT (n− 1) + a, якщо n > 0,

де b, r – деякi константи (не обов’язково з множини N ), причому r ̸= 1.
Виконуючи очевиднi пiдстановки i обчислення, отримуємо

T (n) = r(rT (n− 2) + a) + a = . . . = rnT (0) + a
n−1∑
i=0

ri = brn + a 1−rn

1−r
,

якщо r < 1 i T (n) = brn+a rn−1
r−1

, якщо r > 1. Отже, f(n) = brn+a 1−rn

1−r
, якщо r ̸= 1. Надаючи

значення параметрам a, b, r, дiстаємо
а1) при a = 1, b = 0, r ̸= 1 суму n перших членiв геометричної прогресiї, тобто f(n) =

=
n−1∑
i=0

ri = 1−rn

1−r
;

а2) при a = 1, r = 2, b = 0 рекурентне спiввiдношення приймає вигляд

T (n) =

{
0, якщо n = 0;
2T (n− 1) + 1, якщо n > 0,

а функцiя f(n) = 2n − 1;
а3) при a = 0, r = 2, b = 1 рекурентне спiввiдношення приймає вигляд

T (n) =

{
1, якщо n = 0;
2T (n− 1), якщо n > 0,

а f(n) = 2n.

Рекурентнiсть i математична iндукцiя iдеально пiдходять одне до одно-
го. Прикладом можуть служити задачi 1.1.8, 1.2.4, 1.4.2 з попереднього пiд-
роздiлу.

Далi ми ще повернемося до визначення за iндукцiєю та рекурсiєю.
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IНДУКТИВНI МОДЕЛI

Неформально пiд словом модель розумiють систему, яка зображує на
деякому рiвнi абстракцiї реальний об’єкт i зв’язки мiж складовими цьо-
го об’єкта. А з математичної точки зору (тобто, з формального погляду)
модель складається з деякої непорожної множини та множин операцiй i
предикатiв, визначених на цiй множинi.

Визначившись з основою методу математичної iндукцiї, розглянемо iн-
дуктивнi моделi та означення операцiй на таких моделях. Розглянемо лише
моделi Пеано та iндуктивнi моделi, якi з ними пов’язанi, оскiльки такi озна-
чення аналогiчним чином вводяться i на iнших iндуктивних моделях.

3.1. Алгебричнi системи
Поняття алгебричної системи поєднує у собi поняття алгебри i логiчно-

го числення. Формальним апаратом теорiї алгебричних систем є числення
предикатiв першого порядку, а сама теорiя може розглядатися як теорiя,
що мiститься мiж математичною логiкою i алгеброю.

Oзначення 3.1. Алгебричною системою (АС) називають упорядкова-
ну трiйку A = (A,Ω,Π), де A – деяка непорожна множина, Ω = {ωn1

1 ,
ωn2

2 , . . .} — множина операцiй (сигнатура операцiй) i Π = {πk1
1 ,πk2

2 , . . .} —
множина предикатiв (сигнатура предикатiв), визначених на множинi A.

Типом АС називають пару множин τ = ({n1, n2, . . .}, {k1, k2, . . .}), еле-
ментами яких служать вiдповiдно арностi операцiй i предикатiв. Тип ал-
гебричної системи τ скiнченний, якщо скiнченнi обидвi його множини.

Множину A називають носiєм або основною множиною системи
A = (A,Ω,Π), а її елементи — елементами системи A.

Потужнiсть |A| множини A називають потужнiстю або порядком
АС A = (A,Ω,Π).

46



Алгебричнi системи 47

На вiдмiну вiд iнших операцiй i предикатiв, якi можуть бути визначенi
на множинi A, операцiї з Ω i предикати з Π називають основними. Значен-
ня основних нульарних операцiй АС називають головними або видiленими
елементами цiєї системи.

Алгебричнi системи A = (A,Ω,Π) i B = (B,Ω′,Π′) називають алгебри-
чними системами того самого типу, якщо мiж множинами їх операцiй i
предикатiв iснує така взаємно однозначна вiдповiднiсть, за якої вiдповiднi
операцiї i предикати мають однаковi арностi. Вiдповiднi операцiї назива-
ють операцiями того самого типу або однотипними. Часто однотипнi
операцiї i предикати не розрiзняють мiж собою i вважають, що системи
A = (A,Ω,Π) i B = (B,Ω′,Π′) мають однаковi сигнатури операцiй i преди-
катiв.

АС скiнченного типу A = (A,Ω,Π) називають скiнченною, якщо
множина A скiнченна. У цьому випадку АС A = (A, Ω,Π) записують
A = (A;ωn1

1 ,ωn2
2 , . . . ,ωns

s ;πk1
1 , πk2

2 , . . . ,πkr
r ).

АС A = (A,Ω,Π) називають одноосновною алгеброю, якщо Π = ∅, i
моделлю, якщо Ω = ∅.

Приклад 3.3.1. A = (Z; {+}),A = (Q; {+,−}),A = (Z; {+}; {≤}),A =
= (Z; {≤}), A = (N ; {s,+, 0, 1}), де Z,Q,N – множини всiх цiлих, рацiональ-
них i натуральних чисел вiдповiдно, а “+” i “−” — звичайнi операцiї додавання i
вiднiмання чисел. Предикат ≤ – це вiдношення лi- нiйного порядку. Перша i друга
АС — алгебри типу (2) i (2, 2), третя АС – типу (2; 2), четверта — модель типу
(2), а п’ята – алгебра типу (1, 2, 0, 0), де s(x) = x+ 1, a 0 i 1 – видiленi елементи
цiєї АС.

Мова предикатiв першого порядку, яка була визначена вище, є алгебричною
системою вигляду (A,Ω,Π). ♠

Якщо в означеннi АС замiнити слово операцiй словами часткових опе-
рацiй, то отримуємо означення часткової АС.

Довiльнiй n-арнiй операцiї на множинi A вiдповiдає (n + 1)-арний пре-
дикат Pw. Дiйсно,

Pw(a1, a2, . . . , an, b) = 1 ⇔ w(a1, a2, . . . , an) = b,

де a1, a2, . . . , an, b ∈ A.
Якщо таким способом замiнити в АС усi операцiї предикатами, то

дiстаємо модель A∗ = (A,Π∗), яку називають моделлю, що вiдповiдає АС
A = (A,Ω,Π).

Приклад 3.3.2. Для A = (Z; {+,−, 0}; {≤}) модель набуває вигляду A∗ =
= (Z; {P 3

+, P
3
−, P

1
0 ,≤}), де

P+(x, y, z) = 1 ⇔ x+ y = z, P−(x, y, z) = 1 ⇔ x− y = z, P0(x) = 1 ⇔ x = 0. ♠
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Вiдображенням АС A = (A,Ω,Π) в АС B = (B,Ω′,Π′) називають вiд-
ображення h : A → B.

Oзначення 3.2. Iзоморфiзмом АС A = (A,Ω,Π) типу τ в АС B =
= (B,Ω′,Π′)) того самого типу τ називають взаємно однозначне вiдобра-
ження h, яке задовольняє такi умови:

(i) h(ω(a1, a2, . . . , an)) = ω′(h(a1), h(a2), . . . , h(an)),
(i1) πk(a1, a2, . . . , an) ⇔ π′

k(h(a1), h(a2), . . . , h(an)),

для будь-яких a1, a2, . . . , an з A i для вiдповiдних ω iз Ω i ω′ iз Ω′ та πk з
Π i π′

k з Π′.
Iзоморфiзм h : A → A називають автоморфiзмом.
Гомоморфiзмом АС A = (A,Ω,Π) в АС B = (B,Ω′,Π′) того самого

типу, що й A, називають вiдображення h : A → B, яке задовольняє умову
(i) й умову

(i2) πk(a1, a2, . . . , an) → π′
k(h(a1), h(a2), . . . , h(an)),

для всiх a1, a2, . . . , an ∈ A, πk ∈ П i π′
k ∈ Π′.

Iз цих означень випливає, що довiльний iзоморфiзм АС є гомоморфi-
змом. Взаємно однозначний гомоморфiзм для АС не завжди буде iзоморфi-
змом. Дiйсно, нехай A = (N ,π) i B = (N , <), де π – бiнарне тотожно хибне
вiдношення на N . Моделi A i B одного типу, а довiльне вiдображення A в B
буде гомоморфiзмом. Справдi, умова (i2) тут завжди виконується, а умову
(i) i перевiряти не потрiбно, оскiльки немає операцiй. Але мiж A i B немає
жодного iзоморфiзму. Якби це було не так, тобто, якщо h – iзоморфiзм,
то h(0) i h(1) рiзнi i, отже, або h(0) < h(1), або h(1) < h(0). З умови (i1)
випливає, що π(0, 1) або π(1, 0) буде iстинним, що суперечить тому, що π

тотожно хибне на N .
Гомоморфiзм h АС A = (A,Ω,Π) в АС B = (B,Ω′,Π′) називають гомо-

морфiзмом “на”, якщо h – вiдображення A на B.
З означень гомоморфiзму й iзоморфiзму випливає

Теорема 3.1. 1. Довiльний взаємно однозначний гомоморфiзм h скiн-
ченної АС A = (A,Ω,Π) на себе є iзоморфiзмом.

2. Добуток гомоморфiзмiв (iзоморфiзмiв) АС є гомоморфiзмом
(iзоморфiзмом) АС.

3. Вiдношення iзоморфностi АС є вiдношенням еквiвалентностi.

Доведення пропонуються читачевi як простi вправи.
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Теорема 3.2. Вiдображення h A = (A,Ω,Π) в B = (B,Ω′,Π′) є гомо-
морфiзмом тодi i тiльки тодi, коли h — гомоморфiзм моделi A∗ в модель
B∗, де A∗ i B∗ – моделi, якi вiдповiдають АС A i B.

Доведення. Нехай h – гомоморфiзм A∗ в B∗, а ω i ω′ – однотипнi
основнi операцiї АС A i B, а Pw i Pw′ – вiдповiднi предикати моделей
A∗ i B∗. Нехай a1, . . . , an ∈ A. Тодi покладемо ω(a1, . . . , an) = a. Отри-
муємо Pw(a1, . . . , an, a) = 1. Отже, Pw′(h(a1), . . . , h(an), h(a)) = 1, тобто
ω′(h(a1), . . . , h(an)) = h(a).

Доведення у зворотному напрямку виконують аналогiчно. ■
АС A1 = (A1,Ω,Π) називають пiдсистемою АС A = (A,Ω, Π), якщо

A1 ⊆ A i множина A1 замкнута вiдносно будь-якої основної операцiї iз Ω,
а значення основних предикатiв iз Π на множинi A1 збiгаються iз значен-
нями тих же предикатiв на A для всiх елементiв з A1. Якщо A – алгебра
або модель, то A1 називають пiдалгеброю або пiдмоделлю A. Зокрема,
якщо A являє собою модель, то довiльна непорожна пiдмножина носiя буде
замкнутою i, отже, буде пiдмоделлю моделi A. Для АС справедлива

Теорема 3.3. Непорожний перетин довiльної сукупностi пiдсистем
АС A = (A,Ω,Π) є пiдсистемою АС A.

3.2. Iндуктивнi моделi на N
У зв’язку з тим, що метод математичної iндукцiї тiсно пов’язаний з

множиною натуральних чисел N , то розглянемо детальнiше моделi, якi ви-
никають у цiй множинi та їхнi властивостi.

Далi пiд словом модель розумiтимемо АС вигляду M = (N ; 0, s; =), де N
– деяка множина; 0, s – вiдповiдно нульарна i унарна операцiї та = – бiнар-
ний предикат рiвностi, визначенi на N . Таку модель називають моделлю
Пеано, якщо вона задовольняє такi три аксiоми (умови) [10]:

P1. Для всiх x ∈ N s(x) ̸= 0.
P2. Для всiх x, y ∈ N , якщо x ̸= y, то s(x) ̸= s(y).
P3. Якщо G пiдмножина N така, що

а) 0 ∈ G i б) якщо x ∈ G i s(x) ∈ G, то G = N .
Якщо N∗ – множина натуральних чисел у тому виглядi, в якому їх спри-

ймає наша iнтуїцiя, то 0∗ – це нуль, s∗ – це операцiя “слiдує за” (тобто, це
така операцiя, що для довiльного x s∗(x) є наступним за x натуральним
числом) i N ∗ = (N∗; 0∗, s∗; =) – приклад моделi Пеано. Саме цей приклад
моделi натуральних чисел сприяв розгляду вищенаведених аксiом, якi на-
зивають аксiомами Пеано.
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Зауважимо, що моделей Пеано iснує багато. Прикладом такої моделi є
модель парних натуральних чисел (N ′; 0′, s′; =), де 0′ – це число 2, s′(x) –
наступне парне число за числом x.

Аксiому P3 називають аксiомою iндукцiї.

Oзначення 3.3. Модель називають iндуктивною, якщо вона задоволь-
няє аксiому математичної iндукцiї.

Отже, довiльна модель Пеано є iндуктивною моделлю, але обернене
твердження не виконується. Покажемо це на прикладах.

Приклад 3.3.3. Нехай N ′′ – множина, яка включає два елементи a0 i a1.
Нехай унарна операцiя s′′ на N ′′ має стале значення a1, тобто s′′(x) = a1 для всiх
x ∈ N ′′. Тодi M ′′ = (N ′′; a0, s

′′; =) є iндуктивною моделлю, але не буде моделлю
Пеано, оскiльки вона не задовольняє аксiому Р2.

Приклад 3.3.4. Другим прикладом iндуктивної моделi, в якiй не виконується
аксiома Р1, є модель M ′′′ = (N ′′′; 0′′′, s′′′; =), де N ′′′ = {0′′′}, a s′′′(0′′′) = 0′′′. Отже,
ця модель не є моделлю Пеано.

Виникає питання: чи iснують iндуктивнi моделi, якi не задовольняють
аксiоми Р1 i Р2? Виявляється, що таких моделей не iснує: кожна модель, яка
задовольняє аксiому Р3, повинна задовольняти або аксiому Р1, або аксiому
Р2.

Доведення цього факту буде дано далi пiсля побудови теорiї визначення
за iндукцiєю.

З аксiом Р1–Р3 випливають такi властивостi:
Р4. Якщо y ∈ N i для всiх x ∈ N y ̸= s(x), то y = 0.
Р5. Для всiх x ∈ N s(x) ̸= x.
Справедливiсть цих властивостей для моделi Пеано N ∗ = (N∗; 0∗, s∗; =)

очевидна. Р4 означає, що число, яке не слiдує нi за яким iншим числом, є
0, а Р5 означає, що жодне iз чисел не слiдує за самим собою.

Але iснує важлива рiзниця мiж Р4 i Р5. Доведення Р4 використовує
лише аксiому Р3 i тому Р4 справедлива для всiх iндуктивних моделей, а
доведення Р5 використовує всi три аксiоми Р1, Р2 i Р3. Приклад моделi
M ′′′ = (N ′′′; 0′′′, s′′′; =) показує, що Р5 справедлива не для всiх iндуктивних
моделей.

3.3. Означення за iндукцiєю
Розширимо нашi початковi поняття “число”, “нуль”, “слiдує за” такими

поняттями як операцiї додавання, множення, пiднесення до степеня тощо.
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Спочатку розглянемо операцiю додавання i спосiб її визначення.
Додавання – це бiнарна операцiя, визначена на множинi натуральних

чисел, тобто – це функцiя “+” двох змiнних, яка кожнiй упорядкованiй парi
(x, y) натуральних чисел ставить у вiдповiднiсть нове натуральне число,
яке позначається як x+ y. Пеано визначає x+ y двома умовами:

x+ 0 = x, (1.1)
x+ s(y) = s(x+ y). (1.2)

Iнтуїтивнi представлення про операцiю додавання переконують нас, що
цi умови виконуються для всiх натуральних чисел x i y.

Але в якому сенсi умови (1.1) i (1.2) складають означення операцiї дода-
вання? Зокрема, чи визначається деяка бiнарна операцiя, що задовольняє
цi умови, однозначно i чи це виконується в довiльнiй моделi Пеано?

Вiдповiдi на цi запитання ми розглядали для фундованих множин i до-
бре упорядкованих множин, а чи будуть результати, отриманi для цих мно-
жин, справедливими для iндуктивних моделей i моделей Пеано?

Для вiдповiдi на цi питання розглянемо одну, пов’язану з ними, пробле-
му.

Введення операцiї за допомогою умов (1.1) i (1.2) є прикладом визна-
чення за iндукцiєю. Для розгляду цього поняття в загальних термiнах,
задамо модель Пеано M = (N ; 0, s; =) i другу модель M1 = (N1; 01, s1; =),
яка не обов’язково повинна бути моделлю Пеано (або, навiть, iндуктивною
моделлю). Будемо говорити, що двi рiвностi

h(0) = 0, (2.1)
h(s(y)) = s1(h(y)). (2.2)

визначають за iндукцiєю функцiю h, яка вiдображає N в N1 (тобто h :
N → N1), якщо для всiх y ∈ N виконуються рiвностi (2.1) i (2.2). Функцiю
h, яка задовольняє умови (2.1) i (2.2) можна назвати гомоморфiзмом N =
= (N ; 0, s; =) в M1 = (N1; 01, s1; =). Знову виникає питання: в якому сенсi
цi умови визначають функцiю h. Вiдповiдь на це питання дає

Теорема 3.4. Для довiльної моделi Пеано M = (N ; 0, s; =) i довiльної
моделi M1 = (N1; 01, s1; =) iснує одна i тiльки одна функцiя h, яка вiдобра-
жає M в M1 та задовольняє умови (2.1) i (2.2).

Перш нiж доводити цю теорему, з’ясуємо її зв’язок з умовами (1.1) i
(1.2).

Нехай M = (N ; 0, s; =) – довiльна модель Пеано, тодi для довiльного
x ∈ N побудуємо модель Пеано Mx = (Nx;x, s; =), де Nx – пiдмножина
множини N , елементами якої є x, s(x), s(s(x)), . . .. Застосовуючи теорему 3.4
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до моделей M i Mx, дiстаємо, що для кожного x ∈ N iснує єдина функцiя
hx, яка вiдображає M у себе так, що виконуються умови

hx(0) = x, (3.1)
hx(s(y)) = s(hx(y)) (3.2)

для всiх y ∈ N . З iснування та єдиностi такої функцiї hx i виводиться
iснування єдиної бiнарної операцiї додавання на моделi M = (N ; 0, s; =),
причому цей висновок ґрунтується тiльки на теоретико-множинних побу-
довах i не залежить вiд аксiом Р1–Р3.

Нехай f – бiнарна операцiя на N така, що ∀x, y ∈ N iснує елемент f(x, y),
який визначається таким способом:

f(x, y) = hx(y). (4)

На пiдставi (4), (3.1), (3.2) отримуємо, що f задовольняє умови (для всiх
x, y ∈ N):

hx(0) = x, (5.1)
hx(s(y)) = s(f(x, y)). (5.2)

Далi f – єдина бiнарна операцiя на N , яка задовольняє цi умови. Дiйсно,
нехай g – деяка бiнарна операцiя на N , яка задовольняє умови

g(x, 0) = x, (6.1)
g(x, s(y)) = s(g(x, y)) (6.2)

для всiх x, y ∈ N . Поставимо у вiдповiднiсть кожному x ∈ N унарну опера-
цiю gx на N таку, що для всiх y ∈ N

gx(y) = g(x, y). (7)

Iз (7), (6.1), (6.2) випливає, що для всiх x ∈ N справедливi рiвностi

gx(0) = x, (8.1)
gx(s(y)) = s(gx(y)). (8.2)

Якщо порiвняти (3.1), (3.2) i (8.1), (8.2), то стає очевидним, що gx = hx
для кожного x ∈ N , оскiльки з теореми 3.4 випливає єдинiсть функцiї hx,
яка визначається умовами (3.1) i (3.2). Але на пiдставi (4) i (7) дiстаємо
f(x, y) = g(x, y) для всiх x, y ∈ N . А це й означає, що операцiї f i g на N
збiгаються. Отже, з теореми 3.4 випливає, що для довiльної моделi Пеано
N = (N ; 0, s; =) iснує єдина бiнарна операцiя f на N , яка задовольняє умови
(5.1) i (5.2) для всiх x, y ∈ N . Цю бiнарну операцiю i називають додаван-
ням, а коли її позначити символом +, то умови (1.1) i (1.2) – це умови (5.1)
i (5.2) тiльки записанi iншим способом.
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Крiм того, зi сказаного випливає також те, що однiєї аксiоми математи-
ченої iндукцiї недостатньо для oзначення за iндукцiєю (потрiбна принаймнi
аксiома Р1).

Доведення теореми 3.4. Нехай M = (N ; 0, s; =) – довiльна модель Пеано
i M1 = (N1; 01, s1; =) – довiльна iнша модель. Пiдмножину H множини N
називають сегментом, якщо

1) 0 ∈ H i 2) як тiльки s(x) ∈ H, то x ∈ H.

Визначимо часткову функцiю j таку, що
1) вона визначена на деякому сегментi H i
2) набуває значень, якi належать множинi N1, причому умови

j(0) = 01, (10.1)
j(s(x)) = s1(j(x)) (10.2)

виконуються для всiх x таких, що s(x) ∈ H.

Лема 3.1. Кожний елемент з N належить областi визначення якої-
небудь часткової функцiї, що була визначена у абзацi вище. , що була ви-
значена у абзацi вище

Доведення. Нехай G – множина елементiв з N , якi належать областi ви-
значення якої-небудь часткової функцiї. Одноелементну множину {0} мо-
жна вважати сегментом, оскiльки на пiдставi аксiоми Р1, не iснує такого
x, що s(x) ∈ {0}. Iз цих причин функцiя j з областю визначення {0} i
значенням j(0) = 0, буде частковою функцiєю. Отже, 0 ∈ G.

Припустимо, що y – довiльний елемент iз G i j – часткова функцiя,
область визначення якої сегмент H, i H включає елемент y. Якщо s(y) ∈ H,
то s(y) також належить G. Тому розглянемо випадок, коли s(y) ̸∈ H. Нехай
H ′ означає пiдмножину множини N , яка отримана шляхом додавання s(y)
до H, i нехай j′ – функцiя, область визначення якої є H ′, i значення якої
задають таким способом.

Якщо x ∈ H, то j′(x) = j(x), i якщо x = s(y), то j′(x) = s1(j(y)). Далi
буде показано, що j′ – часткова функцiя, i тому коли s(y) ̸∈ H (так само, як
у протилежному випадку, про який йшлося вище), то s(y) ∈ G. Оскiльки
множина G включає 0 i замкнута вiдносно s, то на пiдставi аксiоми Р3
маємо G = N .

Тому, щоб закiнчити доведення леми, залишається показати, що j′ є
часткова функцiя. Iз цiєю метою розширимо спочатку область визначення
H ′ часткової функцiї j′, яка включає множину H i елемент {s(y)}. Оскiльки
H – область визначення часткової функцiї, то вона є сегментом i тому 0 ∈
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∈ H ′. Далi, якщо x – довiльний елемент iз N такий, що s(x) ∈ H ′, то також
i x ∈ H ′ на пiдставi того, що а) коли s(x) ∈ H, то x ∈ H на пiдставi того,
що H – сегмент; б) якщо s(x) = s(y), то x = y на пiдставi аксiоми Р2, i
знову x ∈ H (оскiльки вiдомо, що y ∈ H). Цi мiркування показують, що H ′

є сегментом.
Далi, j′(0) = j(0) = 01 i j′(s(x)) = s1(j

′(x)) як тiльки s(x) ∈ H ′. Остання
рiвнiсть ґрунтується на розглядi окремо тих самих двох випадкiв, що i вище:

а) якщо s(x) ∈ H, то x ∈ H, так що

j′(s(x)) = j(s(x)) = s1(j(x)) = s1(j
′(x));

б) якщо s(x) = s(y), то x = y i

j′(s(y)) = s1(j(y)) = s1(j
′(y)).

Оскiльки область визначення функцiї j є сегментом i j′ задовольняє умови
(10.1) i (10.2), то j′ – часткова функцiя. ■

Лема 3.2. Якщо j1 i j2 – двi частковi функцiї i x належить областi
визначення кожнoї iз цих функцiй, то j1(x) = j2(x).

Доведення. Нехай G — множина таких елементiв x ∈ N , що має мiсце
рiвнiсть j1(x) = j2(x) як тiльки j1 i j2 частковi функцiї, областi визначення
яких включають елемент x. Очевидно, що 0 ∈ G, оскiльки j(0) = 01 для
кожної часткової функцiї j.

Нехай x – довiльний елемент iз G, а j1 i j2 – довiльнi частковi функцiї,
область визначення кожної з них включає s(x). Тодi j1(s(x)) = s1(j1(x))
i j2(s(x)) = s1(j2(x)). Але оскiльки x ∈ G, то j1(x) = j2(x) i j1(s(x)) =
= j2(s(x)). Тому s(x) ∈ G. Оскiльки 0 ∈ G i G замкнута вiдносно s, то на
пiставi аксiоми Р3 дiстаємо G = N . ■

З лем 3.1 i 3.2 випливає, що для довiльного x ∈ N iснує один i тiльки
один елемент z ∈ N1 такий, що z = j(x) для довiльної часткової функцiї
j, область визначення якої включає елемент x (принаймнi одна така фун-
кцiя знайдеться). Нехай h – функцiя з областю визначення N така, що
∀x ∈ N h(x) визначається саме цим елементом z ∈ N1. Виявляється, що
ця функцiя h задовольняє умови (2.1) i (2.2) i що вона єдина функцiя з
областю визначення N , яка має цю властивiсть.

Дiйсно, h(0) = j(0) = 01 для довiльної часткової функцiї j. Далi, для
довiльного y ∈ N iснує така часткова функцiя j, що s(y) належить областi
визначення j на пiдставi леми 3.1. Звiдси дiстаємо h(s(y)) = j(s(y)) =
= s1(j(y)) = s1(h(y)), так, що коли h задовольняє умови (2.1) i (2.2) для
всiх y ∈ N , то h1 = h. Це випливає з того, що N є сегментом, де обидвi
функцiї є частковими, i тодi на пiдставi леми 3.2 h(x) = h1(x) для всiх
x ∈ N . А це й означає рiвнiсть функцiй h i h1. Цим доведення теореми 3.4
закiнчується. ■
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3.4. Операцiї на iндуктивних моделях
З теореми 3.4 випливає iснування в кожнiй моделi Пеано єдиної бiнарної

операцiї додавання, тобто операцiї f , яка задовольняє умови (5.1) i (5.2)
для всiх x, y ∈ N . Але є загальнiший результат.

Теорема 3.5. В кожнiй iндуктивнiй моделi iснує лише одна операцiя
додавання.

Доведення цiєї теореми не може опиратися на теорему 3.4, оскiльки тео-
рема 3.4 справедлива не у всiх iндуктивних моделях (напр., в розглянутому
вище прикладi 3.3.4 модель M ′′ = (N ′′; 0′′, s′′; =)). Для доведення теореми
скористаємося такою лемою.

Лема 3.3. Якщо M = (N ; 0, s; =) – довiльна iндуктивна модель, то для
кожного елемента x ∈ N iснує єдина унарна операцiя hx на N така, що
умови (3.1) i (3.2) виконуються для всiх y ∈ N .

Доведення. Зауважимо, що для довiльного x ∈ N може iснувати що-
найбiльше одна операцiя hx, яка задовольняє умови (3.1) i (3.2). Дiйсно,
припустимо, що hx i h′x – двi операцiї, якi задовольняють цi умови, i припу-
стимо, що G така пiдмножина множини N , до якої входить y тодi i тiльки
тодi, коли hx(y) = h′x(y). Очевидно, що 0 ∈ G, оскiльки hx(0) = h′x(0). Крiм
того, множина G замкнута вiдносно операцiї s, тодi, якщо y ∈ G (а це тодi,
коли hx(y) = h′x(y)), то h(s(y)) = s(h(x)) = s(h′x(y)) = h′x(s(y)), а звiдси
випливає, що s(y) ∈ G. На пiдставi справедливостi аксiоми Р3 для моделi
M = (N ; 0, s; =) дiстаємо, що G = N , i тому hx = h′x.

Нехай тепер H – пiдмножина множини N , яка включає тiльки тi еле-
менти, для яких iснує операцiя hx. Позначимо h0 тотожну операцiю на N ,
тобто h0(y) = y для всiх y ∈ N . Звiдси отримуємо h0(0) = 0 (тобто вико-
нується умова (3.1)). Отже, 0 ∈ H. Далi, множина H замкнута вiдносно s.
Покладемо x ∈ H i що операцiя hx iснує. Нехай hs(x) така операцiя на N ,
що hs(x)(y) = s(hx(y)) для всiх y ∈ N , тодi hs(x)(0) = s(hx(0)) = s(x) (отже,
для s(x) виконується умова (3.1)), в той час як для довiльного y ∈ N

hs(x)(s(y)) = s(hx(s(y))) = s(s(hx(y)) = s(hs(x)(y)).

Отже, для s(x) виконується умова (3.2), а звiдси випливає, що s(x) ∈ H.
Застосовуючи аксiому Р3, яка за умовою справедлива для M = (N ; 0, s; =),
дiстаємо справедливiсть рiвностi H = N , а це доводить лему. ■

Ця лема дає можливiсть закiнчити доведення теореми 3.5 точно так
само, як це було зроблено для доведення iснування операцiї додавання в
теоремi 3.4.
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Операцiя множення. В розглядi операцiї множення ситуацiя повнi-
стю аналогiчна тiй, яка була в розглядi операцiї додавання. Пiд операцiєю
множення для iндуктивної моделi M = (N ; 0, s; =) розумiють таку бiнарну
операцiю · на N , що для всiх x, y ∈ N

x · 0 = 0, (11.1)
x · s(y) = (x · y) + x, (11.2)

де + означає операцiю додавання для цiєї моделi.
Використовуючи доведення, аналогiчне наведеному вище для теореми

3.5, можна показати, що в iндуктивнiй моделi iснує одна i тiльки одна опе-
рацiя множення.

Оскiльки операцiї додавання i множення єдинi в iндуктивних моделях, а
тому i в моделях Пеано, то це дає можливiсть визначати iншi функцiї i опе-
рацiї, якi опираються на цi операцiї. Але пiд час визначення таким способом
функцiй i операцiй слiд пам’ятати про модель, де цi об’єкти визначаються.
Рiч у тiм, що модель Пеано iндуктивна, але не кожна iндуктивна модель бу-
де моделлю Пеано, як про це свiдчить модель прикладу 3.3.4. Така ситуацiя
виникає в означеннi операцiї пiднесення до степеня.

Пiд операцiєю пiднесення до степеня для iндуктивної моделi (N ; 0, s; =)
розумiють таку бiнарну операцiю exp, що для всiх x, y ∈ N справедливi
умови

x exp 0 = s(0), (12.1)
x exp s(y) = (x exp y) · x. (12.2)

Тут знак · означає операцiю множення на цiй моделi. Для операцiї пiднесен-
ня до степеня не iснує теореми, подiбної теоремi 3.5. Справдi, взявши модель
M ′′ = (N ′′; a0, t; =) з прикладу 3.3.3, дiстаємо таку суперечнiсть. Припусти-
мо, що exp є операцiєю на M ′′, де N ′′ = {a0, a1} i t(a0) = a1 та t(a1) = a0,
яка задовольняє (12.1) i (12.2) для всiх x, y ∈ N ′′. Тодi iз (12.2) випливає,
що a0 exp a0 = (a0 exp a1) · a0, i тому a0 exp a0 = a0 на пiдставi (11.1). З
iншого боку, iз (12.1) випливає a0 exp a0 = t(a0) = a1. Дiстаємо суперечнiсть
iз припущенням, яка показує, що iндуктивна модель M ′′ = (N ′′; a0, t; =) не
має жодної операцiї пiднесення до степеня.

Але, застосовуючи теорему 3.4, можна показати, що кожна модель Пе-
ано має єдину операцiю пiднесення до степеня. Дiйсно, можна довести за-
гальнiший результат, звiдки це твердження випливає як окремий випадок.

Теорема 3.6. Нехай (N;0,s;=) – довiльна модель Пеано, f – унарна опе-
рацiя на N i g – тернарна операцiя на N. Тодi iснує одна i тiльки одна
бiнарна операцiя j на N, яка для всiх x, y ∈ N задовольняє умови
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jx(0) = f(x), (13.1)

jx(s(y)) = g(x, y, j(x, y)). (13.2)

Зокрема, коли j є така унарна операцiя на N , що f(x) = s(0) для всiх
x ∈ N , i g – така тернарна операцiя на N , що g(x, y, z) = z·x для всiх x, y, z ∈
∈ N , то дiстаємо операцiю пiднесення до степеня на N . Дiйсно, умови (13.1)
i (13.2) дають j(x, 0) = s(0) (тобто x0 = 1) i j(x, s(y)) = g(x, y, j(x, y)) =
= j(x, y) · x (тобто xy+1 = xy · x).

Доведення теореми 3.6. Як випливає з доведення теореми 3.4, досить
показати, що для кожного x ∈ N iснує єдина унарна операцiя jx на N така,
що для всiх y ∈ N

jx(0) = f(x), (14.1)
jx(s(y)) = g(x, y, jx(y)). (14.2)

Показавши це, стає можливим доведення теореми 3.6 за допомогою за-
гальних теоретико-множинних мiркувань, якi справедливi для всiх моделей
(тобто без використання жодної з аксiом Р1–Р3).

Розглянемо множину N1 = N×N усiх упорядкованих пар (y, z), де y, z ∈
N . Нехай 0x (де x довiльний) елемент (0, f(x)) ∈ N1, a sx – унарна операцiя
на N1 така, що sx(y, z) = (s(y), g(x, y, z)) для всiх x, y ∈ N . Застосовуючи
теорему 3.4 до моделi Пеано (N ; 0, s; =) i моделi (N1; 0x, sx; =), отримуємо,
що для кожного x ∈ N iснує єдине вiдображення hx множини N у множину
N1 таке, що рiвностi

hx(0) = 0x, (15.1)
hx(s(y)) = sx(hx(y)) (15.2)

мають мiсце для всiх y ∈ N .
Далi, нехай L i R такi вiдображення N1 в N , що для всiх x, y ∈ N

L(x, y) = x, R(x, y) = y i jx та kx (де x ∈ N – довiльний) – такi двi унарнi
операцiї, що jx(y) = R(hx(y)) i kx(y) = L(hx(y)) для всiх y ∈ N . Покажемо,
що для всiх y ∈ N операцiя jx задовольняє умови (14.1) i (14.2). Для цього
попередньо доведемо справедливiсть рiвностi kx(y) = y для всiх y ∈ N . При-
пустимо, що G – пiдмножина множини N , яка складається з тих елементiв
y, для яких kx(y) = y. Оскiльки kx(0) = L(hx(0)) = L(0x) = L(0, f(x)) = 0,
то 0 ∈ G. Далi, нехай y – довiльний елемент iз G. Тодi на пiдставi (15.2),
kx(s(y)) = L(hx(s(y))) = L(sx(hx(y))). За означенням sx маємо

sx(hx(y)) = (s(L(hx(y))), g(x, L(hx(y)), R(Hx(y)))) =

= (s(kx(y)), g(x, kx(y), jx(y)))

так, що kx(s(y)) = L(sx(hx(y))) = s(kx(y)). Оскiльки y ∈ G, то звiдси
kx(s(y)) = s(y) i тому s(y) ∈ G.
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Отже, множина G замкнута вiдносно s, i оскiльки аксiома Р3 справе-
длива для моделi (N ; 0, s; =), то G = N , тобто kx(y) = y для всiх y ∈ N .

Повертаючись знову до отриманої формули

sx(hx(y)) = (s(kx(y)), g(x, kx(y), jx(y))),

бачимо, що тепер її можна спростити таким способом:

sx(hx(y)) = (s(y), g(x, y, jx(y))).

Оскiльки jx(s(y)) = R(hx(s(y))) = R(sx(hx(y))), то вiдразу отримуємо, що
jx(s(y)) = g(x, y, jx(y)), а це показує, що jx задовольняє умову (14.2).

З iншого боку, jx(0) = R(hx(0)) = R(0x) = f(x), так що jx задовольняє
умову (14.1).

Для закiнчення доведення теореми 3.6 залишається показати, що jx єди-
на унарна операцiя на N , яка задовольняє цим двом умовам. Доведення ви-
конують за тiєю самою схемою, що i доведення єдиностi операцiї додавання
в теоремi 3.4.

3.4.1. Моделi Пеано й iндуктивнi моделi
Чому операцiї додавання i множення iснують в кожнiй iндуктивнiй мо-

делi, а операцiю пiднесення до степеня можна гарантувати лише в моделях
Пеано? Щоб вiдповiсти на це питання потрiбно зрозумiти, як пов’язанi мiж
собою моделi Пеано та загальнiшi iндуктивнi моделi. На допомогу прихо-
дить алгебра.

Нехай M = (N ; 0, s; =) i M1 = (N1; 01, s1; =) – довiльнi двi моделi. Гово-
рять, що M1 є гомоморфним образом M, якщо iснує гомоморфiзм h моделi
M на модель M1, тобто функцiя h, областю визначення якої є множина M
i областю значень – вся множина M1, така, що h(0) = 0 i h(s(x)) = s1(h(x))
для всiх x ∈ M .

Теорема 3.7. Нехай M = (N ; 0, s; =) – модель Пеано i M1 = (N1;
01, s1; =) – довiльна iнша модель. Щоб модель M1 була гомоморфним обра-
зом M, необхiдно i достатньо, щоб вона була iндуктивною моделлю.

Доведення необхiдностi. Припустимо, що M1 – гомоморфний образ M i
нехай h – гомоморфiзм M на M1. Нехай G1 – довiльна пiдмножина N1 така,
що 0 ∈ G1 i G1 замкнута вiдносно s1. Щоб довести, що M1 є iндуктивною
моделлю, достатньо показати, що G1 = N1.

Iз цiєю метою розглянемо пiдмножину G з N , яка включає тi i тiльки
тi елементи x, для яких h(x) ∈ G1. Оскiльки h(0) = 0, то 0 ∈ G. Множина
G замкнута вiдносно s. Дiйсно, нехай x ∈ G такий, що h(x) ∈ G1. Тодi
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s1(h(x)) ∈ G1 на пiдставi замкнутостi G1 вiдносно s1. Але h(s(x)) = s1(h(x)),
оскiльки вiдображення h гомоморфiзм. Таким чином, h(s(x)) ∈ G1 i, отже,
s(x) ∈ G, а це означає замкнутiсть G вiдносно s. На пiдставi того, що в
моделi (N ; 0, s; =) виконується аксiома Р3, то G = N . А це означає, що
h(x) ∈ G1 для всiх x ∈ N . З того, що область визначення h збiгається з N ,
а область значень – N1, дiстаємо, що G1 = N .

Доведення достатностi. Припустимо, що (N1; 01, s1; =) – iндуктивна
модель. Оскiльки (N ; 0, s; =) – модель Пеано, то можна застосувати теорему
3.4, з якої випливає, що iснує (єдиний) гомоморфiзм h iз M в M1. Щоб
закiнчити доведення, залишається показати, що областю значень функцiї
h є вся множина N1.

Зрозумiло, що область значень функцiї h включає 01 на пiдставi того,
що h(0) = 01. Вона замкнута вiдносно s1, оскiльки для довiльного елемента
z з областi значень h повинен iснувати елемент x ∈ N такий, що h(x) = z.
А звiдси випливає, що s1(z) = s1(h(x)) = h(s(x)) i тому s1(z) теж належить
областi значень h. Але M1 задовольняє аксiому Р3 i тому область значень
h є N1, що i потрiбно було довести. ■

З теореми 3.7 випливає важливий i добре вiдомий наслiдок.

Теорема 3.8. Довiльнi двi моделi Пеано iзоморфнi.

Доведення. Нехай M i M1 – довiльнi двi моделi Пеано. За теоремою
3.7 iснує гомоморфiзм h iз M в M1 i гомоморфiзм h1 iз M1 в M. Але
суперпозицiя двох гомоморфiзмiв теж є гомоморфiзмом i тодi функцiя h1∗h,
тобто унарна операцiя на N , визначена для всiх x ∈ N рiвнiстю h1 ∗ h(x) =
= h1(h(x)), гомомoрфiзм M в M. Але на пiдставi теореми 3.4 iснує лише
єдиний гомоморфiзм M в M i таким гомоморфiзмом є тотожна операцiя
на M. Отже, h1 ∗ h(x) = x для всiх x ∈ M . Звiдси випливає, що h – бiєкцiя
i тому h – iзоморфiзм моделей M i M1.

Принципове значення цiєї теореми полягає в такому математичному на-
слiдку.

Наслiдок 3.1. Якщо взяти якусь досить широку множину твер-
джень, яка включає символи “N ”, “0”, “s” i “=”, то довiльне твердження iз
цiєї множини, справедливе в однiй моделi Пеано, буде справедливим i для
довiльної iншої моделi Пеано.

Вiдтак, якщо твердження iз цiєї множини справедливе для деякої окре-
мої моделi Пеано, наприклад для системи (N∗; 0∗, s∗; =) натуральних чисел,
то воно буде справедливе i для всiх iнших моделей Пеано i, отже, буде ло-
гiчним наслiдком аксiом Р1–Р3. Множинa тверджень, до якої застосовний
цей висновок, включає всi тi твердження про моделi, про якi йшлося вище.
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Таким чином, в подальшому замiсть того, щоб говорити про довiльну мо-
дель Пеано, будемо говорити про систему (N∗; 0∗, s∗; =) натуральних чисел.

Теорема 3.5 показала, що для довiльної iндуктивної моделi M = (N ;
0, s; =) iснує єдина операцiя додавання “+”. А теорема 3.7 вказала на тiсний
зв’язок моделi M iз системою натуральних чисел N ∗ = (N∗; 0∗, s∗; =). Роз-
глянемо вiдношення мiж операцiєю “+” в M i операцiєю додавання “+” в
системi N ∗ = (N∗; 0∗, s∗; =). Цей розгляд приводить до такої теореми.

Теорема 3.9. Нехай M = (N ; 0, s; =) – довiльна iндуктивна модель i
“+” – її операцiя додавання. Нехай h – однозначно визначений гомоморфiзм,
який вiдображає N ∗ в M. Тодi для всiх x, y,∈ N ∗ виконується власти-
вiсть h(x+∗ y) = h(x) + h(y).

Доведення. Нехай x – довiльний елемент множини N ∗ i G така пiдмно-
жина N ∗, що y ∈ G тодi i тiльки тодi, коли h(x+∗y) = h(x)+h(y). Оскiльки
h(x +∗ 0∗) = h(x) = h(x) + 0 = h(x) + h(0∗), то 0∗ ∈ G. Далi, нехай y – до-
вiльний елемент iз G, тодi h(x+∗ y) = h(x) + h(y) i

h(x+∗ s∗(y)) = h(s∗(x+∗ y)) = s(h(x+∗ y)) = s(h(x) + h(y)) =

= h(x) + s(h(y)) = h(x) + h(s∗(y))

i тому s∗(y) ∈ G. А iз замкнутостi множини G вiдносно s∗ на пiдставi аксi-
оми Р3 (справедливої в N ∗) дiстаємо G = N∗. ■

Вiдповiдна теорема для множення також справедлива i може бути до-
ведена тим самим способом. Добре вiдомий такий загальний результат:

якщо деяке рiвняння тотожно виконується в однiй системi, то воно
буде виконуватися i в довiльному її гомоморфному образi [10].

Звiдси випливає, що такi закони, як асоцiативнiсть, комутативнiсть i
дистрибутивнiсть, справедливi для операцiй додавання i множення в N ∗,
будуть справедливi для операцiй “+” i “·” в довiльнiй iндуктивнiй моделi.

3.4.2. Гомоморфiзми i конгруентностi
З алгебри добре вiдомо, що з кожним гомоморфiзмом моделей пов’язане

вiдношення конгруентностi.
Нехай h – довiльний гомоморфiзм моделi M = (N ; 0, s; =) в деяку iншу

модель. Тодi вiдношення Rh таке, що для довiльних x, y ∈ N xRhy тодi
i тiльки тодi, коли h(x) = h(y), є конгруентнiстю. Навпаки, для кожного
вiдношення конгруентностi R у моделi M iснує гомоморфiзм h, який вiд-
ображає M на деяку iншу модель NR так, що Rh = R.

Тепер можна визначити фактор-модель NR = (N/R; [0]R, sR; =), де
sR([x]R) = [s(x)]R для всiх x ∈ N i x ∈ [x]R, тут [x]R – клас еквiвалентностi
елемента x.
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Якщо визначити h як функцiю, яка вiдображає N на N/R i таку, що
h(x) = [x]R для всiх x ∈ N , то легко збагнути, що h – гомоморфiзм N на
NR i що Rh = R, тобто з xRy випливає h(x) = h(y) i навпаки.

Якщо h1 i h2 – гомоморфiзми M на моделi N1 i N2 i коли R1 = R2, то
моделi N1 i N2 iзоморфнi. Звiдси випливає, що кожний гомоморфний образ
моделi M iзоморфний однiй iз моделей NR, визначенiй деяким вiдношенням
конгруентностi R на N .

На пiдставi теорем 3.7 i 3.8 кожна iндуктивна модель iзоморфна мо-
делi N ∗

R, визначенiй деяким вiдношенням конгруентностi R в системi N ∗

натуральних чисел.
Наведемо опис усiх вiдношень конгруентностi на моделi N ∗ в термiнах

вiдношення порядку “<” на N ∗.
Нехай m,n – довiльнi елементи з множини N∗ натуральних чисел. Ви-

значимо вiдношення конгруентностi Rm,n на N∗ такими правилами: xRm,ny
тодi i тiльки тодi, коли справедлива одна з двох умов:

1) x, y < n i x = y;
2) x, y ≥ n i для деякого z ∈ N∗ виконується або x = y +∗ (z ·∗ m), або

y = x+∗ (z ·∗ m).

Теорема 3.10. Бiнарне вiдношення R на множинi N∗ буде вiдношен-
ням конгруентностi в моделi N ∗ тодi i тiльки тодi, коли воно або вiд-
ношення тотожностi в N ∗, або iснують числа m,n ∈ N∗ такi, що
R = Rm,n.

Доведення пропонується як вправа для самостiйного виконання.
Вiдношення конгруентностi Rm,n є добре вiдомим вiдношенням порiв-

нюваностi за модулем. Iндуктивна модель N ∗
Rm,n

, яка вiдповiдає такому
вiдношенню, є просто системою класiв лишкiв за модулем m, а операцiї
додавання i множення визначаються на класах еквiвалентностi.

Очевидно, що коли R – одне з модулярних вiдношень конгруентностi
Rm,n, то s∗R є просто деякою перестановкою елементiв N∗. Отже, NR в цьому
випадку задовольняє аксiому P2. Крiм того, якщо R – одне з вiдношень
конгруентностi Rm,n для n > 0, то зрозумiло, що [0∗]R ̸= s∗R([x]R) для всiх
x ∈ N∗, i в цьому випадку N ∗

R задовольняє аксiому P1. Таким чином, кожна
iндуктивна модель задовольняє аксiоми P1 i P2, про що йшлося вище.

Знайдемо необхiднi i достатнi умови iснування гомоморфних образiв
операцiй при гомоморфiзмi h.

Нехай f – довiльна бiнарна операцiя на N∗. Якщо R є довiльним вiдно-
шенням конгруентностi на N ∗, то, взагалi кажучи, не iснує жодної бiнарної
операцiї g на N∗/R, яка є гомоморфним образом операцiї f при гомоморфi-
змi h, який вiдповiдає вiдношенню R. Зi сказаного вище випливає, що не-
обхiдною i достатньою умовою iснування гомоморфної операцiї g служить
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те, що для всiх x, x1, y, y1 ∈ N∗ таких, що xRx1 i yRy1, справедлива умова
f(x, y)Rf(x1, y1). Якщо ця умова виконується, то g буде такою операцiєю
на N∗, що g([x]R, [y]R) = [f(x, y)]R для всiх x, y ∈ N∗.

Наприклад, хоча 2 ≡ 2 (mod 3) i 0 ≡ 3 (mod 3), але 20 ̸≡ 23 (mod 3).
Отже, операцiя пiднесення до степеня в N∗ не має гомоморфного образу
в N ∗

R3,0
. А операцiї +∗ i ·∗ є прикладами так званих унiверсальних опера-

цiй у тому сенсi, що вони є операцiями f , якi мають таку властивiсть, що
для довiльного вiдношення конгруентностi R на N∗ f(x, y)Rf(x1, y1), якщо
x, y, x1, y1 такi елементи з N∗, що xRx1 i yRy1. Саме на пiдставi цiєї обста-
вини кожна iндуктивна модель має операцiї додавання i множення.

Нехай тепер операцiя j на N∗ отримана застосуванням примiтивної ре-
курсiї з унiверсальних операцiй f i g. Чи буде ця операцiя унiверсальною?
Приклад операцiї пiднесення до степеня показує, що це може i не бути унi-
версальною операцiєю. Але коли j виявиться комутативною операцiєю, то
вона буде унiверсальною (це можна показати узагальненням доведення те-
ореми 3.5). Отже, наслiдком некомутативностi операцiї пiднесення до сте-
пеня на множинi N∗ натуральних чисел є неможливiсть вивести iснування
операцiї пiднесення до степеня в кожнiй iндуктивнiй моделi за допомогою
розповсюдження доведення теореми 3.5.

Розглянута властивiсть комутативностi є достатньою умовою унiвер-
сальностi, але не є необхiдною умовою. Наприклад, операцiя j така, що
j(x, y) = x2 · y для всiх x, y ∈ N∗, є унiверсальною операцiєю, яка отримана
застосуванням примiтивної рекурсiї з унiверсальних функцiй f i g таких,
що f(x) = 0 i g(x, y, z) = z + x2 для всiх x, y, z ∈ N∗, але j не комутативна.

Пiдсумовуючи, зауважимо, що основою застосування методу визначен-
ня за iндукцiєю в моделi M є iснування єдиного гомоморфiзму M в яку-
небудь iншу модель. Отже, теорема 3.4 служить основою всiх визначень за
математичною iндукцiєю для моделей Пеано.

Виявляється, що ця властивiсть характерна для моделей Пеано – єдиних
моделей, в яких всi визначення за математичною iндукцiєю можуть бути
обґрунтованi.

3.5. Iндуктивнi моделi в ПЗ

З огляду на доведенi факти для iндуктивних моделей i моделей Пеано,
наведемо приклади iнтеграцiї цих моделей у ПЗ.

Нагадаємо, що oзначення за iндукцiєю має такий узагальнений вигляд:
1. Базис: Задано список специфiчних (базисних) елементiв множини A.
2. Iндукцiя: Задано одне або декiлька правил побудови нових елементiв

множини A з iснуючих елементiв в A.
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3. Замкнутiсть: Множина A складається з тих i тiльки тих елементiв,
якi отриманi з базисних i побудованi за iндуктивними правилами.

Замкнутiсть є важливою частиною означення за iндукцiєю. Якщо цей
крок вiдсутнiй, то може iснувати велика кiлькiсть множин, якi задовольня-
ють першi два кроки iндуктивного означення. Наприклад, якщо множини
N i {3, 5, 7, . . .} обидвi включають елемент 3 i x їхнiй спiльний елемент, то
яким буде елемент x+ 2.

3.5.1. Абстрактний тип даних “Натуральне число”
Iндуктивне означення множини натуральних чисел, яку позначатимемо

N , було наведено вище. Повторимо це означення ще раз для наглядностi.
Iндуктивне означення множини натуральних чисел N набуває вигляду:
Базис: 0 ∈ N .
Iндукцiя: якщо n ∈ N , то n+ 1 ∈ N .

конструкторами множини N є число 0 i операцiя додавання 1 до елемен-
та з N . Операцiя додавання 1 до n називалася “слiдує за” i позначалася s.
Використовуючи цю операцiю, крок iндукцiї можна записати таким чином:

якщо n ∈ N , то s(n) ∈ N ,
i тепер можна сказати, що N iндуктивна множина з двома конструкторами
0 i s. Це пiдтверджує також теорема 2.6: довiльна пiдмножина B множини
N , побудована за вказаними правилами, збiгається з N .

Надалi будемо називати множину iндуктивною, якщо вона має
iндуктивне означення.

Приклад 3.5.1. Визначити iндуктивно множину A = {1, 3, 7, . . .}. Тут
конструкторами виступають число 1 ∈ N i якщо x ∈ A, то 2x + 1 ∈ A. Отже,
iндуктивне означення буде таким:

Базис: 1 ∈ A.
Iндукцiя: якщо x ∈ A, то 2x+ 1 ∈ A.

На пiдставi теореми 2.6 дiстаємо, що множина A iндуктивна. ♠

Приклад 3.5.2. Чи є множина A = {2, 3, 4, 7, 8, 11, 15, 16, . . .} iндуктивною?
З першого погляду важко визначити iндуктивнiсть чи неiндуктивiсть множини

A. Але коли її подати у виглядi об’єднання двох множин B i C, де

B = {2, 4, 8, 16, . . .} i C = {3, 7, 11, 15, . . .},

то обидвi цi множини очевидно є iндуктивними: конструкторами множини B
виступають число 2 i операцiя множення на 2 – 2x, а для множини C констру-
кторами будуть число 3 i операцiя додавання числа 4 – x + 4. Оскiльки операцiї
додавання i множення в iндуктивних множинах єдинi, то можна скомбiнувати цi
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два означення в одне iндуктивне означення множини A:

Базис: 2, 3 ∈ A.
Iндукцiя: якщо x ∈ A i x непарне, то x+ 4 ∈ A, в iншому разi 2x ∈ A. ♠

Приклад 3.5.2 показує, що може iснувати не один базисний елемент i
крок iндукцiї може включати перевiрку iстинностi умови. Але виникає пи-
тання: коли об’єднання двох iндуктивних множин, буде iндуктивною мно-
жиною? З прикладу видно, що множини базисних елементiв не перетина-
ються й iндуктивнi умови є взаємовиключальними, тобто такими, що на
тому самому елементi цi умови не можуть бути iстинними одночасно. Са-
ме цi властивостi дають можливiсть сформулювати iндуктивне означення
об’єднання iндуктивних множин, яке гарантує єдинiсть результуючої мно-
жини.

Крiм того, це означення гарантує i обчислювальнiсть елементiв такого
типу множин. Дiйсно, обчислення елементiв iндуктивної множини випливає
з поданого нижче факту теорiї примiтивно-рекурсивних функцiй.

Нехай задано деякi функцiї fi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , k+1, i вказано умо-
ви (предикати) uj(x1, . . . , xn), j = 1, 2, . . . , k, якi можуть бути для довiльної
n-ки чисел x1, . . . , xn iстинними або хибними.

Припустимо, що для жодної n-ки чисел нiякi двi умови не можуть бу-
ти хибними одночасно (такi умови називаються взаємoвиключальними).
Функцiю f(x1, . . . , xn), задану схемою

f(x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn), коли u1(x1, . . . , xn) = 0;
..................... ....... .................... ... ...
fk(x1, . . . , xn), коли uk(x1, . . . , xn) = 0;
fk+1(x1, . . . , xn) для решти x1, . . . , xn,

називають кусково заданою.
Серед функцiй натурального аргументу видiляють примiтивно рекур-

сивнi функцiї, з означенням яких можна познайомитися у [6]. Для кусково
заданих примiтивно рекурсивних функцiй справедлива

Теорема 3.11. Нехай заданi n-арнi примiтивно-рекурсивнi функцiї
f1, . . . , fk+1, u1, . . . , uk, де ui – взаємовиключальнi умови, i = 1, 2, . . . , k.
Тодi кусково задана функцiя

f(x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn), коли u1(x1, . . . , xn) = 0;
..................... ....... .................... ... ...
fk(x1, . . . , xn), коли uk(x1, . . . , xn) = 0;
fk+1(x1, . . . , xn) для решти x1, . . . , xn.

теж примiтивно-рекурсивна функцiя.

Доведення. Дану функцiю можна подати у виглядi
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f = f1 · (1− u1) + . . .+ fk · (1− uk) + fk+1 · (u1 · u2 · . . . · uk).

З примiтивної рекурсивностi функцiй обмеженої рiзницi, додавання i мно-
ження [6], випливає примiтивна рекурсивнiсть функцiї f . ■

Зауважимо, що умови ui в теоремi 3.11 мають вигляд ui = 0. Оскiльки
умови pi = pj , pi ≤ pj , pi < pj еквiвалентнi умовам

|pi − pj | = 0, pi ÷ pj = 0, 1÷ (pj ÷ pi) = 0,

то теорема 3.11 залишається справедливою i в цих випадках, якщо pi, pj –
примiтивно рекурсивнi функцiї.

Отже, коли iндуктивнi правила включають лише примiтивно-ре-
курсивнi функцiї, то обчислення предиката належностi елемента до мно-
жини алгоритмiчно розв’язується.

3.5.2. Абстрактний тип даних “Список (list)”
Одним iз важливих абстрактних типiв даних у програмуваннi є списки.

Нехай A – деяка множина a ⟨⟩ означає порожний список. Тодi iндуктивне
означення АТД список List(A) набуває вигляду:

Базис: ⟨⟩ ∈ List(A).
Iндукцiя: якщо x ∈ A i t ∈ List(A), то cons(x, t) ∈ List(A),

де cons означає операцiю конкатенацiї (добутку) спискiв. Отже, констру-
кторами виступають порожнiй список ⟨⟩ i операцiя конкатенацiї cons.

Приклад 3.5.3. Нехай A = {a, b}. Скористаємося iндуктивним означенням,
щоб побачити як деякi списки стають елементами множини List(A).

Базис означення говорить про те, що ⟨⟩ ∈ List(A). Оскiльки a ∈ A i ⟨⟩ ∈
∈ List(A), то крок iндукцiї будує список ⟨a⟩ = cons(a, ⟨⟩) ∈ List(A). Аналогiчно
⟨b⟩ = cons(b, ⟨⟩) ∈ List(A). Далi, оскiльки a ∈ A i ⟨a⟩ ∈ List(A), то крок iндукцiї
дає список ⟨a, a⟩ ∈ List(A). Таким способом до множини List(A) додаються списки
⟨b, a⟩, ⟨a, b⟩, ⟨b, b⟩, ⟨a, b, a⟩, . . .. ♠

Велика кiлькiсть задач у мовах програмування пов’язана з обробленням
даних, якi представленi списками. Для манiпуляцiї з такими даними на спи-
сках визначаються iншi операцiї та функцiї, деякi з яких iнодi називають
деструкторами, оскiльки вони потребують окремих частин списку. Зокре-
ма, до них належать такi:

• head(p) – голова списку,
• tail(p) – хвiст списку,
• div(p, i) – розбити список на два пiдсписки по i-му елементу,
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• del(p, i) – видалити i-й елемент зi списку,
• add(p, i, x) – вставити елемент мiж i-м i (i+ 1)-м елементами списку,
• rev(p) – записати елементи списку у зворотному порядку,
• l(p) – довжина списку,
• sublist(p, i, j) – пiдсписок, який починається з i-го елементу списку

довжини j − i та iншi.
Зазначимо, що операцiї head, tail i cons утворюють базис засобiв для

манiпуляцiї зi списками. Деталi iндуктивних означень наведених операцiй i
функцiй на iндуктивнiй множинi “Cписок” представленi на стор. 81.

Приклад 3.5.4. Нехай потрiбно побудувати множину S всiх непорожнiх спи-
скiв над алфавiтом {0, 1}, де елементи 0, 1 у списках альтернуються мiж собою,
тобто

S = {⟨0⟩, ⟨1⟩, ⟨1, 0⟩, ⟨0, 1⟩, ⟨0, 1, 0⟩, ⟨1, 0, 1⟩, . . .}.

Якщо покласти 0 i 1 базисними елементами, то можна конструювати новi спи-
ски iз спискiв x ∈ S за допомогою перевiрки iстинностi умови: head(x) дорiвнює 0,
чи дорiвнює 1. Якщо head(x) = 0, то додаємо злiва до списку елемент 1, iнакше до-
даємо до списку елемент 0. Тодi iндуктивне означення множини S набуває вигляду

Базис: ⟨0⟩, ⟨1⟩ ∈ S.
Iндукцiя: якщо x ∈ S i head(x) = 0, то cons(1, x) ∈ S, в iншому разi

cons(0, x) ∈ S.

Приклад 3.5.5. Визначити множину спискiв над множиною A = {a, b}, якi
починаються елементом a, а потiм iде 0 або бiльше входжень у список елемента b,
тобто

S = {⟨a⟩, ⟨a, b⟩, ⟨a, b, b⟩, ⟨a, b, b, b⟩, . . .}.

Зрозумiло, що базисним елементом потрiбно взяти список ⟨a⟩. Далi констру-
ювання нового списку з деякого списку x ∈ S вiдбувається так: до хвоста списку
x злiва додається елемент b, а потiм злiва до отриманого списку додають елемент
a. Отже, iндуктивне означення множини S набуває вигляду

Базис: ⟨a⟩ ∈ S.
Iндукцiя: якщо x ∈ S, то cons(a, cons(b, tail(x)) ∈ S.

Це означення використовує властивiсть операцiї tail(x) = ⟨⟩, якщо x базисний
елемент, або одноелементний список.

Приклад 3.5.6. (Узагальненi списки) Узагальненим списком називають спи-
сок над алфавiтом A, який може включати списки як елементи. Наприклад, нехай
A = {a, b}, тодi GenList(A) включає такi елементи:

⟨⟨b, a⟩, b⟩, ⟨⟨⟨b⟩⟩, a⟩, ⟨a, b, a⟩, . . . .
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Iндуктивне означення множини GenList(A), очевидно, потребує узагальнення
операцiї cons так, щоб її аргументом були списки, а не тiльки елементи множини
A. Якщо визначити операцiю cons так, щоб її першим аргументом був список,
то можна будувати списки ⟨⟨⟩⟩ iз ⟨⟩ таким способом cons(⟨⟩, ⟨⟩). Подiбно можна
отримати списки ⟨⟨a⟩⟩ з ⟨a⟩ i ⟨⟩, тобто cons(⟨a⟩, ⟨⟩), а також побудувати списки:

cons(a, ⟨b⟩) = ⟨a, b⟩, cons(⟨a⟩, ⟨b⟩) = ⟨⟨a⟩, b⟩⟩,
cons(a, ⟨⟨b⟩⟩) = ⟨a, ⟨b⟩⟩, cons(⟨a⟩, ⟨⟨b⟩⟩) = ⟨⟨a⟩, ⟨b⟩⟩.

Якщо A – деякий алфавiт, то iндуктивне означення множини узагальнених
спискiв GenList(A) набуває вигляду

Базис: ⟨⟩ ∈ GenList(A).
Iндукцiя: якщо x ∈ A ∪ GenList(A) i t ∈ GenList(A), то cons(x, t) ∈

∈ GenList(A).

Узагальненi версiї операцiй head i tail працюють так само, як для множини
List(A). Наприклад,

head(⟨⟨a, b⟩, c⟩) = ⟨a, b⟩, tail(⟨⟨a, b⟩, c⟩) = ⟨c⟩.♠

3.5.3. Абстрактний тип даних “Рядок (string)”
Означення даних типу “рядок (string)” в алфавiтi A подiбне до означе-

ння даних типу “список”. Як базисний елемент виступає порожнiй рядок,
який будемо позначати e, а конструктором – операцiя append, результа-
том виконання якої є дописування злiва до рядка елемента з A. Операцiю
append позначають, зазвичай, точкою “·”. Наприклад, дописування лiтери
a до рядка s має вигляд a · s.

Якщо s = aba, то значення виразу a · s набуває вигляду

a · s = aaba.

Коли символ дописується до порожнього рядка, то результатом буде цей
символ, тобто

a · e = e · a = a.

Зазначимо, що операцiя append задовольняє закон правої асоцiа-
тивностi, тобто a · b · c = a · (b · c).

Тепер можна дати iндуктивне означення типу даних “рядок”.
Нехай A – деякий алфавiт, тодi iндуктивне означення множини A∗ всiх

рядкiв над алфавiтом A набуває вигляду

Базис: e ∈ A∗.
Iндукцiя: якщо a ∈ A i s ∈ A∗, то a · s ∈ A∗.
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Наприклад, якщо A = {a, b}, то рядок bab будується так:

bab · e = b · a · be
= b · a · b
= b · ab
= bab.

На цьому типi даних визначаються операцiї head i tail так само, як вони
визначалися для спискiв. Наприклад,

head(abc) = a i tail(abc) = bc.

Приклад 3.5.7. Нехай A = {0, 1} i потрiбно визначити множину таких рядкiв
L, що кожний рядок в L включає лише єдине входження елемента 0 справа в рядку.
Наприклад,

L = {0, 10, 110, 1110, 11110, . . .}.

Чи визначається множина L iндуктивно? Так, визначається:
Базис: 0 ∈ L.
Iндукцiя: якщо s ∈ L, то 1 · s ∈ L.

Приклад 3.5.8. (Дописування справа) Нехай A = {0, 1} i потрiбно побудувати
множину S рядкiв над алфавiтом A з такою властивiстю елементiв: немає в S
жодного рядка, голова якого 0, крiм самого рядка 0. Тодi S включає такi рядки:

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, . . . .

Iндуктивне означення множини S набуває вигляду

Базис: 0, 1 ∈ S.
Iндукцiя: якщо s ∈ S i s ̸= 0, то s · 0, s · 1 ∈ S.

Кiлька перших рядкiв, побудованих за цим означенням, мають вигляд

0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, . . . .♠

Приклад 3.5.9. Нехай A = {a, b} – алфавiт i множина S над алфавiтом A
має такий вигляд:

S = {a, b, ab, ba, aab, bba, aaab, bbba, . . .}.

Припустимо, що базисними рядками є a i b. З рядка a можна отримати рядки
ba, а з рядка ba – рядок bba i т. д. Аналогiчно з рядка b можна побудувати рядки
ab i aab. Другий спосiб побудови множини S такий, як у прикладi 3.4.2: подати
множину S у виглядi двох простiших множин S1 i S2, де

S1 = {a, ba, bba, . . .} i S2 = {b, ab, aab, . . .}.

Щоб подати конструкцiю множини S, скористаємося операцiєю head. Для задано-
го рядка s ∈ S, якщо s = a, то будуємо рядок ba i якщо s = b, то будуємо рядок ab.
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В протилежному випадку, якщо head(s) = a, то будуємо a · s, а якщо head(s) = b,
то будуємо b·s. Отже, iндуктивне означення множини S можна дати у такий спосiб:

Базис: a, b ∈ S.
Iндукцiя: якщо s ∈ S, то

якщо s = a, то b · a ∈ S;
якщо s = b, то a · b ∈ S;
якщо s ̸= a i head(s) = a, то a · s ∈ S;
якщо s ̸= b i head(s) = b, то a · s ∈ S. ♠

Вищенавееденi iндуктивнi означення i приклади iлюстрацiї цих озна-
чень описують три типи даних: натуральне число, список i рядок. Саме цi
три типи даних становлять основнi типи даних мови програмування Python
[2]. Цi типи даних також присутнi практично у всiх iнших мовах програму-
вання.

Другий висновок, який випливає зi сказаного, – це те, що всi моделi
типiв даних є iндуктивними. Виняток являють собою моделi прикладiв 3.4.1
i 3.4.2, якi є моделями Пеано. Решта моделей є iндуктивними, але не є
моделями Пеано. Цей висновок випливає з того, що цi моделi не iзоморфнi
мiж собою. Наприклад, операцiя додавання в моделi Пеано задовольняє
закон комутативностi, а операцiя cons такий закон не задовольняє. Отже,
iзоморфiзму мiж цими моделями бути не може.

Якщо проаналiзувати множини, якi породжуються iндуктивними озна-
ченнями, то вони рiвнопотужнi з множиною натуральних чисел N . Саме ця
обставина служить основою застосування методу математичної iндукцiї та
iндуктивних означень.

Умова iндуктивностi дозволяє застосовувати метод математичної iнду-
кцiї не тiльки на добре упорядкованих множинах, а i на частково упорядко-
ваних множинах i виконувати на них побудову за iндукцiєю. Наступнi АТД
визначають саме таким способом.

3.5.4. Абстрактний тип даних “Бiнарне дерево”

Користуючись вищенаведеними теоретичними пiдставами, розглянемо
АТД “бiнарне дерево”.

Нагадаємо, що бiнарним деревом називають ациклiчний граф, кожна
вершина якого має не бiльше двох синiв.

Нехай tree(L, x,R) означає бiнарне дерево, у якого
• x – корiнь,
• L – лiве пiддерево,
• R – праве пiддерево.
Зображатимемо бiнарнi дерева у виглядi упорядкованої трiйки i будемо
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користуватися таким позначенням: tree(L, x,R) = (L, x,R). Припустимо,
що A – деяка множина. Нехай BinTree(A) означає множину всiх бiнарних
дерев, вершини яких узятi з множини A. Тепер можна перейти до iндуктив-
ного означення множини BinTree(A), використовуючи два конструктори ⟨⟩
(порожнe дерево) i tree:

Базис: ⟨⟩ ∈ BinTree(A).
Iндукцiя: якщо x ∈ A i L,R ∈ BinTree(A), то tree(L, x,R) ∈ BinTree(A).

Введемо також операцiї-деструктори для бiнарних дерев. Припустимо, що

left, root i right

означають операцiї, результатом обчислення яких є вiдповiдно лiве пiд-
дерево, корiнь i праве пiддерево непорожнього дерева. Наприклад, якщо
t = tree(L, x,R), то

left(t) = L, root(t) = x, right(t) = R.

Приклад 3.5.10. (Спарене дерево) Нехай потрiбно працювати з множиною
Twins бiнарних дерев T , над множиною A = {0, 1}, якi мають такi властивостi:
лiве i праве пiддерева кожної вершини в T iдентичнi за структурою i наповнен-
ням вершин. Наприклад, Twins включає порожнє дерево i довiльне одновершинне
дерево, а також дерева, якi показанi на рис. 3.4.1.
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Рис. 3.5.1. Дерева Twins

Тепер можна дати iндуктивне означення множини бiнарних дерев Twins, в
якiй кожне нове дерево має однаковi лiве i праве пiддерева.

Базис: ⟨⟩ ∈ Twins.
Iндукцiя: якщо x ∈ A i T ∈ Twins, то tree(T, x, T ) ∈ Twins.

Приклад 3.5.11. (Чергування) Нехай A = {0, 1} i Opps означає множину всiх
непорожнiх бiнарних дерев T над A з такою властивiстю: лiве i праве пiддерева
кожної вершини в T iдентичнi, але їх коренi, тобто вершини 0 i 1, чергуються.
Наприклад, одновершинне дерево належить до Opps, як i нижченаведенi дерева
на рис. 3.5.2.
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Рис. 3.5.2. Дерева Opps
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Оскiльки множина T не включає порожного дерева, то два одно-вершиннi
дерева 0 i 1 становлять базис дерев у множинi Opps. Тодi iндуктивне означення
множини Opps набуває вигляду
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Базис: tree(⟨⟩, 0, ⟨⟩), tree(⟨⟩, 1, ⟨⟩) ∈ Twins.
Iндукцiя: якщо x ∈ A i T ∈ Opps, то

якщо root(T ) = 0, то tree(T, x, tree(right(T ), 1, left(T ))) ∈ Opps,

в iншому разi tree(T, x, tree(right(T ), 0, left(T ))) ∈ Opps. ♠

3.5.5. Декартiв добуток множин

Якщо йдеться про декартiв добуток N ×N множин натуральних чисел,
то на пiдставi iндуктивностi N iндуктивне означення декартового добутку
можна подати у такому виглядi:

Перший спосiб
Базис: (0, n) ∈ N ×N для всiх n ∈ N .
Iндукцiя: якщо (m,n) ∈ N ×N , то (s(m), n) ∈ N ×N .

Другий спосiб
Базис: (0, 0) ∈ N ×N .
Iндукцiя: якщо (m,n) ∈ N ×N , то (s(m), n), (m, s(n)) ∈ N ×N .

Зауважимо, що це означення генерує деякi пари бiльше одного разу.
Наприклад, (1,1) можна подати як (s(0),1) i як (1,s(0)). Отже, (1,1) буде
наступником (0,1) i (1,0), а пари (0,1) i (1,0) будуть наступниками (0,0).

Розглянемо таке завдання: дана iндуктивно визначена множина A i
деякий елемент d того самого типу, що i елементи множини A. Визна-
чити належнiсть/неналежнiсть елемента d до множини A. Для прикла-
ду вiзьмемо iндуктивну множину A, визначену в прикладi 3.5.2, i елемент
d = 127. Визначити: належить, чи нi елемент 127 до множини C, тобто
визначити iстиннiсть чи хибнiсть предиката d ∈ C.

Для визначення iстинностi предиката d ∈ C застосовуємо правила, за
якими будувалася множина C. Елементи множини iндуктивно породжува-
лися базисним елементом 3 й операцiєю x+4. Отже, для перевiрки iстинно-
стi предиката d ∈ C будемо породжувати елементи множини C доти, доки
або не отримаємо елемент d, або не отримаємо елемент бiльший за еле-
мент d. Звичайно, iстиннiсть предиката 127 ∈ C можна визначити пошуком
розв’язку рiвняння 127 = 3 + 4n у множинi натуральних чисел. Оскiльки
n = 124

4 = 31 є розв’язком цього рiвняння, то предикат 127 ∈ C iстинний.
Звiдси випливає такий важливий висновок: проблема обчислення хара-

ктеристичної функцiї (а це i є встановлення iстинностi/хибностi преди-
ката x ∈ C) розв’язується для множини C, яка визначена iндуктивно.

Але в загальному випадку питання визначення iстинностi предиката
d ∈ C залишається досить складним, особливо коли про множину C нiчого
невiдомо, крiм можливо типу її елементiв.
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ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Навести iндуктивне означення наступних множин, маючи в розпорядженнi
тiльки функцiю s : N → N – “наступний”:

а) множину непарних чисел; б) множину парних чисел;
в) множину S = {4, 7, 10, 13, . . .} ∪ {3, 6, 9, 12, . . .}.

2. Дано непорожню множину A, навести iндуктивне означення таких пiдмно-
жин List(A):

a) множину Even всiх спискiв iз парною кiлькiстю елементiв;
б) множину Odd всiх спискiв iз непарною кiлькiстю елементiв.

3. Дано непорожню множину A = {a, b}, навести iндуктивне означення мно-
жини S всiх спискiв над A, в яких альтернують мiж собою a i b, наприклад,
⟨⟩, ⟨a⟩, ⟨b⟩, ⟨a, b, a⟩ i ⟨b, a⟩ ∈ S, a ⟨a, a⟩ /∈ S.

4. Навести iндуктивне означення таких множин:
a) множину Even всiх рядкiв в алфавiтi A = {a, b} парної довжини;
б) множину Odd всiх рядкiв в алфавiтi A = {a, b} непарної довжини;
в) множину Rat всiх рядкiв вигляду a.b, де a i b десятковi числа.

5. Дано множину рядкiв в алфавiтi A = {a, b}, яка включає такi елементи:

S = {a, b, ab, ba, aab, bba, aaab, bbba, . . .}.

Навести iндуктивне означення множини S.
6. Користуючись наступними записами, навести графiчнi зображення бiнарних

дерев:
а) tree(tree(⟨⟩, x, ⟨⟩), y, tree(⟨⟩, z, ⟨⟩, w, ⟨⟩));
б) використовуючи конcтруктори бiнарних дерев, записати за їх допомогою

бiнарне дерево ⟨⟨⟩, 3, ⟨⟨⟩, 4, ⟨⟩⟩⟩.
7. Дано iндуктивне означення пiдмножини B ⊂ N ×N :

Базис: ⟨0, 0⟩ ∈ B.
Iндукцiя: якщо ⟨x, y⟩ ∈ B, то ⟨s(x), y⟩ i ⟨s(x), s(y)⟩ ∈ B.

а) Записати множину B у виглядi B = {⟨x, y | властивiстьP ⟩};
б) Знайти елементи в множинi B, якi визначаються бiльше одного разу.

8. Довести, що iндуктивно визначена множина буде злiченною, якщо множини
базових i iндуктивних правил скiнченнi.

3.6. Iндуктивна побудова мов
Мова – це множина слiв у деякому алфавiтi. Якщо X – алфавiт, то

множина всiх слiв в алфавiтi X позначається як X∗. Мовою в алфавiтi X
називають довiльну пiдмножину множини X∗. Багато корисних мов визна-
чають iндуктивно. Наприклад, нехай розглядається множина десяткових
чисел

Digits = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

Множину D десяткових чисел визначають iндуктивно так:
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Базис: Digits ⊂ D.
Iндукцiя: якщо d ∈ Digits i n ∈ D, то d · n ∈ D,

де · означає операцiю append.

Наведене iндуктивне означення, наприклад, у мовi програмування ПА-
СКАЛЬ визначає тип даних “цiле без знака”.

Це означення не є однозначним, оскiльки за ним можна дiстати число
45, число 045, 0045 i т. д. Для забезпечення однозначностi необхiдно ввести
деякi обмеження в означення. Цi обмеження досить очевиднi:

Базис: Digits ⊂ D.
Iндукцiя: якщо n ∈ D i d ∈ Digits i n ̸= 0, то n · d ∈ D.

Зазначимо, що множину X∗ всiх слiв в алфавiтi X теж можна визначити
iндуктивно за допомогою операцiї ·:

Базис: e ∈ X∗.
Iндукцiя: якщо a ∈ X i p ∈ X∗, то a · p ∈ X∗.

Приклад 3.6.1. (Iдентифiкатор) Нехай X = {A,B, . . . , Z, a, b, . . . , z}∪
∪{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} = S ∪ Digits – алфавiт. Iндуктивне означення множини
iдентифiкаторiв Iden мови програмування набуває вигляду

Базис: S ∈ Iden.
Iндукцiя: якщо x ∈ S i d ∈ D ∪ Iden, то x · d ∈ Iden,

де D – множина десяткових чисел, визначена вище. ♠

Оскiльки мови є множинами, то до мов можна застосовувати теоретико-
множиннi операцiї – об’єднання, перетину, рiзницi та доповнення. Другою
важливою можливiстю комбiнування мов з уже побудованих, є операцiя
добутку мов. Нехай L i M двi мови, тодi мова L ·M має вигляд

L ·M = {s · t | s ∈ L ∧ t ∈ M}.

Операцiя добутку мов дає можливiсть визначати мови через уже побу-
дованi мови. Наприклад, можна визначити множину слiв вигляду a.b, де a
i b десятковi числа, використовуючи добуток трьох мов: {.}, Digits,Digits∗:

Digits ·Digits∗ · {.} ·Digits ·Digits∗.

Операцiя добутку мов має багато корисних властивостей. Основними
серед них є такi: для довiльних мов L,M,N

a) L · {e} = {e} · L = L; б) L ·Ø = Ø · L = Ø;
в) L · (M ∪N) = L ·M ∪ L ·N ; (M ∪N) · L = M · L ∪N · L;
г) L · (M ∩N) = L ·M ∩ L ·N ; (M ∩N) · L = M · L ∩N · L.

Iндуктивне означення степеня Ln мови L має вигляд
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Базис: {e} = L0 ∈ Ln, де n ≥ 1.
Iндукцiя: якщо i < n i Li ∈ Ln, то L · Li ∈ Ln.

Наприклад, якщо L = {a, bb}, то

L0 = {e}, L1 = {a, bb}, L2 = L · L = L2 = {aa, abb, bba, bbbb}, . . . .

Тепер iтерацiя L∗ мови L набуває вигляду

L∗ = L0 ∪ L1 ∪ L2 ∪ . . . ∪ Ln ∪ . . . .

Позитивну iтерацiю L+ мови L виражають через мови Ln у такий спосiб:

L+ = L1 ∪ L2 ∪ L3 ∪ . . . .

Отже, L∗ = L+ ∪ {e}.

Граматики i мови. Неформально пiд граматикою G розумiють мно-
жину правил, за якими визначають структуру слiв деякої мови. Граматики
важливi в computer science не тiльки для визначення мов програмування,
а i для знаходження множин даних для програм. У визначеннi мов про-
грамування типовим завданням є побудова алгоритму, який визначає нале-
жнiсть/неналежнiсть програми (як слова в алфавiтi мови програмування)
до слiв цiєї мови. Отже, основною проблемою тут є проблема обчислення
предиката p ∈ L(G), де L(G) – мова, породжена граматикою G.

Iнколи легко написати граматику (тобто її правила), але iнколи це до-
сить важке завдання. Найбiльш важливим аспектом написання граматики
є знання про мову, яку потрiбно побудувати. Якщо G – граматика, то мова
L(G) є множиною T ∗ термiнальних слiв, виведених iз початкового символу
σ граматики G. Отже, можна написати

L(G) = {s | s ∈ T ∗ ∧ σ →∗ s}.

Правило граматики будемо називати рекурсивним, якщо лiва частина
правила входить в його праву частину. Наприклад, правило σ → aσ – ре-
курсивне. Правило σ → α називають непрямо рекурсивним, якщо серед
правил виведення α є правило, яке включає σ. Прикладом є граматика

σ → b | aA,
A → c | bσ.

Правила σ → aA i A → aσ обидва непрямо рекурсивнi, оскiльки маємо
такi виведення:

σ → aA → abσ,

A → bσ → baA.
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Умова I: Далi припускається, що всi правила граматики мають
єдиний нетермiнал, що є лiвою частиною правила.

Граматику називають рекурсивною, якщо серед її правил є або рекур-
сивнi правила, або непрямо рекурсивнi правила. Звiдси випливає таке твер-
дження:

граматика для нескiнченної мови повинна бути рекурсивною.

Подивимося тепер з iншого боку на проблему створення мови за допо-
могою граматики. Вiдомо, що за означенням мова, породжена граматикою,
є множиною слiв, побудованих за правилами граматики. Тут теж можна
помiтити i стверджувати таке:

Теорема 3.12. Довiльна мова, породжена граматикою, яка задоволь-
няє умову I, – iндуктивнa множина.

Покажемо справедливiсть наведеного твердження. Для iндуктивного
означення потрiбно визначити базис i iндуктивнi правила. Наступне iнду-
ктивне означення iлюструє побудову цих об’єктiв. Нехай σ – аксiома (поча-
тковий нетермiнал) граматики G.

Iндуктивне означення мови L(G)

Базис: Довiльне слово w, яке виводиться iз σ, без застосування рекур-
сивних або непрямо рекурсивних правил, належить до L(G).

Iндукцiя: якщо w ∈ L(G) i виведення σ →∗ w включає нетермiнал
iз рекурсивного або непрямо рекурсивного правила, то модифiкуємо
виведення використанням правила для побудови нового виведення σ → x i
додаємо x до L(G).

Доведення. Нехай G – граматика i M мова, яка отримана за наведе-
ним iндуктивним означенням. Покажемо, що L(G) = M . Зрозумiло, що
M ⊆ L(G), оскiльки всi слова в M виводяться з аксiоми граматики G. При-
пустимо супротивне, тобто що L(G) ̸= M . Це означає, що L(G) \ M ̸= Ø.
Оскiльки iз σ виводяться всi слова L(G) \ M , то iснує деякий рядок
w ∈ L(G) \ M , який має найкоротше лiвостороннє виведення серед усiх
елементiв iз L(G) \ M . Можна також припустити, що це виведення вико-
ристовує рекурсивне або непрямо рекурсивне правило B граматики G. В
протилежному випадку рядок w ∈ M , оскiльки його можна було б вiднести
до базисних елементiв у iндуктивному означеннi, а це суперечить тому, що
w ∈ L(G) \M . Вiдтак, лiвостороннє виведення w набуває вигляду, в якому
s i t термiнальнi слова, а α,β i γ є промiжними формами, якi не включають
B:

σ →∗ sBγ →∗ stBβγ → stαβγ →∗ w.
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Отже, можна замiнити sBγ →∗ stBβγ в цьому виведеннi на sBγ → → sαγ
i отримати таке виведення термiнального слова u:

σ →∗ sBγ → sαγ →∗ u.

Отримане виведення коротше нiж виведення w. А це говорить про те, що
u ∈ M . Тепер, застосовуючи iндукцiю нашого iндуктивного означення до
вищенаведеного виведення слова u, отримуємо виведення слова w. А це
говорить про те, що i w ∈ M . Дiстаємо суперечнiсть iз припущенням, що
w ̸∈ M . Отже, L(G) = M . ■

Наслiдок 3.2. Регулярнi i контекстно вiльнi мови – iндуктивнi мно-
жини.

Доведення випливає з того, що граматики автоматної i контекстно вiль-
ної мов задовольняють умову I. Тодi, на пiдставi теореми 3.12 дiстаємо iн-
дуктивнiсть цих мов. ■

Приклад 3.6.2. Нехай задано таку граматику G:

σ → e | aB,

B → b | bB.

Потрiбно дати iндуктивне означення мови L(G). Базисними елементами на пiд-
ставi iндуктивного означення будуть термiнальнi слова σ → e i σ → aB → ab.
Отже,

Базис: e, ab ∈ L(G).

Знайдемо тепер iндуктивну частину означення. Рекурсивним у G є тiльки одне
правило – B → bB. Тодi довiльний елемент iз L(G), виведення якого включає не-
термiнал B, повинно мати вигляд σ → aB →+ ay для деякого слова y. Отже,
можна використати правило B → bB для того, щоб додати один крок до виведен-
ня, тобто

σ → aB → abB →+ aby.

А це дає iндуктивне правило для означення L(G):

Iндукцiя: якщо ay ∈ L(G), то додати aby в L(G).

З ab ∈ L(G) випливає, що abb ∈ L(G). Використовуючи abb ∈ L(G), дiстаємо
що abbb ∈ L(G) i т. д. Можна висловити гiпотезу, що L(G) = {e} ∪ {abn | n ∈ N}.
♠

Оскiльки мови, якi тут розглянуто, є iндуктивними множинами, то до
них можна застосовувати теоретико-множиннi операцiї. Це дає можливiсть
будувати складнiшi мови з iснуючих простiших мов. Тодi виникає питан-
ня: як побудувати граматику отриманої таким способом мови за заданими
граматиками простих мов?
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Зосередимося на трьох операцiях побудови: об’єднання, добутку й iте-
рацiї мов.

Нехай L i S – мови, граматики яких мають рiзнi множини нетермi-
нальних символiв (в протилежному випадку спiльнi нетермiнали можна
перейменувати). Нехай також аксiомами мов L i S є вiдповiдно σL i σS .
Тодi отримуємо такi мови i граматики цих мов:

• Правило об’єднання: Мова L ∪ S має аксiомою σ i правило

σ → σL | σS .

• Правило добутку: Мова L · S має аксiомою σ i правило

σ → σLσS .

• Правило iтерацiї: Мова L∗ має аксiомою σ i правило

σ → σLσ | e.

Пiсля побудови граматики для результуючої мови, цю граматику можна
спростити за вiдповiдними правилами.

Зауважимо, що вищенаведенi правила побудови граматик, якi застосо-
вуються до граматик, що задовольняють умову I, знову дають граматики,
що задовольняють умову I.

Приклад 3.6.3. Нехай L = {an | n ∈ N} i S = {bn | n ∈ N}. Мови L i S мають
граматики:

σL → e | aσL i σS → e | bσS .

Тодi мова L ∪ S матиме граматику:

σ → σL | σS правило об’єднання,
σL → e | aσL граматика мови L,
σS → e | bσS граматика мови S.

Мова L · S матиме граматику:

σ → σLσS правило добутку,
σL → e | aσL граматика мови L,
σS → e | bσS граматика мови S.

Мова L∗ матиме граматику:

σ → σLσ | e правило iтерацiї,
σL → e | aσL граматика мови L.
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Приклад 3.6.4. (Скiнченнi рацiональнi числа) Побудуємо граматику рацiо-
нальних чисел, якi зображуються скiнченними десятковими дробами. Тобто, по-
будуємо граматику, яка породжує скiнченнi числа вигляду m.n або −m.n, де m i
n – десятковi числа. Наприклад: 0.0 представляє число 0. Нехай σ – аксiома, тодi
одержимо

σ → D.D | −D.D,
D → C | CD,
C → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9.

Цим завершується побудова граматики, яка породжує рацiональнi числа. ♠

ЗАДАЧI ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

1. Нехай дано мови L = {e, abb, b} i M = {bba, ab, a}. Знайти елементи мов:
а) L ·M ; б) M · L; в) L2.

2. Знайти мову L, тобто розв’язати такi рiвняння:
а) {e, a, ab} · L = {b, ab, ba, aba, abb, abba, . . .};
б) L · {a, b} = {a, baa, b, bab};
в) {a, aa, ab} · L = {ab, aab, abb, aa, aaa, aba, . . .};
г) L · {e, a} = {e, a, b, ab, ba, aba}.

3. Довести, що для довiльних мов L,M,N справедливi такi тотожностi:

a) L · {e} = {e} · L = L; б) L ·Ø = Ø · L = Ø;
в) L · (M ∪N) = L ·M ∪ L ·N ; (M ∪N) · L = M · L ∪N · L;
г) L · (M ∩N) = L ·M ∩ L ·N ; (M ∩N) · L = M · L ∩N · L.

4. Дано граматику вигляду

σ → D | Dσ,
D → 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9.

Знайти
а) правила, за якими отримано виведення:

σ → Dσ → 7σ → 7Dσ → 7DDσ → 78Dσ → 780σ → 780D → 7801;

б) лiвостороннє виведення термiнала 7801;
в) правостороннє виведення термiнала 7801.

5. Для граматики G знайти iндуктивне означення мови L(G), де
а) σ → e | aaσ; б) σ → a | aBc, B → b | bB.

6. Знайти граматику для таких мов:
а) {bb, bbbb, bbbbbb, . . .}; б) {a, ba, bba, bbba, . . .};
в) {e, ab, abab, abab, ababab, . . .}; г) {bb, bab, baab, baaab, . . .}.

7. Рядок wr означає запис символiв рядка w у зворотному по- рядку. Нехай
A = {a, b, c} – алфавiт. Побудувати граматику мови L = {w · wr | w ∈ A∗}.

Чи задовольняє побудована граматика умову I?
8. Побудувати граматику мови термiв сигнатури Ω = {+,−, ·, /}, де всi операцiї

бiнарнi. Чи буде ця граматика задовольняти умову I?
9. Побудувати граматику мови булевих термiв сигнатури Ω = {∨,∧,¬}. Чи

буде ця граматика задовольняти умову I?
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3.7. Рекурсивнi означення на iндуктивних
множинах

З огляду на сказане, iндуктивнi множини дають можливiсть застосову-
вати метод математичної iндукцiї. Область застосування методу математи-
чної iндукцiї можна розширити за допомогою рекурсивних (рекурентних)
спiввiдношень, якi визначаються на iндуктивних множинах. Бiльше того,
на iндуктивних множинах можна визначити функцiї, якi задовольняють
заданi рекурсивнi спiввiдношення i мають важливi властивостi.

Нехай M – чум з умовою мiнiмальностi, на якiй потрiбно визначити
функцiю f(x), тобто f : M → S, де S – деяка допомiжна множина. Крiм
того, будемо вважати, що функцiя f задовольняє деякi рекурсивнi спiввiд-
ношення.

Oзначення 3.1. Функцiя f(x) задовольняє рекурсивнi спiввiдношення,
якщо вони однозначно визначають для довiльного елемента a ∈ M значе-
ння функцiї f(a) за значеннями f(b) для всiх елементiв b, строго менших
нiж a.

Справедлива важлива

Теорема 3.13. Iснує єдина функцiя f(x), визначена на всiй множинi
M, яка задовольняє вказанi рекурсивнi спiввiдношення i набуває довiльнi
заданi значення на всiх мiнiмальних елементах множини M.

Доведення. Покажемо спочатку єдинiсть такої функцiї. Припустимо, що
iснує двi рiзнi функцiї f(x) i g(x) на множинi A, якi задовольняють нашим
умовам. Нехай iснує непорожна пiдмножина елементiв x iз A, для яких
f(x) ̸= g(x). Оскiльки A – непорожна множина, то ця пiдмножина має
мiнiмальний елемент a. Цей елемент не може бути мiнiмальним для всiєї
множини A, тому що тодi, за умовою, на цьому елементi f(a) i g(a) збiгалися
б. Отже, iснує b < a такий, що f(b) = g(b). За умовою теореми, рекурсивнi
спiввiдношення однозначно визначають значення наших функцiй для x = a
по їхнiх значеннях для всiх b < a, а це означає, що f(a) = g(a). Отже,
множина A є порожньою. Одержана суперечнiсть доводить єдинiсть f(x).

Доведемо тепер iснування функцiї. Припустимо, що на мiнiмальному
елементi множини A значення шуканої функцiї уже задано. Позначимо че-
рез P таку властивiсть: елемент a ∈ A задовольняє властивостi P , якщо на
множинi C всiх таких елементiв x, що x ≤ a, може бути визначена функцiя
fa(x), яка задовольняє рекурсивнi спiввiдношення i набуває задане значен-
ня на мiнiмальному елементi множини A.

В силу припущення, P iстинне на мiнiмальному елементi e ∈ A. Далi,
якщо елементи b i c задовольняють властивостi P i b < a, то на пiдставi
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доведеної вище єдиностi шуканої функцiї не на множинi A, а на множинi
B = {x ∈ A | x ≤ b}, маємо fb(x) = fa(x).

Звiдси випливає, що коли всi елементи b, строго меншi за елемент a, за-
довольняють властивостi P , то i сам елемент a задовольняє цiй властивостi.
Одержуємо функцiю fa(x), яка задовольняє всi вимоги, якщо для довiль-
ного елемента b < a покласти fa(b) = fb(b), a за fa(a) взяти те значення,
яке однозначно визначається рекурсивними спiввiдношеннями.

На пiдставi умови iндуктивностi можна говорити, що для всiх a з A
iстинно P (a). Покладаючи тепер (∀a ∈ A) fa(a) = f(a), дiстаємо функцiю
f(x), яка має всi необхiднi властивостi. ■

Саме цiєю властивiстю рекурсивно визначеної функцiї користуються в
програмуваннi.

У програмуваннi пiдпрограму, яка обчислює значення деякої функцiї,
називають процедурою.

Oзначення 3.4. Функцiю або процедуру f(x) називають рекурсивною,
якщо вона визначається в термiнах самої себе, тобто коли принаймнi
одне значення f(x) визначається через друге значення f(y), де x ≥ y.

Багато корисних рекурсивно визначених функцiй мають областi визна-
чення, якi є iндуктивно визначеними множинами. Розглянемо два методи
побудови рекурсивних функцiй i рекурсивних процедур.

Побудова рекурсивно визначених функцiй. Якщо S – iндуктивно
визначена множина, то побудуємо функцiю f , задану на множинi S, за
такими правилами:

Базис: Для кожного базисного елемента x ∈ S задаємо f(x).
Iндукцiя: Задаємо одне або кiлька правил (для довiльного iндуктивно

визначеного елемента x ∈ S), за якими обчислюється значення f(x) за ра-
нiше знайденими значеннями функцiї f .

Подiбно будують рекурсивно визначену процедуру P :

Базис: Для кожного базисного x ∈ S задаємо множину дiй P (x).
Iндукцiя: Задаємо одне або кiлька правил (для довiльного iндуктивно

визначеного елемента x ∈ S), за якими будуть визначатися дiї для P (x) у
термiнах ранiше визначених дiй iз P .

Приклад 3.7.1. Нехай f : N → N – функцiя, для кожного n ∈ N визначає
суму непарних чисел вiд 1 до 2n+ 1, тобто

f(n) = 1 + 3 + . . .+ (2n+ 1).

Зауважимо, що f(0) = 1 i тому рекурсивне означення f потрiбно визначати на
базисному елементi 0 ∈ N . Для iндуктивної частини означення знаходимо, яким
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способом можна записати f(n+ 1) в термiнах f(n):

f(n+ 1) = 1 + 3 + . . .+ (2n+ 1) + [2(n+ 1) + 1]
= (1 + 3 + . . .+ 2n+ 1) + 2n+ 3
= f(n) + 2n+ 3.

Дiстаємо складовi для рекурсивного означення функцiї f :

Базис: f(0) = 1.
Iндукцiя: f(n+ 1) = f(n) + 2n+ 3.

Альтернативною формою рекурсивного означення функцiї f є умовна форма:

Базис: f(0) = 1.
Iндукцiя: якщо n > 0, то f(n) = f(n− 1) + 2(n− 1) + 3. ♠

Обчислити значення рекурсивно визначеної функцiї легко методом роз-
гортки. Саме так цi обчислення виконує зкомп’ютер. Наприклад, для об-
числення значення f(4) процес розгортається таким чином:

f(4) = f(3) + 2 · 3 + 3 = f(2) + 2 · 2 + 3 + 2 · 3 + 3 =
= f(1) + 2 · 1 + 3 + 2 · 2 + 3 + 2 · 3 + 3
= f(0) + 2 · 0 + 3 + 2 · 1 + 3 + 2 · 2 + 3 + 2 · 3 + 3
= 1 + 3 + 2 · 1 + 3 + 2 · 2 + 3 + 2 · 3 + 3 = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25.

Рекурсивнi означення функцiй i операцiй на iндуктивнiй мно-
жинi “Список” . Нехай N – множина натуральних чисел, X – деякий ал-
фавiт i p = y1y2 . . . ym – довiльне слово з X∗, тодi

1) head(p) = y1 (head : F (X) → F (X)).

2) tail(p) = y2 . . . ym (tail : F (X) → F (X)).

Змiст наведених нижче функцiй i процедури їх реалiзацiї випливають з
означення.

3) l : F (X) → N – функцiя довжини слова:
Базис: l(e) = 0.
Iндукцiя: l(p) = 1 + l(tail(p)).

4) add : F (X) × N × X → F (X), де add(p, i, x) = y1 . . . yi xyi+1 . . . ym,
0 ≤ i ≤ l(p).

Базис: add(e, 0, x) = x.
Iндукцiя: якщо i > 0 i p ̸= e, то add(p, i, x) = hl(p) · x · tr(p, i).

5) del : F (X)×N → F (X), де del(p, i) = y1 . . . yi−1yi+1 . . . ym,

1 ≤ i ≤ l(p).

Базис: del(p, 0) = p.
Iндукцiя: якщо i > 0, то del(p, i) = hl(p, i− 1) · tr(p, i+ 1).

6) hl : F (X)×N → F (X), де hl(p, i) = y1 . . . yi, 0 ≤ i ≤ l(p).

Базис: hl(p, 0) = e.
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Iндукцiя: якщо i > 0, то hl(p, i) = head(p) · hl(tail(p), i− 1).
7) tr : F (X)×N → F (X), де tr(p, i) = yi+1 . . . ym, 0 ≤ i ≤ l(p).

Базис: tr(p, 0) = p.
Iндукцiя: якщо i > 0, то tr(p, i) = tr(tail(p), i− 1).

8) push : F (X)×X → F (X), де push(p, x) = p · x = add(p, l(p), x).

Базис: push(p, e) = p.
Iндукцiя: push(p, x) = p · x = add(p, l(p), x).

(9) pop : F (X) → F (X), де pop(p) = y1 . . . ym−1 = del(p, l(p)).

Базис: pop(e) = e.
Iндукцiя: якщо p ̸= e, то pop(p) = del(p, l(p)).

Всi вище побудованi iндуктивнi множини на пiдставi теорем 2.6 i 3.13
збiгаються з множиною, яка визначається iндуктивними правилами.

А функцiї i операцiї, визначенi на iндуктивних множинах, iндуктивно,
чи рекурсивно, єдинi.
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