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Âñòóï

Ïîíÿòòÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ¹ îäíèì iç ôóíäàìåíòàëüíèõ ó ñó÷àñíié

ìàòåìàòèöi. Âîíî óçàãàëüíþ¹ óÿâëåííÿ ïðî âåêòîðè, ùî ïîõîäÿòü iç ãåî-

ìåòði¨ òà ôiçèêè, i ïåðåíîñèòü ¨õ ó àáñòðàêòíi êîíòåêñòè, äå âàæëèâèìè

¹ íå êîíêðåòíi âëàñòèâîñòi åëåìåíòiâ, à ñòðóêòóðà îïåðàöié íàä íèìè.

Ëiíiéíi ïðîñòîðè çàáåçïå÷óþòü óíiâåðñàëüíèé àïàðàò äëÿ äîñëiäæåííÿ

îá'¹êòiâ, ùî äîïóñêàþòü äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè, i ñàìå òî-

ìó âiäiãðàþòü öåíòðàëüíó ðîëü ó ëiíiéíié àëãåáði òà ñóìiæíèõ ãàëóçÿõ

ìàòåìàòèêè.

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî àëãåáðà¨÷íèì ñòðóêòóðàì, òàêèì ÿê íà-

ïiâãðóïà, ãðóïà, êiëüöå, ïîëå, ÿêi ôîðìóþòü òåîðåòè÷íå ïiä ðóíòÿ äëÿ

ñòðîãîãî âèçíà÷åííÿ òà äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâèõ îá'¹êòiâ. Öi ñòðóêòó-

ðè äîçâîëÿþòü ðîçãëÿäàòè ëiíiéíi ïðîñòîðè íå içîëüîâàíî, à ÿê ÷àñòèíó

øèðøî¨ ñèñòåìè àáñòðàêòíî¨ àëãåáðè.

Â äðóãîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi, àáî âåêòîðíi, ïðîñòîðè, ÿêi

äîçâîëÿþòü óçàãàëüíèòè é ñèñòåìàòèçóâàòè çíàííÿ ïðî âåêòîðè, ìàòðè-

öi òà ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, âèéøîâøè çà ìåæi çâè÷íîãî òðèâèìið-

íîãî ïðîñòîðó. Âèâ÷åííÿ ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé äà¹ ìîæëèâiñòü çðîçóìiòè

ãëèáèííi çàêîíîìiðíîñòi ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Â òðåòüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ, àáî ëiíiéíi îïå-

ðàòîðè, ùî âiäêðèâà¹ øëÿõ äî ðîçóìiííÿ òàêèõ êëþ÷îâèõ ïîíÿòü, ÿê

ÿäðî, îáðàç, âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè. Äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ

ïåðåòâîðåíü ïðèâîäèòü äî ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü äiàãîíàëiçàöi¨ òà

æîðäàíîâî¨ ôîðìè, ùî ìàþòü êëþ÷îâå çíà÷åííÿ ÿê ó òåîðåòè÷íié, òàê

i â ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi.

Âèäàííÿ àäðåñîâàíî ñòóäåíòàì ìàòåìàòè÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé óíiâåð-

ñèòåòiâ.
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Ðîçäië 1

Àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè

Îñíîâíèìè àëãåáðà¨÷íèìè ñòðóêòóðàìè ¹:

1) íàïiâãðóïà; 2) ãðóïà; 3) êiëüöå; 4) ïîëå.

1. Ïîíÿòòÿ áiíàðíî¨ îïåðàöi¨

Íåõàé X � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äîâiëüíå ôiêñîâàíå âiäîáðà-

æåííÿ τ : X × X → X íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ,

òîáòî iíøèìè ñëîâàìè, îïåðàöiÿ τ êîæíié óïîðÿäêîâàíié ïàði (a, b) åëå-

ìåíòiâ a, b ∈ X ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò τ(a, b) ∈ X. Àëãåáðà¨÷íó

îïåðàöiþ ÷àñòî çàïèñóþòü òàê aτb i äëÿ ïîçíà÷åííÿ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðà-

öi¨ êîðèñòóþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè ñèìâîëàìè +, −, ·, ◦, ∗.
Íà äàíié ìíîæèíi X ìîæíà ââåñòè ðiçíi àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨. Íà-

ïðèêëàä, íà ìíîæèíi Z ââîäÿòü îïåðàöi¨ +, −, ·; äëÿ m,n ∈ Z: m ◦ n =

m+ n−mn, m ∗ n = −m− n.

Ìíîæèíà X ç ââåäåíîþ íà íié îïåðàöi¹þ ∗ óòâîðþþòü ïàðó (X, ∗),
ÿêà íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ i ïðè öüîìó êàæóòü, ùî îïåðà-

öiÿ ∗ âèçíà÷à¹ íà ìíîæèíi X àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó.

Íåõàé íà ìíîæèíiX ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ ∗. Åëåìåíò e ∈ X íàçèâàþòü

îäèíè÷íèì, àáî íåéòðàëüíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ X: a∗e = e∗a =

a. Ïðèïóñòèìî â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi (X, ∗) iñíó¹ e i ïðè öüîìó äëÿ

äåÿêîãî åëåìåíòà e′ ∈ X òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ X :

a ∗ e′ = e′ ∗ a = a. Òîäi e = e ∗ e′ = e′, òîáòî e = e′. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî

îäèíè÷íèé åëåìåíò iñíó¹, òî âií ¹äèíèé.

Íåõàé íà ìíîæèíi X ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ ∗. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíèõ a, b, c ∈ X : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c), òî ∗ � àñîöiàòèâíà

i âñÿ àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà (X, ∗) òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ àñîöiàòèâíîþ.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ a ∗ b = b ∗ a, òî ∗ íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ i âñÿ

àëãåáðà¨÷íà ñòðóêòóðà � êîìóòàòèâíà. Âëàñòèâîñòi àñîöiàòèâíîñòi òà

7



êîìóòàòèâíîñòi íåçàëåæíi, òîáòî iñíóþòü àëãåáðà¨÷íi ñòðóêòóðè êîìó-

òàòèâíi òà íå àñîöiàòèâíi, i íàâïàêè. Íàïðèêëàä, Mn(R) � ìíîæèíà

âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, íà ÿêié ââåäåíî

îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Çðîçóìiëî, ùî öÿ îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà,

àëå íå êîìóòàòèâíà. Íàâïàêè, ðàíiøå íà ìíîæèíi Z ìè ââåëè îïåðà-

öiþ m ∗ n = −m − n. Çðîçóìiëî, ùî öÿ îïåðàöiÿ êîìóòàòèâíà, àëå

(1 ∗ 2) ∗ 3 = (−1 − 2) ∗ 3 = (−3) ∗ 3 = −3 − 3 = −6. Ç iíøîãî áîêó

1 ∗ (2 ∗ 3) = 1 ∗ (−2 − 3) = 1 ∗ (−5) = −1 − (−5) = −1 + 5 = 4. Òîáòî

îïåðàöiÿ ∗ íå àñîöiàòèâíà.

2. Ïîíÿòòÿ íàïiâãðóïè i ïðèêëàäè

Îçíà÷åííÿ 1. Íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà-

¨÷íà ñòðóêòóðà, òîáòî íàïiâãðóïà � öå òàêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà X, äëÿ

åëåìåíòiâ ÿêî¨ ââåäåíî îïåðàöiþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi àñîöiàòèâíîñòi.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè îïåðàöiþ â íàïiâãðóïi · (ìíîæåííÿ). Íåõàé S � íà-

ïiâãðóïà. Ïiäìíîæèíà S′ ìíîæèíè S íàçèâà¹òüñÿ ïiäíàïiâãðóïîþ, ÿêùî

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ S′ : a·b ∈ S′. Òîáòî ïiäíàïiâãðóïà çàìêíåíà âiäíîñíî

îïåðàöi¨ ñàìî¨ íàïiâãðóïè i ñàìà ïiäíàïiâãðóïà S′ óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó

âiäíîñíî òi¹¨ æ îïåðàöi¨.

ßêùî íàïiâãðóïà M ìiñòèòü îäèíè÷íèé åëåìåíò e, òî âîíà íàçèâà¹-

òüñÿ íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ àáî ìîíî¨äîì.

Ïiäìíîæèíà M ′ ìîíî¨äà M íàçèâà¹òüñÿ ïiäìîíî¨äîì, ÿêùî:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ M ′ : a · b ∈ M ′;

2) e ∈ M ′.

Íåõàé M � ìîíî¨ä, òîáòî íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ e. Ïðèïóñòèìî äëÿ

äàíîãî åëåìåíòà a ∈ M iñíó¹ b ∈ M : ab = ba = e. Òîäi åëåìåíò a

íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì. Ïðèïóñòèìî äëÿ äàíîãî åëåìåíòà a iñíó¹ ùå

îäèí åëåìåíò b′ ∈ M òàêèé, ùî ab′ = b′a = e. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ b = eb =

(b′a)b = b′(ab) = b′e = b′, îòæå b = b′ i òàêèé åëåìåíò b ¹äèíèé. Åëåìåíò
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b ∈ M , äëÿ ÿêîãî ab = ba = e íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äëÿ åëåìåíòà a i

ïîçíà÷à¹òüñÿ b = a−1. ßê ìè ç'ÿñóâàëè, ÿêùî îáåðíåíèé åëåìåíò iñíó¹,

òî âií ¹äèíèé, i çðîçóìiëî, ùî (a−1)−1 = a.

Ïðèïóñòèìî äëÿ åëåìåíòiâ x, y ∈ M iñíóþòü îáåðíåíi åëåìåíòè x−1

i y−1 i äîâåäåìî, ùî äëÿ åëåìåíòà xy òàêîæ iñíó¹ îáåðíåíèé i ðiâíèé

y−1x−1: (xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xex−1 = xx−1 = e, àíàëîãi÷íî

(y−1x−1)(xy) = e.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà âñiõ îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ â íàïiâãðóïi ç îäè-

íèöåþ e óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó ç îäèíèöåþ e.

Åëåìåíò a ç íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ iäåìïîòåíòíèì, ÿêùî a2 = a.

Ïðèêëàäè íàïiâãðóï

1) Ïðèïóñòèìî N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i N1 = N\{1}, i íà
öié ìíîæèíi N1 ðîçãëÿíåìî îïåðàöiþ · (ìíîæåííÿ). Çðîçóìiëî, ùî
ìíîæèíà N1 ç îïåðàöi¹þ · óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó íàïiâãðóïó, àëå áåç

îäèíè÷íîãî åëåìåíòà.

2) Áåðåìî ìíîæèíó N0 = N ∪ {0} i îïåðàöiþ +. Ìíîæèíà N0 óòâîðþ¹

êîìóòàòèâíó íàïiâãðóïó, îäèíè÷íèì åëåìåíòîì â ÿêié ¹ ÷èñëî 0.

3) Áåðåìî ìíîæèíó N i îïåðàöiþ · (ìíîæåííÿ). Òàêà ñèñòåìà óòâîðþ¹

êîìóòàòèâíó íàïiâãðóïó ç íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì 1.

4) Ìíîæèíà Mn(R) � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç

äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ç îïåðàöi¹þ ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Öÿ ìíîæè-

íà ¹ íàïiâãðóïîþ, öÿ ìíîæèíà íåêîìóòàòèâíà i îäèíè÷íà ìàòðèöÿ

E � íåéòðàëüíèé åëåìåíò.

5) Ïðèïóñòèìî A = {a, b, c, d}, ñèìâîëè a, b, c, d áóäåìî ââàæàòè ëiòåðà-

ìè. Äîâiëüíó ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü öèõ ñèìâîëiâ áóäåìî íàçèâà-

òè ñëîâîì, íàïðèêëàä adc, bbab, . . . , i ïîçíà÷èìî ÷åðåç S(A) ìíîæè-

íó âñiõ òàêèõ ñëiâ. Íà öié ìíîæèíi ââåäåìî îïåðàöiþ ∗, íàïðèêëàä
(bcdab) ∗ (cdd) = bcdabcdd. Ìíîæèíà S(A) ç öi¹þ îïåðàöi¹þ óòâîðþ¹
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íàïiâãðóïó, ÿêà íå ¹ êîìóòàòèâíîþ, i ïðè öüîìó, ÿêùî ââàæàòè, ùî

ìíîæèíà S(A) ìiñòèòü ïîðîæí¹ ñëîâî, òî âîíî ¹ îäèíè÷íèì åëåìåí-

òîì â öié íàïiâãðóïi.

6) Ïðèïóñòèìî A � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà i P (A) � ñèñòåìà âñiõ

ïiäìíîæèí ìíîæèíè A. Íà ìíîæèíi P (A) ðîçãëÿíåìî îïåðàöiþ ∪,
òîäi àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (P (A),∪) ¹ íàïiâãðóïîþ, öÿ íàïiâãðóïà ¹

êîìóòàòèâíîþ i îäèíè÷íèì åëåìåíòîì â íié ¹ ïîðîæíÿ ìíîæèíà. Êî-

æíèé åëåìåíò A1 öi¹¨ íàïiâãðóïè ¹ iäåìïîòåíòíèì, îñêiëüêè A1∪A1 =

A1. Ðîçãëÿíåìî íà ìíîæèíi P (A) îïåðàöiþ ∩. Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà

(P (A),∩) òàêîæ ¹ êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ i îäèíè÷íèì åëåìåí-

òîì ó öié íàïiâãðóïi ¹ A. Îñêiëüêè A1 ∩ A1 = A1, òî âñi åëåìåíòè â

öié íàïiâãðóïi ¹ iäåìïîòåíòíèìè.

3. Ãðóïà

Îçíà÷åííÿ 2. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, äëÿ åëåìåíòiâ ÿêî¨ ââåäåíà îïå-

ðàöiÿ ∗, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ G : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

2) iñíó¹ e ∈ G òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G : a ∗ e = e ∗ a = a;

3) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G iñíó¹ b ∈ G : a ∗ b = b ∗ a = e, òàêèé åëåìåíò b

íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äëÿ a i ïîçíà÷à¹òüñÿ a−1.

Òàêèì ÷èíîì ãðóïà � öå ìîíî¨ä, êîæåí åëåìåíò ÿêîãî îáîðîòíèé.

ßêùî êðiì öüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G : a ∗ b =
b ∗ a, òî ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ àáî àáåëåâîþ. Äàëi îïåðàöi¹þ

â ãðóïi áóäåìî íàçèâàòè · (ìíîæåííÿì). Äëÿ îïåðàöi¨ â àáåëåâié ãðóïi

÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü +.

Ç îçíà÷åííÿ ãðóïè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G ðiâíÿííÿ

ax = b, ya = b ìàþòü â ãðóïi ðîçâ'ÿçêè x = a−1b, y = ba−1. Öi¹þ óìîâîþ

ìîæíà çàìiíèòè â îçíà÷åííi ãðóïè óìîâè 2) i 3). Òîáòî ïiä ãðóïîþ G

ðîçóìiòè íåïîðîæíþ ìíîæèíó äëÿ ÿêî¨ ââåäåíà îïåðàöiÿ ·, äëÿ ÿêî¨:

10



1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ G : (ab)c = a(bc);

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G : ax = b, ya = b ìàþòü ó ãðóïi ðîçâ'ÿçîê.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äâà îçíà÷åííÿ ãðóïè åêâiâàëåíòíi.

Çà iíäóêöi¹þ ìîæíà ââàæàòè äîáóòîê äîâiëüíîãî ñêií÷åííîãî ÷èñëà

åëåìåíòiâ a1 · a2 · . . . · an ∈ G, a1, a2, . . . , an ∈ G. ßêùî a ∈ G, òî an =

a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n

. Ïîêëàäåìî a0 = e, ÿêùî n ∈ N, òî a−n = (a−1)n.

Íåâàæêî ïîêàçàòè òàêîæ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n,m ∈ Z : an+m = an ·
am = am · an, amn = (am)n = (an)m.

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ H : ab ∈ H;

2) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ H : a−1 ∈ H.

ßêùî a ∈ H, òî aa−1 ∈ H, òîáòî e ∈ H.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäìíîæèíà H ç îïåðàöi¹þ · óòâîðþ¹ ãðóïó. Ç îçíà-

÷åííÿ ïiäãðóïè âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ H : a · b−1 ∈ H.

Öi¹þ óìîâîþ ìîæíà çàìiíèòè äâi óìîâè ïiäãðóïè. Äiéñíî, ïðèïóñòè-

ìî H � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ H : a · b−1 ∈ H. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïiä-

ãðóïè. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò a ∈ H. Òîäi aa−1 ∈ H, òîáòî e ∈ H. Òîäi

ea−1 ∈ H, a−1 ∈ H. Ïðèïóñòèìî a, b ∈ H, çà äîâåäåíèì b−1 ∈ H, òîáòî

a(b−1)−1 ∈ H, ab ∈ H. Óìîâè ïiäãðóïè âèêîíóþòüñÿ.

Ó äîâiëüíié ãðóïi iñíóþòü 2 òðèâiàëüíi ïiäãðóïè {e} i âñÿ ãðóïà G.

Ïiäãðóïà H ãðóïè G òàêà, ùî H ̸= {e}, H ̸= G, íàçèâà¹òüñÿ âëàñíîþ

ïiäãðóïîþ.

Íåõàé {Hα} � äåÿêà ìíîæèíà ïiäãðóï ãðóïè G, ñêií÷åííà àáî íå-

ñêií÷åííà, H =
⋂
α

Hα. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà H ¹ ïiäãðóïîþ.

Ïðèïóñòèìî x, y ∈ H, òîäi x, y ∈ Hα äëÿ äîâiëüíîãî α, xy ∈ Hα äëÿ

äîâiëüíîãî α, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî xy ∈
⋂
α

Hα = H.
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Àíàëîãi÷íî, ÿêùî x ∈ H, òî x ∈ Hα äëÿ äîâiëüíîãî α, x−1 ∈ Hα äëÿ

äîâiëüíîãî α, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x−1 ∈
⋂
α

Hα = H.

Òàêèì ÷èíîì ìè ïîêàçàëè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêîãî ÷èñëà ïiäãðóï ¹

ïiäãðóïîþ.

Íåõàé S � äåÿêà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

⟨S⟩ ïåðåòèí âñiõ ïiäãðóï, ÿêi ìiñòÿòü ìíîæèíó S, òîáòî ⟨S⟩ =
⋂

S⊆H

H.

Çà äîâåäåíèì, ìíîæèíà ⟨S⟩ ¹ ïiäãðóïîþ. Öå ìiíiìàëüíà ïiäãðóïà,

ÿêà ìiñòèòü ïiäìíîæèíó S i âîíà íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ

ïiäìíîæèíîþ S. Ñàìà ïiäìíîæèíà S íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ òâiðíèõ

åëåìåíòiâ ⟨S⟩, à åëåìåíòè ïiäìíîæèíè S � òâiðíèìè åëåìåíòàìè. Êî-

æíà ïiäãðóïà H ãðóïè G ìà¹ ìíîæèíó òâiðíèõ åëåìåíòiâ. Çà òàêó ìíî-

æèíó ìîæíà âçÿòè âñþ ïiäãðóïó H.

Ïiäãðóïó, ïîðîäæåíó äàíîþ ïiäìíîæèíîþ, ìîæíà îïèñàòè çà äîïî-

ìîãîþ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Íåõàé S � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G, òîäi ⟨S⟩ ñïiâïàäà¹ ç ìíî-
æèíîþ T âñiõ äîáóòêiâ âèãëÿäó t1t2 . . . tn, äå äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ 1, n àáî

ti ∈ S, àáî t−1
i ∈ S. Äiéñíî, ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ìíîæèíà T óòâîðþ¹

ïiäãðóïó. Áåðåìî t1t2 . . . tn ∈ T , t′1t
′
2 . . . t

′
k ∈ T , òîäi t1t2 . . . tn · t′1t′2 . . . t′k ∈

T . Àíàëîãi÷íî, ÿêùî t1t2 . . . tn ∈ T , òî (t1t2 . . . tn)
−1 = t−1

n t−1
n−1 . . . t

−1
1 ∈

T , òîáòî T � ïiäãðóïà. Êîæåí åëåìåíò t ∈ S ìîæíà ââàæàòè àíàëî-

ãi÷íèì äîáóòêîì, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî ñïiâìíîæíèêà, òîìó

S ⊆ T , i ÿêùî H � äåÿêà iíøà ïiäãðóïà, ùî ìiñòèòü S, òî âñi äîáóòêè

âèãëÿäó t1t2 . . . tn ìiñòÿòüñÿ â H, i òîìó T ⊆ H, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

T = ⟨S⟩.
Îêðåìî òðåáà ðîçãëÿíóòè ïiäãðóïè, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ñêií÷åííèì

÷èñëîì åëåìåíòiâ. Òàêi ïiäãðóïè íàçèâàþòüñÿ ïiäãðóïàìè çi ñêií÷åííèì

÷èñëîì åëåìåíòiâ.

Ïðèïóñòèìî H � ïiäãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñêií÷åííîþ ïiäìíîæè-

íîþ S. Âèêðåñëèìî ç ïiäìíîæèíè S âñi òi åëåìåíòè, ÿêi ìîæíà çàïè-

ñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó iíøèõ åëåìåíòiâ ïiäìíîæèíè S, àáî ¨õ îáåð-

12



íåíèõ. Îäåðæèìî ìiíiìàëüíó ñèñòåìó òâiðíèõ M , òîáòî òàêó ñèñòåìó

òâiðíèõ, ùî ⟨M⟩ = H, à ⟨M ′⟩ ̸= H, äå ïiäìíîæèíà M ′ îäåðæàíà ç M

âèêðåñëþâàííÿì äîâiëüíîãî a ∈ M . Íåõàé M = {g1, g2, . . . , gm}, òîäi
H = ⟨g1, g2, . . . , gm⟩. Ó âèïàäêó m = 1 ïiäãðóïà H íàçèâà¹òüñÿ öè-

êëi÷íîþ, òîáòî H = ⟨g⟩, â öüîìó âèïàäêó H = {gk|k ∈ Z}. Çðîçóìi-
ëî, ùî öèêëi÷íà ïiäãðóïà H çàâæäè àáåëåâà: äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ Z,
gmgn = gm+n = gn+m = gngm. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî áóäü-ÿêà ïiäãðóïà

öèêëi÷íî¨ ïiäãðóïè ¹ öèêëi÷íîþ ïiäãðóïîþ.

Íåõàé a ∈ G � äåÿêèé åëåìåíò, òîäi ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ Z,m ̸= n : am ̸= an, òîäi åëåìåíò a íàçèâà¹òüñÿ

åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó;

2) iñíóþòü m,n ∈ Z,m ̸= n : am = an. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi,

ùî m > n, òîäi am−n = e. Íàéìåíøå q ∈ N: aq = e áóäåìî íàçèâà-

òè ïîðÿäêîì åëåìåíòà a, òîáòî a åëåìåíò ïîðÿäêó q. Âñi åëåìåíòè

ñêií÷åííèõ ïîðÿäêiâ íàçèâàþòü ïåðiîäè÷íèìè.

Ïðèïóñòèìî a � åëåìåíò ïîðÿäêó n, ïîêàæåìî, ùî H = ⟨a⟩ ñêëàäà-
¹òüñÿ ç n åëåìåíòiâ. Äiéñíî a0, a1 . . . an−1 ∈ H. Âñi öi åëåìåíòè ¹ ðiçíi,

â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó iñíóþòü n1, n2 ∈ Z: 0 < n1 < n, 0 < n2 < n i

an1 = an2 , ÿêùî n2 > n1, òî an2−n1 = e, 0 < n2 − n1 < n, ùî ñóïåðå÷èòü

ïðèïóùåííþ: n � ïîðÿäîê åëåìåíòà a.

Ç iíøîãî áîêó âiçüìåìî äîâiëüíèé åëåìåíò am ∈ H i ïîäiëèìî ÷èñëî

m íà n ç çàëèøêîì: m = qn + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < n. Òîäi am =

aqn+r = aqnar = (an)qar = eqar = ear = ar i ar ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç

åëåìåíòiâ a0, a1 . . . an−1. Òàêèì ÷èíîì, H = {a0, a1 . . . an−1}. Ó öüîìó

âèïàäêó êàæóòü, ùî öèêëi÷íà ïiäãðóïà H ìà¹ ïîðÿäîê n.

Îçíà÷åííÿ 3. ßêùî âñi íåòðèâiàëüíi åëåìåíòè ãðóïè G ¹ åëåìåíòàìè

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ áåç ñêðóòó.

ßêùî âñi åëåìåíòè ãðóïè ïåðiîäè÷íi, ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè-

÷íîþ.
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Íåõàé p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî, ÿêùî âñi åëåìåíòè ïåðiîäè÷íî¨

ãðóïè G ¹ åëåìåíòàìè ïîðÿäêó pk, k ∈ N, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïðè-

ìàðíîþ (ñòåïåíÿ p) àáî p-ãðóïîþ.

Ïðèêëàäè

1) ÍåõàéQ� ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç îïåðàöi¹þ+ çðîçóìiëî, ùî

ìíîæèíà Q óòâîðþ¹ àáåëåâó ãðóïó áåç ñêðóòó, îäèíè÷íèì åëåìåíòîì

áóäå 0. Ìíîæèíà Z ç îïåðàöi¹þ + ¹ ïiäãðóïîþ Q. Z � öèêëi÷íà

ïiäãðóïà, òâiðíèìè åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ 1 i −1.

2) Q i ·, òàêà ñèñòåìà íå áóäå ãðóïîþ, îñêiëüêè äëÿ åëåìåíòà 0 íåìà¹

îáåðíåíîãî, àëå ìíîæèíà Q∗ = Q\{0} ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî

îïåðàöi¨ ·.

3) Íåõàé G = {0, 1}, ââåäåìî îïåðàöiþ +: 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 =

1, 1 + 1 = 0. Òàêà îïåðàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ äîäàâàííÿì ïî ìîäóëþ 2.

Ìíîæèíà G i îïåðàöiÿ + óòâîðþþòü àáåëåâó ãðóïó ç äâîõ åëåìåíòiâ,

ïðè÷îìó öå öèêëi÷íà ãðóïà ç òâiðíèì åëåìåíòîì 1.

4) Íåõàé Zn = {0, 1, . . . , n − 1} i íà öié ìíîæèíi ââåäåíî îïåðàöiþ +

ïî ìîäóëþ n: äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ Zn : a + b � çàëèøîê âiä äiëåííÿ

÷èñëà a+ b íà n. Òîäi öÿ ìíîæèíà ç îïåðàöi¹þ + ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ,

ïðè÷îìó öÿ ãðóïà öèêëi÷íà. Òâiðíèìè åëåìåíòàìè ¹ 1, à òàêîæ âñi

÷èñëà ñåðåä 0, 1, . . . , n − 1, ÿêi âçà¹ìíî ïðîñòi ç ÷èñëîì n, çîêðåìà,

ÿêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî âñi ÷èñëà ç ìíîæèíè Zn, çà âèíÿòêîì 0,

¹ òâiðíèìè åëåìåíòàìè.

5) Mn(R) � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ç äiéñíèìè åëåìåíòà-

ìè ïîðÿäêó n. Âiäíîñíî îïåðàöi¨ + ìíîæèíà Mn(R) óòâîðþ¹ àáåëåâó
ãðóïó. Îäèíèöåþ òóò ¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ, òîáòî ìàòðèöÿ, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç 0. Ìíîæèíà Mn(R) ç îïåðàöi¹þ · ãðóïó íå óòâîðþ¹, àëå

ìíîæèíà M∗
n(R) âñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü óòâîðþ¹ âiäíîñíî îïå-

ðàöi¨ · ãðóïó ç îäèíè÷íèì åëåìåíòîì E, àëå öÿ ãðóïà íå àáåëåâà.
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6) Ïðèïóñòèìî Cn � ìíîæèíà âñiõ êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ç 1 ñòåïåíÿ

n, Cn = {ε0, ε1, . . . , εn−1}, ç îïåðàöi¹þ ·. Ìíîæèíà Cn ¹ àáåëåâîþ

ãðóïîþ, ïðè öüîìó öå öèêëi÷íà ãðóïà, òâiðíèì åëåìåíòîì ÿêî¨ ¹ âñi

ïðèìiòèâíi êîðåíi.

Íåõàé p � ôiêñîâàíå ïðîñòå ÷èñëî, Cpk � ìíîæèíà âñiõ êîðåíiâ ç

îäèíèöi ñòåïåíÿ pk. Ïîçíà÷èìî Cp∞ =
⋃
k∈N

Cpk � ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ

êâàçiöèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Çðîçóìiëî, ùî Cp∞ ¹ ïðèìàðíîþ ãðóïîþ

ñòåïåíÿ p.

7) Ãðóïîþ ðóõiâ ïðÿìî¨ àáî ïëîùèíè Π íàçèâàþòüñÿ òàêi âiäîáðàæå-

ííÿ f , ÿêi çáåðiãàþòü âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè, òîáòî ÿêùî d(x, y) �

âiäñòàíü ìiæ x, y ∈ Π, òî d(f(x), f(y)) = d(x, y).

Âñi ðóõè ïðÿìî¨ çâîäÿòüñÿ äî äâîõ òèïiâ:

(à) ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ;

(á) äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî äåÿêî¨ ïðÿìî¨.

Ðóõàìè ïëîùèíè ¹ ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ íà äåÿêó âåëè÷èíó, ïîâî-

ðîò íà äåÿêèé êóò íàâêîëî äåÿêî¨ òî÷êè, äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ

âiäíîñíî äåÿêî¨ ïðÿìî¨ i äçåðêàëüíå âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî ïðÿìî¨

ç íàñòóïíèì ïåðåíåñåííÿì âçäîâæ öi¹¨ ïðÿìî¨. Íåõàé f1, f2 � ðóõè

ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi Π. Ïiä ðóõîìf2f1 áóäåìî ðîçóìiòè ðóõ f = f2f1,

ÿêèé ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîñòi âèêîíàííÿ öèõ ðóõiâ: f(x) = f2f1(x) =

f2(f1(x)).

Òàêèì ÷èíîì ìíîæèíà ðóõiâ óòâîðþ¹ ãðóïó, àëå öÿ ãðóïà íå àáåëåâà.

8) Ãðóïà ïiäñòàíîâîê. Íåõàé {1, 2, . . . , n} � ìíîæèíà ç N. Ïiäñòàíîâêîþ
öi¹¨ ìíîæèíè íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêå âçà¹ìíîîäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

öi¹¨ ìíîæèíè íà ñåáå.

Ïiäñòàíîâêó çðó÷íî çàïèñàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi ç äâîõ ðÿäêiâ:(
1 2 . . . n

i1 i2 . . . in

)
, òîáòî öÿ ïiäñòàíîâêà ïåðåâîäèòü 1 → i1, 2 → i2,
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. . . , n → in i (i1, i2, . . . , in) � äåÿêà ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1, 2, . . . , n).

Îòæå, êîæíié ïiäñòàíîâöi âiäïîâiäà¹ äåÿêà ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë

(1, 2, . . . , n). Ââåäåìî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ ïiäñòàíîâîê ÿê êîìïîçè-

öiþ öèõ ïiäñòàíîâîê: δτ(i) = δ(τ(i)), íàïðèêëàä:

τ =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
, δ =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
, òîäi

δτ =

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
=



1 2 3 4

↓ ↓ ↓ ↓
3 1 2 4

↓ ↓ ↓ ↓
2 4 3 1


=

(
1 2 3 4

2 4 3 1

)
, τδ =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)(
1 2 3 4

4 3 2 1

)
=

(
1 2 3 4

4 2 1 3

)
.

δτ ̸= τδ, òîáòî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ãðóïà íåêîìóòàòèâíà.

4. Ïîíÿòòÿ êiëüöÿ

Îçíà÷åííÿ 4. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà K íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî äëÿ

¨¨ åëåìåíòiâ ââåäåíî äâi îïåðàöi¨ +, ·, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

I) ìíîæèíà K óòâîðþ¹ àáåëåâó ãðóïó ç +:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ K : a+ b = b+ a;

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K : (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3) iñíó¹ θ ∈ K òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ K : a+ θ = θ+ a = a;

4) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ K iñíó¹ (−a) ∈ K : a+ (−a) = (−a) + a = θ;

II) ìíîæèíà K óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî · :

5) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K : (ab)c = a(bc);

III) âèêîíóþòüñÿ óìîâè äèñòðèáóòèâíîñòi:

6) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K : a(b+ c) = ab+ ac;
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7) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ K : (a+ b)c = ac+ bc.

ßêùî êðiì öüîãî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ K : ab = ba, òî

êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì.

ßêùî K � êiëüöå, òî àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó (K,+) íàçèâàþòü àäè-

òèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ K, à (K, ·) � ìóëüòèïëiêàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ

êiëüöÿ K.

ßêùî ìóëüòèïëiêàòèâíà íàïiâãðóïà (K, ·) ìà¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òî
K íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ç îäèíèöåþ i öåé åëåìåíò ïîçíà÷à¹òüñÿ 1. Äëÿ

äîâiëüíîãî a ∈ K : 1 · a = a · 1 = a.

Âèçíà÷èìî äåÿêi íàéïðîñòiøi íàñëiäêè àêñiîì êiëüöÿ:

1) Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ K : a · θ = θ · a = θ.

Äiéñíî, a2 = a ·a = a · (a+ θ) = a ·a+a · θ = a2+a · θ. Äîäàìî äî îáîõ
÷àñòèí −a2: (−a2)+a2 = (−a2)+a2+a ·θ , òîáòî θ = θ+a ·θ, a ·θ = θ.

Àíàëîãi÷íî θ · a = θ.

2) ßêùî K � íåòðèâiàëüíå êiëüöå ç 1, òî çàâæäè θ ̸= 1.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî θ = 1, a ∈ K, òîäi a = a · 1 = a · θ = θ, òîáòî

a = θ, K = {θ} � êiëüöå òðèâiàëüíå.

Ïðèïóñòèìî äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ K : a · b = θ. ×è ìîæíà ñêàçàòè, ùî

òîäi àáî a = θ àáî b = θ?

Îçíà÷åííÿ 5. Êiëüöå K íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ θ, ÿêùî iç

òîãî, ùî a, b ∈ K, a · b = θ âèïëèâà¹, ùî a = θ àáî b = θ.

Êiëüöå K ¹ êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ θ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äî-

âiëüíîãî a ∈ K, a ̸= θ ç ab = ac âèïëèâà¹, ùî b = c.

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S êiëüöÿ K íàçèâà¹òüñÿ ïiäêiëüöåì, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ S : a+ (−b) = a− b ∈ S;

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ S : ab ∈ S;
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òîáòî iíøèìè ñëîâàìè ïiäêiëüöå S ¹ ïiäãðóïîþ K âiäíîñíî + i ïiäíà-

ïiâãðóïîþ K âiäíîñíî · .

Iñíóþòü êîíñòðóêöi¨, ÿêi äîçâîëÿþòü çà äîïîìîãîþ äàíîãî êiëüöÿ

áóäóâàòè iíøi êiëüöÿ. Ðîçãëÿíåìî îäíó.

Ïðèïóñòèìî K � äåÿêå ôiêñîâàíå êiëüöå, x � äåÿêèé ñèìâîë, ÿêèé

íå ¹ åëåìåíòîì K. Îçíà÷èìî ÷åðåç K[x] ìíîæèíó âñiõ ñêií÷åííèõ ñóì

âèãëÿäó
∑

aix
i, äå ai ∈ K, i ≥ 0, öiëå. Òîäi êîæíà òàêà ñóìà íàçè-

âà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì, à x � çìiííîþ. Äâà ìíîãî÷ëåíà áóäåìî ââàæà-

òè ðiâíèìè, ÿêùî âîíè ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâèõ äîäàíêiâ ç òî÷íiñòþ

äî äîäàíêiâ ç íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ââàæà¹ìî, ùî x � ïåðåñòàâ-

íèé, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ K : ax = xa. Íà ìíîæèíi K[x] òà-

êèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìîæíà ââåñòè îïåðàöi¨ + i ·, âèêîíóþ÷è ¨õ ÿê â çâè-

÷àéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ âèðàçàõ i ãðóïóþ÷è äîäàíêè ç îäíàêîâèìè ñòå-

ïåíÿìè. Òàêèì ÷èíîì:
∑

aix
i +

∑
bix

i =
∑

cix
i, äå ci = ai + bi;(∑

aix
i
)(∑

bix
i
)

=
∑

djx
j , äå dj =

∑
k+l=j

akbl, òîáòî â ðåçóëüòàòi

òàêèõ îïåðàöié îäåðæèìî ðåçóëüòàò iç K[x].

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà K[x] ç îïåðàöiÿìè + òà · çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâàì êiëüöÿ. Òàêå êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ

íàä êiëüöåì K. Íåõàé
∑

aix
i ∈ K[x]. Ñòåïåíåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà íà-

çèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå ÷èñëî i, äëÿ ÿêîãî ai ̸= 0, òîäi ai íàçèâà¹òüñÿ

ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì. Ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ 0 ìà¹ âèãëÿä a0x
0, a0 ∈ K,

áóäåìî îòîòîæíþâàòè ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ 0 ç åëåìåíòàìè K. Òàêèì ÷è-

íîì îäåðæèìî K ⊆ K[x], òîáòî K ¹ ïiäêiëüöåì êiëüöÿ K[x]. Àíàëîãi÷íî

ìè îäåðæó¹ìî êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëÿìè Z,Q,R, . . .

Âëàñòèâîñòi êiëüöÿ K âèçíà÷àþòü âëàñòèâîñòi K[x]. ßêùî êiëüöå K

êîìóòàòèâíå, òî i êiëüöå K[x] êîìóòàòèâíå. ßêùî K áåç äiëüíèêiâ θ, òî

K[x] òàêîæ áåç äiëüíèêiâ θ.

Òiëüêè ÿêùî êiëüöåK[x] áåç äiëüíèêiâ θ, òî âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü:

äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíiâ m i n ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ m+ n.
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Ïðèêëàäè

1) Z ç +, · óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 áåç äiëüíèêiâ θ.

2) Äîâiëüíå ÷èñëîâå ïîëå F ç +, · óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 áåç
äiëüíèêiâ θ (Q,R,C).

3) Ìíîæèíà Mn(R) âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç äiéñíèìè êî-

åôiöi¹íòàìè âiäíîñíî +, · óòâîðþ¹ êiëüöå ç îäèíèöåþ E, ïðè n > 1

öå êiëüöå íåêîìóòàòèâíå i ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ.

Íàïðèêëàä

(
1 0

0 0

)
·

(
0 0

0 1

)
=

(
0 0

0 0

)
.

4) Zn = {0, 1, . . . , n−1} ç îïåðàöiÿìè +, · ïî ìîäóëþ n. Òîáòî ïiä ñóìîþ

a, b ∈ Zn ïî ìîäóëþ n ðîçóìiþòü çàëèøîê âiä äiëåííÿ (a + b) íà n.

Àíàëîãi÷íî ïiä äîáóòêîì a, b ∈ Zn ïî ìîäóëþ n ðîçóìiþòü çàëèøîê

âiä äiëåííÿ ab íà n. Ìíîæèíà Zn ç îïåðàöiÿìè + òà · ïî ìîäóëþ

n óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1. Öå ïðèêëàä ñêií÷åííîãî êiëüöÿ.

ßêùî n � ïðîñòå ÷èñëî, òî Zn áåç äiëüíèêiâ θ, â ñóïðîòèâíîìó âè-

ïàäêó iñíóþòü äiëüíèêè θ. Íàïðèêëàä, 2 · 2 = 4 = 0 (mod 4).

5) Íåõàé A � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, P (A) � ìíîæèíà âñiõ ïiä-

ìíîæèí ìíîæèíè A. Òîäi ìíîæèíà P (A) ç îïåðàöiÿìè ∪,∩ óòâîðþ¹

êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ A. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó iñíóþòü

A1 ̸= ∅, A2 ̸= ∅ : A1∩A2 = ∅. Öå êiëüöå òàêîæ ìiñòèòü äiëüíèêè íóëÿ.

5. Ïîíÿòòÿ ïîëÿ

Îçíà÷åííÿ 6. Ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1, äëÿ êîæíîãî

íåíóëüîâîãî åëåìåíòà ÿêîãî iñíó¹ îáåðíåíèé.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà P , äëÿ åëå-

ìåíòiâ ÿêî¨ ââåäåíî äâi îïåðàöi¨ + i ·, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ P : a+ b = b+ a;

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ P : (a+ b) + c = a+ (b+ c);
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3) iñíó¹ θ ∈ P òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ P : a+ θ = θ + a = a;

4) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ P iñíó¹ (−a) ∈ P : a+ (−a) = (−a) + a = θ;

5) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ P : ab = ba;

6) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ P : (ab)c = a(bc);

7) iñíó¹ 1 ∈ P òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãîa ∈ P : a · 1 = 1 · a = a;

8) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ P\{θ} iñíó¹ a−1 ∈ P : a · a−1 = a−1 · a = 1;

9) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ P : a(b+ c) = ab+ ac.

Àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ êiëåöü, âèçíà÷à¹òüñÿ àäèòèâíà ãðóïà ïîëÿ (P,+)

i ìóëüòèïëiêàòèâíà íàïiâãðóïà (P, ·). Àäèòèâíà ãðóïà (P,+) ¹ àáåëåâîþ

ãðóïîþ, (P, ·) ¹ êîìóòàòèâíîþ íàïiâãðóïîþ ç îäèíèöåþ. Ìíîæèíà (P ∗ =

P\{θ}) ¹ àáåëåâîþ ãðóïîþ âiäíîñíî · . Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà F ⊆ P

íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîëåì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ:

1) θ, 1 ∈ F ;

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ F : a− b ∈ F ;

3) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ F : ab ∈ F ;

4) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ F\{θ} : a−1 ∈ F .

Çðîçóìiëî, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè ïiäïîëiâ ¹ ïiäïîëåì.

Íåõàé F � ïiäïîëå ïîëÿ P , åëåìåíò a ∈ P , a /∈ F . Îçíà÷èìî ÷åðåç F1

ïåðåòèí âñiõ ïiäïîëiâ ïîëÿ P , ÿêi ìiñòÿòü ïiäïîëå F i åëåìåíò a. Ïiäïîëå

F1 � öå íàéìåíøå ïiäïîëå, ÿêå ìiñòèòü îäíî÷àñíî ïiäïîëå F i åëåìåíò

a. Òîäi êàæóòü, ùî F1 ìè îäåðæàëè ïðè¹äíàííÿì äî F åëåìåíòà a i

ïîçíà÷àþòü F1 = F (a). Íàïðèêëàä, ìè îäåðæèìî C ç R ïðè¹äíàííÿì i.

Ïîëå P íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî âîíî íå ìiñòèòü iíøèõ ïiäïîëiâ.

Ïðèïóñòèìî P � äåÿêå ôiêñîâàíå ïîëå, K � êiëüöå, ùî ìiñòèòüñÿ

â ïîëi P . Äëÿ åëåìåíòiâ a, b ∈ K, b ̸= θ ÷åðåç
a

b
ïîçíà÷èìî åëåìåíò
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ab−1 = b−1a. Çðîçóìiëî, ùî âèêîíó¹òüñÿ:
a

b
=

c

d
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

ad = bc;
a

b
+
c

d
=

ad+ bc

bd
;
a

b
· c
d
=

ac

bd
. Ïîçíà÷èìî Pk =

{a
b
|a, b ∈ K, b ̸= θ

}
,

òîäi íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà Pk ç îïåðàöiÿìè +, · óòâîðþ¹
ïîëå. Öå ïîëå ¹ íàéìåíøèì ïiäïîëåì ïîëÿ P , ÿêå ìiñòèòü êiëüöå K.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ êiëüöÿ Z áóäó¹òüñÿ ïîëå Q.

Ïðèêëàäè

1) Q,R,C,Q(
√
2), . . . ç îïåðàöiÿìè +, · ¹ î÷åâèäíèìè ïîëÿìè.

2) Zn = {0, 1, . . . , n−1} ç îïåðàöiÿìè +, · ïî ìîäóëþ n. Çðîçóìiëî, ÿêùî

n � íåïðîñòå ÷èñëî, òî â êiëüöi Zn ¹ äiëüíèêè θ, à òîìó öå êiëüöå

íå ìîæå áóòè ïîëåì. ßêùî n = p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ìíîæèíà Zp

óòâîðþ¹ ïîëå.

Ïåðåâiðèìî iñíóâàííÿ îáåðíåíèõ åëåìåíòiâ. a ∈ Zp, a ̸= 0, òîäi ÷èñëà

a i p âçà¹ìíîïðîñòi, à òîìó iñíóþòü c, d : ac+ dp = 1 àáî ac = 1− dp.

×èñëî c ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùî âèêîíóâàëîñÿ 0 < c < p, òîäi ac ≡ 1

(mod p) i c = a−1.
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Ðîçäië 2

Ëiíiéíi àáî âåêòîðíi ïðîñòîðè

1. Ïîíÿòòÿ ïîëÿ

Îòæå, íåïîðîæíÿ ìíîæèíà F íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî äëÿ ¨¨ åëå-

ìåíòiâ ââåäåíi äâi îïåðàöi¨ +, · , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

1) äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ F : α+ β = β + α;

2) äëÿ äîâiëüíèõ α, β, γ ∈ F : (α+ β) + γ = α+ (β + γ);

3) iñíó¹ 0 ∈ F òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F : α+ 0 = 0 + α = α;

4) äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F iñíó¹ −α ∈ F : α+ (−α) = 0;

5) äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ F : αβ = βα;

6) iñíó¹ 1 ∈ F òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãîα ∈ F : 1 · α = α · 1 = α;

7) äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F, α ̸= 0 iñíó¹ α−1 ∈ F : αα−1 = α−1α = 1;

8) äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F : 0 · α = 0;

9) äëÿ äîâiëüíèõ α, β, γ ∈ F : α(β + γ) = αβ + αγ.

Òàêèì ÷èíîì â ïîëi ìîæíà âèêîíóâàòè âñi ÷îòèðè àðèôìåòè÷íi äi¨.

Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S ïîëÿ F íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîëåì, ÿêùî 1, 0 ∈
S; ïiäìíîæèíà S çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié ïîëÿ.

Íàâåäåìî äåÿêi ïðîñòi ïðèêëàäè ïîëiâ:

Ìíîæèíà C âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â öié ìíîæèíi âèêîíóþòüñÿ

äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ, âiäíiìàííÿ, äiëåííÿ. Ïîëå C ìiñòèòü íåñêií÷åííó

êiëüêiñòü ïiäïîëiâ. Íàïðèêëàä: Q2 = {a + b
√
2|a, b ∈ Q}, Q3 = {a +

b
√
3|a, b ∈ Q},. . .
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2. Ïîíÿòòÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 7. Íåõàé F � äåÿêå ïîëå. Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V íàçèâà-

¹òüñÿ âåêòîðíèì (ëiíiéíèì) ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F , ÿêùî äëÿ ¨¨ åëå-

ìåíòiâ ââåäåíî äâi îïåðàöi¨: + òà · (ìíîæåííÿ) íà åëåìåíòè ç ïîëÿ F ,

ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ V : a+ b = b+ a;

2) äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ V : (a+ b) + c = a+ (b+ c);

3) iñíó¹ θ ∈ V òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V : a + θ = θ + a = a, θ �

íóëü-âåêòîð;

4) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V iñíó¹ −a ∈ V : a+ (−a) = θ, −a � ïðîòèëåæí-

íèé äî a;

5) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V : 1 · a = a;

6) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V , äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ F : α(βa) = (αβ)a;

7) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ V , äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F : α(a+ b) = αa+ αb;

8) äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ F , äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V : (α+ β)a = αa+ βa.

ßêùî V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , òî åëåìåíòè ìíîæèíè V

áóäåìî íàçèâàòè âåêòîðàìè, à åëåìåíòè ìíîæèíè F � ñêàëÿðàìè.

3. Íàñëiäêè àêñiîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó

1. Ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V åëåìåíò θ ¹äèíèé.

Ïðèïóñòèìî, iñíóþòü äâà íóëü-âåêòîðè θ1, θ2 ∈ V , ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi 3. Òîäi θ1 + θ2 = θ1, θ1 + θ2 = θ2, θ1 = θ2.

2. Äëÿ äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V åëåìåíò −a ¹äèíèé.

Ïðèïóñòèìî, äëÿ äàíîãî a iñíóþòü äâà ïðîòèëåæíèõ åëåìåíòè (−a)′

i (−a)′′. Òîäi (−a)′ = (−a)′ + θ = (−a)′ + [a + (−a)′′] = [(−a)′ + a] +

(−a)′′ = θ + (−a)′′ = (−a)′′.

23



3. Äëÿ äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V : 0 · a = θ.

Äiéñíî, 0 · a = (0 + 0)a = 0 · a+ 0 · a. Äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíîñòi

åëåìåíò −0·a, òîäi θ = 0·a+(−0·a) = 0·a+0·a+(−0·a) = 0·a+θ = 0·a.

4. Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V : −a = (−1)a.

Äiéñíî, ÿê âæå áóëî äîâåäåíî, äëÿ äàíîãî åëåìåíòà a ¹ ¹äèíèé −a,

àëå a+ (−1)a = 1 · a+ (−1)a = (1− 1)a = 0 · a = θ. Òîìó −a = (−1)a.

5. Äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ V iñíó¹ ¹äèíèé x ∈ V òàêèé, ùî a = b+ x. Åëå-

ìåíò x áóäåìî íàçèâàòè ðiçíèöåþ åëåìåíòiâ a òà b i ïîçíà÷àòèìåìî

a− b = x.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî x = a + (−b), òîäi b + x = a + (−b) + b = a,

òîáòî åëåìåíò x iñíó¹. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà

c ∈ V òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ a = b + c, òî a + (−b) = b + c + (−b), îòæå

c = a+ (−b) = x, òîáòî åëåìåíò x ¹äèíèé.

6. Äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F : αθ = θ.

Äiéñíî, α · θ = α(θ + θ) = αθ + αθ. Äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí −αθ i

îäåðæèìî θ = αθ.

7. Äëÿ åëåìåíòiâ α ∈ F, a ∈ V ðiâíiñòü αa = θ âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè àáî α = 0 àáî a = θ.

Äiéñíî, ïðèïóñòèìî α ̸= 0, òîäi iñíó¹ α−1 ∈ F i α−1αa = α−1 ·θ, òîáòî
1 · a = θ, a = θ.

4. Ïîíÿòòÿ içîìîðôiçìó

Íåõàé V1, V2 � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì F . Ïðîñòîðè V1, V2 íà-

çèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ

φ : V1 → V2 òàêå, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ V1 : φ(a+ b) = φ(a) + φ(b);

2) äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V1, äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ F : φ(αa) = αφ(a).
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Ñàìå âiäîáðàæåííÿ φ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ.

Ñòðóêòóðà içîìîðôíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ îäíàêîâà, à òîìó ç òî÷êè

çîðó òåîði¨ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ içîìîðôíi ïðîñòîðè òîòîæíi.

5. Ïðèêëàäè âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ

1. Íåõàé F � ïîëå, n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Fn ìíîæèíó âñiõ âåêòîðiâ äîâæèíè n, êîîðäèíàòàìè ÿêèõ ¹ åëåìåí-

òè ç F . Óâåäåìî äëÿ íèõ ñòàíäàðòíi îïåðàöi¨:

ÿêùî a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Fn, b = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Fn, òî

a+ b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn);

ÿêùî λ ∈ F , a ∈ Fn, òî λa = (λα1, λα2, . . . , λαn).

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî òàêi îïåðàöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì âåêòîð-

íîãî ïðîñòîðó, òîáòî Fn ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F .

2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ìíîæèíó Mn ìíîæèíó âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü

ïîðÿäêó n, åëåìåíòè ÿêèõ ç F . Íà öié ìíîæèíi ââåäåìî îïåðàöi¨ +

ìàòðèöü òà ìíîæåííÿ íà åëåìåíòè ç ïîëÿ F . Ìíîæèíà Mn ç òàêè-

ìè îïåðàöiÿìè ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . Êîæíié òàêié

ìàòðèöi ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð äîâæèíè n2 ç åëå-

ìåíòàìè ç F , íàïðèêëàä:

A =

(
α11 α12

α21 α22

)
→ a = (α11, α12, α21, α22).

Ïðè öüîìó îïåðàöiÿì íàä ìàòðèöÿìè âiäïîâiäàþòü îïåðàöi¨ íàä âå-

êòîðàìè, òîáòî ïðîñòið Mn ¹ içîìîðôíèì ïðîñòîðó Fn2

.

3. Ïðèïóñòèìî X � äåÿêà ôiêñîâàíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, F � äå-

ÿêå ïîëå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç M(X,F ) ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü ç

ìíîæèíè X â ïîëå F . Ââåäåìî îïåðàöiþ f1 + f2 íàä âiäîáðàæåí-

íÿìè f1, f2 ∈ M(X,F ), òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X : (f1 + f2)(x) =

f1(x)+f2(x). Àíàëîãi÷íî, ÿêùî f ∈ M(X,F ), α ∈ F , òî äëÿ äîâiëüíî-

ãî x ∈ X : (αf)(x) = αf(x). ÌíîæèíàM(X,F ) ç òàêèìè îïåðàöiÿìè ¹

âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F . Âiäçíà÷èìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê:
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X = {1, 2, . . . , n}, òîäi äîâiëüíîìó âiäîáðàæåííþ f ∈ M(X,F ) ìî-

æíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð (f(1), f(2), . . . , f(n)), îïåðàöi¨

íàä âiäîáðàæåííÿìè âiäïîâiäàþòü îïåðàöiÿì íàä âåêòîðàìè, òîáòî

ïðîñòið M(X,F ) içîìîðôíèé ïðîñòîðó Fn.

4. C[a, b] � ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ íà ñåãìåíòi [a, b]. Öÿ

ìíîæèíà âiäíîñíî îïåðàöié + ôóíêöié òà · íà äiéñíi ÷èñëà óòâîðþ¹
âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R.

5. Ïðèïóñòèìî F � äåÿêå ïîëå, F [x] � ìíîæèíà âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä

çìiííî¨ x ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F . Öÿ ìíîæèíà óòâîðþ¹ âåêòîð-

íèé ïðîñòið íàä ïîëåì F âiäíîñíî îïåðàöié + òà · íà åëåìåòè ïî-

ëÿ F . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fn[x] ìíîæèíó âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç êîåôi-

öi¹íòàìè ç ïîëÿ F , ñòåïåíi ÿêèõ íå ïåðåâèùóþòü n. Òàêà ìíîæè-

íà òàêîæ óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Ïðè öüîìó êî-

æíîìó òàêîìó ìíîãî÷ëåíó ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð.

f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ F → (a0, a1, . . . , an).

Îïåðàöi¨ íàä ìíîãî÷ëåíàìè âiäïîâiäàþòü îïåðàöiÿì íàä âåêòîðàìè,

à òîìó ïðîñòið Fn[x] içîìîðôíèé Fn+1.

6. Ïðèïóñòèìî, X � äåÿêà ôiêñîâàíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, P (X) �

ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè X. Ââåäåìî íà ìíîæèíi P (X)

ñòðóêòóðó âåêòîðíîãî ïðîñòîðó: A1, A2 ⊆ X, ïiä ¨õ ñóìîþ áóäåìî

ðîçóìiòè ñèìåòðè÷íó ðiçíèöþ, òîáòî A1 + A2 = A1 △ A2 = (A1 ∪
A2)\(A1 ∩ A2), ïiä íóëü-âåêòîðîì � ∅, ïiä ïðîòèëåæíîþ ìíîæèíi A

áóäåìî ðîçóìiòè X\A.
Íåõàé F2 = {0, 1} � ñêií÷åííå ïîëå ç äâîõ åëåìåíòiâ, äå îïåðàöiÿ

+ ââåäåíà ïî ìîäóëþ 2, òîáòî 0+0=0, 1+0=0+1=1, 1+1=0, 0 · 0 =

0, 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1. Äëÿ ïiäìíîæèí ç P (X) áóäåìî ââàæàòè

0 · A = ∅, 1 · A = A i ìíîæèíà P (X) ç òàêèìè îïåðàöiÿìè óòâîðþ¹

âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ñêií÷åííèì ïîëåì F2.

ßêùî X = {1, 2, . . . , n}, òîäi êîæíié ïiäìíîæèíi A ⊆ X ìîæíà ïîñòà-
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âèòè ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð äîâæèíè n, à ñàìå ÿêùî ai =

1 i ∈ A

0 i /∈ A
,

òî A → (a1, a2, . . . , an). Òàêèé âåêòîð íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì

âåêòîðîì ïiäìíîæèíè A. Îïåðàöi¨ íàä åëåìåíòàìè ìíîæèíè P (x)

âiäïîâiäàþòü îïåðàöiÿì íàä õàðàêòåðèñòè÷íèìè âåêòîðàìè, à òîìó

âåêòîðíèé ïðîñòið P (X) içîìîðôíèé âåêòîðíîìó ïðîñòîðó âåêòîðiâ

äîâæèíè n.

6. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü òà ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü

ñèñòåìè âåêòîðiâ

Ñèñòåìîþ âåêòîðiâ â ïðîñòîði V íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà

ñêií÷åííà ìíîæèíà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ∈ V .

Íåõàé a1, a2, . . . , an ∈ V � ñèñòåìà âåêòîðiâ, α1, α2, . . . , αn ∈ F �

äåÿêà ñèñòåìà ñêàëÿðiâ. Ñóìà x = α1a1+α2a2+. . .+αnan íàçèâà¹òüñÿ ëi-

íiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an, à ÷èñëà

α1, α2, . . . , αn � êîåôiöi¹íòàìè öi¹¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨.

Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî ñåðåä ¨¨ êîå-

ôiöi¹íòiâ ¹ ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüîâèé, i òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âñi êîåôi-

öi¹íòè íóëüîâi. Çðîçóìiëî, ùî òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áóäü-ÿêî¨

ñèñòåìè âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ θ.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî

äëÿ íå¨ iñíó¹ ëèøå òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ùî ðiâíà θ.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an íàçèâà¹òü ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî

äëÿ íå¨ iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ, ùî ðiâíà θ.

ßêùî x = α1a1+α2a2+. . .+αnan, áóäåìî êàçàòè, ùî âåêòîð x ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a1, a2, . . . , an.

27



7. Âëàñòèâîñòi ëiíiéíî çàëåæíèõ òà ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ ñèñòåì âåêòîðiâ

1. ßêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ìiñòèòü θ, òî âîíà ëiíiéíî çàëåæíà.

Íåõàé A = {θ, a1, a2, . . . , an}, òîäi 1 · θ+0 ·a1+ . . .+0 ·an = θ. Ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, îñêiëüêè ¹ 1.

2. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðèíàéìíi

îäèí ç íèõ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Ïðèïóñòèìî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ëiíiéíî çàëåæíà. Çà îçíà-

÷åííÿì iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1 + α2a2 + . . . +

αnan = θ, ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ¹ íåíóëüîâèé, íåõàé, íàïðèêëàä, öå áó-

äå α1 ̸= 0, òîäi a1 = −α2

α1
a2 + . . .+

αn

α1
an.

Íåõàé íàâïàêè, îäèí ç âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷å-

ðåç iíøi, íàïðèêëàä a1 = β2a2 + β3a3 + . . . + βnan, òîäi a1 − β2a2 −
β3a3− . . .−βnan = θ i ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà (áî êîåôiöi¹íò

ïðè a1 = 1).

3. Ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïðèíàéìíi

îäèí ç íèõ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ âëàñòèâîñòi.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ A = {a1, a2, . . . , an}
ëiíiéíî çàëåæíà, òîäi iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1 +

α2a2 + . . .+αnan = Θ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k ìàêñèìàëüíèé iíäåêñ, äëÿ

ÿêîãî αk ̸= 0, òîáòî αk+1 = . . . = αn = 0 i α1a1+α2a2+ . . .+αkak = θ.

ßêùî k = 1, òî a1 = θ, iíàêøå ak = −α1

αk
a1 −

α2

αk
a2 − . . .− αk−1

αk
ak−1.

4. ßêùî ïiäñèñòåìà ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà, òî i âñÿ ñèñòåìà

ëiíiéíî çàëåæíà.

Ïðèïóñòèìî â ñèñòåìi âåêòîðiâ A = {a1, a2, . . . , an} ïiäñèñòåìà âå-

êòîðiâ A1 = {a1, a2, . . . , ak} ëiíiéíî çàëåæíà. Òîäi iñíó¹ íåòðèâiàëüíà
êîìáiíàöiÿ α1a1 + α2a2 + . . . + αkak = θ, ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ¹ íåíó-

ëüîâèé, òîìó ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî α1 ̸= 0. Òîäi α1a1 + α2a2 +
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. . .+αkak+0 ·ak+1+ . . .+0 ·an = θ. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà,

îñêiëüêè α1 ̸= 0.

5. Äîâiëüíà ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ¹ ëiíiéíî

íåçàëåæíîþ.

Íàñëiäîê ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.

6. Ïîðîæíÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ââàæà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

8. Ëiíiéíà îáîëîíêà ïiäìíîæèíè

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V .

Îçíà÷åííÿ 8. Ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ ïiäìíîæèíè A íàçèâà¹òüñÿ ìíî-

æèíà âñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié âñiõ ìîæëèâèõ ñèñòåì âåêòîðiâ ç ïiäìíî-

æèíè A. Ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíà îáîëîíêà ÿê ⟨A⟩.

Íåâàæêî äîâåñòè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ëiíiéíî¨ îáîëîíêè:

1. A ⊆ ⟨A⟩;

2. ÿêùî A ⊆ B, òî ⟨A⟩ ⊆ ⟨B⟩;

3. ⟨⟨A⟩⟩ = ⟨A⟩;

4. ÿêùî a ∈ ⟨A⟩, òî ⟨A ∪ {a}⟩ = ⟨A⟩;

5. ÿêùî b ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi åëåìåíòè ïiäìíîæèíè A, òî

⟨A\{b}⟩ = ⟨A⟩.

9. Ëåìà ïðî äâi ñèñòåìè

Ëåìà 1. I. Íåõàé ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çàäàíî äâi ñèñòåìè âå-

êòîðiâ A = {a1, a2, . . . , am} i B = {b1, b2, . . . , bn}, ïðè÷îìó âñi âå-

êòîðè ñèñòåìè A ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó B. ßêùî

m > n, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ A ëiíiéíî çàëåæíà.
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II. Íåõàé ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V çàäàíî äâi ñèñòåìè âåêòîðiâ A =

{a1, a2, . . . , am} i B = {b1, b2, . . . , bn}, ïðè÷îìó âñi âåêòîðè ñèñòå-

ìè A ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó B. ßêùî ñèñòåìà A

ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî m ≤ n.

Çìiñò ëåìè òàêèé: ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ íå ìîæå ëi-

íiéíî âèðàæàòèñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ ç ìåíøèì ÷èñëîì âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâîäèòè ëåìó áóäåìî â II ôîðìóëþâàííi âiä ñóïðîòèâíîãî.

Ïðèïóñòèìî, ñèñòåìà âåêòîðiâ A ëiíiéíî íåçàëåæíà, àëå m > n.

Ñêëàäåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ A1 = {a1, B} = {a1, b1, b2, . . . , bn}. Îñêiëü-
êè a1 ∈ ⟨B⟩, òî ⟨B⟩ = ⟨A1⟩ i ñèñòåìà âåêòîðiâ A1 ëiíiéíî çàëåæíà. Â

ñèñòåìi A1 îáèðà¹ìî ïåðøèé âåêòîð, ÿêèé ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

ïîïåðåäíi, i ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç c1. Îñêiëüêè a1 ̸= θ (áî A � ëiíiéíî

íåçàëåæíà), òî c1 ̸= a1, à òîìó c1 ∈ B. Âèêðåñëèìî âåêòîð c1 iç ñèñòå-

ìè âåêòîðiâ A1, îäåðæèìî ñèñòåìó âåêòîðiâ B1 = A1\{c1} i ïðè öüîìó

âèêîíó¹òüñÿ ⟨B1⟩ = ⟨A1⟩ = ⟨B⟩ i â ñèñòåìi B1 çàëèøà¹òüñÿ n âåêòîðiâ.

Àíàëîãi÷íî, ñêëàäåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ A2 = {a2, B1} = {a2, a1, . . .}.
Çíîâó, îñêiëüêè a2 ∈< B >=< B1 >, òî ñèñòåìà âåêòîðiâ A2 ëiíiéíî

çàëåæíà i ⟨A2⟩ = ⟨B1⟩ = ⟨B⟩. Çíîâó â ñèñòåìi âåêòîðiâ A2 âèáåðåìî

ïåðøèé âåêòîð, ÿêèé ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïîïåðåäíi i ïîçíà÷èìî

éîãî c2. Îñêiëüêè çà óìîâîþ ñèñòåìà âåêòîðiâ A ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî

âåêòîðè a2, a1 ëiíiéíî íåçàëåæíi, à òîìó c2 ç íèìè íå ñïiâïàäà¹, òîáòî

c2 ∈ B. Âèêðåñëþ¹ìî âåêòîð c2 ç ñèñòåìè âåêòîðiâ A2, îäåðæèìî B2 =

A2\{c2}, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç n âåêòîðiâ i ïðè öüîìó ⟨B2⟩ = ⟨A2⟩ = ⟨B⟩.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi, ÷åðåç n êðîêiâ ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè

âåêòîðiâ Bn = {an, an−1, . . . , a2, a1}, ïðè÷îìó ⟨Bn⟩ = ⟨B⟩. Àëå ÿêùîm >

n, òî iñíó¹ âåêòîð an+1 ∈ A, ïðè÷îìó an+1 ∈ ⟨B⟩ = ⟨Bn⟩. Òàêèì ÷èíîì

âåêòîð an+1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè an, an−1, . . . , a2, a1, ùî

ñóïåðå÷èòü ëiíiéíié íåçàëåæíîñòi ñèñòåìè âåêòîðiâ A.
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10. Ïîíÿòòÿ áàçèñó ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 9. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Ïiäìíîæèíà

B ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì ïðîñòîðó, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi

óìîâè:

1) êîæíà ñêií÷åííà ïiäñèñòåìà âåêòîðiâ ç ìíîæèíè B ëiíiéíî íåçàëå-

æíà;

2) êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó V ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè ç ìíî-

æèíè B.

Âèíèêàþòü çàïèòàííÿ:

1) ×è â êîæíîìó ïðîñòîði iñíó¹ áàçèñ?

2) ×è â êîæíîìó ïðîñòîði iñíó¹ ñêií÷åííèé áàçèñ?

Âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ: â êîæíîìó ïðîñòîði iñíó¹ áàçèñ, àëå íå â êî-

æíîìó ïðîñòîði âií ñêií÷åííèé.

Âåêòîðíèé ïðîñòið, ó ÿêîìó iñíó¹ ñêií÷åííèé áàçèñ, íàçèâà¹òüñÿ ñêií-

÷åííîâèìiðíèì. ßêùî â ïðîñòîði ñêi÷åííîãî áàçèñó íå iñíó¹, òî òàêèé

ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ íåñêi÷åííîâèìiðíèì.

11. Òåîðåìè ïðî áàçèñ

Òåîðåìà 1. Íåõàé ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði V iñíó¹ áàçèñ a1, a2, . . . , an,

òîäi äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ ïðîñòîðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç m âåêòî-

ðiâ ïðè m > n ëiíiéíî çàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé m > n i {b1, b2, . . . , bn} = A � ñèñòåìà âåêòîðiâ. Òîäi

çà îçíà÷åííÿì áàçèñó âñi âåêòîðè ñèñòåìè A ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç

âåêòîðè a1, a2, . . . , an. Îñêiëüêè m > n, çà ëåìîþ ïðî 2 ñèñòåìè ñèñòåìà

âåêòîðiâ A ëiíiéíî çàëåæíà.

Íàñëiäîê 1. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði âñi áàçèñè ñêëàäàþòüñÿ

ç îäíàêîâîãî ÷èñëà âåêòîðiâ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ïðîñòîði V çàäàíî 2 áàçèñèB1 = {a1, a2, . . . , am}, B2 =

{b1, b2, . . . , bn}. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêóm > n. Òîäi çà òåîðåìîþ 1 ñèñòåìà

âåêòîðiâ B1 ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî íå ìîæå áóòè áàçèñîì, òîìó m ≤ n.

àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ n ≤ m, îòæå n = m.

Îçíà÷åííÿ 10. Ðîçìiðíiñòþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó V íàçèâà¹-

òüñÿ ÷èñëî âåêòîðiâ éîãî áàçèñó òà ïîçíà÷à¹òüñÿ dimV .

Òåîðåìà 2. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði äîâiëüíó ëiíiéíî íåçàëå-

æíó ñèñòåìó âåêòîðiâ ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ó ïðîñòîði V çàäàíî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòå-

ìó âåêòîðiâ A = {a1, a2, . . . , ak}. ßêùî ⟨A⟩ = V , òî çà îçíà÷åííÿì áàçèñó

ñèñòåìà A óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó. Ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó îáèðà¹ìî

äîâiëüíèé âåêòîð ak+1 ç ìíîæèíè V \⟨A⟩ i ñêëàäà¹ìî ñèñòåìó âåêòî-

ðiâ A1 = {a1, a2, . . . , ak, ak+1}. Ñèñòåìà âåêòîðiâ A1 ëiíiéíî íåçàëåæíà,

îñêiëüêè â íié æîäåí âåêòîð íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïîïåðåäíi. Çíîâó,

ÿêùî ⟨A1⟩ = V , òî A1 óòâîðþ¹ áàçèñ. Iíàêøå ïðîäîâæó¹ìî ïðîöåñ:

ak+2 ∈ V \⟨A1⟩, A2 = {a1, a2, . . . , ak+1, ak+2}. ßêùî dimV = n, òî ÷å-

ðåç n− k êðîêiâ ìè ïðèéäåìî äî áàçèñó ïðîñòîðó.

Íàñëiäîê 2. Ó ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi n äîâiëüíà ñèñòåìà n ëiíiéíî

íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ óòâîðþ¹ áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî A = {a1, a2, . . . , an} � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñè-

ñòåìà âåêòîðiâ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2 ¨¨ ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó ïðî-

ñòîðó, àëå ÿêùî ìè äîïèøåìî äî ñèñòåìè ïðèíàéìíi îäèí âåêòîð, çãiäíî

ç òåîðåìîþ 1 âîíà ñòà¹ ëiíiéíî çàëåæíîþ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà

A ñàìà óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé S � äåÿêà ñèñòåìà âåêòîðiâ â ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V , ïðè÷îìó ⟨S⟩ = V . Òîäi ç ñèñòåìè S ìîæíà îäåðæàòè

äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó V , ÿêùî ïîòðiáíî, âèêðåñëþþ÷è äåÿêi âåêòîðè.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = {a1, a2, . . . , am}, ïî÷èíà¹ìî ïåðåâiðÿòè âåêòîðè

öi¹¨ ñèñòåìè ïî÷èíàþ÷è ç êiíöÿ: ÿêùî âåêòîð am ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç ïîïåðåäíi, âèêðåñëþ¹ìî éîãî, iíàêøå çàëèøà¹ìî. Ïåðåõîäèìî äî

âåêòîðà am−1. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî âií ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ïîïåðå-

äíi, âèêðåñëþ¹ìî éîãî, ÿêùî íi � çàëèøà¹ìî. Òàêèì ÷èíîì çà ñêií÷åííå

÷èñëî êðîêiâ ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè âåêòîðiâ B = {b1, b2, . . . , bn}, ÿêà
ëiíiéíî íåçàëåæíà i ⟨B⟩ = ⟨S⟩ = V . Çà îçíà÷åííÿì, ñèñòåìà âåêòîðiâ B

óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 4. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði äîâiëüíèé âåêòîð ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç áàçèñ, ïðè÷îìó îäíîçíà÷íî.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî â ïðîñòîði V çàôiêñîâàíî äåÿêèé áàçèñ B =

{a1, a2, . . . , an} i x ∈ V � äîâiëüíèé âåêòîð. Çà îçíà÷åííÿì áàçèñó, âå-

êòîð x ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç áàçèñ B. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâå-

ñòè òiëüêè îäíîçíà÷íiñòü. Ïðèïóñòèìî x = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λnan;

x = γ1a1 + γ2a2 + . . . + γnan, òîäi θ = x − x = (λ1 − γ1)a1 + (λ2 −
γ2)a2 + . . . + (λn − γn)an. Ìè îäåðæàëè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó ðiâ-

íó θ, òîìó (λ1 − γ1) = 0, (λ2 − γ2) = 0, . . . , (λn − γn) = 0, òîáòî

λ1 = γ1, λ2 = γ2, . . . , λn = γn.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an
ïðîñòîðó V êîæåí âåêòîð x ∈ V ìîæíà îäíîçíà÷íî ðîçêëàñòè â ëiíié-

íó êîìáiíàöiþ x = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λnan. Êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨ λ1, λ2, . . . , λn íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x â áàçèñi

a1, a2, . . . , an. Öi êîîðäèíàòè âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî, òîìó ïðè ôiêñî-

âàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an âåêòîð x ∈ V ìîæíà çàäàâàòè â êîîðäèíà-

òíié ôîðìi x = (λ1, λ2, . . . , λn).

12. Çâ'ÿçîê ìiæ áàçèñàìè. Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó.

Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði iñíóþòü áàãàòî áàçèñiâ. Çâ'ÿçîê ìiæ

äâîìà äàíèìè áàçèñàìè âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó. Ïðèïóñòèìî â
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ïðîñòîði V çàäàíî äâà áàçèñè B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 = {b1, b2, . . . , bn},
òîäi âñi âåêòîðè áàçèñó B2 ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç áàçèñ B1. Çàïè-

øåìî

b1 = α11a1 + α21a2 + . . .+ αn1an;

b2 = α12a1 + α22a2 + . . .+ αn2an;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = α1na1 + α2na2 + . . .+ αnnan.

Âèïèøåìî òàêó ìàòðèöþ

T =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Ìàòðèöÿ T íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä áàçèñó B1 äî áàçèñó

B2. Òàêèì ÷èíîì, ùîá âèïèñàòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, òðåáà â ñòîâï÷èêè

ïîñëiäîâíî çàïèñàòè êîîðäèíàòè âåêòîðiâ áàçèñó B2 â áàçèñi B1. Çðî-

çóìiëî, ùî ìàòðèöÿ ïåðåõîäó çàâæäè íåâèðîäæåíà, îñêiëüêè ¨¨ ñòîâ÷èêè

ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Íåõàé â ïðîñòîði V çàäàíî äâà áàçèñè B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 =

{b1, b2, . . . , bn}, ïðè÷îìó âîíè çàäàíi êîîðäèíàòàìè â äåêîìó òðåòüîìó

áàçèñi e1, e2, . . . , en:
a1 = (λ11, λ21, . . . , λn1),

a2 = (λ12, λ22, . . . , λn2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an = (λ1n, λ2n, . . . , λnn),

b1 = (γ11, γ21, . . . , γn1),

b2 = (γ12, γ22, . . . , γn2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = (γ1n, γ2n, . . . , γnn).

Ç êîîðäèíàò öèõ âåêòîðiâ ñêëàäåìî 2 ìàòðèöi:

A =


λ11 λ12 . . . λ1n

λ21 λ22 . . . λ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn1 λn2 . . . λnn

, B =


γ11 γ12 . . . γ1n

γ21 γ22 . . . γ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn1 γn2 . . . γnn

 .
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Çàïèøåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó âiä B1 äî B2:

T =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Òîáòî, çà îçíà÷åííÿì:

b1 = α11a1 + α21a2 + . . .+ αn1an;

b2 = α12a1 + α22a2 + . . .+ αn2an;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = α1na1 + α2na2 + . . .+ αnnan.

Öi ðiâíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:
γ11

γ21

. . .

γn1

 = α11


λ11

λ21

. . .

λn1

+ α21


λ12

λ22

. . .

λn2

+ . . .+ αn1


λ1n

λ2n

. . .

λnn

 ;


γ12

γ22

. . .

γn2

 = α12


λ11

λ21

. . .

λn1

+ α22


λ12

λ22

. . .

λn2

+ . . .+ αn2


λ1n

λ2n

. . .

λnn

 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γ1n

γ2n

. . .

γnn

 = α1n


λ11

λ21

. . .

λn1

+ α2n


λ12

λ22

. . .

λn2

+ . . .+ αnn


λ1n

λ2n

. . .

λnn

 .

ßêùî ïåðåéòè äî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ: B = AT .

Ïðèïóñòèìî, T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó B1 → B2. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T1

ìàòðèöþ ïåðåõîäó B2 → B1, òîäi çà äîâåäåíèì B = AT , i ïî àíàëîãi¨

A = BT1, òîáòî A = ATT1. Ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà, îñêiëüêè ¨¨ ñòîâ-

ï÷èêè ëiíiéíî íåçàëåæíi, ÿê ñòîâï÷èêè êîîðäèíàò áàçèñíèõ âåêòîðiâ,

òîìó iñíó¹ ìàòðèöÿ A−1 i A−1A = A−1ATT1, àáî TT1 = E, T1 = T−1.
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Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó B1 → B2, òî ìàòðèöÿ ïåðå-

õîäó B2 → B1 ¹ ìàòðèöåþ T−1.

13. Çâ'ÿçîê êîîðäèíàò âåêòîðà â ðiçíèõ áàçèñàõ.

Ïðèïóñòèìî â ïðîñòîði V çàäàíî 2 áàçèñè B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 =

{b1, b2, . . . , bn}, T � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó B1 → B2 :

T =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ

b1 = α11a1 + α21a2 + . . .+ αn1an;

b2 = α12a1 + α22a2 + . . .+ αn2an;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = α1na1 + α2na2 + . . .+ αnnan.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé âåêòîð x ∈ V , òîäi â áàçèñi B1 âií ìà¹ êîîðäèíàòè

x = (λ1, λ2, . . . , λn)B1
, à â áàçèñi B2 x = (γ1, γ2, . . . , γn)B2

. Öå îçíà÷à¹,

ùî x = λ1a1+λ2a2+ . . .+λnan i x = γ1b1+γ2b2+ . . .+γnbn. Ïåðåïèøåìî

îñòàííi ðiâíîñòi:

x = γ1(α11a1 + α21a2 + . . . + αn1an) + γ2(α12a1 + α22a2 + . . . + αn2an) +

. . .+ γn(α1na1 +α2na2 + . . .+αnnan) = (α11γ1 +α12γ2 + . . .+α1nγn)a1 +

(α21γ1 + α22γ2 + . . .+ α2nγn)a2 + . . .+ (αn1γ1 + αn2γ2 + . . .+ αnnγn)an.

Àëå êîæåí âåêòîð ìîæíà ðîçêëàñòè â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñíèõ âå-

êòîðiâ îäíîçíà÷íî, òîìó λ1 = α11γ1 + α12γ2 + . . .+ α1nγn, λ2 = α21γ1 +

α22γ2+. . .+α2nγn, . . . , λn = αn1γ1+αn2γ2+. . .+αnnγn. ßêùî öi ðiâíîñòi

ïåðåïèñàòè ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi, îäåðæèìî:
λ1

λ2

. . .

λn

 = T


γ1

γ2

. . .

γn

 .
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü äà¹ çâ'ÿçîê êîîðäèíàò òà âåêòîðà ó áàçèñàõ B1, B2, ¨¨

ìîæíà ïåðåïèñàòè òàêîæ ó âèãëÿäi:
γ1

γ2

. . .

γn

 = T−1


λ1

λ2

. . .

λn

 .

14. Ïðèêëàäè áàçèñó

1. Áåðåìî ïðîñòið Fn âñiõ n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ ç êîîðäèíàòàìè ç ïîëÿ

F . Ó öüîìó ïðîñòîði ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ

e1 = (1, 0, . . . , 0),

e2 = (0, 1, . . . , 0),

. . . . . . . . . . . . . . . . .

en = (0, 0, . . . , 1).

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó. Äëÿ öüî-

ãî ïåðåâiðèìî äâi óìîâè áàçèñó:

à) Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ α1e1 + α2e2 +

. . .+αnen = θ; (α1, α2, . . . , αn) = (0, 0, . . . , 0);α1 = 0, α2 = 0, . . . , αn =

0.

á) Äîâiëüíèé âåêòîð ïðîñòîðó ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç e1, e2, . . . , en.

Áåðåìî b = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Fn; b = β1e1 + β2e2 + . . .+ βnen.

Òàêèì ÷èíîì ñèñòåìà âåêòîðiâ e1, e2, . . . , en óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó

Fn, öåé áàçèñ íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì áàçèñîì ïðîñòîðó Fn, çâiäêè

çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî ðîçìiðíiñòü dimFn = n.

2. Ïðîñòið Mn âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç

ïîëÿ F . Ó öüîìó ïðîñòîði ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ìàòðèöü {Eij |i, j =
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1, . . . , n}, Eij =



0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

. . . 1 . . .

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0


� âñi íóëi, îêðiì 1 íà ìiñöi i, j.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ìàòðèöü óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó:

à) Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü:
n∑

i,j=1

αijEij = O;
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 =


0 0 . . . 0

0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

, òîáòî αij = 0 äëÿ

äîâiëüíèõ i, j = 1, n.

á) ßêùî B =


β11 β12 . . . β1n

β21 β22 . . . β2n

. . . . . . . . . . . .

βn1 βn2 . . . βnn

 ∈ Mn, òî B =

n∑
i,j=1

βijEij .

Òàêèì ÷èíîì, {Eij} óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó Mn i dim Mn = n.

3. F [x] � ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F . Ïîêàæåìî, ùî ó öüî-

ìó ïðîñòîði íå iñíó¹ ñêií÷åííîãî áàçèñó. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå i

ìíîãî÷ëåíè f1(x), f2(x), . . . , fm(x) óòâîðþòü áàçèñ ïðîñòîðó F [x]. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç k ìàêñèìàëüíèé ñòåïiíü öèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Òîäi, ÿêùî

f(x) = α1f1(x) + α2f2(x) + . . . + αmfm(x), òî ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà

f(x) íå áiëüøå k, òîáòî ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ áiëüøå k íå ìîæíà ëi-

íiéíî âèðàçèòè ÷åðåç ìíîãî÷ëåíè f1(x), f2(x), . . . , fm(x), îòæå âîíè

íå óòâîðþþòü áàçèñó. Àëå â ïðîñòîði F [x] iñíó¹ íåñêií÷åííèé áàçèñ:

1, x, x2, . . . , xn, . . .

4. Fn[x] � ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå áiëüøå n íàä ïîëåì

F . Ó öüîìó ïðîñòîði iñíó¹ ñòàíäàðòíèé áàçèñ 1, x, x2, . . . , xn, òîìó
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dimFn[x] = n+ 1. Çàôiêñó¹ìî α ∈ F i ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà ìíîãî-

÷ëåíiâ 1, x − α, (x − α)2, . . . , (x − α)n òàêîæ óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó

Fn[x]. ×èñëî öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó, òîìó

çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî áàçèñ äîñòàòíüî äîâåñòè ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü

öèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Áåðåìî λ0·1+λ1(x−α)+λ2(x−α)2+. . .+λn(x−α)n =

θ = 0 · 1 + 0 · x+ 0 · x2 + . . .+ 0 · xn. Äâà ìíîãî÷ëåíè ðiâíi, ÿêùî ðiâ-

íi ¨õíi êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ, òîìó λn = 0, λn−1 =

0, . . . , λ1 = 0, λ0 = 0.

15. Ïîíÿòòÿ ïiäïðîñòîðó

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ 11. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ ïiä-

ïðîñòîðîì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) ÿêùî a, b ∈ L, òî a+ b ∈ L;

2) ÿêùî a ∈ L,α ∈ F , òî αa ∈ L.

Äâi óìîâè ïiäïðîñòîðó ìîæíà çàìiíèòè îäíi¹þ: ÿêùî a, b ∈ L,α, β ∈
F , òî αa+ βb ∈ L.

16. Íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ïiäïðîñòîðiâ

1) Íåõàé L � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , ak ∈ L,

α1, α2, . . . , αk ∈ F , òîäi α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak ∈ L.

2) Ó äîâiëüíîìó ïiäïðîñòîði ìiñòèòüñÿ íóëü-âåêòîð θ.

Äiéñíî, íåõàé L � ïiäïðîñòið i L ̸= ∅. Òîäi iñíó¹ x ∈ L òàêèé, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî α ∈ F : αx ∈ L;α := 0, òîäi 0 · x = θ ∈ L.

3) ßêùî x ∈ L, òî −x ∈ L.

Äiéñíî, ÿêùî x ∈ L, òî (−1)x ∈ L, çâiäêè −x ∈ L.

4) Ïiäïðîñòið L ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì íàä ïîëåì F .

Äiéñíî, ìíîæèíà L çàìêíóòà âiäíîñíî îïåðàöié ïðîñòîðó V , θ ∈ L,
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ÿêùî x ∈ L, òî −x ∈ L. Àêñiîìè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó âèêîíóþòüñÿ

â L, îñêiëüêè âîíè âèêîíóþòüñÿ â ïðîñòîði V . Òàêèì ÷èíîì, ïiäïðî-

ñòið L âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F ¹ âåêòîðíèì ïðîñòîðîì

íàä ïîëåì F âiäíîñíî îïåðàöié ïðîñòîðó V , à òîìó ïiäïðîñòið ìà¹

áàçèñ i äëÿ ïiäïðîñòîðó iñíó¹ ïîíÿòòÿ ðîçìiðíîñòi. ßêùî V � ñêií-

÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî â íüîìó íå ìîæå áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíî¨

ñèñòåìè âåêòîðiâ áóäü-ÿêî¨ äîâæèíè. ßêùî L ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

V , òî áàçèñ ïiäïðîñòîðó L ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ

â ïðîñòîði V , à òîìó ïiäïðîñòið L òàêîæ ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îñêiëü-

êè çà òåîðåìîþ 2 ïðî áàçèñ, áàçèñ L ÿê ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó

ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó V , òî îáîâ'ÿçêîâî dimL ≤ dimV .

17. Ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðó

1. Òðèâiàëüíi ïiäïðîñòîðè.

Íåõàé V âåêòîðíèé ïðîñòið, òîäi éîãî ïiäïðîñòîðàìè ¹ ïiäìíîæè-

íè {θ} i V � öi ïiäïðîñòîðè íàçèâàþòñÿ òðèâiàëüíèìè, ïðè öüîìó,

îñêiëüêè θ óòâîðþ¹ ëiíiéíî çàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ, òî dim{θ} = 0.

2. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = 0,

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = 0,

äå αij ∈ F , i = 1,m, j = 1, n. Ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè

óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið ó ïðîñòîði Fn, áàçèñîì öüîãî ïiäïðîñòîðó ¹ ôóí-

äàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè, òîìó ÿêùî r � ðàíã

ìàòðèöi öi¹¨ ñèñòåìè, òî dim = n− r.

3. Íåõàé S � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì

F ïîêàæåìî, ùî ⟨S⟩ ¹ ïiäïðîñòîðîì.
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à) Íåõàé a, b ∈ ⟨S⟩, òîäi a =

m∑
i=1

αiai, b =

k∑
j=1

βjbj , äå ai, bj ∈ S,

αi, βj ∈ F , i = 1,m, j = 1, k.

a+b =

m∑
i=1

αiai+

k∑
j=1

βjbj , òîáòî åëåìåíò a+b ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi-

¹þ âåêòîðiâ {a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bk} ⊆ S, òîìó çà îçíà÷åííÿì

a+ b ∈ ⟨S⟩.

á) Íåõàé a ∈ ⟨S⟩, òîäi a =

m∑
i=1

αiai, äå ai ∈ S, αi ∈ F , i = 1,m.

Íåõàé òàêîæ λ ∈ F , òîäi

λa = λ

(
m∑
i=1

αiai

)
=

m∑
i=1

(λαi)ai,

à îòæå, λa ∈ ⟨S⟩.

Âèçíà÷èìî ùå äåêiëüêà âëàñòèâîñòåé ëiíiéíèõ îáîëîíîê:

1) Ëiíiéíà îáîëîíêà ⟨S⟩ � öå íàéìåíøèé ïiäïðîñòið, ÿêèé ìiñòèòü

ïiäìíîæèíó S.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé L� òàêèé ïiäïðîñòið, ùî S ⊆ L. Áåðåìî

a ∈ ⟨S⟩, òîäi a =

m∑
i=1

αiai, äå ai ∈ S, αi ∈ F , i = 1,m. Îñêiëüêè

S ⊆ L, òî a1, . . . , am ∈ L, à îòæå, çà îçíà÷åííÿì ïiäïðîñòîðó,

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1 + α2a2 + · · · + αmam ∈ L òà a ∈ L. Òîáòî

⟨S⟩ ⊆ L.

2) Äëÿ íåïîðîæíüî¨ ïiäìíîæèíè M âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V ðiâíiñòü

M = ⟨M⟩ âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè M ¹ ïiäïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî. Ïðèïóñòèìî,

ùî M � ïiäïðîñòið. Ïîêàæåìî, ùî M = ⟨M⟩. Î÷åâèäíî, ùî M ⊆
⟨M⟩, òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ⟨M⟩ ⊆ M .
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Íåõàé a ∈ ⟨M⟩, òîäi a =

m∑
i=1

αiai, äå ai ∈ M , αi ∈ F , i = 1,m. Çà

îçíà÷åííÿì ïiäïðîñòîðó α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam ∈ M òà a ∈ M .

Îòæå, ⟨M⟩ ⊆ M .

4. Â ïðîñòîði C[a, b]¹ ïiäïðîñòið R[x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ.

5. Â ïðîñòîði F [x] ¹ ïiäïðîñòið Fn[x].

6. Â ïðîñòîði R3 âñiõ âåêòîðiâ ç ïî÷àòêîì â O(0, 0, 0) íàä ïîëåì äiéñíèõ

÷èñåë ¹ {θ}, êîæíà ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç O, êîæíà ïëîùèíà,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç O i âåñü ïðîñòið.

18. Îïåðàöi¨ íàä ïiäïðîñòîðàìè

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

1) Íåõàé {Lλ | λ ∈ I} � äåÿêà ïiäìíîæèíà ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó V .

Ïîçíà÷èìî L =
⋂
λ∈I

Lλ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà L óòâîðþ¹ ïiäïðî-

ñòið.

Çà äîâåäåíèì íóëüîâèé âåêòîð θ ìiñòèòüñÿ â äîâiëüíîìó ïiäïðîñòîði,

òîìó θ ∈ Lλ äëÿ âñiõ λ ∈ I. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî θ ∈
⋂
λ∈I

Lλ = L, òîáòî

L ̸= ∅.

Âiçüìåìî a, b ∈ L òà α, β ∈ F . Òîäi a, b ∈ Lλ äëÿ âñiõ λ ∈ I. À îòæå,

αa+βb ∈ Lλ äëÿ âñiõ λ ∈ I, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî αa+βb ∈
⋂
λ∈I

Lλ = L.

2) Íåõàé M1,M2 � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó V . Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó

ìíîæèíà M1 ∪M2 íå óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî íåêîëiíåàðíi âåêòîðè a i b íà ïëîùèíi â R2.

Ïîêëàäåìî

L1 = ⟨a⟩ = {αa | α ∈ R}, L2 = ⟨b⟩ = {βb | β ∈ R}.
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Î÷åâèäíî, ùî a ∈ L1, b ∈ L2, îòæå a, b ∈ L1 ∪ L2, àëå a+ b /∈ L1 ∪ L2

(îñêiëüêè a+ b íå ¹ êîëiíåàðíèì íi ç a, íi ç b). Òàêèì ÷èíîì, L1 ∪L2

íå ¹ ïiäïðîñòîðîì.

L1

L2

a

b
a+ b

O

Ðèñ. 2.1. Âåêòîðè a ∈ L1, b ∈ L2, àëå a+ b /∈ L1 ∪ L2.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé M1,M2 � ïiäïðîñòîðè âåêòîðíîãî ïðîñòîðó

V . Òîäi ìíîæèíà M1 ∪ M2 óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè îäèí iç íèõ ìiñòèòüñÿ â iíøîìó. Òîáòî M1 ∪ M2 � ïiäïðîñòið

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè M1 ⊆ M2 àáî M2 ⊆ M1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî îäèí ïiäïðîñòið ìiñòèòüñÿ â iíøîìó, òî îá¹äíàííÿ

ñïiâïàäà¹ ç îäíèõ ç öèõ ïiäïðîñòîðiâ. Íàïðèêëàä, M1 ⊆ M2, òîäi M1 ∪
M2 = M2, à îòæå, öå ïiäïðîñòið.

Ïðèïóñòèìî íàâïàêè, ùî M1 ∪ M2 � ïiäïðîñòið, àëå æîäåí ç ïiä-

ïðîñòîðiâ íå ìiñòèòüñÿ â iíøîìó. Òîäi iñíóþòü åëåìåíòè a ∈ M1 \ M2

òà b ∈ M2 \ M1. Îñêiëüêè a, b ∈ M1 ∪ M2, à M1 ∪ M2 � ïiäïðîñòið, òî

a+ b ∈ M1 ∪M2. Òîáòî ìîæëèâi äâà âàðiàíòè:

• a+ b ∈ M1. Îñêiëüêè a ∈ M1,òî (a+ b)− a = b ∈ M1 � ñóïåðå÷èòü

òîìó, ùî b /∈ M1;

• a+ b ∈ M2. Îñêiëüêè b ∈ M2, òî (a+ b)− b = a ∈ M2 � ñóïåðå÷èòü

òîìó, ùî a /∈ M2.

43



Îòæå, îáèäâà âèïàäêè ïðèçâîäÿòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Òîìó, íàøå ïðè-

ïóùåííÿ õèáíå, i îäèí ç ïiäïðîñòîðiâ ìiñòèòüñÿ â iíøîìó.

19. Ïîíÿòòÿ ñóìè ïiäïðîñòîðiâ

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ 12. Ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ L1, L2 ïðîñòîðó V íàçèâà¹-

òüñÿ ìíîæèíà L1 + L2 = {x1 + x2 | x1 ∈ L1, x2 ∈ L2}.

Ïîêàæåìî, ùî ñóìà äâîõ ïiäïðîñòîðiâ L1+L2 ¹ ïiäïðîñòîðîì. Áåðåìî

a, b ∈ L1 + L2, α, β ∈ F . Òîäi iñíóþòü a1, b1 ∈ L1 i a2, b2 ∈ L2, òàêi ùî

a = a1 + a2, b = b1 + b2. Òîäi αa+ βb = α(a1 + a2)+ β(b1 + b2) = (αa1 +

βb1) + (αa2 + βb2). Îñêiëüêè L1 i L2 � ïiäïðîñòîðè, òî αa1 + βb1 ∈ L1 i

αa2 + βb2 ∈ L2, îòæå αa+ βb ∈ L1 + L2.

Çðîçóìiëî, ùî L1 ⊆ L1 + L2, L2 ⊆ L1 + L2.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ñóìè ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïiäïðî-

ñòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 13. Ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Lk âåêòîðíîãî ïðîñòî-

ðó V íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà L1 +L2 + · · ·+Lk = {x1 +x2 + · · ·+xk | xi ∈
Li, i = 1, k}.

Cóìà ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïiäïðîñòîðiâ ¹ ïiäïðîñòîðîì. Öå äîâîäèòüñÿ

àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ âèïàäêó k = 2.

20. Ïîíÿòòÿ ïðÿìî¨ ñóìè ïiäïðîñòîðiâ

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ 14. Âåêòîðíèé ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ

ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Lk ÿêùî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ V ìîæíà ðîçêëà-

ñòè â ñóìó x = x1+x2+ · · ·+xk, äå xi ∈ Li, i = 1, k i öåé ðîçêëàä ¹äèíèé.

Ïîçíà÷àþòü

V = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk.
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Ïðèêëàä 1. Ïðèïóñòèìî, ùî â òðüîõâèìiðíîìó ïðîñòîði âåêòîðiâ R3

çàäàíî òðè íåêîìïëàíàðíi âåêòîðè a1, a2, a3. Ïîçíà÷èìî L1 = ⟨a1⟩ =

{αa1 | α ∈ R}, L2 = ⟨a2⟩ = {βa2 | β ∈ R}, L3 = ⟨a3⟩ = {γa3 | γ ∈ R}.
Îñêiëüêè âåêòîðè a1, a2, a3 � íåêîìïëàíàðíi, òî âîíè óòâîðþþòü áà-

çèñ ïðîñòîðó, òîáòî áóäü-ÿêèé âåêòîð x ïðîñòîðó R3 ìîæíà îäíîçíà-

÷íî ðîçêëàñòè â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ x = λ1a1 + λ2a2 + λ3a3, ïðè öüîìó

λ1a1 ∈ L1, λ2a2 ∈ L2, λ3a3 ∈ L3. Öåé ðîçêëàä îäíîçíà÷íèé, à òîìó

R3 = L1 ⊕ L2 ⊕ L3.

Ïiäïðîñòið L1+L2 � öå ïëîùèíà, â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè a1, a2. Òîäi

R3 = (L1 + L2)⊕ L3, R3 = (L1 + L3)⊕ L2, R3 = (L2 + L3)⊕ L1.

Îçíà÷åííÿ 15. Âåêòîðíèé ïðîñòið V íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ

ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Lk ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) V = L1 + L2 + · · ·+ Lk,

2) Äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, k âèêîíó¹òüñÿ Li∩ (L1+L2+ · · ·+Li−1+Li+1+

· · ·+ Lk) = {θ}.

Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó k = 2 äðóãà óìîâà ìà¹ âèãëÿä L1 ∩L2 = {θ}.

Òåîðåìà 5. Äâà îçíà÷åííÿ ïðÿìî¨ ñóìè åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. 1) Ç îçíà÷åííÿ 14 âèïëèâà¹ îçíà÷åííÿ 15.

Íåõàé V = L1⊕L2⊕· · ·⊕Lk â ðîçóìiííi îçíà÷åííÿ 14. Îñêiëüêè êîæåí

âåêòîð x ∈ V ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó x = x1 + x2 + · · ·+ xk, äå xi ∈
Li, i = 1, k, òî V ⊆ L1 + L2 + · · · + Lk. Ç iíøîãî áîêó çðîçóìiëî, ùî

L1 + L2 + · · ·+ Lk ⊆ V . Òîìó V = L1 + L2 + · · ·+ Lk � âèêîíó¹òüñÿ

ïåðøà óìîâà.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ äðóãî¨ óìîâè îçíà÷åííÿ 15. Ïðèïóñòèìî, ùî

z ∈ Li∩(L1+ · · ·+Li−1+Li+1+ · · ·+Lk). Òîäi z ∈ Li i z òàêîæ ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi z = z1 + · · ·+ zi−1 + zi+1 + · · ·+ zk, äå zj ∈ Lj , j =

1, k, j ̸= i.
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Òîäi ç îäíîãî áîêó z = θ + · · ·+ θ + z + θ + · · ·+ θ, äå θ ∈ L1, . . . , θ ∈
Li−1, z ∈ Li, θ ∈ Li+1, . . . , θ ∈ Lk.

À ç iíøîãî áîêó z = z1 + · · · + zi−1 + θ + zi+1 + · · · + zk, äå z1 ∈
L1, . . . , zi−1 ∈ Li−1, θ ∈ Li, zi+1 ∈ Li+1, . . . , zk ∈ Lk,.

Àëå âåêòîð z ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó îäíîçíà÷íî, à òîìó zj = θ, j =

1, k, j ̸= i òà z = θ. Îòæå, Li∩ (L1+ · · ·+Li−1+Li+1+ · · ·+Lk) = {θ},
ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

2) Ç îçíà÷åííÿ 15 âèïëèâà¹ îçíà÷åííÿ 14.

Íåõàé V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Lk â ðîçóìiííi

îçíà÷åííÿ 15. Îñêiëüêè V = L1 + L2 + · · ·+ Lk, òî äîâiëüíèé âåêòîð

x ∈ V ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó x = x1+x2+ · · ·+xk, xi ∈ Li, i = 1, k.

Ïîêàæåìî, ùî öåé ðîçêëàä ¹äèíèé.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ iíøèé ðîçêëàä x = y1 + y2 + · · · + yk, yj ∈
Lj , j = 1, k. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî xi = yi äëÿ âñiõ i = 1, k.

θ = x− x = (x1 − y1) + (x2 − y2) + · · ·+ (xi − yi) + · · ·+ (xk − yk).

Ïîçíà÷èìî z := xi − yi = (y1 − x1) + (y2 − x2) + · · ·+ (yi−1 − xi−1) +

(yi+1 − xi+1) + · · ·+ (yk − xk). Òîäi z ∈ L1 + L2 + · · ·+ Li−1 + Li+1 +

· · · + Lk òà ç iíøîãî áîêó z = xi − yi ∈ Li. Àëå çà îçíà÷åííÿì 15

Li ∩ (L1 + · · · + Li−1 + Li+1 + · · · + Lk) = {θ}, òîìó z = θ. Îòæå,

xi = yi äëÿ âñiõ i = 1, k. Òàêèì ÷èíîì, ðîçêëàä x = x1 + x2 + · · ·+ xk

¹ ¹äèíèì.

Òåîðåìà 6 (ïðî áàçèñ ïðÿìî¨ ñóìè). Íåõàé ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîð-

íèé ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ ïiäïðîñòîðiâ V = L1⊕L2⊕· · ·⊕Lk

i B1, B2, . . . , Bk � âiäïîâiäíi áàçèñè ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Lk. Òîäi ñè-

ñòåìà âåêòîðiâ B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V .

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åîñòi, B1 = {a1, a2, . . . , am} � áàçèñ

ïiäïðîñòîðó L1, B2 = {b1, b2, . . . , br} � áàçèñ ïiäïðîñòîðó L2, . . . , Bk =

46



{c1, c2, . . . , cs} � áàçèñ ïiäïðîñòîðó Lk. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ

{a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , br, . . . , c1, c2, . . . , cs} óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V .

Ïåðåâiðèìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü öi¹¨ ñèñòåìè. Áåðåìî ëiíiéíó êîì-

áiíàöiþ α1a1 +α2a2 + · · ·+αmam + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βrbr + · · ·+ γ1c1 +

γ2c2 + · · ·+ γscs = θ. Ïîçíà÷èìî

x1 = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αmam ∈ L1,

x2 = β1b1 + β2b2 + · · ·+ βrbr ∈ L2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk = γ1c1 + γ2c2 + · · ·+ γscs ∈ Lk.

Òîäi x1 + x2 + · · · + xk = θ. Ïðîòå äëÿ θ iñíó¹ iíøèé ðîçêëàä â ñóìó

θ = θ + θ + · · · + θ, äå θ ∈ L1, θ ∈ L2, . . . , θ ∈ Lk. Òàêèì ÷èíîì, çà

îçíà÷åííÿì 14 ïðÿìî¨ ñóìè x1 = θ, x2 = θ, . . . , xk = θ. Çâiäñè âèïëèâà¹,

ùî α1a1 +α2a2 + · · ·+αmam = θ, β1b1 + β2b2 + · · ·+ βrbr = θ, . . . , γ1c1 +

γ2c2 + · · · + γscs = θ. Îòðèìàëè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñíèõ âåêòîðiâ,

à òîìó α1 = α2 = · · · = αm = 0, β1 = β2 = · · · = βr = 0, . . . , γ1 = γ2 =

· · · = γs = 0. Îòæå, ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü äîâåäåíî.

Äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ V ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó x = x1 + x2 + · · ·+
xk, äå xi ∈ Li, i = 1, k. Òîäi âåêòîð x1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ áàçèñó

L1, òîáòî âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am, x2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ

b1, b2, . . . , br, . . . , xk ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ c1, c2, . . . , cs. Òàêèì

÷èíîì, âåêòîð x ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ

{a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , br, . . . , c1, c2, . . . , cs}.

Îòæå, ñèñòåìà âåêòîðiâ B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk � áàçèñ ïðîñòîðó V .

Íàñëiäîê 3. ßêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið òà

V = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lk, òî dimV = dimL1 + dimL2 + · · ·+ dimLk.

Òåîðåìà 7 (ïðî ðîçìiðíîñòi ñóìè òà ïåòèíó ïiäïðîñòîðiâ). Íåõàé L1

i L2 � ïiäïðîñòîðè ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä

ïîëåì F . Òîäi

dimL1 + dimL2 = dim(L1 + L2) + dim(L1 ∩ L2).
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Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî L1 ∩ L2 ⊆ L1, L1 ∩ L2 ⊆ L2, à òîìó çà òåî-

ðåìîþ 2 ïðî áàçèñ ìîæíà äîïîâíèòè áàçèñ ïiäïðîñòîðó L1 ∩ L2 ÿê äî

áàçèñó ïiäïðîñòîðó L1, òàê i äî áàçèñó ïiäïðîñòîðó L2. Òîìó ïðèïóñòè-

ìî, ùî

B(L1 ∩ L2) = {c1, c2, . . . , ck} � áàçèñ ïiäïðîñòîðó L1 ∩ L2,

B(L1) = {c1, c2, . . . , ck, a1, a2, . . . , ar} � áàçèñ ïiäïðîñòîðó L1,

B(L2) = {c1, c2, . . . , ck, b1, b2, . . . , bs} � áàçèñ ïiäïðîñòîðó L2.

Òîäi dim(L1 ∩ L2) = k, dimL1 = k + r, dimL2 = k + s. Òðåáà ïîêàçàòè,

ùî dim(L1 + L2) + k = k + r + k + s, àáî dim(L1 + L2) = k + r + s.

Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ {c1, c2, . . . , ck, a1, a2, . . . , ar,
b1, b2, . . . , bs} óòâîðþ¹ áàçèñ ïiäïðîñòîðó L1 + L2. Çðîçóìiëî, ùî âñi öi

âåêòîðè íàëåæàòü ïiäïðîñòîðó L1+L2, îñêiëüêè âîíè íàëåæàòü àáî L1,

àáî L2. Äîâåäåìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü.

Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ γ1c1 + γ2c2 + · · · + γkck + α1a1 + α2a2 +

· · ·+αrar+β1b1+β2b2+ · · ·+βsbs = θ. Ïåðåïèøåìî öå íàñòóïíèì ÷èíîì

γ1c1+γ2c2+· · ·+γkck+α1a1+α2a2+· · ·+αrar = −β1b1−β2b2−· · ·−βsbs =:

z. Ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ áàçèñó L1, òîáòî

z ∈ L1. Â ïðàâié ÷àñòèíi ìà¹ìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

L2, òîáòî z ∈ L2. Òîìó z ∈ L1 ∩ L2. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîð z ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ áàçèñó ïiäïðîñòîðó L1 ∩ L2: z = λ1c1 + λ2c2 + · · · + λkck.

Òàêèì ÷èíîì, λ1c1 + λ2c2 + · · · + λkck = −β1b1 − β2b2 − · · · − βsbs, àáî

λ1c1 + λ2c2 + · · ·+ λkck + β1b1 + β2b2 + · · ·+ βsbs = θ. Îòðèìàëè ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ áàçèñó L2, òîìó λ1 = λ2 = · · · = λk = 0, β1 = β2 = · · · =
βs = 0, òîáòî z = θ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γ1c1 + γ2c2 + · · · + γkck +

α1a1 + α2a2 + · · · + αrar = θ, à öå ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ áàçèñó L1. Òàêèì

÷èíîì, γ1 = γ2 = · · · = γk = 0, α1 = α2 = · · · = αr = 0. Îòæå, ëiíiéíó

íåçàëåæíiñòü äîâåäåíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð x ∈ L1 + L2, òîäi x = x1 + x2, äå x1 ∈
L1, x2 ∈ L2. Âåêòîð x1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ áàçèñó L1, òîáòî âåêòî-

ðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, a2, . . . , ar. Àíàëîãi÷íî âåêòîð x2 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíà-
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öi¹þ áàçèñó L2, òîáòî âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, b1, b2, . . . , bs. Òîäi âåêòîð x

¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ c1, c2, . . . , ck, a1, a2, . . . , ar, b1, b2, . . . , bs,

òîáòî öi âåêòîðè óòâîðþþòü áàçèñ ïiäïðîñòîðó L1+L2 i dim(L1+L2) =

k + r + s.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ó ïðîñòîði R3 çàäàíî òðè íåêîìïëàíàðíi âåêòîðè

a1, a2, a3. Ðîçãëÿíåìî òàêi ïiäïðîñòîðè:

L1 = ⟨a1⟩ = {αa1 | α ∈ R},

L2 = ⟨a2⟩ = {βa2 | β ∈ R},

L3 = ⟨a3⟩ = {γa3 | γ ∈ R}.

Ïîçíà÷èìî M1 = L1+L2, M2 = L2+L3, Òîäi M1+M2 = R3, M1∩M2 =

L2, dimM1 = 2, dimM2 = 2, dim(M1 + M2) = 3, dim(M1 ∩ M2) = 1.

Òàêèì ÷èíîì, dimM1+dimM2 = dim(M1+M2)+dim(M1∩M2), 2+2 =

3 + 1.
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Ðîçäië 3

Ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ

1. Ïîíÿòòÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Îçíà÷åííÿ 16. Íåõàé V1, V2 � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì F . Âiä-

îáðàæåííÿ A : V1 → V2 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ V1 âèêîíó¹òüñÿ A(a+ b) = A(a) +A(b);

2) äëÿ áóäü-ÿêèõ a ∈ V1 i α ∈ F âèêîíó¹òüñÿ A(αa) = αA(a).

Öi äâi óìîâè ìîæíà çàìiíèòè îäíi¹þ: äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ V1, äëÿ äî-

âiëüíèõ α, β ∈ F : A(αa+ βb) = αA(a) + βA(b).

ßêùî ïðîñòîðè ñïiâïàäàþòü, òîáòî V1 = V2 = V , òî ëiíiéíå âiä-

îáðàæåííÿ A : V → V íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó V àáî ëiíiéíèì îïåðàòîðîì íà ïðîñòîði V .

Âèçíà÷èìî äåÿêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. Ïðè-

ïóñòèìî, ùî V1, V2 � âåêòîðíi ïðîñòîðè íàä ïîëåì F , A : V1 → V2 �

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ.

1) ßêùî θ1 ∈ V1, θ2 ∈ V2 � íóëüîâi åëåìåíòè, òî A(θ1) = θ2.

Áåðåìî a ∈ V1, òîäi A(θ1) = A(0 · a) = 0 · A(a) = θ2.

2) Äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ V1 : A(−a) = −A(a).

A(−a) = A((−1)a) = (−1)A(a) = −A(a).

3) ßêùî a1, a2, . . . , ak ∈ V1, α1, α2, . . . , αk ∈ F , òî A(α1a1 + α2a2 + · · ·+
αkak) = α1A(a1) + α2A(a2) + · · ·+ αkA(ak).

Ëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ A : V1 → V2 i B : V1 → V2 ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè,

ÿêùî A(x) = B(x) äëÿ âñiõ x ∈ V1.
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2. Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü

1. Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , E : V → V òàêå, ùî

E(x) = x äëÿ âñiõ x ∈ V . Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì,

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ òîòîæíèì àáî îäèíè÷íèì.

2. Íåõàé V âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , O : V → V òàêå, ùî O(x) =

θ äëÿ âñiõ x ∈ V . Öå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì.

3. Íà ïðîñòîði V íàä ïîëåì F ââåäåìî âiäîáðàæåííÿ Fα : V → V , äå

α ∈ F � ôiêñîâàíèé ñêàëÿð, òà Fα(x) = αx äëÿ âñiõ x ∈ V . Ïå-

ðåâiðèìî ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåííÿ Fα. Íåõàé x1, x2 ∈ V , λ1, λ2 ∈ F ,

òîäi Fα(λ1x1 +λ2x2) = α(λ1x1 +λ2x2) = λ1αx1 +λ2αx2 = λ1Fα(x1)+

λ2Fα(x2). Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ Fα íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿì ãîìî-

òåòi¨.

4. Íà ïðîñòîði R2 âåêòîðiâ íà ïëîùèíi âiçüìåìî îïåðàòîð Aφ � ïîâîðîò

âåêòîðà íà êóò φ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïðîòè ãîäèííèêîâî¨

ñòðiëêè.

a

Aφ(a)

φ

Ðèñ. 3.1. Äiÿ îïåðàòîðà Aφ.

Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Îñêiëüêè ïðè ïîâîðîòi

ïàðàëåëîãðàì ïåðåõîäèòü ó ïàðàëåëîãðàì, à äîâæèíè âåêòîðiâ çáå-

ðiãàþòüñÿ, òî äiàãîíàëü ïàðàëåëîãðàìà ïåðåõîäèòü ó äiàãîíàëü ïàðà-

ëåëîãðàìà. Òàêèì ÷èíîì, Aφ(a+ b) = Aφ(a) +Aφ(b).

ßêùî α ∈ R, òî Aφ(αa) = αAφ(a). Äîìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî

51



a

b
a+ b

Aφ(b)

Aφ(a)

Aφ(a+ b)

Ðèñ. 3.2. Ïîâîðîò ïàðàëåëîãðàìà íà êóò φ.

α çìiíþ¹ éîãî äîâæèíó, à ïðè α < 0 � ùå é íàïðÿìîê íà ïðîòèëå-

æíèé. Òîìó ìîæíà ñïî÷àòêó âåêòîð äîìíîæèòè íà ÷èñëî α, à ïîòiì

ïîâåðíóòè, àáî ñïî÷àòêó ïîâåðíóòè, à ïîòiì äîìíîæèòè íà ÷èñëî α.

Îòæå, Aφ : R2 → R2 � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ.

5. Íà ïðîñòîði F [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F ââåäåìî îïåðàòîð

D : F [x] → F [x] âçÿòòÿ ïîõiäíî¨, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ F [x] :

D(f) = f ′. Òîäi âiäîáðàæåííÿ D ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ïðîñòîðó

F [x].

Ëåìà 2. Íåõàé V � ñêií÷åííîâèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì

F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó V , b1, b2, . . . , bn ∈ V � äåÿêà

ñèñòåìà âåêòîðiâ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ A : V → V

òàêå, ùî A(a1) = b1, A(a2) = b2, . . . , A(an) = bn.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ A : V → V . Áåðåìî äîâiëüíèé

âåêòîð x ∈ V . Öåé âåêòîð ìîæíà îäíîçíà÷íî ðîçêëàñòè â ëiíiéíó êîì-

áiíàöiþ áàçèñó x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan. Ïîêëàäåìî A(x) = α1b1 +

α2b2 + · · ·+ αnbn.

Ïåðåâiðèìî ÷è âiäîáðàæåííÿ A ¹ ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì. Äëÿ öüîãî
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âiçüìåìî äâà äîâiëüíi âåêòîðè x = α1a1 + α2a2 + · · · + αnan ∈ V, y =

β1a1 + β2a2 + · · ·+ βnan ∈ V . Òîäi

x+ y = (α1 + β1)a1 + (α2 + β2)a2 + · · ·+ (αn + βn)an,

A(x+ y) = (α1 + β1)b1 + (α2 + β2)b2 + · · ·+ (αn + βn)bn =

= (α1b1 + α2b2 + · · ·+ αnbn) + (β1b1 + β2b2 + · · ·+ βnbn) =

= A(x) +A(y).

Íåõàé λ ∈ F , x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αnan ∈ V . Òîäi

λx = λα1a1 + λα2a2 + · · ·+ λαnan,

A(λx) = λα1b1 + λα2b2 + · · ·+ λαnbn =

= λ(α1b1 + α2b2 + · · ·+ αnbn) = λA(x).

Òîáòî A : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ i ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî

A(a1) = b1, A(a2) = b2, . . . ,A(an) = bn.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ùå îäíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ B : V → V òàêå,

ùî B(a1) = b1, B(a2) = b2, . . . ,B(an) = bn. Áåðåìî äîâiëüíèé âåêòîð

x ∈ V , x = α1a1 + α2a2 + · · · + αnan, òîäi B(x) = α1B(a1) + α2B(a2) +
· · · + αnB(an) = α1b1 + α2b2 + · · · + αnbn = A(x). Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî âåêòîðà x ∈ V : B(x) = A(x), òîáòî B = A i A ¹äèíå.

Ç îñòàííüî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâè-

ìiðíîãî ïðîñòîðó öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè íà âåêòîðàõ

äåÿêîãî áàçèñó. Òàêèì ÷èíîì, ùîá çàäàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åí-

íîâèìiðíîãî ïðîñòîðó, äîñòàòíüî çàäàòè îáðàçè âåêòîðiâ äåÿêîãî áàçèñó.

3. Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ áàçèñà

Îçíà÷åííÿ 17. Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíî-

ãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ

ïðîñòîðó V . Òîäi âåêòîðè A(a1),A(a2), . . . ,A(an) ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ
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÷åðåç áàçèñ:

A(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

A(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan.

Ñêëàäåìî âiäïîâiäíó ìàòðèöþ A, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ A â áàçèñi a1, a2, . . . , an.

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî, ùîá âèïèñàòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðå-

ííÿ â áàçèñi a1, a2, . . . , an, âèêîíó¹ìî íàñòóïíi êðîêè:

1) çíàõîäèìî îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ A(a1),A(a2), . . . ,A(an), òîáòî ¨õ

êîîðäèíàòè â áàçèñi a1, a2, . . . , an;

2) öi êîîðäèíàòè âèïèñó¹ìî â ñòîâï÷èêè ìàòðèöi:

â 1-èé ñòîâï÷èê � êîîðäèíàòè îáðàçó ïåðøîãî áàçèñíîãî âåêòîðà,

â 2-èé ñòîâï÷èê � êîîðäèíàòè îáðàçó äðóãîãî áàçèñíîãî âåêòîðà, i

ò.ä.

Âèçíà÷èìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

1) Ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ A i B ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòî-

ðó V ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â äåÿêîìó áàçèñi ¨ì âiäïîâiäàþòü

îäíàêîâi ìàòðèöi.

ßêùî ïåðåòâîðåííÿ ðiâíi, òî â áóäü-ÿêîìó áàçèñi ¨õ ìàòðèöi îäíà-

êîâi. Òîìó, íåõàé â äåÿêîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an ïåðåòâîðåííÿì A,
B âiäïîâiäàþòü îäíàêîâi ìàòðèöi. Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíî-

ãî ïåðåòâîðåííÿ A(ai) = B(ai) äëÿ âñiõ i = 1, n. Ç ëåìè âèïëèâà¹,

ùî ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ îáðàçàìè âåêòî-

ðiâ äåÿêîãî áàçèñó. Òîìó, ÿêùî îáðàçè âåêòîðiâ äàíîãî áàçèñó ïðè
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äâîõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ðiâíi, òî é ñàìi ïåðåòâîðåííÿ ðiâíi. Îò-

æå, A = B.

2) Íåõàé V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , an �

äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó V , C = (αij)i,j=1,n � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðè-

öÿ ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F . Òîäi iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ A
âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V , ÿêîìó â áàçèñi a1, a2, . . . , an âiäïîâiäà¹ ìà-

òðèöÿ C.

Áåðåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bn ∈ V . Ïiä âåêòîðîì bi, i = 1, n

ðîçóìi¹ìî âåêòîð, êîîðäèíàòè ÿêîãî â áàçèñi a1, a2, . . . , an ¹ åëåìåíòà-

ìè i-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi C, òîáòî bi = α1ia1+α2ia2+· · ·+αnian, i =

1, n. Çà ëåìîþ iñíó¹ ¹äèíå ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ A : V → V òàêå, ùî

A(a1) = b1,A(a2) = b2, . . . ,A(an) = bn. Çðîçóìiëî, ùî ïåðåòâîðåííþ

A â áàçèñi a1, a2, . . . , an âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ C.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið íàä

ïîëåì F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ ïðîñòîðó V . Ïîçíà÷èìî G �

ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó V , T � ìíîæèíà âñiõ

êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòiâ ç ïîëÿ F . Òîäi ïðè ôi-

êñîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an ìiæ ìíîæèíàìè G i T iñíó¹ âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.

3) Ïðèïóñòèìî, ùî a1, a2, . . . , an � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä

ïîëåì F , A : V → V � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêîìó â äàíîìó áàçèñi

âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Íåõàé âåêòîðè a1, a2, . . . , an i A(a1),A(a2), . . . ,A(an) çàäàþòüñÿ êî-

îðäèíàòàìè â äåÿêîìó iíøîìó áàçèñi e1, e2, . . . , en ïðîñòîðó V . Òîáòî

a1 = (λ11, λ21, . . . , λn1), a2 = (λ12, λ22, . . . , λn2), . . . ,

an = (λ1n, λ2n, . . . , λnn). Àíàëîãi÷íî A(a1) = (γ11, γ21, . . . , γn1),
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A(a2) = (γ12, γ22, . . . , γn2), . . . ,A(an) = (γ1n, γ2n, . . . , γnn). Ñêëàäåìî

ìàòðèöi

B =


λ11 λ12 . . . λ1n

λ21 λ22 . . . λ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn1 λn2 . . . λnn

 =
(
a1 a2 · · · an

)
,

C =


γ11 γ12 · · · γ1n

γ21 γ22 · · · γ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn1 γn2 · · · γnn

 =
(
A(a1) A(a2) · · · A(an)

)
.

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

A(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

A(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan;
γ11

γ21
...

γn1

 = α11


λ11

λ21

...

λn1

+ α21


λ12

λ22

...

λn2

+ · · ·+ αn1


λ1n

λ2n

...

λnn

 ,


γ12

γ22
...

γn2

 = α12


λ11

λ21

...

λn1

+ α22


λ12

λ22

...

λn2

+ · · ·+ αn2


λ1n

λ2n

...

λnn

 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γ1n

γ2n
...

γnn

 = α1n


λ11

λ21

...

λn1

+ α2n


λ12

λ22

...

λn2

+ · · ·+ αnn


λ1n

λ2n

...

λnn

 .

Îòæå, C = BA.
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4. Êîîðäèíàòè îáðàçó âåêòîðà ïðè ëiíiéíîìó

ïåðåòâîðåííi

Òåîðåìà 8. Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðî-

ñòîðó V íàä ïîëåì F ; a1, a2, . . . , an � äåÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ ïðîñòî-

ðó V , â ÿêîìó ïåðåòâîðåííþ A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A = (αij)i,j=1,n;

x ∈ V � äîâiëüíèé âåêòîð, êîîðäèíàòè ÿêîãî â äàíîìó áàçèñi ¹ x =

(λ1, λ2, · · · , λn), à êîîðäèíàòè âåêòîðà A(x) = (γ1, γ2, · · · , γn). Òîäi âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü 

γ1

γ2
...

γn

 = A


λ1

λ2

...

λn

 .

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ x = λ1a1 + λ2a2 + · · · + λnan, à A(x) = γ1a1 +

γ2a2 + · · ·+ γnan. Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

A(a1) = α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an,

A(a2) = α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A(an) = α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan.

Òîäi

A(x) = A(λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan) =

= λ1A(a1) + λ2A(a2) + · · ·+ λnA(an) =

= λ1(α11a1 + α21a2 + · · ·+ αn1an) + λ2(α12a1 + α22a2 + · · ·+ αn2an)+

+ · · ·+ λn(α1na1 + α2na2 + · · ·+ αnnan) =

= (α11λ1 + α12λ2 + · · ·+ α1nλn)a1 + (α21λ1 + α22λ2 + · · ·+ α2nλn)a2+

+ · · ·+ (αn1λ1 + αn2λ2 + · · ·+ αnnλn)an.
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Àëå ðîçêëàä âåêòîðà â â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âåêòîðiâ ¹äèíèé, òîìó

γ1 = α11λ1 + α12λ2 + · · ·+ α1nλn,

γ2 = α21λ1 + α22λ2 + · · ·+ α2nλn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn = αn1λ1 + αn2λ2 + · · ·+ αnnλn,

àáî â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi
γ1

γ2
...

γn

 = A


λ1

λ2

...

λn

 .

Òàêèì ÷èíîì, ùîá çíàéòè êîîðäèíàòè îáðàçó âåêòîðà â äàíîìó áàçè-

ñi, ïîòðiáíî âåêòîð-ñòîâï÷èê éîãî êîîðäèíàò â äàíîìó áàçèñi äîìíîæèòè

íà ìàòðèöþ ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó æ áàçèñi.

5. Ïðèêëàäè ìàòðèöü ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü

1. Ó ïðîñòîði R2 âåêòîðiâ íà ïëîùèíi â áàçèñi e1, e2 çíàéäåìî ìàòðèöþ

ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ Aφ : R2 → R2 ïîâîðîòó âåêòîðà íà êóò φ

ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Çðîçóìiëî, ùî

Aφ(e1) = (cosφ)e1 + (sinφ)e2, Aφ(e2) = (− sinφ)e1 + (cosφ)e2.

Òîäi ìàòðèöÿ

Aφ =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
.

2. Ó ïðîñòîði Fn[x] çàäàíî áàçèñ 1, x, x2, . . . , xn. Çíàéäåìî ìàòðèöþ ëi-

íiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ D : Fn[x] → Fn[x], äå D - ïîõiäíà, òîáòî D(f) =
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f ′.

D(1) = (1)′ = 0 = 0 · 1 + 0 · x+ 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn,

D(x) = (x)′ = 1 = 1 · 1 + 0 · x+ 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn,

D(x2) = (x2)′ = 2x = 0 · 1 + 2 · x+ 0 · x2 + · · ·+ 0 · xn−1 + 0 · xn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

D(xn) = (xn)′ = nxn−1 = 0 · 1 + 0 · x+ · · ·+ n · xn−1 + 0 · xn.

Òîäi ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ D ó áàçèñi 1, x, x2, . . . , xn ìà¹ âèãëÿä:

D =



0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 2 0 · · · 0 0

0 0 0 3 · · · 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 · · · 0 n

0 0 0 0 · · · 0 0


.

6. ßäðî òà îáðàç ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

6.1. ßäðî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïî-

ëåì F .

Îçíà÷åííÿ 18. ßäðîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿA íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

kerA = {x ∈ V | A(x) = θ}.

Ïîêàæåìî, ùî ÿäðî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ ïiäïðîñòîðîì. Çðîçóìi-

ëî, ùî θ ∈ kerA. Òîìó kerA ̸= ∅. Îáåðåìî a, b ∈ kerA, α, β ∈ F . Òîäi

A(αa+βb) = αA(a)+βA(b) = αθ+βθ = θ. Òàêèì ÷èíîì, αa+βb ∈ kerA,
òîáòî ÿäðî � ïiäïðîñòið.

6.2. Çíàõîäæåííÿ áàçèñó ÿäðà ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî âå-

êòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé ôiêñîâà-

íèé áàçèñ ïðîñòîðó V , â ÿêîìó ïåðåòâîðåííþ A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ
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A = (αij)
n
i,j=1. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi âåêòîðè ïðîñòîðó çàäàíî êî-

îðäèíàòàìè â öüîìó áàçèñi. Áåðåìî x ∈ kerA, x = (x1, x2, . . . , xn),

x = x1a1 + x2a2 + . . . + xnan, xi ∈ F, i = 1, n. Âåêòîð x ∈ kerA òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè A(x) = θ, òîáòî

A


x1

x2

...

xn

 =


0

0
...

0

 .

Öå ðiâíîñèëüíî ñèñòåìi ðiâíÿíü:

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = 0,

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + · · ·+ αnnxn = 0.

(6.1)

Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè âåêòîðà x ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíî-

ðiäíèõ ðiâíÿíü (6.1). Òîáòî ìíîæèíà kerA ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü. Òîìó áàçèñîì ÿäðà ìîæíà ââàæà-

òè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (6.1). ßêùî ðàíã ìàòðè-

öi ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ r, òî ðîçìiðíiñòü ÿäðà dimkerA =

n− r. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ðàíã ìàòðèöi ëiíiéíîãî ïåðåòâîðå-

ííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Îçíà÷åííÿ 19. Äåôåêòîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ A ñêií÷åííîâèìið-

íîãî ïðîñòîðó íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòü éîãî ÿäðà, def A = dimkerA.

Îçíà÷åííÿ 20. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ íåâèðî-

äæåíèì, ÿêùî kerA = {θ}.

ßêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið i â áàçèñi a1, a2, . . . , an ïåðå-

òâîðåííþ A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A = (αij)
n
i,j=1, òî ÿäðî kerA ñïiâïàäà¹

ç ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (6.1). Òàêèì ÷èíîì, ïå-

ðåòâîðåííÿ A íåâèðîäæåíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü (6.1) ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Îñêiëüêè ÷èñëî ðiâíÿíü i
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÷èñëî çìiííèõ â ñèñòåìi îäíàêîâi, òî def A ≠ 0. Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíå

ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó íåâèðîäæåíå òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè â äåÿêîìó áàçèñi éîìó âiäïîâiäà¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ.

6.3. Ïîíÿòòÿ îáðàçó ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì

F .

Îçíà÷åííÿ 21. Îáðàçîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ A íàçèâà¹òüñÿ ìíî-

æèíà ImA = {A(x) | x ∈ V }.

Ïîêàæåìî, ùî îáðàç ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ ¹ ïiäïðîñòîðîì. Áåðåìî

x1, x2 ∈ ImA, α, β ∈ F . Öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü y1, y2 ∈ V òàêi, ùî x1 =

A(y1), x2 = A(y2). Òîìó A(αy1 + βy2) = αA(y1) + βA(y2) = αx1 + βx2 ∈
ImA.

6.4. Çíàõîäæåííÿ áàçèñó îáðàçó ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

ÍåõàéA� ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðî-

ñòîðó V íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó

V . Ïîêàæåìî, ùî ImA = ⟨A(a1),A(a2), . . . ,A(an)⟩.

Áåðåìî x ∈ ImA, òîäi iñíó¹ y ∈ V òàêèé, ùî x = A(y). Ðîçêëà-

äåìî âåêòîð y â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó y = α1a1 + α2a2 + . . . +

αnan. Òîäi x = A(y) = α1A(a1) + α2A(a2) + . . . + αnA(an), òîáòî x ∈
⟨A(a1),A(a2), . . . ,A(an)⟩. Òàêèì ÷èíîì, ImA ⊆ ⟨A(a1),A(a2), . . . ,A(an)⟩.

Íàâïàêè, áåðåìî x ∈ ⟨A(a1),A(a2), . . . ,A(an)⟩. Òîäi x = β1A(a1) +

β2A(a2) + . . . + βnA(an) = A(β1a1 + β2a2 + . . . + βnan) ∈ ImA. Îòæå,

⟨A(a1),A(a2), . . . ,A(an)⟩ ⊆ ImA.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî áàçèñîì îáðàçó ImA ìîæíà ââàæàòè, íàïðè-

êëàä, äåÿêèé áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ {A(a1),A(a2), . . . ,A(an)}.
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6.5. Òåîðåìà ïðî ðîçìiðíîñòi ÿäðà òà îáðàçó ëiíiéíîãî

ïåðåòâîðåííÿ

Òåîðåìà 9. Íåõàé A � ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V

íàä ïîëåì F i ðîçìiðíiñòü V dimV = n. Òîäi

dimkerA+ dim ImA = n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {a1, a2, . . . , ak} � áàçèñ ÿäðà kerA, äîïîâíèìî éîãî

äî áàçèñó ïðîñòîðó V âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bn−k. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà

âåêòîðiâ {A(b1),A(b2), . . . ,A(bn−k)} óòâîðþ¹ áàçèñ îáðàçó ImA.
Ïåðåâiðèìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

β1A(b1) + β2A(b2) + . . .+ βn−kA(bn−k) = θ.

Òîäi

A(β1b1 + β2b2 + . . .+ βn−kbn−k) = θ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî β1b1 + β2b2 + . . . + βn−kbn−k ∈ kerA, òîáòî öåé

âåêòîð ìîæíà ðîçêëàñòè â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó ÿäðà kerA:

β1b1 + β2b2 + . . .+ βn−kbn−k = α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak, àáî

α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak − β1b1 − β2b2 − . . .− βn−kbn−k = θ.

Îäåðæàëè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó, à òîìó α1 = α2 = . . . = αk = 0,

β1 = β2 = . . . = βn−k = 0.

Áåðåìî x ∈ ImA, òîäi iñíó¹ y ∈ V òàêèé, ùî x = A(y). Âåêòîð y

ðîçêëàäåìî â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó

y = α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak + β1b1 + β2b2 + . . .+ βn−kbn−k.

Òîäi x = A(y) = α1A(a1)+α2A(a2)+ . . .+αkA(ak)+β1A(b1)+β2A(b2)+

. . .+ βn−kA(bn−k). Îñêiëüêè âåêòîðè a1, a2, . . . , ak ∈ kerA, òî

x = β1A(b1) + β2A(b2) + . . .+ βn−kA(bn−k).

Òàêèì ÷èíîì, âåêòîðè {A(b1),A(b2), . . . ,A(bn−k)} óòâîðþþòü áàçèñ îáðà-
çó ImA. Îòæå, dimkerA = k, dim ImA = n−k, dimkerA+dim ImA = n.
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6.6. Ïîíÿòòÿ ðàíãó ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ

Îçíà÷åííÿ 22. Ðàíãîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ A : V → V ñêií÷åííî-

âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F íàçèâà¹òüñÿ ðîçìiðíiñòü

éîãî îáðàçó

r(A) = dim ImA.

Ïîêàæåìî, ùî r(A) ñïiâïàäà¹ ç ðàíãîì éîãî ìàòðèöi. Íåõàé ó äàíîìó

ôiêñîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an ïåðåòâîðåííþ A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A = (αij)
n
i,j=1. ßäðî ïåðåòâîðåííÿ kerA ¹ ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ

ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (6.1) ç n íåâiäîìèìè. ßêùî ðàíã ìàòðèöi

äîðiâíþ¹ r, òî dimkerA = n− r. Òîäi dim ImA = n− (n− r) = r. Òàêèì

÷èíîì, r(A) = r(A) â áóäü-ÿêîìó áàçèñi.

7. Àëãåáðà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

Ââàæàòèìåìî, ùî âñi îïåðàòîðè äiþòü íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä

ïîëåì F .

1. Íóëüîâèé îïåðàòîð.

Íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ââåäåìî îïåðàòîð O : V → V òàêèé, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ V : O(x) = θ. Òàêèé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì

îïåðàòîðîì. ßêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî â áóäü-ÿêîìó

áàçèñi íóëüîâîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ.

2. Îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V ââåäåìî îïåðàòîð E : V → V òàêèé, ùî

äëÿ âñiõ x ∈ V : E(x) = x. Öåé îïåðàòîð íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íèì i

ÿêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî â áóäü-ÿêîìó áàçèñi îäèíè-

÷íîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E.

3. Ñóìà îïåðàòîðiâ.

Íåõàé A,B � îïåðàòîðè íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V . Âèçíà÷èìîð âiä-

îáðàæåííÿ A+ B. Äëÿ âñiõ x ∈ V : (A+ B)(x) = A(x) + B(x).
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Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ A+B � ëiíiéíå. Áåðåìî x, y ∈ V , α, β ∈
F. Òîäi (A+B)(αx+βy) = A(αx+βy)+B(αx+βy) = αA(x)+βA(y)+

αB(x) + βB(y) = α(A(x) + B(x)) + β(A(y) + B(y)) = α(A + B)(x) +
β(A+ B)(y). Îòæå, A+ B � ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Ïðèïóñòèìî, ùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , an � äå-

ÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó V , â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiä-

à¹ ìàòðèöÿ A = (αij)
n
i,j=1, îïåðàòîðó B � ìàòðèöÿ B = (βij)

n
i,j=1,

à îïåðàòîðó A + B � ìàòðèöÿ C = (γij)
n
i,j=1. Çà îçíà÷åííÿì ìà-

òðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, n : (A + B)(ai) =

γ1ia1 + γ2ia2 + · · · + γnian. Àëå A(ai) = α1ia1 + α2ia2 + · · · + αnian,

B(ai) = β1ia1 +β2ia2 + · · ·+βnian. Òîìó, (A+B)(ai) = (α1i +β1i)a1 +

(α2i + β2i)a2 + · · · + (αni + βni)an. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γ1i = α1i +

β1i, γ2i = α2i + β2i, · · · , γni = αni + βni. Îòæå, C = A+B i ëiíiéíîìó

îïåðàòîðó A+ B âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A+B.

4. Ìíîæåííÿ îïåðàòîðà íà ñêàëÿð.

Ïðèïóñòèìî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V , λ ∈ F � ôiêñîâà-

íèé ñêàëÿð. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ (λA). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ V :

(λA)(x) = λA(x). Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü öüîãî âiäîáðàæåííÿ. Áåðå-

ìî x, y ∈ V, α, β ∈ F : (λA)(αx + βy) = λ(A(αx + βy)) = λ(αA(x) +

βA(y)) = αλA(x) + βλA(y) = α(λA)(x) + β(λA)(y).

ßêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , an � äåÿêèé áàçèñ

V , â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A = (αij)
n
i,j=1, òî â öüîìó

æ áàçèñi îïåðàòîðó λA âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ λA = (λαij)
n
i,j=1.

5. Ïðîòèëåæíèé îïåðàòîð.

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V . Ïîêëàäåìî (−A) =

(−1)A, îïåðàòîð −A íàçèâà¹òüñÿ ïðîòèëåæíèì äî îïåðàòîðà A. Áå-
ðåìî x ∈ V , òîäi (A+(−A))(x) = A(x)+(−A)(x) = A(x)+(−1)A(x) =

(1− 1)A(x) = 0A(x) = θ. Òàêèì ÷èíîì A+ (−A) = O.

Ïîçíà÷èìî L(V ) � ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà âåêòîðíîìó
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ïðîñòîði V íàä ïîëåì F . Òîäi ç äîâåäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ñàìà ìíîæè-

íà L(V ) óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F âiäíîñíî îïåðàöié

+ òà · íà ñêàëÿðè ç ïîëÿ F .

Ïðèïóñòèìî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , an äåÿêèé ôi-

êñîâàíèé áàçèñ. Òîäi äiÿì íàä îïåðàòîðàìè âiäïîâiäàþòü äi¨ íàä ìà-

òðèöÿìè öèõ îïåðàöié â öüîìó áàçèñi. Òàêèì ÷èíîì, ïðè ôiêñîâàíîìó

áàçèñi iñíó¹ içîìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðîì L(V ) îïåðàòîðiâ i ïðîñòîðîì

âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F .

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ ùî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó dimL(V ) = n2.

6. Äîáóòîê îïåðàòîðiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî A, B � ëiíiéíi îïåðàòîðè íà ïðîñòîði V . Âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿì (AB). Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ V : (AB)(x) = A(B(x)).
Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü öüîãî âiäîáðàæåííÿ. Áåðåìî x, y ∈ V , α, β ∈
F : (AB)(αx+βy) = A(B(αx+βy)) = A(αB(x)+βB(y)) = αA(B(x))+
βA(B(y)) = α(AB)(x) + β(AB)(y).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðàA íà ïðîñòîði V âèêîíó¹òüñÿ

A · O = O · A = O, A · E = E · A = A.

Íåõàé V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , an � ôiêñîâàíèé

áàçèñ ó ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A = (αij)
n
i,j=1, îïå-

ðàòîðó B � ìàòðèöÿ B = (βij)
n
i,j=1, îïåðàòîðó AB � ìàòðèöÿ C =

(γij)
n
i,j=1. Òîäi ç îäíîãî áîêó (AB)(ai) = γ1ia1 + γ2ia2 + · · · + γnian.

Ç iíøîãî áîêó (AB)(ai) = A(B(ai)) = A(β1ia1 + β2ia2 + . . . βnian) =

β1iA(a1)+β2iA(a2)+. . .+βniA(an) = β1i(α11a1+α21a2+. . .+αn1an)+

β2i(α12a1+α22a2+. . .+αn2an)+. . .+βni(α1na1+α2na2+. . .+αnnan) =

(α11β1i+α12β2i+ . . .+α1nβni)a1+(α21β1i+α22β2i+ . . .+α2nβni)a2+

. . .+(αn1β1i+αn2β2i+ . . .+αnnβni)an. Àëå ðîçêëàä âåêòîðà â ëiíiéíó
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êîìáiíàöiþ áàçèñó ¹äèíèé. Òîìó

γ1i = α11β1i + α12β2i + . . .+ α1nβni,

γ2i = α21β1i + α22β2i + . . .+ α2nβni,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γ1i = αn1β1i + αn2β2i + . . .+ αnnβni.

Òàêèì ÷èíîì ùîá îäåðæàòè åëåìåíòè i-òîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi C

òðåáà ïîñëiäîâíî âñi ðÿäêè ìàòðèöi A äîìíîæèòè íà i-òèé ñòîâï÷èê

ìàòðèöi B. Öå îçíà÷à¹ ùî C = AB. Îòæå, ïðè ôiêñîâàíîìó áàçèñi

äîáóòêó îïåðàòîðiâ âiäïîâiäà¹ äîáóòîê ìàòðèöü öèõ îïåðàòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 23. Ëiíiéíi îïåðàòîðè A, B âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íà-

çèâàþòü ïåðåñòàâíèìè, ÿêùî AB = BA.

ßêùî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, òî â áóäü-ÿêîìó áàçèñi ïåðå-

ñòàâíèì îïåðàòîðàì âiäïîâiäàþòü ïåðåñòàâíi ìàòðèöi.

8. Ïîíÿòòÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V . ßêùî äëÿ

íüîãî iñíó¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð B íà ïðîñòîði V òàêèé ùî AB = BA = E ,
òî îïåðàòîð B íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíèì äëÿ A i ïîçíà÷à¹òüñÿ B = A−1.

Âèíèêàþòü ïèòàííÿ:

1) ×è äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà iñíó¹ îáåðíåíèé?

2) Ñêiëüêè äëÿ äàíîãî îïåðàòîðà ìîæå iñíóâàòè îáåðíåíèõ?

3) ßê çíàéòè îáåðíåíèé îïåðàòîð?

1) Íåõàé O � íóëüîâèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V . Òîäi äëÿ

áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðòîðà A íà V : OA = AO = O, òîáòî äëÿ

íóëüîâîãî îïåðàòîðà íå iñíó¹ îáåðíåíîãî.

2) Ïðèïóñòèìî äëÿ äàíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðàA íà ïðîñòîði V iñíóþòü

îïåðàòîðè B, F íà ïðîñòîði V òàêi, ùî AB = BA = E ; AF = FA = E .
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Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð BAF . Ç îäíîãî áîêó BAF = B(AF) = BE = B,
ç iíøîãî áîêó BAF = (BA)F = EF = F . Òîáî B = F . Òàêèì ÷èíîì,

ÿêùî iñíó¹ îáåðíåíèé, òî âií ¹äèíèé.

Iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêå òâåðäæåííÿ. ßêùî äëÿ äàíîãî îïåðàòîðà A
iñíó¹ A−1, òî îïåðàòîð A âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèé.

Íåõàé x ∈ V , y = A(x). Òîäi A−1(y) = A−1(A(x)) = (A−1A)(x) =

E(x) = x. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ x1, x2 ∈ V A(x1) = A(x2) = y, òî

A−1(y) = x1, A−1(y) = x2, òîáòî x1 = x2.

Òåîðåìà 10. Ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìà¹

îáåðíåíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè â äåÿêîìó áàçèñi éîìó âiäïîâiäà¹

íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íà âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði iñíó¹ îáåðíåíèé i a1, a2, . . . an � äåêèé áàçèñ ïðîñòîðó V . Ïðèïó-

ñòèìî òàêîæ ùî â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A, à

îïåðàòîðó A−1 � ìàòðèöÿ B. Ó áóäü-ÿêîìó áàçèñi îäèíè÷íîìó îïåðà-

òîðó E âiäïîâiäà¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ E. Îñêiëüêè äëÿ îïåðàòîðà âèêî-

íó¹òüñÿ AA−1 = E , òî äëÿ ìàòðèöü AB = E, òîáòî B = A−1 i A �

íåâèðîäæåíà.

Ïðèïóñòèìî, â äàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . an îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ íå-

âèðîäæåíà ìàòðèöÿ A, òîáòî iñíó¹ ìàòðèöÿ A−1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B
ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V , ÿêîìó â öüîìó áàçèñi âiäïîâiäà¹ ìà-

òðèöÿ A−1. Äëÿ ìàòðèöü âèêîíó¹òüñÿ AA−1 = A−1A = E. Òîäi äëÿ

îïåðàòîðiâ AB = BA = E , òîáòî çà îçíà÷åííÿì B = A−1.

Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V , ÿêîìó â äàíîìó ôiêñîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . an âiäïîâiäà¹

ìàòðèöÿ A. ßêùî äëÿ A iñíó¹ îáåðíåíèé, òî â öüîìó æ áàçèñi îïåðàòîðó

A−1 âiäïîâiäà¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ A−1.
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Åêâiâàëåíòíi óìîâè iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà

Òåîðåìà 11. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V . Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) äëÿ A iñíó¹ A−1;

2) îïåðàòîð A áàçèñ ïðîñòîðó ïåðåâîäèòü â áàçèñ ïðîñòîðó;

3) îïåðàòîð A áóäü-ÿêó ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ ïåðåâî-

äèòü â ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó;

4) kerA = {θ};

5) ImA = V ;

6) ó áóäü-ÿêîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ;

7) îïåðàòîð A âçà¹ìíîîäíîçíà÷íèé.

Âïðàâà 1. Äîâåñòè îñòàííþ òåîðåìó.

9. Çâ'ÿçîê ìàòðèöü ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ðiçíèõ

áàçèñàõ

Òåîðåìà 12. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F . B1 = {a1, a2, . . . , an}, B2 = {b1, b2, . . . , bn} �

äâà áàçèñè ïðîñòîðó V . F = (αij)
n
i,j=1 � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä áàçèñó

B1 äî B2. Îïåðàòîðó A â áàçèñi B1 âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A = (λij)
n
i,j=1,

à â áàçèñi B2 � ìàòðèöÿ B = (βij)
n
i,j=1. Òîäi B = F−1AF .

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ïåðåõîäó

b1 = α11a1 + α21a2 + . . .+ αn1an,

b2 = α12a1 + α22a2 + . . .+ αn2an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn = α1na1 + α2na2 + . . .+ αnnan.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V òàêèé, ùî F(a1) =

b1,F(a2) = b2, . . . ,F(an) = bn. Îïåðàòîð F áàçèñ ïåðåâîäèòü ó áàçèñ, à

òîìó iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð F−1. Ïðè öüîìó F−1(b1) = a1,F−1(b2) =

a2, . . . ,F−1(bn) = an.

Ó áàçèñi B1 îïåðàòîðó F âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ F , à òîìó îïåðàòîðó

F−1 � ìàòðèöÿ F−1, à òîìó îïåðàòîðó F−1AF � ìàòðèöÿ F−1AF .

Äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi F−1AF = B äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ôà-

êòè÷íî â áàçèñi B1 îïåðàòîðó F−1AF âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ B. Áåðåìî

F−1AF(ai) = (F−1A)(F(ai)) = (F−1A)(bi) = F−1(A(bi)) = F−1(β1ib1 +

β2ib2 + . . . + βnibn) = β1iF−1(b1) + β2iF−1(b2) + . . . + βniF−1(bn) =

β1ia1 + β2ia2 + . . .+ βnian.

Òàêèì ÷èíîì i-òèé ñòîâï÷èê ìàòðèöi F−1AF ñïiâïàäà¹ ç i-òèì ñòîâ-

ï÷èêîì ìàòðèöi B. Òîìó F−1AF = B.

Îçíà÷åííÿ 24. Äâi êâàäðàòíi ìàòðèöi A i B ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F

îäíàêîâîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòüñÿ ïîäiáíèìè, ÿêùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà

êâàäðàòíà ìàòðèöÿ T òîãî æ ïîðÿäêó òàêà, ùî B = T−1AT .

Îñòàííÿ òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ðiçíèõ

áàçèñàõ ïîäiáíi.

10. Âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåòîðè

10.1. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Íåõàé A = (αij)
n
i,j=1 � äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Âiçüìåìî íåçàëå-

æíó çìiííó t i ñêëàäåìî ìàòðèöþ

A− tE =


α11 − t α12 . . . α1n

α21 α22 − t . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn − t

 .

Ìàòðèöÿ A− tE íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ìàòðèöi A.
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Âèçíà÷íèê õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi A−tE óòâîðþ¹ ìíîãî÷ëåí ñòå-

ïåíÿ n âiä çìiííî¨ t. Öåé ìíîãî÷ëåí íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-

ãî÷ëåíîì ìàòðèöi A i ïîçíà÷à¹òüñÿ χA(t) = |A − tE|. Êîðåíi õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà χA(t) íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè

ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 13. Õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ïîäiáíèõ ìàòðèöü ñïiâïà-

äàþòü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöi A, B � ïîäiáíi, òîáòî iñíó¹ ìàòðèöÿ T òàêà,

ùî B = T−1AT . Òîäi χB(t) = |B − tE| = |T−1AT − tE| = |T−1AT −
T−1(tE)T | = |T−1(A−tE)T | = |T−1| · |A−tE| · |T | = |A−tE| = χA(t).

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V ,

ÿêîìó â äàíîìó ôiêñîâàíîìó áàçèñi a1, a2, . . . , an âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A. Îñêiëüêè ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ðiçíèõ áàçèñàõ ïîäiáíi, òî

õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íå çàëå-

æèòü âiä âèáîðó áàçèñó, à òîìó éîãî ìîæíà íàçèâàòè ïðîñòî õàðàêòðå-

ðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A. Òàêèì ÷èíîì õàðàêòå-

ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí äàíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà � öå õàðàêòåðèñòè-

÷íèé ìíîãî÷ëåí éîãî ìàòðèöi â äàíîìó áàçèñi.

10.2. Âëàñíi âåêòîðè òà âëàñíi ÷èñëà

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïðîñòîðó V íàä ïîëåì F .

Îçíà÷åííÿ 25. Íåíóëüîâèé âåêòîð a ∈ V, a ̸= θ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì

âåêòîðîì îïåðàòîðà A, ÿêùî iñíó¹ λ ∈ F : A(a) = λa. Ïðè öüîìó λ �

âëàñíå çíà÷åííÿ (âëàñíå ÷èñëî) îïåðàòîðà A. Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ

êàæóòü, ùî a ¹ λ-âëàñíèì âåêòîðîì A, àáî âëàñíèì âåêòîðîì, ùî âiä-

ïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ.

Çà îçíà÷åííÿì âëàñíèé âåêòîð çàâæäè íåíóëüîâèé, àëå λ ìîæå áó-

òè = 0. Ãåîìåòðè÷íî ïîíÿòòÿ âëàñíîãî âåêòîðà îçíà÷à¹, ùî ïiä äi¹þ

îïåðàòîðà A âåêòîð ïåðåâîäèòüñÿ â êðàòíèé ñîái.
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10.3. Ïîíÿòòÿ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì

F , a ∈ V � λ-âëàñíèé âåêòîð A. Òîäi A(a) = λa; A(a)− λa = θ. A(a)−
(λE)(a) = (A−λE)(a) = θ, òîáòî a ∈ ker(A−λE). Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà

âñiõ λ-âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A ðàçîì ç θ óòâîðþþòü ïiäïðîñòið

Lλ, ùî íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó

çíà÷åííþ λ.

Lλ = ker(A− λE), Lλ ̸= {θ}.

10.4. Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ òà âëàñíèõ ÷èñåë

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì

F , λ ∈ F � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A, a ∈ V � âëàñíèé âåêòîð, ùî

âiäïîâiäà¹ ÷èñëó λ. Òîäi a ∈ ker(A− λE).

Ïðèïóñòèìî V � ñêií÷åííîâiìèðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , an �

äåÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó V , â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹

ìàòðèöÿ A = (αij)
n
i,j=1. Òîäi â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó (A − λE) âiäïî-

âiäà¹ ìàòðèöÿ A− λE =


α11 − λ α12 . . . α1n

α21 α22 − λ . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn − λ

 .

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ÿäðî îïåðàòîðà A−λE ïðè ôiêñîâàíîìó áà-

çèñi ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü

(A− λE)


x1

x2

. . .

xn

 =


0

0

. . .

0

 ,

71



òîáòî
(α11 − λ)x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0,

α21x1 + (α22 − λ)x2 + . . .+ α2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + . . .+ (αnn − λ)xn = 0.

(10.1)

×èñëî λ ∈ F ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

äëÿ íüîãî iñíó¹ âëàñíèé âåêòîð, òîáòî ker(A−λE) ̸= {θ}. Öå âèêîíó¹òüñÿ
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà (10.1) ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè.

Ñèñòåìà (10.1) êâàäðàòíà (÷èñëî çìiííèõ = ÷èñëó ðiâíÿíü), à òîìó

âîíà ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ âèçíà÷íèê

= 0. Âèçíà÷íèê ñèñòåìè (10.1) ñïiâïàäà¹ ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëå-

íîì χA(λ) = |A− λE| ìàòðèöi A. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî λ ∈ F ¹ âëàñíèì

÷èñëîì îïåðàòîðà A òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ¹ êîðåíåì éîãî õàðà-

êòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Îçíà÷åííÿ 26. Ñïåêòðîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íàçèâà'¹òüñÿ ñóêó-

ïíiñòü éîãî âëàñíèõ ÷èñåë.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ òîãî ùîá çíàéòè âñi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A â

ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, òðåáà çíàéòè âñi êîðåíi éîãî õàðàêòåðè-

ñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ÿêi íàëåæàòü â îñíîâíîìó ïîëþ F . ßêùî λ0 ∈ F �

âëàñíå çíà÷åííÿ, òî ùîá çíàéòè áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó Lλ0
, ïîòði-

áíî ïiäñòàâèòè λ0 çàìiñòü λ â ñèñòåìó (10.1) i âçÿòè ôóíäàìåíòàëüíó

ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ.

Îñêiëüêè âñi âëàñíi ÷èñëà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà ñêií÷åííîâèìiðíî-

ìó ïðîñòîði ¹ êîðåíÿìè éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, òî êiëü-

êiñòü âëàñíèõ ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó. Àëå íå äëÿ

áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà iñíóþòü âëàñíi âåêòîðè òà ÷èñëà.

Ïðèêëàä 3. Ó ïðîñòîði R2 áåðåìî îïåðàòîð Aφ ïîâîðîòó âåêòîðà íà

êóò φ, ïðè÷îìó 0 < φ < 2π, φ ̸= π. Â áàçèñi e1, e2 öüîìó îïåðàòîðó

âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
. Áåðåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé
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ìíîãî÷ëåí χA(λ) =

∣∣∣∣∣cosφ− λ − sinφ

sinφ cosφ− λ

∣∣∣∣∣ = cos2φ−2λcosφ+λ2+sin2φ =

λ2 − 2λcosφ + 1 = 0. D = 4cos2φ − 4 < 0. Òàêèì ÷èíîì ìíîãî÷ëåí íå

ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ îïåðàòîðà Aφ íå iñíó¹ âëàñíèõ

÷èñåë, à òîìó é âëàñíèõ âåêòîðiâ.

10.5. Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë òà âëàñíèõ

âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Ââàæà¹ìî, ùî îïåðàòîð A äi¹ íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó âåêòîðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F , a1, a2, . . . , an � äåÿêèé ôiêñîâàíèé áàçèñ ïðî-

ñòîðó V , â ÿêîìó çàäàþòüñÿ êîîðäèíàòè âñiõ âåêòîðiâ.

1) Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi: A =

(αij)
n
i,j=1.

2) Âèïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A

XA(λ) = |A− λE|.

3) Çíàõîäèìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ÿêi íàëåæàòü F :

λ1, λ2, . . . , λs. Âñi öi êîðåíi ¹ âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A.

4) Äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ λi, i = 1, s øóêà¹ìî áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó

Lλi
. Äëÿ öüîãî çàïèñó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

(A− λiE)


x1

x2

. . .

xn

 =


0

0

. . .

0

 .

5) Çíàõîäèìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü. Ïðèïóñòèìî îäåðæàëè âåêòîðè b1, b2, . . . , bk. Öi âåêòîðè ¹

áàçèñîì âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó Lλi
.

6) Âñi âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó
÷èñëó λi ¹ âñiìà ìîæëèâèìè íåòðèâiàëüíèìè ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè
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âèãëÿäó β1b1 + β2b2 + . . .+ βkbk.

10.6. Òåîðåìè ïðî âëàñíi âåêòîðè

Òåîðåìà 14. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F , λ0 ∈ F � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A, òîäi
ðîçìiðíiñòü âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó Lλ0

íå ïåðåâèùó¹ êðàòíîñòi λ0 ÿê

êîðåíÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíî÷ëåíà îïåðàòîðà A.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî a1, a2, . . . , ak � áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó Lλ0
,

òîáòî A(a1) = λ0a1, A(a2) = λ0a2, . . . , A(ak) = λ0ak. Äîïîâíþ¹ìî öåé áà-

çèñ äî áàçèñó ïðîñòîðó âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bn−k i âèïèøåìî ìàòðèöþ

îïåðàòîðà A â áàçèñi a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bn−k

A =



λ0 0 · · · 0

0 λ0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · λ0

∗

O ∗


.

Áåðåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ0 − λ 0 · · · 0

0 λ0 − λ · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · λ0 − λ

∗

O ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

k
(λ− λ0)

k
g(λ),

äå g(λ) � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä çìiííî¨ λ ñòåïåíÿ n − k. Êðàòíiñòü

êîðåíÿ λ0 â öüîìó ìíîãî÷ëåíi íå ìåíøå ÷èñëà k = dimLλ0 .

Òåîðåìà 15. Âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäàþòü

ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì, ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî a1, a2, . . . , as � âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðà-

òîðàA, λ1, λ2, . . . , λs � âiäïîâiäíi âëàñíi ÷èñëà, òîáòîA(a1) = λ1a1,A(a2) =
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λ2a2, . . . ,A(as) = λsas. Ïðè÷îìó λi ̸= λj , i ̸= j, i, j = 1, s. Ëiíiéíó íå-

çàëåæíiñòü âåêòîðiâ a1, a2, . . . , as áóäåìî äîâîäèòè iíäóêöi¹þ ïî ÷èñëó

âåêòîðiâ.

1) Íåõàé s = 1, òîáòî ìà¹ìî îäèí âëàñíèé âåêòîð a1. Çà îçíà÷åííÿì öåé

âåêòîð íåíóëüîâèé, à òîìó ñèñòåìà âåêòîðiâ {a1} ëiíiéíî íåçàëåæíà.

2) Ïðèïóñòèìî òâåðäæåííÿ âiðíå äëÿ ñèñòåì âëàñíèõ âåêòîðiâ ÿêi ñêëà-

äàþòüñÿ ç íå áiëüøå íiæ s−1 âåêòîðiâ i äîâåäåìî òâåðäæåííÿ äëÿ ñè-

ñòåìè ç s âåêòîðiâ. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ z = α1a1+α2a2+ . . .+

αs−1as−1 +αsas = θ, òîäi λsz = α1λsa1 +α2λsa2 + . . .+αs−1λsas−1 +

αsλsas = θ. Ïîäi¹ìî íà ëiíiéíó êîìáiíàöiþ îïåðàòîðîì A. θ = A(z) =

α1A(a1)+α2A(a2)+ . . .+αs−1A(as−1)+αsA(as) = α1λ1a1+α2λ2a2+

. . . + αs−1λs−1as−1 + αsλsas, çâiäêè A(z) − λsz = α1(λ1 − λs)a1 +

α2(λ2−λs)a2+ . . .+αs−1(λs−1−λs)as−1 = θ, àëå çà ïðèïóùåííÿì ií-

äóêöi¨ âåêòîðè a1, a2, . . . , as−1 ëiíiéíî íåçàëåæíi, òîìó α1(λ1 − λs) =

0, α2(λ2 − λs) = 0, . . . , αs−1(λs−1 − λs) = 0. Îñêiëüêè λj ̸= λs äëÿ

äîâiëüíîãî j = 1, s− 1, òî α1 = 0, α2 = 0, . . . , αs−1 = 0. Çàëèøèëàñü

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ αsas = θ, àëå as ̸= θ ÿê âëàñíèé âåêòîð, òîìó

αs = 0.

Òåîðåìà 16. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F , λ1, λ2, . . . , λs ∈ F � âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà A,
a1, a2, . . . , ak ∈ Lλ1

, b1, b2, . . . , bl ∈ Lλ2
, . . . , c1, c2, . . . , cm ∈ Lλs

� ëiíiéíî

íåçàëåæíi ñèñòåìè âåêòîðiâ ó âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðàõ. Òîäi

ñèñòåìà âåêòîðiâ {a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bl, . . . , c1, c2, . . . , cm} ëiíiéíî

íåçàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
k∑

i=1

αiai+

l∑
i=1

βibi+. . .+

m∑
i=1

γici =

θ. Ïîçíà÷èìî x1 =

k∑
i=1

αiai, x2 =

l∑
i=1

βibi, . . . , xs =

m∑
i=1

γici. Òîäi x1+x2+
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. . . + xs = θ, x1 ∈ Lλ1
, x2 ∈ Lλ2

, . . . , xs ∈ Lλs
. Ïðèïóñòèìî äëÿ äåÿêî-

ãî j : xj ̸= θ. Òîäi âåêòîð xj � âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A i òàêèì

÷èíîì ìè îäåðæàëè íåòðèâiàëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âëàñíèõ âåêòîðiâ,

ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëàì, ðiâíó θ, ùî ñóïåðå÷èòü òåî-

ðåìi 15. Òîìó x1 = θ, x2 = θ, . . . , xs = θ, àáî
k∑

i=1

αiai = θ,

l∑
i=1

βibi =

θ, . . . ,

m∑
i=1

γici = θ, àëå öå ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòî-

ðiâ. Òîìó α1 = α2 = . . . = αk = 0, β1 = β2 = . . . = βl = 0, γ1 = γ2 = . . . =

γm = 0.

11. Iíâàðiàíòíiñòü

Îçíà÷åííÿ 27. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

V íàä ïîëåì F . Ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó V íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì

âiäíîñíî îïåðàòîðà A ÿêùî äëÿ äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ L : A(x) ∈ L.

Ïðèêëàäè iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ

1) Ó áóäü-ÿêîìó ïðîñòîði V iíâàðiàíòíi âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà

òðèâiàëüíi ïiäïðîñòîðè {θ} i V .

2) Ó ïðîñòîði F [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F ïiäïðîñòið Fn[x] âñi

ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ íå áiëüøå n áóäå iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðà-

òîðà D âçÿòòÿ ïîõiäíî¨.

11.1. Iíâàðiàíòíiñòü òà ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð A äi¹ íà ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið V íàä

ïîëåì F .

1) Íåõàé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó V iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà A,
a1, a2, . . . , ak � áàçèñ ïiäïðîñòîðó L. Äîïîâíþ¹ìî éîãî äî áàçèñó ïðî-

ñòîðó âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bn−k i âèçíà÷èìî âèãëÿä ìàòðèöi A â áàçè-

ñi a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bn−k. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çíàéòè îáðàçè áà-

çèñíèõ âåêòîðiâ A(a1),A(a2), . . . ,A(ak),A(b1),A(b2), . . . ,A(bn−k).
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Îñêiëüêè A(ai) ∈ L äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, k, òî âñi öi âåêòîðè ðîçêëà-

äàþòüñÿ â ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ áàçèñó L, òîáòî A(ai) = α1ia1 + α2ia2 +

. . . + αkiak = α1ia1 + α2ia2 + . . . + αkiak + 0b1 + 0b2 + . . . + 0bn−k. À

òîìó â áàçèñi a1, . . . , ak, b1, . . . , bn−k îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

âèãëÿäó

A =

 ∗ ∗
O ∗

 .

2) Ïðèïóñòèìî V = L1 ⊕ L2, ïiäïðîñòîðè L1 i L2 iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

îïåðàòîðà A, dimL1 = k, dimL2 = n − k, B(L1), B(L2) � áàçèñè

ïiäïðîñòîðiâ L1 i L2 âiäïîâiäíî. Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ ïðÿìî¨

ñóìè ñèñòåìà âåêòîðiâ B(L1) ∪ B(L2) óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V i â

öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ âèãëÿäó

A =

 ∗ O

O ∗
 � ìàòðèöÿ êëiòèííîãî âèãëÿäó.

3) Ïðîñòið V = L1 ⊕ L2 ⊕ . . . ⊕ Ls, âñi ïiäïðîñòîðè Li, i = 1, s iíâàði-

àíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà A, dimL1 = k1,dimL2 = k2, . . . ,dimLs =

ks, k1+k2+ . . .+ks = n. B(L1), B(L2), . . . , B(Ls) � âiäïîâiäíî áàçèñè

ïiäïðîñòîðiâ L1, L2, . . . , Ls.

Çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ ïðÿìî¨ ñóìè B(L1)∪B(L2)∪ . . .∪B(Ls) óòâî-

ðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó i â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

êëiòèííîãî âèãëÿäó

A =


∗ O

∗
. . .

O ∗


.

11.2. Çâóæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà ïiäïðîñòið

Ïðèïóñòèìî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä

ïîëåì F , L � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V , iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà
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A. Òîäi ïiäïðîñòið L óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Âèçíà-

÷èìî íà ïðîñòîði L âiäîáðàæåííÿ A1 òàêèì ÷èíîì, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ L : A1(x) = A(x). Ç iíâàðiàíòíîñòi âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ L : A1(x) = A(x) ∈ L. Óìîâà ëiíiéíîñòi äëÿ âiäîáðàæåííÿ A1 âèêî-

íó¹òüñÿ, îñêiëüêè âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âiäîáðàæåííÿ A. Òàêèì ÷èíîì

A1 � ëiíiéíèé îïåðàòîð, íà ïðîñòîði L. Îïåðàòîð A1 íàçèâà¹òüñÿ çâó-

æåííÿì îïåðàòîðà A íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið L. Òàêèì ÷èíîì, ùîá

îäåðæàòè çâóæåííÿ äàíîãî îïåðàòîðà A íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið L,

ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè äi¨ öüîãî îïåðàòîðà ëèøå íà âåêòîðàõ öüîãî ïiä-

ïðîñòîðó L.

Ïðèïóñòèìî V � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïðîñòið, a1, a2, . . . , ak � áàçèñ

ïiäïðîñòîðó L, b1, . . . , bn−k � éîãî äîïîâíåííÿ äî áàçèñó ïðîñòîðó V . Â

áàçèñi a1, . . . , ak, b1, . . . , bn−k îïåðàòîð A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A =

(
A1 B1

O C1

)
.

Âèçíà÷èìî, ÿêà ìàòðèöÿ âiäïîâiäà¹ çâóæåííþA1 îïåðàòîðàA íà L â áà-

çèñi a1, . . . , ak ïiäïðîñòîðó L. Íåõàé A1 = (αij)
k
i,j=1, òîäi çà îçíà÷åííÿì

ìàòðèöi îïåðàòîðà A(ai) = α1ia1+α2ia2+ . . .+αkiak+0b1+ . . .+0bn−k =

α1ia1 + α2ia2 + . . . + αkiak. Òîáòî êîîðäèíàòè âåêòîðà A1(ai) â áàçè-

ñi a1, . . . , ak ¹ åëåìåíòàìè i-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi A1, îòæå ìàòðèöåþ

îïåðàòîðà A1 â áàçèñi a1, . . . , ak ïiäïðîñòîðó L ¹ ìàòðèöÿ A1.

11.3. Òåîðåìè ïðî iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè

Òåîðåìà 17. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîðíà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

V íàä ïîëåì F , L � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V , âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè

ÿêîãî ¹ λ-âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A äëÿ äåÿêîãî âëàñíîãî ÷èñëà

λ ∈ F , òîäi ïiäïðîñòið L iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ L, òîäi A(x) = λx ∈ L, îòæå, L iíâàðiàíòíèé.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V

íàä ïîëåì F , λ0 � âëàñíå ÷èñëî îïåðàòîðà A. Òîäi âëàñíèé ïiäïðîñòið
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Lλ0
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 18. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

V íàä ïîëåì F . Òîäi ïiäïðîñòið, ïîðîäæåíèé áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ

âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A, ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S = {aα|α ∈ I} � äåÿêà ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ

îïåðàòîðà A, aα ̸= θ äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ I, A(aα) = λαaα, λα ∈ F , L =

⟨S⟩. Áåðåìî x ∈ L, òîäi x =

s∑
i=1

βαiaαi , îòæå, A(x) =

s∑
i=1

βαiA(aαi) =

s∑
i=1

βαi
λαi

aαi
∈ L.

Òåîðåìà 19. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V íàä ïîëåì

F , L � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V ðîçìiðíîñòi 1. Ïiäïðîñòið L iíâàðiàí-

òíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà A òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âií ïîðîäæó¹òüñÿ

âëàñíèì âåêòîðîì öüîãî îïåðàòîðà.

Äîâåäåííÿ. (Íåîáõiäíiñòü) Ïðèïóñòèìî, ùî L iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A
òà dim(L) = 1. Áåðåìî â L íåíóëüîâèé âåêòîð a, òîäi L = ⟨a⟩, i çà
iíâàðiàíòíiñòþ A(a) = λa äëÿ äåÿêîãî λ ∈ F . Îñêiëüêè a ̸= θ, òî a �

âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà A.
(Äîñòàòíiñòü) Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 18.

Òåîðåìà 20. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C. Òîäi äëÿ îïå-

ðàòîðà A iñíó¹ îäíîâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) îïåðàòîðà A ¹ ìíîãî÷ëå-

íîì ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, à òîìó çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àë-

ãåáðè âií ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü. Áåðåìî îäèí òàêèé

êîðiíü λ ∈ C, òîäi ÷èñëî λ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà A. Éîìó âiäïî-
âiäà¹ äåÿêèé âëàñíèé âåêòîð a ∈ V . Çà òåîðåìîþ 19 ïiäïðîñòið L = ⟨a⟩
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A, ïðè÷îìó dim(L) = 1.
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Òåîðåìà 21. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

V íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R íåïàðíî¨ ðîçìiðíîñòi, òîäi äëÿ îïåðàòîðà

A â ïðîñòîði V iñíó¹ îäíîâèìiðíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) îïåðàòîðà A ¹ ìíîãî÷ëå-

íîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè íåïàðíîãî ñòåïåíÿ, òîìó âií ìà¹ ïðèíàéì-

íi îäèí äiéñíèé êîðiíü. Áåðåìî îäèí òàêèé êîðiíü λ ∈ R, òîäi λ � âëàñíå

÷èñëî îïåðàòîðà A, éîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíèé âåêòîð a ∈ V i çà òåîðå-

ìîþ 19 ïiäïðîñòið L = ⟨a⟩ iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A òà dim(L) = 1.

Çàóâàæåííÿ 4. ßêùî V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì R ïàðíî¨ ðîç-

ìiðíîñòi, òî äëÿ îïåðàòîðà A íà öüîìó ïðîñòîði ìîæå íå iñíóâàòè iíâà-

ðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ðîçìiðíîñòi 1.

Ïðèêëàä 4. Íà ïðîñòîði R2 ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Aφ ïîâîðîòó íà êóò

φ. ßê âæå äîâåäåíî, ÿêùî 0 < φ < 2π, φ ̸= π, òî äëÿ îïåðàòîðà Aφ

íå iñíó¹ âëàñíèõ âåêòîðiâ, à òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 19 äëÿ íüîãî íå

iñíó¹ iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ðîçìiðíîñòi 1. ßêùî φ = 0, òî äëÿ äî-

âiëüíîãî x ∈ R2 : Aφ(x) = x, âñi íåíóëüîâi âåêòîðè ïðîñòîðó ¹ âëàñíèìè

âåêòîðàìè îïåðàòîðà Aφ ç âëàñíèì ÷èñëîì λ = 1, òîìó â öüîìó âèïàäêó

âñi ïiäïðîñòîðè ðîçìiðíîñòi 1 iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà Aφ. ßêùî

φ = π, òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R2 : Aφ(x) = −x, òîáòî çíîâó âñi íåíóëüîâi

âåêòîðè ïðîñòîðó ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà Aφ ç âëàñíèì ÷è-

ñëîì λ = −1, à òîìó âñi ïiäïðîñòîðè ðîçìiðíîñòi 1 iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

îïåðàòîðà Aφ.

Òåîðåìà 22 (ïðî iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè äiéñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòî-

ðó). Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó âå-

êòîðíîìó ïðîñòîði íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë R iñíó¹ iíâàðiàíòíèé ïiä-

ïðîñòið ðîçìiðíîñòi 1 àáî 2 (öi ìîæëèâîñòi íå ¹ âçà¹ìíî âèêëþ÷íè-

ìè).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó âå-

êòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì R. ßêùî äëÿ îïåðàòîðà A â ïðîñòîði
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V iñíó¹ iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi 1, òî âñå âèêîíó¹òüñÿ, òîìó

ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ äàíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði V íå iñíó¹ îäíîâè-

ìiðíîãî iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó i ïîêàæåìî, ùî â òàêîìó âèïàäêó

iñíó¹ iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ðîçìiðíîñòi 2. Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé áàçèñ

a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó V , â ÿêîìó áóäåìî âèçíà÷àòè êîîðäèíàòè âñiõ

âåêòîðiâ. Ïðèïóñòèìî â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) = |A− tE| îïåðàòîðà A ¹ ìíîãî÷ëå-

íîì ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì, äëÿ îïåðàòî-

ðà A íå iñíó¹ iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ðîçìiðíîñòi 1, òî çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 19 äëÿ íüîãî íå iñíó¹ âëàñíèõ âåêòîðiâ, à òîìó i âëàñíèõ ÷èñåë. Öå

îçíà÷à¹, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ,

à òîìó âií ìà¹ êîìïëåêñíi êîðåíi. Çàôiêñó¹ìî îäèí êîìïëåêñíèé êîðiíü

λ = γ + µi. Âèïèøåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

(α11 − λ)z1 + α12z2 + . . .+ α1nzn = 0,

α21z1 + (α22 − λ)z2 + . . .+ α2nzn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1z1 + αn2z2 + . . .+ (αnn − λ)zn = 0.

Öÿ ñèñòåìà ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç êîìïëåêñíèìè

êîåôiöi¹íòàìè i êîìëåñíèìè çìiííèìè. ×èñëî ðiâíÿíü äîðiâíþ¹ ÷èñëó

íåâiäîìèõ, âèçíà÷íèê ñèñòåìè ðiâíèé 0 (îñêiëüêè λ � õàðàêòåðèñòè÷íå

÷èñëî ìàòðèöi A), à òîìó ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè. Çàôiêñó¹ìî

îäèí òàêèé ðîçâ'ÿçîê z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , . . . , z

∗
n), äå z∗j = xj + yji, xj , yj ∈ R
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äëÿ äîâiëüíîãî j = 1, n. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó â òàêîìó âèãëÿäi:

α11z1 + α12z2 + . . .+ α1nzn = λz1,

α21z1 + α22z2 + . . .+ α2nzn = λz2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1z1 + αn2z2 + . . .+ αnnzn = λzn.

Êîîðäèíàòè âåêòîðà z∗ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè, à òîìó

ïiäñòàâèâøè ¨õ ó ñèñòåìó îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíîñòåé:

α11(x1 + iy1) + α12(x2 + iy2) + . . .+ α1n(xn + iyn) = (γ + iµ)(x1 + iy1),

α21(x1 + iy1) + α22(x2 + iy2) + . . .+ α2n(xn + iyn) = (γ + iµ)(x2 + iy2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1(x1 + iy1) + αn2(x2 + iy2) + . . .+ αnn(x1 + iyn) = (γ + iµ)(xn + iyn).

Â öèõ ðiâíîñòÿõ, âiäîêðåìëþ¹ìî äiéñíi òà óÿâíi ÷àñòèíè i ïðèðiâíþ¹ìî

¨õ. Ïðè öüîìó îäåðæó¹ìî äâi ñèñòåìè ðiâíîñòåé:

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = γx1 − µy1,

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = γx2 − µy2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn = γxn − µyn;

α11y1 + α12y2 + . . .+ α1nyn = µx1 + γy1,

α21y1 + α22y2 + . . .+ α2nyn = µx2 + γy2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1y1 + αn2y2 + . . .+ αnnyn = µxn + γyn.

Ïåðåïèøåìî ðiâíîñòi â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi:

A


x1

x2

. . .

xn

 = γ


x1

x2

. . .

xn

− µ


y1

y2

. . .

yn

 ;
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A


y1

y2

. . .

yn

 = µ


x1

x2

. . .

xn

+ γ


y1

y2

. . .

yn

 .

Îçíà÷èìî ÷åðåç x, y âåêòîðè ïðîñòîðó V , êîîðäèíàòè ÿêèõ â áàçèñi

a1, a2, . . . , an ¹ x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn). Òîäi îñòàííi ðiâ-

íîñòi ïåðåïèñóþòüñÿ òàê: A(x) = γx − µy,A(y) = µx + γy. Ïîçíà÷èìî

M = ⟨x, y⟩. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê z∗ = (z∗1 , z
∗
2 , . . . , z

∗
n) íåíóëüîâèé, òî âå-

êòîðè x, y îäíî÷àñíî ̸= θ, òîáòî M ̸= {θ}. À òîìó 1 ≤ dimM ≤ 2. Ïîêà-

æåìî, ùî ïiäïðîñòið iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà A, áåðåìî ÿêèéñü
âåêòîð a ∈ M , òîäi a = β1x+β2y, β1, β2 ∈ R, A(a) = β1A(x)+β2A(y) =

β1(γx − µy) + β2(µx + γy) ∈ M . Òàêèì ÷èíîì ïiäïðîñòið M iíâàðiàí-

òíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà A. Çà ïðèïóùåííÿì äëÿ îïåðàòîðà A íå iñíó¹

iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó ðîçìiðíîñòi 1, à òîìó dimM = 2.

12. Ëiíiéíi îïåðàòîðè ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âñi îïåðàòîðè äiþòü íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó âå-

êòîðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì F i dimV = n.

Îçíà÷åííÿ 28. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði V íàçè-

âà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, ÿêùî ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ

ïiäïðîñòîðiâ ðîçìiðíîñòi 1 iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî îïåðàòîðà A.
V = M1 ⊕M2 ⊕ . . .⊕Mn, dimMi = 1, i = 1, n.

Îçíà÷åííÿ 29. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ, ÿêùî αij = 0 ïðè i ̸= j, i, j = 1, n. Iíøèìè

ñëîâàìè, âñi íåíóëüîâi åëåìåíòè äiàãîíàëi ìàòðèöi ñòîÿòü íà ãîëîâíié
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äiàãîíàëi.

Òåîðåìà 23. Äëÿ îïåðàòîðà A íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V íà-

ñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) Îïåðàòîð A ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.

2) Â ïðîñòîði iñíó¹ áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïå-

ðàòîðà A.

3) Â ïðîñòîði iñíó¹ áàçèñ â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ äiàãîíàëüíà

ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ç 1) âèïëèâà¹ 2). Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàòîð

A ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, òîäi V = M1 ⊕ M2 ⊕ · · · ⊕ Mn,

dimMi = 1, i = 1, n i âñi ïiäïðîñòîðè Mi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðà-

òîðà A. Â êîæíîìó ïiäïðîñòîði Mi îáèðà¹ìî íåíóëüîâèé âåêòîð ai, òîäi

M1 = ⟨a1⟩,M2 = ⟨a2⟩, . . . ,Mn = ⟨an⟩. Çà òåîðåìîþ 19 ïðî iíâàðiàíòíi

ïiäïðîñòîðè âåêòîðè a1, a2, . . . , an ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A.
Çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ ïðÿìî¨ ñóìè ñèñòåìà âåêòîðiâ {a1, a2, . . . , an}
óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V .

Ïîêàæåìî, ùî ç 2) âèïëèâà¹ 3). Ïðèïóñòèìî áàçèñ a1, a2, . . . , an ïðî-

ñòîðó V ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A, òîáòî A(a1) =

λ1a1,A(a2) = λ2a2, . . . ,A(an) = λnan, λ1, λ2, . . . , λn ∈ F . Âèïèøåìî ìà-

òðèöþ îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi:

A =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn

 .

Òàêèì ÷èíîì ìàòðèöÿ äiàãîíàëüíà.

Ïîêàæåìî, ùî ç 3) âèïëèâà¹ 1). Ïðèïóñòèìî â áàçèñi a1, a2, . . . , an
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îïåðàòîð A çàäà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ

A =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λn

 .

Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñi:A(a1) = λ1a1,A(a2) =

λ2a2, . . . ,A(an) = λnan. Òîáòî âåêòîðè áàçèñó a1, a2, . . . , an ¹ âëàñíèìè

âåêòîðàìè îïåðàòîðà A. Ïîçíà÷èìîM1 = ⟨a1⟩,M2 = ⟨a2⟩, . . .Mn = ⟨an⟩.
Çà òåîðåìîþ 19 âñi ïiäïðîñòîðè Mi, i = 1, n iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðà-

òîðà A, dimMi = 1, i = 1, n. Áåðåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ V , äëÿ íüîãî

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçêëàä â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó x = α1a1+...+αnan =

x1 + x2 + ...+ xn, äå x1 = α1a1 ∈ M1, x2 = α2a2 ∈ M2, . . . , xn = αnan ∈
Mn. Ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âèïëèâà¹, ùî V = M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn,

òîáòî A � îïåðàòîð ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.

12.1. Äîñòàòíÿ óìîâà îïåðàòîðà ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè

Òåîðåìà 24. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F , âñi êîðåíi éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-

÷ëåíà χ(t) ðiçíi i íàëåæàòü îñíîâíîìó ïîëþ F , òîäi îïåðàòîð A ¹

îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ1, λ2, . . . , λn ∈ F � êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíî-

ãî÷ëåíà χ(t) îïåðàòîðà A, λi ̸= λj, i ̸= j, i, j = 1, n. Òîäi âñi ÷èñëà

λ1, λ2, . . . , λn ¹ âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A. Êîæíîìó âëàñíîìó ÷è-
ñëó âiäïîâiäà¹ âëàñíèé âåêòîð. Ïðèïóñòèìî a1, a2, . . . , an � âiäïîâiäíi

âëàñíi âåêòîðè, A(a1) = λ1a1,A(a2) = λ2a2, . . . ,A(an) = λnan. Çà òå-

îðåìîþ 15 ïðî âëàñíi âåêòîðè ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ëiíiéíî

íåçàëåæíà, ¨õ êiëüêiñòü ðiâíà ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó. À òîìó âîíè óòâî-

ðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó, òàêèì ÷èíîì äëÿ îïåðàòîðà A iñíó¹ áàçèñ, ÿêèé

ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ öüîãî îïåðàòîðà, òîáòî A � îïåðàòîð

ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.
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Çàóâàæåííÿ 5. Öÿ òåîðåìà äà¹ ëèøå äîñòàòíþ óìîâó îïåðàòîðà ïðîñòî¨

ñòðóêòóðè.

Ïðèêëàä 5. Â ïðîñòîði V íàä ïîëåì F áåðåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð ãîìî-

òåòi¨ Aα, α ∈ F , òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ V : Aα(x) = αx. Âñi íåíóëüîâi

âåêòîðè ïðîñòîðó V ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè öüîãî îïåðàòîðà ç âëàñíèì

÷èñëîì λ = α, òîìó äëÿ îïåðàòîðà Aα iñíó¹ áàçèñ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç

éîãî âëàñíèõ âåêòîðiâ, àëå õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí öüîãî îïåðàòî-

ðà ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü t = α.

12.2. Êðèòåði¨ îïåðàòîðà ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè

Òåîðåìà 25 (Êðèòåðié 1). Ëiíiéíèé îïåðàòîð A íà âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði V íàä ïîëåì F ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè òîäi i ëèøå

òîäi êîëè:

1) âñi êîðåíi éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà λ1, λ2, . . . , λn íàëå-

æàòü îñíîâíîìó ïîëþ F .

2) ðîçìiðíiñòü êîæíîãî ïiäïðîñòîðó Lλi , i = 1, s ðiâíà êðàòíîñòi âiä-

ïîâiäíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λi ÿê êîðåíÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-

íà.

Äîâåäåííÿ. (Íåîáõiäíiñòü) Íåõàé A � îïåðàòîð ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, òîäi

äëÿ íüîãî iñíó¹ áàçèñ ïðîñòîðó a1, a2, . . . , an, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëà-

ñíèõ âåêòîðiâ öüîãî îïåðàòîðà. Â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹
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äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ

A =



λ1

. . . O
λ1

λ2

. . .

λ2

. . .

λs

O . . .

λs



.

Â áàçèñi âåêòîðè óïîðÿäêîâàíi òàê, ùî ñïî÷àòêó ñòîÿòü âñi âëàñíi âåêòî-

ðè, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ1 (¨õ êiëüêiñòü k1), ïîòiì âåêòîðè,

ùî âiäïîâiäàþòü λ2 (¨õ êiëüêiñòü k2) i ò.ä. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî-

÷ëåí îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä χ(t) = (−1)n(t−λ1)
k1(t−λ2)

k2 · · · (t−λs)
ks ,

äå k1 + k2 + . . .+ ks = n. Âñi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà âiä-

ïîâiäàþòü ÷èñëàì λ1, λ2, . . . , λs, òîáòî íàëåæàòü F . Çàëèøèëîñü ïîêà-

çàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, s : dimLλi
= ki. Çà òåîðåìîþ 14 ïðî

âëàñíi âåêòîðè dimLλ1 ≤ k1, áàçèñíi âåêòîðè a1, a2, . . . , ak1 ¹ âëàñíèìè

âåêòîðàìè îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ1, à òîìó

a1, a2, . . . , ak1
∈ Lλ1

. Öi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi, ÿê ÷àñòèíà áàçè-

ñó, à òîìó k1 ≤ dimLλ1
, òîáòî dimLλ1

= k1. Àíàëîãi÷íî dimLλ2
=

k2, . . . ,dimLλs = ks.

(Äîñòàòíiñòü) Ïðèïóñòèìî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè i ïîêàæåìî,

ùî îïåðàîð A ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè. Âñi êîðåíi õàðàêòåðè-

ñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà χ(t) = a0(t− λ1)
k1(t− λ2)

k2 · · · (t− λs)
ks íàëåæàòü

îñíîâíîìó ïîëþ F , òîáòî âñi âîíè ¹ âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A.
Äëÿ ðîçìiðíîñòåé âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ âèêîíó¹òüñÿ dimLλ1

+dimLλ2
+

. . . + dimLλs
= k1 + k2 + . . . + ks = n. Â êîæíîìó âëàñíîìó ïiäïðîñòî-
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ði Lλi
áåðåìî áàçèñ i îá'¹äíó¹ìî öi áàçèñè â îäíó ñèñòåìó âåêòîðiâ. Çà

òåîðåìîþ 16 ïðî âëàñíi âåêòîðè öÿ ñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíà i ÷èñëî

âåêòîðiâ â ñèñòåìi äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó. Òîäi öÿ ñèñòåìà âå-

êòîðiâ óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ

îïåðàòîðà A, òîáòî îïåðàòîð A ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.

Òåîðåìà 26 (Êðèòåðié 2). Ëiíiéíèé îïåðàòîð A íà âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði V íàä ïîëåì F ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè òîäi i ëèøå

òîäi êîëè:

1) âñi êîðåíi éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà X(t) íàëåæàòü îñíîâ-

íîìó ïîëþ F ;

2) ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ V = Lλ1
⊕ Lλ2

⊕ · · · ⊕ Lλs
.

Äîâåäåííÿ. (Íåîáõiäíiñòü) Ïðèïóñòèìî A � îïåðàòîð ïðîñòî¨ ñòðóêòó-

ðè, òîäi äëÿ íüîãî iñíó¹ áàçèñ ïðîñòîðó a1, a2, . . . , an, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ

ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà i â ÿêîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ äiàãî-

íàëüíà ìàòðèöÿ. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ìà¹

âèãëÿä χ(t) = (−1)n(t − λ1)
k1(t − λ2)

k2 · · · (t − λs)
ks , òîáòî âñi éîãî êî-

ðåíi íàëåæàòü F , à òàêîæ ¹ âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A. Çàëèøè-
ëîñü ïîêàçàòè, ùî V = Lλ1 ⊕ Lλ2 ⊕ · · · ⊕ Lλs . Áåðåìî äîâiëüíèé âåêòîð

x ∈ V i ðîçêëàäà¹ìî éîãî â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó x =

k1∑
i=1

αiai +

k1+k2∑
i=k1+1

βiai+ . . .+

n∑
i=k1+...+ks−1+1

γiai = x1+x2+ . . .+xs. Îñêiëüêè âåêòî-

ðè a1, . . . , ak1
∈ Lλ1

, ak1+1, . . . , ak1+k2
∈ Lλ2

, . . . , ak1+...+ks−1+1, . . . , an ∈
Lλs , òî x1 ∈ Lλ1 , x2 ∈ Lλ2 , . . . , xs ∈ Lλs ,, à òîìó V = Lλ1+Lλ2+. . .+Lλs .

Ç îäíîçíà÷íîñòi ðîçêëàäó âåêòîðiâ â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó âèïëè-

âà¹, ùî V = Lλ1
⊕ Lλ2

⊕ · · · ⊕ Lλs
.

(Äîñòàòíiñòü) Ïðèïóñòèìî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Îñêiëüêè âñi

êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà λ1, λ2, . . . , λs ∈ F , òî âñi âîíè ¹

âëàñíèìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà A. Çà óìîâîþ V = Lλ1
⊕Lλ2

⊕ · · ·⊕Lλs
, â
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êîæíîìó âëàñíîìó ïiäïðîñòîði Lλi
áåðåìî áàçèñ i öi áàçèñè îá'¹äíó¹ìî

â îäíó ñèñòåìó âåêòîðiâ. Çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ ïðÿìî¨ ñóìè îäåðæèìî

áàçèñ ïðîñòîðó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà A, à
òîìó A ¹ îïåðàòîðîì ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè.

13. Òåîðåìà Æîðäàíà

13.1. Ôàêòîð-ïðîñòið âåêòîðíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , M � äåÿêèé ôiêñîâàíèé

ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V .

Îçíà÷åííÿ 30. Âåêòîðè x, y ∈ V íàçèâàþòüñÿM -åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

x− y ∈ M (ïîçíà÷àþòü x ∼
M

y).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó V ââîäèòüñÿ áiíàðíå âiäíîøå-

ííÿ ∼
M
. Ïîêàæåìî, ùî âîíî ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi:

1) Ðåôëåêñèâíiñòü. äëÿ äîâiëüíîãî x : x− x = θ ∈ M .

2) Ñèìåòðè÷íiñòü. ßêùî x, y ∈ V, x ∼
M

y, òî x − y ∈ M , îòæå y − x =

−(x− y) ∈ M , çâiäêè y ∼
M

x .

3) Òðàíçèòèâíiñòü. ßêùî x, y, z ∈ V, x ∼
M

y i y ∼
M

z, òî x − y ∈ M i

y − z ∈ M , îòæå x− z = (x− y) + (y − z) ∈ M , çâiäêè x ∼
M

z.

Òàêèì ÷èíîì, âiäíîøåííÿ ∼
M

¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà V , à

òîìó öå âiäíîøåííÿ çàäà¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó íà êëàñèM -åêâiâàëåíòíèõ

åëåìåíòiâ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Êîæåí åëåìåíò ïðîñòîðó V íàëåæèòü

äî îäíîãî i òiëüêè îäíîãî êëàñó M -åêâiâàëåíòíîñòi.

Íåõàé x ∈ V ïîçíà÷èìî [x] êëàñM -åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ, äî ÿêîãî

íàëåæèòü åëåìåíò x, òîáòî [x] = {y ∈ V |y ∼
M

x}. Ïîêàæåìî, ùî öÿ

ìíîæèíà [x] = x+M = {x+ z|z ∈ M}. Íåõàé y ∈ [x], òîäi y ∼
M

x, y−x ∈
M , àëå y = x+ (y − x), çâiäêè y ∈ x+M . Áåðåìî y ∈ x+M , òîäi iñíó¹

z ∈ M : y = x+ z, à îòæå y − x = z ∈ M , òîìó y ∼
M

x, y ∈ [x].

Çðîçóìiëî, ùî [θ] = M.

Îçíà÷åííÿ 31. Ìíîæèíà âñiõ êëàñiâM -åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ íàçè-

âà¹òüñÿ ôàêòîð-ïðîñòîðîì ïðîñòîðó V ïî ïiäïðîñòîðóM i ïîçíà÷à¹òüñÿ
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V/M .

Ââåäåìî íà ôàêòîð-ïðîñòîði îïåðàöi¨ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó. Äëÿ åëå-

ìåíòiâ [x], [y] ∈ V/M ïiä ¨õ ñóìîþ áóäåìî ââàæàòè êëàñM -åêâiâàëåíòíèõ

åëåìåíòiâ, äî ÿêîãî íàëåæèòü åëåìåíò x+ y, òîáòî [x] + [y] = [x+ y].

Íåõàé [x] ∈ V/M, α ∈ F. Òîäi ïiä äîáóòêîì α[x] áóäåìî ðîçóìiòè

êëàñ M -åêâiâàëåíòíèõ åëåìåíòiâ, äî ÿêîãî íàëåæèòü âåêòîð αx, òîáòî

α[x] = [αx].

Ïîêàæåìî êîðåêòíiñòü öèõ îïåðàöié, òîáòî äîâåäåìî, ùî îïåðàöi¨

íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ. Ïðèïóñòèìî x1 ∈ [x] i

y1 ∈= [y], òîäi x1 ∼
M

x, y1 ∼
M

y,òîáòî x − x1 ∈ M, y − y1 ∈ M . À òîäi

(x−x1)+(y−y1) = (x+y)−(x1+y1) ∈ M , òîáòî x1+y1 ∼
M

x+y, x1+y1 ∈
[x+ y], [x1 + y1] = [x+ y]. Àíàëîãi÷íî, ïðèïóñòèìî x1 ∈ [x], α ∈ F . Òîäi

x1 ∼
M

x, òîáòî x − x1 ∈ M , à òîìó α(x − x1) = αx − αx1 ∈ M, αx1 ∼
M

αx, αx1 ∈ [αx], [αx1] = [αx].

Ôàêòîð-ïðîñòið V/M ç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæå-

ííÿ íà ñêàëÿð óòâîðþ¹ âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F . Àêñiîìè âå-

êòîðíîãî ïðîñòîðó âèêîíóþòüñÿ, îñêiëüêè âîíè âèêîíóþòüñÿ â ïðîñòîði

V .

Ïåðåâiðèìî, íàïðèêëàä, àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ. Áåðåìî [x], [y], [z] ∈
V/M . Òîäi ([x] + [y]) + [z] = [x+ y] + [z] = [(x+ y) + z] = [x+ (y + z)] =

x+ [y + z] = [x] + ([y] + [z]). Âèêîíó¹òüñÿ.

Âïðàâà 2. Ïåðåâiðèòè iíøi àêñiîìè ñàìîñòiéíî.

Ïðèêëàä 6. Ïðèïóñòèìî V = R2, M � äåÿêà ïðÿìà, ÿêà ïðîõîäèòü

÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Äëÿ äàíîãî âåêòîðà y ∈ R2 âèêîíó¹òüñÿ: y ∼
M

x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè êiíåöü âåêòîðà y çíàõîäèòüñÿ íà ïðÿìié, ùî

ïðîõîäèòü ÷åðåç êiíåöü âåêòîðà x, ïàðàëåëüíîãî M , à ôàêòîð-ïðîñòið

V/M � ìíîæèíà âñiõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi, ïàðàëåëüíèõ ïðÿìié M .

Òåîðåìà 27. Íåõàé V � ñêií÷åííî-âèìiðíèé âåêòîðíèé ïðîñòið íàä

ïîëåì F , M � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó V , òîäi dimV = dimM+dimV/M .
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , ak � áàçèñ ïiäïðîñòîðó M . Äîïîâíþ¹ìî

éîãî äî áàçèñó ïðîñòîðó V âåêòîðàìè b1, b2, . . . , bn−k. Ïîêàæåìî, ùî ñè-

ñòåìà åëåìåíòiâ [b1], [b2] . . . , [bn−k] óòâîðþ¹ áàçèñ ôàêòîð-ïðîñòîðó V/M .

1) Ïåðåâiðèìî ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ

β1[b1] + β2[b2] + · · ·+ βn−k[bn−k] = [θ],

[β1b1 + β2b2 + · · ·+ βn−kbn−k] = [θ].

Öå îçíà÷à¹, ùî β1b1 + β2b2 + · · · + βn−kbn−k ∈ M , à òîìó öåé âåêòîð

ìîæíà ðîçêëàñòè â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó ïðîñòîðó M .

β1b1 + β2b2 + · · ·+ βn−kbn−k = α1a1 + α2a2 + . . .+ αkak,

β1b1 + β2b2 + · · ·+ βn−kbn−k − α1a1 − α2a2 − . . .− αkak = θ.

Îäåðæàëè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó ïðîñòîðó, à òîìó α1 = α2 = . . . =

αk = 0, β1 = β2 = . . . = βn−k = 0. Òîáòî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òðèâiàëüíà.

2) Áåðåìî [x] ∈ V/M . Åëåìåíò x ∈ V ìîæíà ðîçêëàñòè â ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ áàçèñó ïðîñòîðó, òîáòî x = α1a1+α2a2+ . . .+αkak +β1b1+

β2b2+ · · ·+βn−kbn−k. Òîìó [x] = [α1a1+α2a2+ . . .+αkak+β1b1+β2b2+

· · ·+βn−kbn−k] = [α1a1+α2a2+. . .+αkak]+β1[b1]+β2[b2]+· · ·+βn−k[bn−k].

Àëå α1a1+α2a2+ . . .+αkak ∈ M , à òîìó [α1a1+α2a2+ . . .+αkak] = [θ],

îòæå [x] = β1[b1] + β2[b2] + · · ·+ βn−k[bn−k].

13.2. Ïîíÿòòÿ M-áàçèñó

Íåõàé V � âåêòîðíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , M � éîãî ôiêñîâàíèé

ïiäïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 32. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ∈ V íàçèâà¹òüñÿ M -

ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, àáî ëiíiéíî íåçàëåæíîþ âiäíîñíî ïiäïðîñòîðó M ,

ÿêùî ç òîãî, ùî α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak ∈ M , âèïëèâà¹, ùî α1 = α2 =

· · · = αm = 0.

Çðîçóìiëî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ¹ M -ëiíiéíî íåçàëå-

æíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ñèñòåìà åëåìåíòiâ [a1], [a2], . . . , [ak] ∈ V/M
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ëiíiéíî íåçàëåæíà â ïðîñòîði V/M . ßêùî M = {θ}, òî ïîíÿòòÿ M -

ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ñïiâïàäà¹ ç ëiíiéíîþ íåçàëåæíiñòþ â ïðîñòîði V.

Îçíà÷åííÿ 33. Áóäåìî êàçàòè, ùî âåêòîð x ∈ V M -ëiíiéíî âèðàæà¹-

òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a1, a2, . . . , ak, àáî ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ âiäíîñíî ïiä-

ïðîñòîðó M , ÿêùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αk ∈ F i âåêòîð y ∈ M ,

ùî x = α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak + y.

Âåêòîð x ∈ V M -ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a1, a2, . . . , ak ∈
V òîäi i ëèøå òîäi, êîëè â V/M åëåìåíò [x] ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

åëåìåíòè [a1], [a2], . . . , [ak]. ßêùî M = {θ}, òî âåêòîð x M -ëiíiéíî âèðà-

æà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè a1, a2, . . . , ak ∈ V òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âåêòîð

x ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak.

Îçíà÷åííÿ 34. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ∈ V íàçèâà¹òüñÿ M -

áàçèñîì, àáî áàçèñîì íàä ïiäïðîñòîðîì M , ÿêùî:

1) a1, a2, . . . , ak � M -ëiíiéíî íåçàëåæíi;

2) äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ V M -ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak óòâîðþ¹ M -áàçèñ â ïðîñòîði V òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè ñèñòåìà åëåìåíòiâ [a1], [a2], . . . , [ak] ∈ V/M óòâîðþ¹

áàçèñ V/M . ßêùî M = {θ}, òî ïîíÿòòÿ M -áàçèñó ñïiâïàäà¹ ç ïîíÿòòÿì

áàçèñó. Áóäü-ÿêó M -ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó âåêòîðiâ ïðîñòîðó ìî-

æíà äîïîâíèòè äî M -áàçèñó. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî â V/M áóäü-ÿêó

ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó ìîæíà äîïîâíèòè äî áàçèñó.

13.3. Âëàñòèâîñòi M-áàçèñó

1) Ïðèïóñòèìî M1,M2 � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó V , ïðè÷îìó M2 ⊆
M1 ⊆ V ; a1, a2, . . . , ak ∈ V � M1-ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòî-

ðiâ, b1, b2, . . . , bm ∈ M1 � M2-ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ. Òîäi

a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm � M2-ëiíiéíî íåçàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ α1a1+α2a2+ . . .+αkak+β1b1+

β2b2+. . .+βmbm ∈ M2. ÎñêiëüêèM2 ⊆ M1, β1b1+β2b2+. . .+βmbm ∈ M1,
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òî α1a1+α2a2+. . .+αkak ∈ M1. Çà îçíà÷åííÿìM1-ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi

α1 = α2 = . . . = αk = 0. Çàëèøèëîñü β1b1 + β2b2 + . . . + βmbm ∈ M2.

Çà îçíà÷åííÿì M2-ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi β1 = β2 = . . . = βk = 0. Îòæå

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òðèâiàëüíà.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî M1,M2 � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó V , M2 ⊆ M1 ⊆
V . Âåêòîðè a1, a2, . . . , ak ∈ V óòâîðþþòüM1-áàçèñ V , b1, b2, . . . , bm ∈ M1

óòâîðþþòüM2-áàçèñM1. Òîäi a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bm óòâîðþþòüM2

áàçèñ V .

Äîâåäåííÿ. Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ âåêòîðè a1, a2, . . . , ak, b1, b2,

. . . , bm M2-ëiíiéíî íåçàëåæíi. Áåðåìî äîâiëüíèé x ∈ V i ïîêàæåìî,

ùî âií M2-ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç öi âåêòîðè. Çà îçíà÷åííÿì M1-

áàçèñó öåé âåêòîð M1-ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , ak, òîáòî

iñíóþòü òàêi ÷èñëà α1, α2, . . . , αk ∈ F i âåêòîð y ∈ M1, ùî x = α1a1 +

α2a2+. . .+αkak+y. Àíàëîãi÷íî, âåêòîð y M2-ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

b1, b2, . . . , bm, òîáòî y = β1b1+β2b2+ . . .+βmbm+z, äå β1, β2, . . . , βm ∈ F

i âåêòîð z ∈ M2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî = α1a1+α2a2+ . . .+αkak+β1b1+

β2b2 + . . .+ βmbm + z.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé M1,M2, . . . ,Mk � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó V , ïðè÷î-

ìó V ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . . ⊇ Mk, B1 � áàçèñ ïðîñòîðó V íàä ïiäïðîñòîðîì

M1, B2 � áàçèñ M1 íàä M2, . . . , Bk � áàçèñ Mk−1 íàä Mk. Òîäi ñèñòåìà

âåêòîðiâ B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bk óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó V íàä Mk.

Íàñëiäîê 6. Íåõàé M1,M2, . . . ,Mk � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó V , ïðè-

÷îìó V ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ . . . ⊇ Mk = {θ}, B1 � áàçèñ ïðîñòîðó V íàä

ïiäïðîñòîðîì M1, B2 � áàçèñ M1 íàä M2, . . . , Bk � áàçèñ Mk−1 íàä

Mk. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ B1 ∪B2 ∪ . . .∪Bk óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó

V .
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13.4. Ïîíÿòòÿ ïðè¹äíàíî¨ ìàòðèöi

Íåõàé

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 �

äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij , i = 1, n, j = 1, n àëãå-

áðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà αij â ìàòðèöi A. Ñêëàäåìî ìàòðèöþ

Ã =


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 = (Aij)
T .

Ìàòðèöÿ Ã íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹äíàíîþ ìàòðèöåþ äëÿ ìàòðèöi A. Òàêèì

÷èíîì, ùîá âèïèñàòè ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ, ìè êîæíèé åëåìåíò çàìiíÿ¹-

ìî íà éîãî àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ i îòðèìàíó ìàòðèöþ òðàíñïîíó¹ìî.

Çíàéäåìî äîáóòîê ìàòðèöü AÃ.

AÃ =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn



A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A1n A2n . . . Ann

 =


|A| 0 . . . 0

0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . |A|

 = |A|E.

Òîäi äëÿ âèçíà÷íèêiâ âèêîíó¹òüñÿ |A||Ã| = |A|n. ßêùî ìàòðèöÿ A íåâè-

ðîäæåíà, òî |Ã| = |A|n−1.

13.5. Ïîíÿòòÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà

Íåõàé A0, A1, . . . , An−1, . . . , Am � äåÿêi êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó

n, λ � íåçàëåæíà çìiííà. Ñêëàäåìî âèðàç Amλm + Am−1λ
m−1 + . . . +
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A1λ+A0 � ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí.

ÌàòðèöiAm, Am−1, . . . , A1, A0 íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ìàòðè÷íî-

ãî ìíîãî÷ëåíà. ßêùî Am ̸= O, òî Am � ñòàðøèé êîåôiöi¹íò, à ÷èñëî

m � ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà.

Ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè F (λ) i T (λ) ðiâíi, ÿêùî ¨õ êîåôiöi¹íòè ïðè

âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ λ ðiâíi (àëåãåáðà¨÷íà ðiâíiñòü ìàòðè÷íèõ ìíîãî-

÷ëåíiâ). Ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè F (λ) i T (λ) ðiâíi, ÿêùî ïðè îäíàêîâèõ

çíà÷åííÿõ λ âîíè ïðèéìàþòü ðiâíi çíà÷åííÿ (ôóíêöiîíàëüíà ðiâíiñòü

ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ). Äëÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ àëãåáðà¨÷íà òà

ôóíêöiîíàëüíà ðiâíîñòi åêâiâàëåíòíi.

Îçíà÷åííÿ 35. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíîþ, àáî

λ-ìàòðèöåþ, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä äåÿêî¨ ôiêñîâà-

íî¨ çìiííî¨ λ. Êîæó ïîëiíîìiàëüíó ìàòðèöþ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïðèêëàä 7 (ìàòðèöi 2× 2).(
2λ3 − λ+ 3 λ2 − 4λ− 1

λ3 − 7λ2 + 4λ− 2 3λ3 + λ2 − 1

)
=(

2 0

1 3

)
λ3 +

(
0 1

−7 1

)
λ2 +

(
−1 −4

4 0

)
λ+

(
3 −1

−2 −1

)
.

Íåõàé f(t) = akt
k + ak−1t

k−1 + . . . + a1t + a0 � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí ç

êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F . Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íèì êîðåíåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà, ÿêùî

f(A) = akA
k + ak−1A

k−1 + . . .+ a1A+ a0E = O.

Òåîðåìà 28 (Ãàìiëüòîíà-Êåëëi). Êîæíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ¹ ìà-

òðè÷íèì êîðåíåì ñâîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Äîâåäåííÿ. Áåðåìî äîâiëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

�¨ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí

χ(t) = (−1)ntn + γn−1t
n−1 + γn−2t

n−2 + . . .+ γ1t+ γ0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(t) ìàòðèöþ, ïðè¹äíàíó äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìà-

òðèöi (A− tE),

B(t) =


A11(t) A21(t) . . . An1(t)

A12(t) A22(t) . . . An2(t)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A1n(t) A2n(t) . . . Ann(t)

 .

Aij(t) � àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi

(A−tE), ùî ñòî¨òü â i-îìó ðÿäêó, j-îìó ñòîâï÷èêó. Çðîçóìiëî, ùî êîæíå

àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ Aij(t) ¹ ìíîãî÷ëåíîì çìiííî¨ t ñòåïåíÿ íå âèùå

(n− 1).

(A− tE)B(t) =


|A− tE| 0 . . . 0

0 |A− tE| . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . |A− tE|



=


χ(t) 0 . . . 0

0 χ(t) . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . χ(t)

 = χ(t)E.

Îñêiëüêè êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi B(t) ¹ ìíîãî÷ëåíîì âiä çìiííî¨ t ñòåïå-

íÿ íå âèùå (n−1), òî öþ ìàòðèöþ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî
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ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ (n− 1).

B(t) = Cn−1t
n−1 + Cn−2t

n−2 + . . .+ C1t+ C0.

Òîìó âèêîíó¹òüñÿ

|A− tE|(Cn−1t
n−1 + Cn−2t

n−2 + . . .+ C1t+ C0) =

(−1)nEtn + γn−1Etn−1 + . . .+ γ1tE + γ0E.

Â öié ðiâíîñòi ïðèðiâíþ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ çìií-

íî¨ t. Îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíîñòåé:

Cn−1 = (−1)nE, ×An

ACn−1 − Cn−2 = γn−1E, ×An−1

ACn−2 − Cn−3 = γn−2E, ×An−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

AC1 − C0 = γ1E, ×A

AC0 = γ0E. ×A0 = E

Öi ðiâíîñòi äîìíîæèìî çëiâà âiäïîâiäíî íà An, An−1, . . . , A,A0 = E i äî-

äàìî. Â ëiâié ÷àñòèíi îäåðæèìî íóëüîâó ìàòðèöþ, â ïðàâié χ(A), òîáòî

O = (−1)nAn + γn−1A
n−1 + . . .+ γ1A+ γ0E = χ(A).

13.6. Òåîðåìà Æîðäàíà

Íåõàé F � äåÿêå ïîëå, λ ∈ F � äåÿêå ÷èñëî, k ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 36. Æîðäàíîâîþ êëiòêîþ ïîðÿäêó k ç ïàðàìåòðîì λ íà-

çèâà¹òüñÿ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ

Jk(λ) =



λ 1 0 . . . 0 0

0 λ 1 . . . 0 0

0 0 λ . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . λ 1

0 0 0 . . . 0 λ


.
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Çîêðåìà, I1(λ) = (λ), I2(λ) =

(
λ 1

0 λ

)
, I3(λ) =


λ 1 0

0 λ 1

0 0 λ

.
Îçíà÷åííÿ 37. Æîðäàíîâîþ ìàòðèöåþ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíà ìàòðè-

öÿ, ÿêà ìà¹ òàêó áóäîâó: âçäîâæ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ñòîÿòü æîðäàíîâi

êëiòêè, ðåøòà åëåìåíòiâ ðiâíi íóëþ

J =


Jk1

(λ) O . . . O

O Jk2
(λ) . . . O

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . Jks(λ)

 .

×àñòêîâèì âèïàäêîì æîðäàíîâî¨ ìàòðèöi ¹ äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Âñi

¨¨ æîðäàíîâi êëiòêè ïîðÿäêó 1.

Îçíà÷åííÿ 38. Ïîëå F íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì, ÿêùî êî-

æíèé ìíîãî÷ëåí íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç êîåôiöi¹íòàìè ç öüîãî ïîëÿ ìà¹

â öüîìó ïîëi êîðiíü.

Ç îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïî-

ëåì ¹ ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíîìó ïîëi êîæåí

ìíîãî÷ëåí íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ëiíiéíèõ

ìíîæíèêiâ.

Òåîðåìà 29 (Æîðäàíà). Áóäü-ÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ç åëåìåí-

òàìè ç àëåãáðà¨÷íî çàìêíåíîãî ïîëÿ F ïîäiáíà äî äåÿêî¨ æîðäàíîâî¨

ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F . Òîáòî iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìà-

òðèöÿ T ç åëåìåíòàìè ç ïîëÿ F , ùî ìàòðèöÿ B = T−1AT æîðäàíîâà.

Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ æîðäàíîâîþ íîðìàëüíîþ ôîðìîþ ìàòðèöi A.

Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó â òåðìiíàõ òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðî-

ñòîði V íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì F iñíó¹ áàçèñ ïðîñòîðó V ,

â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ æîðäàíîâà ìàòðèöÿ. Öåé áàçèñ íàçè-

âà¹òüñÿ æîðäàíîâèì áàçèñîì îïåðàòîðà A.
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13.7. Áóäîâà íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà

Îçíà÷åííÿ 39. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A íà ïðîñòîði V íàçèâà¹òüñÿ íiëü-

ïîòåíòíèì, ÿêùî iñíó¹ m ∈ N : Am = O, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ V :

Am(x) = θ.

Íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî k, äëÿ ÿêîãî Ak = O íàçèâà¹òüñÿ ïîêà-

çíèêîì íiëüïîòåíòíîñòi îïåðàòîðà A.

Ïðèêëàäè íiëüïîòåíòíèõ îïåðàòîðiâ:

1. O : V → V, k = 1;

2. Fn[x] � ïðîñòið, áåðåìî îïåðàòîð D : D(f) = f ′ äëÿ äîâiëüíîãî

f ∈ Fn[x]. Îïåðàòîð íiëüïîòåíòíèé, k = n+ 1.

Îçíà÷åííÿ 40. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíîþ,

ÿêùî äëÿ íå¨ iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî m : Am = O.

Íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî k : Ak = O íàçèâà¹òüñÿ ïîêàçíèêîì

íiëüïîòåíòíîñòi ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä 8.

J3(0) =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 , J2
3 (0) =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , J3
3 (0) =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 , k = 3.

Ïðèêëàä 9. Çàãàëüíèé âèïàäîê

Js(0) =



0 1 0 . . . 0 0

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 1

0 0 0 . . . 0 0


, k = s.

Ëiíiéíèé îïåðàòîð â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði íiëüïîòåíòíèé òî-

äi i ëèøå òîäi, êîëè â äåÿêîìó áàçèñi éîìó âiäïîâiäà¹ íiëüïîòåíòíà ìà-

òðèöÿ.
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Òåîðåìà 30 (ïðî áóäîâó íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà). Äëÿ áóäü-ÿêîãî

ëiíiéíîãî íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði

iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî A � íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííî-

âèìiðíîìó ïðîñòîði V im � éîãî ïîêàçíèê íiëüïîòåíòíîñòi. Ðîçãëÿíåìî

ñèñòåìó îïåðàòîðiâ O = Am,Am−1,Am−2, . . . ,A,A0 = E i ñèñòåìó ïiä-

ïðîñòîðiâ P0, P1, P2, . . . , Pm−1, Pm, äå Pi = kerAm−i, i = 0, 1, . . . ,m. Ïðè

i = 0 : P0 = kerAm−0 = kerAm = V , ïðè i = m : Pm = kerA0 = ker E =

{θ}.
Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ V = P0 ⊃ P1 ⊃ P2 ⊃ . . . ⊃

Pm−1 ⊃ Pm = {θ}.
Ïðèïóñòèìî 0 ≤ i < m i ïîêàæåìî, ùî Pi+1 ⊂ Pi. Áåðåìî x ∈ Pi+1 =

kerAm−i−1, òîäi Am−i−1(x) = θ, òîìó A(Am−i−1(x)) = A(θ) = θ, òîáòî

Am−i(x) = θ, îòæå x ∈ kerAm−i = Pi i âiäïîâiäíî Pi+1 ⊆ Pi.

Ïîêàæåìî, ùî Pi+1 ̸= Pi. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: Pi+1 = Pi. Çà

îçíà÷åííÿì ïîêàçíèêà íiëüïîòåíòíîñòi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ V : Am(x) =

θ, àëå iñíó¹ x0 ∈ V : Am−1(x0) ̸= θ. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ θ = Am(x0) =

Am−i(Ai(x0)),Ai(x0) ∈ kerAm−i = Pi, àëå çà ïðèïóùåííÿì Pi = Pi+1,

òîäi Ai(x0) ∈ Pi+1 = kerAm−i−1, òîáòî Am−i−1(Ai(x0)) = θ, àáî

Am−1(x0) = θ, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó åëåìåíòà x0. Òàêèì ÷èíîì Pi+1 ̸=
Pi, îòæå Pi+1 ⊂ Pi.

Ïîêàæåìî, ùî êîæíèé ïiäïðîñòið Pi iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðà-

òîðà A. Äëÿ Pm = {θ} öå î÷åâèäíî, òîìó ïðèïóñòèìî, ùî 0 ≤ i < m.

Áåðåìî x ∈ Pi = kerAm−i,Am−i(x) = θ àáî Am−i−1(A(x)) = θ,A(x) ∈
kerAm−i−1 = Pi+1. Çà äîâåäåíèì Pi+1 ⊂ Pi, à òîìó A(x) ∈ Pi. Îòæå,

iíâàðiàíòíiñòü âèêîíó¹òüñÿ. Ïðè äîâåäåííi iíâàðiàíòíîñòi ìè ïîêàçàëè,

ùî ÿêùî x ∈ Pi, 0 ≤ i < m, òî A(x) ∈ Pi+1.

Ïî÷èíà¹ìî áóäóâàòè æîðäàíiâ áàçèñ. Âiçüìåìî äîâiëüíèé P1-áàçèñ

ïðîñòîðó V = P0, à ñàìå B1: a1, a2, . . . , ak. Òîäi çà äîâåäåíèì A(a1),

A(a2),. . . ,A(ak) ∈ P1. Ïîêàæåìî, ùî öi âåêòîðè ¹ P2-ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ α1A(a1) + α2A(a2) + . . . + αkA(ak) ∈ P2,
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A(α1a1 + α2a2 + . . . + αkak) ∈ P2 = kerAm−2. Òîäi Am−2(A(α1a1 +

α2a2 + . . . + αkak)) = θ, àáî Am−1(α1a1 + α2a2 + . . . + αkak) = θ. Öå

îçíà÷à¹, ùî α1a1 + α2a2 + . . . + αkak ∈ kerAm−1 = P1 i çà îçíà÷åííÿì

P1-áàçèñó α1 = α2 = . . . = αk = 0, òîáòî ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òðèâiàëüíà.

Äîïîâíþ¹ìî âåêòîðè A(a1),A(a2), . . . ,A(ak) äî P2-áàçèñó ïiäïðîñòîðó

P1 âåêòîðàìè ak+1, ak+2, . . . , al. Òîáòî îäåðæèìî ñèñòåìó âåêòîðiâ

B2: A(a1),A(a2), . . . ,A(ak), ak+1, ak+2, . . . , al.

Àíàëîãi÷íî A2(a1),A2(a2), . . . ,A2(ak),A(ak+1), . . . ,A(al) ∈ P2. Àíà-

ëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïîêàçó¹òüñÿ, ùî öi âåêòîðè P3-ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Òîäi öi âåêòîðè äîïîâíþ¹ìî äî P3-áàçèñó ïiäïðîñòîðó P2 âåêòîðàìè

al+1, al+2, . . . , as. Îäåðæèìî ñèñòåìó âåêòîðiâ

B3: A2(a1),A2(a2), . . . ,A2(ak),A(ak+1), . . . ,A(al), al+1, al+2, . . . , as.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi ÷åðåç m êðîêiâ ìè îäåðæèìî ñèñòåìó

ç m áàçèñiâ B1, B2, . . . , Bm. Çà âëàñòèâîñòÿìè áàçèñó ïðîñòîðó íàä ïiä-

ïðîñòîðîì ñèñòåìà âåêòîðiâ B1 ∪B2 ∪ . . .∪Bm óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó

V .

Ïîêàæåìî, ùî öåé áàçèñ æîðäàíiâ äëÿ îïåðàòîðà A. Äëÿ öüîãî çà-

ïèøåìî âåêòîðè áàçèñó â òàêîìó ïîðÿäêó:

Ap1(a1),Ap1−1(a1), . . . ,A(a1), a1,

Ap2(a2),Ap2−1(a2), . . . ,A(a2), a2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Apk+1(ak+1),Apk+1−1(ak+1), . . . ,A(ak+1), ak+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

òóò äëÿ áóäü-ÿêîãî i pi � òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî, Api(ai) ̸= θ, à

Api+1(ai) = 0. Çàïèøåìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A â öüîìó áàçèñi.
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Äëÿ öüîãî òðåáà âèçíà÷èòè îáðàçè áàçèñíèõ âåêòîðiâ.

A(Ap1(a1)) = Ap1+1(a1) = θ =

= 0 · Ap1(a1) + 0 · Ap1−1 + . . .+ 0 · A2(a1) + 0 · A(a1) + 0 · a1 + . . .

A(Ap1−1(a1)) = Ap1(a1) =

= 1 · Ap1(a1) + 0 · Ap1−1 + . . .+ 0 · A2(a1) + 0 · A(a1) + 0 · a1 + . . .

A(Ap1−2(a1)) = Ap1−1(a1) =

= 0 · Ap1(a1) + 1 · Ap1−1 + . . .+ 0 · A2(a1) + 0 · A(a1) + 0 · a1 + . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A(A(a1)) = A2(a1) =

= 0 · Ap1(a1) + 0 · Ap1−1 + . . .+ 1 · A2(a1) + 0 · A(a1) + 0 · a1 + . . .

A(a1) = 0 · Ap1(a1) + 0 · Ap1−1 + . . .+ 1 · A2(a1) + 0 · A(a1) + 0 · a1 + . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ äëÿ îïåðàòîðà A.

A =



0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · O
0 0 0 · · · 1 0

0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0 Jp2+1(0)
...

...
...

...
...

. . .


Òàêèì ÷èíîì â ìàòðèöi ïåðøèì p1 + 1 áàçèñíèì âåêòîðàì âiäïîâiäà¹

æîðäàíîâà êëiòêà Jp1+1(0). Àíàëîãi÷íî íàñòóïíèì p2 + 1 âiäïîâiäà¹

Jp2+1(0) i ò ä. Òîáòî ìàòðèöÿ A æîðäàíîâà i ïîáóäîâàíèé áàçèñ æîðäà-

íiâ.

13.8. Êðèòåðié íiëüïîòåíòíîñòi îïåðàòîðà

Òåîðåìà 31. Ëiíiéíèé îïåðàòîð â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði íiëü-

ïîòåíòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
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ìà¹ ëèøå îäèí êîðiíü i âií ðiâíèé 0.

Äîâåäåííÿ. (Íåîáõiäíiñòü) Ïðèïóñòèìî A � íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð íà

ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V . Òîäi äëÿ íüîãî iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ

a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó V , â ÿêîìó îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ æîðäàíîâà

ìàòðèöÿ

A =


Jk1

(0) O . . . O

O Jk2
(0) . . . O

...
...

. . .
...

O O . . . Jks(0)

 =


0 ∗

0

. . .

O 0

 .

Âèïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A:

χA(t) = |A− tE| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−t ∗
−t

. . .

O −t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)ntn

i âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà χA(t) = 0.

(Äîñòàòíiñòü) Ïðèïóñòèìî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ïðîñòîði V . Õà-

ðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χA(t) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü t = 0, òîáòî χA(t) =

(−1)ntn. Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó V , â öüîìó áà-

çèñi îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A. Çà òåîðåìîþ Ãàìiëüòîíà-Êåëëi

ìàòðèöÿ A ¹ ìàòðè÷íèì êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, òîáòî

(−1)nAn = O,An = O. Òîäi â áàçèñi a1, a2, . . . , an îïåðàòîðó An âiäïî-

âiäà¹ ìàòðèöÿ An = O, à òîìó äëÿ îïåðàòîðà An = O, òîáòî A íiëüïî-

òåíòíèé.

Òåîðåìà 32 (áóäîâà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ç ¹äèíèì âëàñíèì ÷èñëîì).

Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V íàä

ïîëåì F . Éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χA(t) ìà¹ ëèøå ¹äèíèé

êîðiíü λ0 ∈ F . Òîäi äëÿ îïåðàòîðà A â ïðîñòîði V iñíó¹ æîðäàíîâèé

áàçèñ.
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Äîâåäåííÿ. χA(t) ìà¹ âèãëÿä χA(t) = (−1)n(t − λ0)
n. Çàôiêñó¹ìî äå-

ÿêèé áàçèñ a1, a2, . . . , an ïðîñòîðó V . Â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðó A âiä-

ïîâiäà¹ ìàòðèöÿ A. Ðîçãëÿíåìî òàêîæ îïåðàòîð B = A− λ0E . Â áàçèñi

a1, a2, . . . , an éîìó âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ B = A−λ0E. Âèïèøåìî õàðàêòå-

ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χB(t) îïåðàòîðà B: χB(t) = |B− tE| = |A− λ0E −
tE| = |A− (t+λ0)E|, òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíîãî t : χB(t) = χA(t+λ0),

òîáòî χB(t) = (−1)n(t + λ0 − λ0)
n = (−1)ntn. Òàêèì ÷èíîì ìíîãî÷ëåí

χB(t) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü t = 0, à òîìó çà êðèòåði¹ì îïåðàòîð B íiëü-

ïîòåíòíèé. Òîäi äëÿ îïåðàòîðà B iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ b1, b2, . . . , bn, â

ÿêîìó éîìó âiäïîâiäà¹ æîðäàíîâà ìàòðèöÿ

B1 =


Jk1

(0) O . . . O

O Jk2
(0) . . . O

...
...

. . .
...

O O . . . Jks
(0)

 .

Îñêiëüêè A = B + λ0E , òî â áàçèñi b1, b2, . . . , bn îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹

ìàòðèöÿ

A1 = B1 + λ0E =


Jk1

(0) O . . . O

O Jk2(0) . . . O
...

...
. . .

...

O O . . . Jks
(0)

+


λ0 0 . . . 0

0 λ0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λ0



=


Jk1

(λ0) O . . . O

O Jk2(λ0) . . . O
...

...
. . .

...

O O . . . Jks
(λ0)

 .

Òîáòî ìàòðèöÿ A1 æîðäàíîâà i b1, b2, . . . , bn � æîðäàíiâ áàçèñ äëÿ îïå-

ðàòîðà A.

Çàóâàæåííÿ 6. ßêùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F i λ0 ∈ F � ¹äèíèé êîðiíü éîãî õàðàêòåðèñòè-

÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, b1, b2, . . . , bn � æîðäàíiâ áàçèñ äëÿ îïåðàòîðà A, òî
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öåé áàçèñ áóäå æîðäàíîâèì i äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà Aα = A + αE ,
äå α ∈ F � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî.

13.9. Ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.

Íåõàé f(t) = akt
k + ak−1t

k−1 + . . .+ a1t+ a0 � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä

çìiííî¨ t ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F . A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà âåêòîð-

íîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì F , òîäi ïiä f(A) áóäåìî ðîçóìiòè îïåðàòîð

f(A) = akAk+ak−1Ak−1+ . . .+a1A+a0E . Çðîçóìiëî, ÿêùî f1(t), f2(t) �
äâà ìíîãî÷ëåíè, òî f1(A)f2(A) = f2(A)f1(A). ßêùî A � îïåðàòîð íà

ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V i χ(t) � éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî-

÷ëåí, òî ç òåîðåìè Ãàìiëüòîíà-Êåëëi âèïëèâà¹, ùî χ(A) = O.

Òåîðåìà 33 (ïðî ðîçùåïëåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà). Íåõàé A � ëi-

íiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði V íàä ïîëåì F . Éî-

ãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ïîïàð-

íî âçà¹ìíî ïðîñòèõ ìíîãî÷ëåíiâ íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ χ(t) = φ1(t) ·
φ2(t) · . . . · φk(t). Òîäi ïðîñòið V ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ïiäïðîñòîðiâ V =

L1 ⊕ L2 ⊕ . . .⊕ Lk ç âëàñòèâîñòÿìè:

1) âñi ïiäïðîñòîðè Li, 1 ≤ i ≤ k, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà A;

2) äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, k : φi(A) äi¹ íà ïiäïðîñòîði Li ÿê òîòîæíüî

íóëüîâèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè òåîðåìó äëÿ âèïàäêó äâîõ ìíîæíèêiâ, à

ïîòiì ñêîðèñòàòèñÿ iíäóêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî χ(t) = φ1(t) · φ2(t). Âèçíà-

÷èìî ïiäïðîñòîðè L1, L2. L1 = kerφ1(A), L2 = kerφ2(A). Çðîçóìiëî, ùî

óìîâà 2) âèêîíó¹òüñÿ. Ïîêàæåìî, ùî V = L1⊕L2. Îñêiëüêè φ1(t), φ2(t)

âçà¹ìíî ïðîñòi ìíîãî÷ëåíè, òî iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè f1(t), f2(t), ùî

f1(t)φ1(t) + f2(t)φ2(t) = 1. Äëÿ îïåðàòîðà öå îçíà÷à¹ f1(A)φ1(A) +

f2(A)φ2(A) = E . Áåðåìî x ∈ V , òîäi f1(A)φ1(A)(x)+f2(A)φ2(A)(x) = x.

Ïîçíà÷èìî x1 = f2(A)φ2(A)(x), x2 = f1(A)φ1(A)(x), òîäi x = x1+x2.

Ïîêàæåìî, ùî x1 ∈ L1, x2 ∈ L2.

φ1(A)(x1) = φ1(A)f2(A)φ2(A)(x) = f2(A)φ1(A)φ2(A)(x)
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= f2(A)χ(A)(x) = f2(A)(θ) = θ.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî çà òåîðåìîþ Ãàìiëüòîíà-Êåëëi χ(A) = O,
òîáòî χ(A)(x) = θ. Òàêèì ÷èíîì φ1(A)(x1) = θ, x1 ∈ kerφ1(A) = L1.

Àíàëîãi÷íî x2 ∈ L2 i, îòæå, V = L1 + L2.

Ïîêàæåìî, ùî L1 ∩ L2 = {θ}. Áåðåìî x ∈ L1 ∩ L2, òîäi x ∈ L1 =

kerφ1(A), x ∈ L2 = kerφ2(A), φ1(A)(x) = θ, φ2(A)(x) = θ. Àëå âèêîíó-

¹òüñÿ f1(A)φ1(A)(x) + f2(A)φ2(A)(x) = x, òîáòî f1(A)(θ) + f2(A)(θ) =

x, x = θ, òîìó L1 ∩ L2 = {θ}. Îòæå, V = L1 ⊕ L2.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè iíâàðiàíòíiñòü ïiäïðîñòîðiâ L1, L2 âiäíîñíî

îïåðàòîðàA. Áåðåìî x ∈ L1 = kerφ1(A), òîäi φ1(A)(A(x)) = A(φ1(A)(x)) =

A(θ) = θ, òîáòî A(x) ∈ kerφ1(A) = L1. Àíàëîãi÷íî äëÿ L2.

13.10. Äîâåäåííÿ òåîðåìè Æîðäàíà

(Äëÿ áóäü-ÿêîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòî-

ði íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ.)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó

ïðîñòîði V íàä ïîëåì F . Îñêiëüêè ïîëå àëãåáðà¨÷íî çàìíåíå, òî õàðà-

êòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χ(t) îïåðàòîðà A ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê

ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ χ(t) = (−1)n(t − λ1)
k1(t − λ2)

k2 . . . (t − λs)
ks , λi ̸=

λj , i ̸= j, k1+k2+. . .+ks = n. Ïîçíà÷èìî φ1(t) = (−1)k1(t−λ1)
k1 , φ2(t) =

(−1)k2(t−λ2)
k2 , . . . , φs(t) = (−1)ks(t−λs)

ks . Òîäi ìíîãî÷ëåíè φ1(t), φ2(t),

. . . , φs(t) ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó çà òåîðåìîþ ïðî ðîçùåïëåííÿ

ëiíiéíîãî îïåðàòîðà V = L1 ⊕ L2 ⊕ . . . ⊕ Ls, ïðè÷îìó Li, i = 1, s ií-

âàðiàíòíi âiäíîñíî A, Li = kerφi(A). Òîìó, ÿêùî â êîæíîìó ïiäïðî-

ñòîðó Li, i = 1, s iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ äëÿ A, òî îá'¹äíàííÿ öèõ áàçè-

ñiâ äà¹ æîðäàíiâ áàçèñ âñüîãî ïðîñòîðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ai çâóæåííÿ

îïåðàòîðà A íà ïiäïðîñòið Li, i = 1, s. Çà òåîðåìîþ ïðî ðîçùåïëåííÿ

φi(A) = O. Òîáòî (−1)ki(Ai − λiE)ki = O, (Ai − λiE)ki = O. Öå îçíà-
÷à¹, ùî îïåðàòîð Ai − λiE � íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð íà ïiäïðîñòîði

Li, à òîìó äëÿ íüîãî â ïiäïðîñòîði Li iñíó¹ æîðäàíiâ áàçèñ, ÿêèé áóäå
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æîðäàíîâèì i äëÿ îïåðàòîðà Ai. Òàêèì ÷èíîì äëÿ çâóæåíü îïåðàòîðà

A íà ïiäïðîñòîðè Li iñíó¹ æîðäàîâi áàçèñè âiäïîâiäíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Îá'¹äíàííÿ öèõ áàçèñiâ äà¹ æîðäàíiâ áàçèñ ïðîñòîðó V äëÿ îïåðàòîðà

A.
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