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Вступ 
 

Викладено матеріали до лабораторного практикуму з дисципліни «Технології чисельного 

моделювання». Представлено постановки нелокальних початково-крайових гідродинамічних 

задач (задач з вільною рухомою межею відокремлення середовищ з різною щільністю). Також, 

наведено  математичні моделі та обчислювальні алгоритми для їх розв’язування [1-9]. Наведено 

основні теоретичні відомості з теорії гіперсингулярних інтегральних рівнянь  і приклади 

побудови обчислювальних алгоритмів для комп’ютерного моделювання гідродинамічних течій 

важкої рідини  в областях з вільною межею. Наведено необхідні теоретичні відомості і приклади 

побудови алгоритмів для обчислювальних  технологій комп’ютерного моделювання складних 

систем та гідродинамічних процесів[9-10]. Наведено інструкції до виконання  лабораторних 

робіт з побудови обчислювальних технологій, згідно з робочою програмою з навчальної 

дисципліни «Технології чисельного моделювання» [14]. Наведено питання, тести для 

самоконтролю. 
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1. Математичні постановки плоских початково-крайових задач з системами 

еліптичних рівнянь в областях з непроникними вільними межами 
 

1.1.  Початково-крайова гідродинамічна задача з непроникними рухомими межами 

 

Для визначення циркуляційної течії ідеальної нестисливої рідини в області поза рухомими 

межами 𝐿(𝑡) = 𝐿𝑑(𝑡) + 𝐿𝑣(𝑡), де 𝐿𝑑(𝑡) − обтічна межа, рух якої задається, 𝐿𝑣(𝑡) − вільна межа 

(поверхня розриву дотичних швидкостей), ставиться задача для знаходження гармонічної в 

площині ОХУ функції (яка має параметричну залежність від часу 𝑡) 𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) − потенціалу, 

для якого швидкість 𝑉⃗ = 𝛻𝜑, і потенціал задовольняє рівняння та крайові умови: 

 

при  𝑡 ≥ 𝑡0:   ∆𝜑 = 0  для  𝑟 ∈ 𝐷+,                                               (1.1) 
 

з крайовими умовами на рухомих межах: 

 

𝜕𝜑

𝜕𝑛
|
𝑟 𝑑

= (𝑊⃗⃗⃗ 𝑑, 𝑛⃗ )|𝑟 𝑑
      для  𝑟 = 𝑟 𝑑 ∈ 𝐿𝑑(𝑡),                                       (1.2) 

 

з крайовими умовами на невідомих межах: 

 

𝜕𝜑+

𝜕𝑛
|
𝑟𝑣

=
𝜕𝜑−

𝜕𝑛
|
𝑟𝑣

        для  𝑟 = 𝑟 𝑣 ∈ 𝐿𝑣(𝑡),                                        (1.3) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(𝜑+ − 𝜑−)|𝑟𝑣 = 0          для  𝑟 = 𝑟 𝑣 ∈ 𝐿𝑣(𝑡),                                    (1.4) 

 

з умовами для зовнішньої задачі: 

 

lim
|𝑟 −𝑟 𝐿|→∞

𝛻𝜑 = 𝑈⃗⃗ ∞.                                                                (1.5) 

 

Умови для внутрішньої задачі задаються на частині проникної ділянки межі області 

𝐿(𝑡) =  𝐿𝑄 ∈ 𝐿𝑑(𝑡) (на вході в область 𝐷+): 

 

𝜕𝜑

𝜕𝑛
|
𝑟 𝑄

= 𝑊𝑄𝑛            для  𝑟 = 𝑟 𝑄 ∈ 𝐿𝑄 ,                                             (1.6) 

 

або задається миттєва витрата через перетин 𝐿𝑄 ∈ 𝐿𝑑(𝑡): 

 

𝑄 = ∫
𝜕𝜑

𝜕𝑛
𝑑𝑠

𝐿𝑄

  для 𝑟 = 𝑟 𝑄 ∈ 𝐿𝑄                                               (1.7) 

 

із початковими умовами при 𝑡 = 𝑡0: 
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𝐿𝑑(𝑡0) = 𝐿0𝑑 , 𝐿𝑣(𝑡0) = 𝐿0𝑣.                                                (1.8) 
 

Розвязок 𝜑 задачі розглядається в класі 𝐶2(𝐷+(𝑡)) ∩ 𝐶1(𝐷̅+(𝑡)), тобто 

 

|∇𝜑| < ∞ на 𝐿(𝑡).                                                                (1.9) 
 

Умова (1.9) є еквівалентною умові Кутта−Жуковського на гострих крайках і зламах контуру 

𝐿𝑑(𝑡), яка природно задовольняється у відривних течіях, з породженням на гострих 

краях−закінцівках і зламах контуру 𝐿𝑑(𝑡)  нових елементів вільних меж 𝐿𝑣(𝑡). 

Слід зазначити[14], що задача (1.1)−(1.3) з умовами Неймана (1.2) на 𝐿𝑑(𝑡), з умовами 

Неймана (1.3) і умовами Діріхле (1.4) на 𝐿𝑣(𝑡), а так само з умовами (1.9) на ∞, є нелінійною 

задачею з вільною рухомою межею 𝐿𝑣(𝑡). 

В таких задачах рух невідомої межі 𝐿𝑣(𝑡) визначається полем швидкостей 𝑉⃗ = 𝛻𝜑, яке 

визначається із розв’язку самої задачі (1.1)−(1.9). 

Форма області 𝐷̅+(𝑡) визначається геометрією рухомих меж 𝐿(𝑡) = 𝐿𝑑(𝑡) + 𝐿𝑣(𝑡). Зміна 𝐿𝑑(𝑡) 
задається або визначається із задачі Коші при заданій правій частині 

 

𝑑𝑟 𝑑
𝑑𝑡

= 𝑊⃗⃗⃗ 𝑑(𝑟 𝑑, 𝑡),                                                                 (1.10) 

 

з початковими умовами при 𝑡 = 𝑡0: 
 

𝐿𝑑(𝑡0) = 𝐿0𝑑,                                                                   (1.11) 
 

а зміна вільної межі 𝐿𝑣(𝑡) визначається з розв’язку задачі Коші для частинок 

𝑟 𝑣 =  (𝑥𝑣(𝑡), 𝑦𝑣(𝑡), 𝑧𝑣(𝑡)), які й формують межу 𝐿𝑣(𝑡)  та визначають її рух: 

 

𝑑𝑟 𝑣
𝑑𝑡

= 𝑊⃗⃗⃗ 𝑣(𝑟 𝑣, 𝑡),                                                               (1.12) 

 

з початковими умовами при 𝑡 = 𝑡0: 
 

𝐿𝑣(𝑡0) = 𝐿0𝑣,                                                                  (1.13) 
 

де права частина, для (1.4): 

 

𝑊⃗⃗⃗ 𝑣(𝑟 𝑣, 𝑡) =
1

2
(∇𝜑+(𝑟 𝑣, 𝑡) + ∇𝜑

−(𝑟 𝑣, 𝑡)).                                       (1.14) 

 

Розв’язання задач (1.1)−(1.9) і (1.10)−(1.14) у виділеному класі функцій (1.9) можливе при 

виконанні умови гладкості меж, яка забезпечується основним фактором фізичного процесу − 

виникненням відриву, який задовольняє критерій гладкості Вілля. Таким чином, умова 

Кутта−Жуковського на всіх зламах і кінцях контурів виконується при природному виникненні 

відривів. 
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1.2. Задача Коші-Пуассона 

 

Для визначення еволюції збурення на вільній межі ідеальної нестисливої рідини, що 

знаходиться у полі сили тяжіння, маємо задачу: 

 

при   𝑡 ≥ 𝑡0:             ∆𝜑 = 0,        для   𝑟(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+,                             (1.15) 
 

𝑑𝑟 𝑠
+

𝑑𝑡
= 𝑉(𝑟 𝑠

+, 𝑡),      для      𝑟 𝑠
+ = 𝑟 ∈ 𝐿𝑠(𝐷

+),                                      (1.16) 

 

𝑑𝜑+

𝑑𝑡
|
𝐿𝑠

= (
(∇𝜑+)2

2
−
𝑦

Fr
)
𝐿𝑠

,                                                   (1.17) 

 

з початковими умовами при 𝑡 = 𝑡0: 

 

𝐿𝑠(𝑡0) = 𝐿0, V⃗⃗ (𝑟𝑠(𝑡0)) = V⃗⃗ 𝑠0, для    𝑟𝑠 = 𝑟 ∈ 𝐿𝑠.                       (1.18) 

 

Покладемо Fr = 1. 
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2. Математичні моделі для плоских початково-крайових задач 
 

2.1. Математичні моделі із застосуванням контурних інтегралів 

 

Інтегральні представлення[14], які застосовні в моделях, мають представлення через особливі  

контурні інтеграли (на кусково-гладкому контурі, рис. 2.1), та потребують коректних обчислень. 

 

   
Рис. 2.1. Контур Рис. 2.2. Схема виділення 

особливостей 

Рис. 2.3. Дискретизація 

контуру 

 

Функції, виражені через сингулярні інтеграли Ф1(𝑧) = ∫
𝑓(𝜔)

𝜔−𝑧
𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏
, з підінтегральною 

функцією 𝑓 = 𝑓(𝜔) ∈ 𝐻(𝜆), 0 < 𝜆 < 1, які визначені у внутрішніх точках кусковогладкого 

контуру (рис. 2.1), розуміються в сенсі головного значення за Коші:  

 

Ф1(𝑧) = ∫
𝑓(𝜔)

𝜔 − 𝜔0
𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

= lim
𝜔′→𝜔0
𝜔′′→𝜔0

[∫
𝑓(𝜔)

𝜔 − 𝜔0
𝑑𝜔

𝜔′

𝑎

+ ∫
𝑓(𝜔)

𝜔 − 𝜔0
𝑑𝜔

𝜔′

𝜔′′

],                   (2.1) 

 

при виконанні умови, що  

 

lim
𝜔′→𝜔0
𝜔′′→𝜔0

|𝜔′ − 𝜔0|

|𝜔′′ − 𝜔0|
= 1.                                                             (2.2) 

 

При застосуванні гіперсингулярних інтегральних представлень з більш сильними 

особливостями (ядро, з показником ступеня 𝑛 ≥ 2) інтеграл 

 

Ф𝑛(𝑧) = ∫
𝑓(𝜔)

(𝜔 − 𝑧)𝑛
𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

, де 𝑛 = 2,3,4…                                 (2.3) 

 

варто розуміти, при виконання (2.2), в сенсі скінченної частини за Адамаром. Тобто, при 

виконанні умови (2.2), справедлива така теорема: 
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Теорема 2.1. Нехай функція має інтегральне представлення (2.3), з 𝑛 = 2,3,4…, де функція 

𝑓 = 𝑓(𝜔) визначена на контурі 𝐿𝑎𝑏 і задовольняє умову  |𝑓(𝜔) − 𝑓(𝜔0)| ≤ 𝐴|𝜔 − 𝜔0|
𝜆, 

𝑛 −  1 <  𝜆 < 𝑛 (наприклад, 𝜆 = 𝑛 − 1 + 𝜇, 0 < 𝜇 < 1). 

В цьому випадку інтеграл (2.3) на всіх внутрішніх точках контуру 𝐿𝑎𝑏, тобто при 

𝑧 =  𝜔0 ∈  𝐿𝑎𝑏 , існує як сильно сингулярний, якщо його, при виконанні умови (2.2), розуміти в 

сенсі скінченної частини за Коші−Адамаром: 

 

∫
𝑓(𝜔)

(𝜔 − 𝜔0)𝑛
𝑑𝜔 =

𝐿𝑎𝑏

 

 

= lim
𝜔′→𝜔0
𝜔′′→𝜔0

[∫
𝑓(𝜔)

(𝜔 − 𝜔0)𝑛
𝑑𝜔

𝜔′

𝑎

+ ∫
𝑓(𝜔)

(𝜔 − 𝜔0)𝑛
𝑑𝜔

𝑏

𝜔′′

−
𝑓(𝜔0)

(𝑛 − 1)
(

1

(𝜔′′ − 𝜔0)𝑛−1
−

1

(𝜔′ − 𝜔0)𝑛−1
)] . (2.4) 

 

Зауваження 2.1. Теорема залишається справедливою, якщо функція 𝑓 = 𝑓(𝜔), яка визначена 

на 𝐿𝑎𝑏 є такою, що 𝑓(𝑛−1)(𝜔) ∈ 𝐻(𝜇), 0 < 𝜇 < 1, тобто 𝑓(𝜔) ∈ 𝐻𝑛−1(𝜇). 
 

Зауваження 2.2. Для інтегрального представлення (2.3), з непарними 𝑛 = 2𝑚 + 1, 

𝑚 =  1,2,3,4…, інтеграл (2.4) на всіх внутрішніх точках контуру 𝐿𝑎𝑏 існує в сенсі головного 

значення за Коші. 

 

 

2.2. Дискретизовані математичні моделі та елементи обчислювальних технологій 

 

Розглядаються аналітичні функції в області з кусково-гладкою межею, що допускає розбиття 

на сукупності крайових елементів 𝐿 = ∑ 𝐿𝑗
𝑀
𝑗=1  інтегральне представлення вигляду 

 

𝛷0(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) 𝑙𝑛( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿

,                                              (2.5) 

 

𝛷𝑛(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

, де 𝑛 = 1,2,3,4…                          (2.6) 

 

Т е о р е м а  2 . 2 .  Нехай аналітична за змінною 𝑧 функція має інтегральне представлення 

вигляду (2.5), (2.6), де 𝑓 − неперервна функція точок кусково-гладкого контуру 𝐿. 

Стверджується, що для ∀𝑧 ∈ 𝐷+, яка знаходиться на відстані 𝜌0 = min
𝜔∈𝐿

|𝑧 − 𝜔| від контуру 𝐿, ∃𝑀 

(число) і ∃𝐸, 𝐸0 узгоджене розбиття контуру 𝐿 (точками  𝜔𝑗 , 𝑗 = 0,… ,𝑀; та 𝜔0𝑗 ∈ 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1,… ,𝑀) 

так, що 𝐿 = ∑ 𝐿𝑗
𝑀
𝑗=1 ,  𝐿𝑗 = 𝜔𝑗−1𝜔𝑗̆ , 𝜔0𝑗 ∈ 𝐿𝑗 , у якому ∆= max

𝑗
|𝜔𝑗−1 𝜔𝑗|
̆ < 𝜌0) так, що для (2.5) та 

(2.6) буде справедливе дискретизоване (квадратурне) представлення: 

 

𝛷0(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

+ 𝑂(𝜀)                                             (2.7) 
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𝛷𝑛(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

+ 𝑂 (
𝜀

𝜌0
𝑛),                                           (2.8) 

 

де 𝑛 = 1,2,3,4…, 

 

𝛤𝑗 = ∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

, 𝑗 = 1,𝑀.                                              (2.9) 

 

Д о в е д е н н я . Дійсно, маємо тотожності 

 
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) ln( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿

= 

 

=
1

2𝜋𝑖
∑ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗) ∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1

+
1

2𝜋𝑖
∑ ∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1

ln( 1 −
𝜔 − 𝜔0𝑗

𝑧 − 𝜔0𝑗
)𝑑𝜔, (2.10) 

 

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

=
1

2𝜋𝑖
∑

1

(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

+ 

 

+
1

2𝜋𝑖
∑

1

(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

((1 −
𝜔 −𝜔0𝑗

𝑧 − 𝜔0𝑗
)

−𝑛

− 1)𝑑𝜔.                        (2.11) 

 

При виконанні умови 𝛥 = max
𝑗
|𝜔𝑗−1 𝜔𝑗|
̆ < 𝜌0 для кожного 𝐿𝑗 виконується 

 

|
𝜔 − 𝜔0𝑗

𝑧 − 𝜔0𝑗
| ≤

𝛥

𝜌0
= 𝜀 < 1,                                                 (2.12) 

 

тому для останніх членів правої частини (2.10) і (2.11) справедливі оцінки 

 

|
1

2𝜋𝑖
∑ ∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1

ln (1 −
𝜔 − 𝜔0𝑗

𝑧 − 𝜔0𝑗
)𝑑𝜔| ≤

𝑀𝛥

2𝜋
max
𝜔∈𝐿

|𝑓(𝜔)| (ln2 (1 −
𝛥

𝜌0
) + (

𝛥

𝜌0
)
2

)

1/2

,    (2.13) 

 

|
1

2𝜋𝑖
∑

1

(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

((1 −
𝜔 − 𝜔0𝑗

𝑧 − 𝜔0𝑗
)

−𝑛

− 1)𝑑𝜔| ≤ 

 

≤
𝑀𝛥

2𝜋𝜌0
𝑛  max𝜔∈𝐿

|𝑓(𝜔)| ((1 −
𝛥

𝜌0
)
−𝑛

− 1).                                             (2.14) 
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У зв’язку з чим для 𝐿 = ∑ 𝐿𝑗
𝑀
𝑗=1 , при 𝐴 =

𝑀𝛥

2𝜋
max
𝜔∈𝐿

|𝑓(𝜔)|, 𝑛 = 1,2,3,4…, справедлива оцінка 

 

|
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) ln( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿

−
1

2𝜋𝑖
∑ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗) ∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

𝑑𝜔

𝑀

𝑗=1

| ≤ 

 

≤ 𝐴(ln2 (1 −
𝛥

𝜌0
) + (

𝛥

𝜌0
)
2

)

1
2⁄

,                                                  (2.15) 

 

|
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

−∑
1

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛
∫𝑓(𝜔)

𝐿𝑗

𝑑𝜔

𝑀

𝑗=1

| ≤
𝐴

𝜌0
𝑛 ((1 −

𝛥

𝜌0
)
−𝑛

− 1).      (2.16) 

 

Якщо врахувати, що 𝛤𝑗 = ∫ 𝑓(𝜔)𝑑𝜔
𝐿𝑗

, 𝑗 = 1,𝑀. То 

 

|
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝜔) ln( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿

−∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

| ≤ 

 

≤ 𝐴(ln2 (1 −
𝛥

𝜌0
) + (

𝛥

𝜌0
)
2

)

1
2⁄

,                                               (2.17) 

 

|
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

−∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

| ≤
𝐴

𝜌0
𝑛 ((1 −

𝛥

𝜌0
)
−𝑛

− 1).               (2.18) 

 

Що і доводить теорему. 

 

Зауваження 2.3. При 𝑛 = 1 та 𝑓 ∈ 𝐻(𝜆), 0 < 𝜆 < 1, інтегральне представлення (2.6) є 

інтегралом типу Коші, для якого на контурі справедливі вимоги теореми, яка використовується 

для обґрунтування побудови методу дискретних особливостей. 

 

Т е о р е м а 2.3. Нехай ∀𝑧: 𝜌(𝑧) = |𝑧 − 𝜔| > 𝜌0 = min
𝜔∈𝐿

|𝑧 − 𝜔| > 0 маємо узгоджене канонічне 

розбиття контуру 𝐿𝑎𝑏, тобто ∃𝑀, ∃𝐸, 𝐸0, 𝐿 = ∑ 𝐿𝑗
𝑀
𝑗=1 , таке, що функція (2.3) має дискретизоване 

представлення 

𝛷𝑛(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

+ 𝑂 (
𝜀

𝜌0
𝑛),                                        (2.19) 

де 

𝑛 = 1,2,3,4… ; 𝛤𝑗 = ∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

, 𝑗 = 1,𝑀.                                (2.20) 
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Тоді для всіх непарних 𝑛 = 2𝑚 + 1, 𝑚 = 1,2,3,4…, в довільній внутрішній 𝑘-й точці контуру 

𝜔0𝑘 ∈ 𝐿𝑘, 𝑘 = 1,М, існує оцінка модуля різниці: 

 

||
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝜔0𝑘 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

−∑
1

2𝜋𝑖(𝜔0𝑘 − 𝜔0𝑗)𝑛
∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1
𝑗≠𝑘

|| ≤ 

 

≤
𝛤0

2𝜋𝜌0
𝑛 |(1 − 𝜀)

−𝑛 − 1| +
𝐴𝛿𝜇

𝜋𝜇
= 𝑂(𝛿𝜇),                                           (2.21) 

 

де 𝐴 – константа Гельдера, показник Гельдера 0 < 𝜇 < 1, 𝛤0 = ∫ |𝑓(𝜔)|𝑑|𝜔|𝐿
. 

 

 

2.3. Математичні моделі, що засновані на застосуванні контурних інтегралів з 

особливим ядром 

 

𝐿∞ → 𝐿𝑎𝑏 

 

𝑧 ∈ 𝐷+ 

 

𝛷(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝜔) ln(𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

,                                               (2.22) 

 

V̅(𝑧) =
𝑑Φ

𝑑𝑧
=

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜔)

𝑧 − 𝜔
𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

,                                                      (2.23) 

 

𝛤 = ∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

,                                                                                 (2.24) 

 

𝐿∞ → 𝐿𝑎𝑏 =∑𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1

, 

 

𝛷(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln(𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

,                                                            (2.25) 

 

V̅(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

,                                                                (2.26) 

де 
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𝛤𝑗 = ∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑗

= ∫ 𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝜔𝑗

𝜔𝑗−1

. 

 

𝛤0 =∑𝛤𝑗

𝑀

𝑗=1

,                                                                                            (2.27) 

 

𝐹(𝜔) = 𝐹(𝑎) + ∫ 𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

𝜔

𝑎

;    𝜉, 𝜔 ⊂ 𝐿𝑎𝑏 ,                                      (2.28) 

 

𝛤(𝜔, 𝑎) = 𝐹(𝜔) − 𝐹(𝑎) = ∫ 𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

𝜔

𝑎

,                                           (2.29) 

 

𝛤0 = 𝛤(𝑏, 𝑎) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ∫𝑓(𝜉)𝑑𝜉

𝑏

𝑎

,                                    (2.30) 

 

𝜕

𝜕𝜔
ln(𝑧 − 𝜔) = −

𝜕

𝜕𝑧
ln(𝑧 − 𝜔),                                                       (2.31) 

 

𝛷(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) ln(𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

=
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) ln(𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝑏

𝑎

= 

 

=
1

2𝜋𝑖
(∫𝑓(𝜔)𝑑𝜔

𝑏

𝑎

) ln(𝑧 − 𝑏) +
1

2𝜋𝑖
∫(∫ 𝑓(𝜉) 𝑑𝜉

𝜔

𝑎

)
𝜕

𝜕𝑧
ln(𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝑏

𝑎

= 

 

=
𝛤0
2𝜋𝑖

ln(𝑧 − 𝑏) +
1

2𝜋𝑖
∫
𝛤(𝜔, 𝑎)

𝑧 − 𝜔
𝑑𝜔

𝑏

𝑎

.                                             (2.32) 

 

Таким чином, 

 

Φ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝜔) ln(𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

=
𝛤0
2𝜋𝑖

+
1

2𝜋𝑖
∫
𝛤(𝜔, 𝑎)

𝑧 − 𝜔
𝑑𝜔

𝐿𝑎𝑏

.                (2.33) 

 

Для (2.22) та (2.33) маємо дискретизоване представлення: 

 

Φ(𝑧) = ∑
(𝜔0𝑗+1 − 𝜔0𝑗)(∑ 𝛤𝑘

𝑗
𝑘=1 )

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔𝑗)

𝑀−1

𝑗=1

+
𝛤0
2𝜋𝑖

ln(𝑧 − 𝜔0𝑀)                          (2.34) 
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або 

Φ(𝑧) = ∑
𝐷𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔𝑗)

𝑀−1

𝑗=1

+
𝛤0
2𝜋𝑖

ln(𝑧 − 𝜔0𝑀),                                        (2.35) 

де 

𝜔𝑗 =
(𝜔0𝑗+1 + 𝜔0𝑗)

2
, 𝐷𝑗 = (𝜔0𝑗+1 − 𝜔0𝑗)∑𝛤𝑘

𝑗

𝑘=1

 , 𝑗 = 1,… ,𝑀 − 1,             (2.36) 

 

𝛤0 =∑𝛤𝑗

𝑀

𝑗=1

             (𝐷𝑗 = (𝜔0𝑗+1 − 𝜔0𝑗)𝑄𝑗;  𝑄𝑗 =∑𝛤𝑘

𝑗

𝑘=1

) , 𝑗 = 1, … ,𝑀 − 1.        (2.37) 

 

Для усіх 𝛤𝑗 та 𝑄𝑗 маємо зв’язок (формули перерахунку[10]): 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝛤1 = 𝑄1
𝛤2 = 𝑄2 − 𝑄1

⋯

𝛤𝑗 = 𝑄𝑗 − 𝑄𝑗−1

⋯

   𝛤𝑀 = 𝑄𝑀 − 𝑄𝑀−1 = 𝛤0 − 𝑄𝑀−1      
‖

‖

‖

𝑄1 = 𝛤1
𝑄2 = 𝛤1 + 𝛤2

⋯

𝑄𝑗 =∑𝛤𝑘

𝑗

𝑘=1
⋯

   𝑄𝑀 = 𝛤0 =∑𝛤𝑘

𝑀

𝑘=1 }
 
 
 
 

 
 
 
 

.                          (2.38) 

 

Відокремлюємо дійсну та уявну частину 

 

𝜑(𝑥, 𝑦) = Re(𝛷(𝑧)) = ∑
𝑄𝑗

2𝜋
(
(𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) − (𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑗)

2 )

𝑀−1

𝑗=1

+ 

 

+
𝛤0
2𝜋
arg(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑀 , 𝑦0𝑀),                                                                       (2.39) 

 

𝜓(𝑥, 𝑦) = Im(𝛷(𝑧)) = −∑
𝑄𝑗

2𝜋
(
(𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) + (𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑗)

2 )

𝑀−1

𝑗=1

− 

 

−
𝛤0
2𝜋
ln((𝑥 − 𝑥0𝑀)

2 + (𝑦 − 𝑦0𝑀)
2),                                               (2.40) 

 

𝜑(𝑥, 𝑦) = Re(𝛷(𝑧)) = ∑  𝑄𝑗 (
(𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) − (𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

2𝜋((𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑗)

2
)

)

𝑀−1

𝑗=1

+ 

 

+
𝛤0
2𝜋
arg(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑀, 𝑦0𝑀),                                                                 (2.41) 
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𝜓(𝑥, 𝑦) = Im(𝛷(𝑧)) = −∑  𝑄𝑗  (
(𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) + (𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

2𝜋((𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑗)

2
)

)

𝑀−1

𝑗=1

− 

 

−
𝛤0
2𝜋
ln((𝑥 − 𝑥0𝑀)

2 + (𝑦 − 𝑦0𝑀)
2).                                             (2.42) 

 

Вводимо параметр геометричної регуляризації 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗): 

 

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) = max {𝑟𝑗, √(𝑥 − 𝑥𝑗)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑗)

2
}                               (2.43) 

 

(можна покласти 𝑟𝑗 = 𝑟0 =∑|𝐿𝑗|

𝑀

𝑗=1

/(2𝑀 + 1) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). 

 

Тоді (2.39) та (2.40) матиме вигляд: 

 

𝜑(𝑥, 𝑦) = ∑
𝑄𝑗

2𝜋
(
(𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) − (𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
) +

𝑀−1

𝑗=1

 

 

+
𝛤0
2𝜋
ar𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑀 , 𝑦0𝑀),                                                         (2.44) 

 

𝜓(𝑥, 𝑦) = −∑
𝑄𝑗

2𝜋
(
(𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) − (𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
) −

𝑀−1

𝑗=1

 

 

−
𝛤0
2𝜋
ln𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑀, 𝑦0𝑀).                                                      (2.45) 

 

Також маємо визначення швидкості у кожній точці: 

 

V⃗⃗ (𝑥, 𝑦) =∑V⃗⃗ 𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑗=1

=∑𝛤𝑗 V⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗 , 𝑦0𝑗)

𝑀

𝑗=1

,                                       (2.46) 

де 

V⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗 , 𝑦0𝑗) = (
𝑦0𝑗 − 𝑦

2𝜋𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
2 ,

𝑥 − 𝑥0𝑗

2𝜋𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
2). 

 

Позначимо 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗  , 𝑦0𝑗) =
1

2𝜋
arg(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗  , 𝑦0𝑗) =

1

2𝜋
arg(𝑧 − 𝜔0𝑗), який обчислюється 

(2.40): 
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𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗  , 𝑦0𝑗) =
1

2𝜋
arg(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗  , 𝑦0𝑗) = 

 

= 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

0;                                                  𝑥 = 𝑥0𝑗 ,   𝑦 = 𝑦0𝑗;                

1
2𝜋 arctg

𝑦 − 𝑦0𝑗
𝑥 − 𝑥0𝑗

;                    𝑥 − 𝑥0𝑗  > 0,   𝑦 − 𝑦0𝑗 ≥ 0;

1

2𝜋
arctg

𝑦 − 𝑦0𝑗

𝑥 − 𝑥0𝑗
;                    𝑥 − 𝑥0𝑗 > 0, 𝑦 − 𝑦0𝑗 < 0;   

−
1

4
;                                              𝑥 − 𝑥0𝑗 = 0,   𝑦 − 𝑦0𝑗 < 0; 

−
1
4
−
1
2𝜋
arctg

𝑥 − 𝑥0𝑗
𝑦 − 𝑦0𝑗

;        𝑥 − 𝑥0𝑗 ≤ 0,   𝑦 − 𝑦0𝑗 < 0; 

−
1
4 ;                                              𝑥 − 𝑥0𝑗 < 0,   𝑦 − 𝑦0𝑗 = 0; 

−
1
2 +

1
2𝜋 arctg

𝑦 − 𝑦0𝑗
𝑥 − 𝑥0𝑗

;        𝑥 − 𝑥0𝑗 ≤ 0,   𝑦 − 𝑦0𝑗 > 0.  

 .                 (2.47) 

 

Таким чином, вважаємо, що лінію розриву функцій 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗  , 𝑦0𝑗) направлено вертикально 

(направлення променів догори, рис.2.4, рис. 2.5) [2,10,16]. 

 

  
Рис. 2.4. Рис. 2.5. Лінії розрізу (промені) виділяють область 

однозначності для системи дискретних особливостей 

на контурі 

 

Таким чином, (2.44) має представлення: 

 

𝜑(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑄𝑗 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)

𝑀−1

𝑗=1

+
𝛤0
2𝜋
𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑀, 𝑦𝑀),                           (2.48) 

де 

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) =
(𝑦0𝑗+1 − 𝑦0𝑗)(𝑥 − 𝑥𝑗) − (𝑥0𝑗+1 − 𝑥0𝑗)(𝑦 − 𝑦𝑗)

2𝜋𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)
.              (2.49) 
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3. Обчислювальні алгоритми розв’язування плоских початково-крайових 

задач в областях з вільними межами 
 

3.1. Алгоритм 1 

 

Для розв’язання задачі Коші на рухомому контурі 𝐿𝑠 (1.15)−(1.18) може бути застосовано явну 

схему Ейлера. 

Точка 𝑟 0𝑠 пробігає по всіх точках (𝑥0𝑗 , 𝑦0𝑗) розташування дискретних особливостей − вихорів 

𝛤𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

У такому разі переміщення точок контуру 𝐿𝑠 визначається переміщенням маркованих точок 

− дискретних особливостей (𝛤𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ). 

 

𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1) = 𝑥0𝑗(𝑡𝑛) + 𝑢 (𝑥0𝑗(𝑡𝑛), 𝑦0𝑗(𝑡𝑛)) ∆𝑡,                             (3.1) 

 

𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1) = 𝑦0𝑗(𝑡𝑛) + 𝑣 (𝑥0𝑗(𝑡𝑛), 𝑦0𝑗(𝑡𝑛)) ∆𝑡.                             (3.2) 

 

Далі, отримуємо розташування рухомих точок−диполів, які у момент часу 𝑡𝑛+1 співпадають з 

новим положенням точок колокацій 

 

𝑥𝑗(𝑡𝑛+1) =
𝑥0𝑗+1(𝑡𝑛+1) + 𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1)

2
,                                             (3.3) 

 

𝑦𝑗(𝑡𝑛+1) =
𝑦0𝑗+1(𝑡𝑛+1) + 𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1)

2
, 𝑗 = 1, … ,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,                      (3.4) 

 

Далі, із різницевого представлення задачі (1.15)−(1.18) отримуємо чисельні значення 

потенціалу в точках розташування дискретних особливостей у момент часу 𝑡𝑛+1 

 

{
  
 

  
 

                                                         

𝜑(𝑡𝑛+1, 𝑟 0𝑘(𝑡𝑛+1)) = 𝜑(𝑡𝑛, 𝑟 0𝑠(𝑡𝑛)) + (
𝑉𝑠
+2(𝑟 0𝑘(𝑡𝑛))

2
− 𝑦0𝑘(𝑡𝑛))∆𝑡

𝑟0𝑘(𝑡0) = 𝑟𝑘0 ∈ 𝐿0       (задано)                                                                     

𝜑(𝑡0, 𝑟𝑘(𝑡0)) = 𝜑𝑠0     (задано на 𝐿𝑠0)                                                         

.                 (3.5) 

 

Таким чином, для моменту часу 𝑡𝑛+1, із врахуванням (2.48), (2.49), із (3.5) отримуємо розподіл 

по межі − в точках (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)) розташування дискретних особливостей−вихорів 

чисельного значення потенціалу: 

 

𝜑(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)), 𝑘 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ .                                            (3.6) 

 

Із (3.5) для моменту часу 𝑡𝑛+1, з врахуванням (2.48), (2.49), отримуємо систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь для визначення чисельного значення коефіцієнтів 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,… ,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, та 
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𝛤0, які визначають значення потенціалу в точках розташування дискретних 

особливостей−вихорів: 

 

∑𝑄𝑗 𝐺 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

𝑀−1

𝑗=1

+ 

 

+
𝛤0
2𝜋
𝜃(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑀(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑀(𝑡𝑛+1)) = 

 

=  𝜑(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)), 𝑘 = 1,… ,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,                                (3.7) 

 

де 

 

𝐺 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1)) = 

 

=
(𝑦0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1)) (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1) − 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1)) − (𝑥0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1)) (𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1) − 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

2𝜋𝑅 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))
2 . (3.8) 

 

Із системи (3.7), із врахуванням (3.8), отримуємо коефіцієнти 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ та маємо (2.38) 

− формули перерахунку 𝑄𝑗 та визначення 𝛤𝑗 із 𝑄𝑗. 

 

 

3.2. Алгоритм 2 

 

Для розв’язання задачі Коші на рухомому контурі 𝐿𝑠 (1.15)−(1.18) може бути застосовано явну 

схему Ейлера. 

Точка 𝑟 𝑠 − пробігає по всіх точках (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) розташування диполів – точок колокацій на межі 

області, 𝛤𝑗 , 𝑗 = 0,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Будемо вважати, що маркована точка 𝑟 𝑠 пробігає по всіх точках розташування дискретних 

особливостей (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) (точки розташування диполів). 

У такому разі переміщення точок контуру 𝐿𝑠 визначається переміщенням маркованих точок 

колокацій, які у момент часу 𝑡𝑛+1 співпадають з новим положенням точок−диполів: 

 

𝑥𝑗(𝑡𝑛+1) = 𝑥𝑗(𝑡𝑛) + 𝑢 (𝑥𝑗(𝑡𝑛), 𝑦𝑗(𝑡𝑛)) ∆𝑡,                                           (3.9) 

 

𝑦𝑗(𝑡𝑛+1) = 𝑦𝑗(𝑡𝑛) + 𝑣 (𝑥𝑗(𝑡𝑛), 𝑦𝑗(𝑡𝑛)) ∆𝑡.                                        (3.10) 

 

Розташування рухомих точок − дискретних особливостей у момент часу 𝑡𝑛+1 визначаються 

як середина поміж новими положеннями точок−диполів 

 

𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1) =
𝑥𝑗+1(𝑡𝑛+1) + 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1)

2
                                                  (3.11) 
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𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1) =
𝑦𝑗+1(𝑡𝑛+1) + 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1)

2
,   𝑗 = 1,… ,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.                                     (3.12) 

 

Із (3.9)−(3.12) для моменту часу 𝑡𝑛+1, з врахуванням (2.48), (2.49), отримуємо систему 

чисельного значення потенціалу 𝜑(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)) в точках (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)), 

𝑘 =  1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ , розташування дискретних особливостей−вихорів: 

 

{
  
 

  
 

                                                           

𝜑(𝑡𝑛+1, 𝑟 0𝑘(𝑡𝑛+1)) = 𝜑(𝑡𝑛, 𝑟 0𝑘(𝑡𝑛)) + (
𝑉+

2
(𝑟 0𝑘(𝑡𝑛))

2
− 𝑦0𝑘(𝑡𝑛))∆𝑡

𝑟𝑘(𝑡0) = 𝑟𝑘0 ∈ 𝐿0                                                   (задано)                            

𝜑(𝑡0, 𝑟𝑘(𝑡0)) = 𝜑(𝑥0𝑘(𝑡0), 𝑦0𝑘(𝑡0)) = 𝜑𝑠0    (задано на 𝐿𝑘0)              

.                  (3.13) 

 

Таким чином, для моменту часу 𝑡𝑛+1, з врахуванням (2.48), (2.49), отримуємо систему 

лінійних алгебраїчних рівнянь для визначення чисельного значення коефіцієнтів 𝑄𝑗, 

𝑗 =  1,… ,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, та 𝛤0, які визначають значення потенціалу в точках розташування дискретних 

особливостей−вихорів: 

 

∑𝑄𝑗 𝐺 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

𝑀−1

𝑗=1

+ 

 

+
𝛤0
2𝜋
𝜃(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑀(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑀(𝑡𝑛+1)) = 

 

=  𝜑(𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1)), 𝑘 = 1,… ,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,                                  (3.14) 

 

де 

 

𝐺 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1)) = 

 

=
(𝑦0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1)) (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1) − 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1)) − (𝑥0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1)) (𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1) − 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

2𝜋𝑅2 (𝑥0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑘(𝑡𝑛+1), 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))
.  (3.15) 

 

Із системи (3.14), з врахуванням (3.15), отримуємо коефіцієнти 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,𝑀 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ та маємо (2.38) 

− формули перерахунку 𝑄𝑗 та для визначення 𝛤𝑗 із 𝑄𝑗. 

Таким чином, при відомих 𝛤𝑗, 𝑗 = 1,𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ , маємо визначення швидкості та потенціалу у довільній 

точці (𝑥, 𝑦), для якої у момент часу 𝑡𝑛+1: 

 

V⃗⃗ (𝑥, 𝑦) =∑V⃗⃗ 𝑗(𝑥, 𝑦)

𝑀

𝑗=1

=∑𝛤𝑗(𝑡𝑛+1)V⃗⃗ (𝑥, 𝑦, 𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1))

𝑀

𝑗=1

,                (3.16) 
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𝜑(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑄𝑗 (𝑡𝑛+1)𝐺 (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

𝑀−1

𝑗=1

+ 

 

+
𝛤0
2𝜋
𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑀(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑀(𝑡𝑛+1)),                                                   (3.17) 

 

де 

 

𝐺 (𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1)) = 

 

=
(𝑦0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑦0𝑗(𝑡𝑛+1))(𝑥 − 𝑥𝑗(𝑡𝑛+1)) − (𝑥0𝑗+1(𝑡𝑛+1) − 𝑥0𝑗(𝑡𝑛+1))(𝑦 − 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))

2𝜋𝑅2(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑗 (𝑡𝑛+1), 𝑦𝑗(𝑡𝑛+1))
. (3.18) 
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4. Питання, задачі для самоконтролю 

 
4.1. Контрольні питання 

 

1) Загальні принципи постановки задач динаміки суцільного середовища. Точка зору 

Ейлера. Точка зору Лагранжа. Постановки задач в рухомій системі координат. 

 

2) Методи теорії потенціалу. Чисельно-аналітичні (напіваналітичні) методи. Метод 

граничних інтегральних рівнянь. Метод граничних елементів. 

 

3) Дискретизація моделі для початково-крайової гідродинамічної задачі з відривною течією. 

Метод дискретних особливостей (МДО). 

 

4) Визначення співвідношення та розташування дискретних особливостей та точок 

колокації для розімкненого контуру. «Б-умова» в МДО.   

 

5) Задачі масопереносу в рідині. Дискретизація моделей для задач масопереносу. Задачі 

адвекції. Дискретизація моделей адвекції. 

 

6) Надати постановку зв’язаної задачі про масоперенос поверхневого/придонного 

забруднення рідини, яка рухається навколо перешкоди заданої форми. 

 

7) Чи можна вважати початково-крайову задачу для еліптичного рівняння (для рівняння 

Лапласа, в області з рухомою межею) коректно поставленою? 

 

8) Якщо метод дискретних вихорів − вихровий метод, то чому він застосовний для  

розв’язування потенціальної задачі? 

 

9) Метод дискретних особливостей (МДО). Представлення дискретизованих моделей як 

функцій комплексної змінної. Представлення дискретизованих моделей як функцій 

дійсних змінних. Похибки апроксимації для методу дискретних особливостей. 

 

10) Алгоритм моделювання нестаціонарного відривного обтікання рухомого деформовного 

контуру при застосуванні МДО.  

 

11) Метод дискретних особливостей (МДО). Алгоритми забезпечення кінематичної умови 

непроникності крізь межу області. 

 

 

4.2. Задачі для самостійного розв’язування 

 

1) Визначити оцінку похибки апроксимації функції 

 

𝛷(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫𝑓(𝜔) ln( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿
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квадратурним представленням 

 

𝛷(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗).

𝑀

𝑗=1

 

 

2) Визначити оцінку похибки апроксимації функції 

 

𝛷𝑛(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

 

 

квадратурним представленням 

 

𝛷𝑛(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)𝑛

𝑀

𝑗=1

. 

 

3) Побудувати дипольне представлення для комплексної функції 

 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 

 
4) Побудувати дипольне представлення для дійсної та уявної частин комплексної функції 

 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
ln( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 

 
5) Побудувати дипольне представлення для комплексної функції 

 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
𝑙𝑛( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур гіллястий. 

 
6) Побудувати дипольне представлення для дійсної та уявної частин комплексної функції 

 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖
𝑙𝑛( 𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1
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з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур гіллястий. 

 
7) Побудувати характеристичну функцію (потенціал) течії навколо пульсуючого джерела 

Ф(𝑧, 𝑡) = ? 
 

8) Побудувати квадрупольне представлення для дипольного представлення комплексної 

функції 
 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 

 
9) Побудувати квадрупольне представлення для дійсної частини дипольного представлення 

комплексної функції 
 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 

 
10) Побудувати квадрупольне представлення для уявної частини дипольного представлення 

комплексної функції 
 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 

 
11) Побудувати мультипольне представлення для дипольного представлення комплексної 

функції 
 

Ф(𝑧) =∑
𝛤𝑗

2𝜋𝑖(𝑧 − 𝜔0𝑗)2

𝑀

𝑗=1

 

 

з системою точок 𝜔0𝑗, заданих на контурі. Контур лінійний. 
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Позначення 
 

𝐿 =∑𝐿𝑗

𝑀

𝑗=1

 
− межа області, яка складається із сукупності межевих 

елементів; 

  

𝛷0(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫ 𝑓(𝜔) ln( 𝑧 − 𝜔)𝑑𝜔

𝐿

 − інтеграл з логарифмічним ядром; 

  

𝛷(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)
𝑑𝜔

𝐿

 − особливий інтеграл з ядром Коші; 

  

𝛷𝑛(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(𝜔)

(𝑧 − 𝜔)𝑛
𝑑𝜔

𝐿

 − особливий інтеграл з гіперсингулярним ядром. 
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