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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �1

Òåìà: Ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Ôðåäãîëüìà òà Âîëüòåðà

Çàäà÷à 1. Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó φ = λKφ+ f .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

φ0 = f, φ1 = λKφ0 + f, φ2 = λKφ1 + f, ..., φn+1 = λKφn + f

òà ïiäñòàâèìî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ:

φ1 = λKf + f, φ2 = λK · (λKf + f) + f = λ2K2f + λKf + f ;

Ïðèïóñòèìî, ùî

φn =
n∑
i=0

λiK if. (1)

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîêàæåìî ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ôîðìóëè:

φn+1 = λKφn + f = λK

(
n∑
i=0

λiK if

)
+ f.

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà çà ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íà-

áëèæåíü ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Íåéìàíà

φ = lim
i→∞

φn =
∞∑
i=0

λiK if.

Çàäà÷à 2. Ïîêàçàòè ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè

||Kφ||C(G) ≤MV ||φ||C(G), (2)

äå M = max
x,y∈(G×G)

|K(x, y)|, V =
∫
G

dy.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêàæåìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ (Kφ)(x). Ðîçãëÿíåìî

|(Kφ)(x′)− (Kφ)(x′′)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
G

(K(x′, y)−K(x′′, y))φ(y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∫
G

|(K(x′, y)−K(x′′, y)||φ(y)|dy ≤ ε

∫
G

|φ(y)|dy ≤ εmax
x∈Ḡ

|φ(y)|
∫
G

dy =

= ε||φ||C(Ḡ)V.

Äîâåäåìî íåðiâíiñòü (2):

||Kφ||C(G) = max
x∈Ḡ

|
∫
G

K(x, y)φ(y)dy| ≤ max
x∈Ḡ

∫
G

|K(x, y)||φ(y)|dy ≤

≤M max
y∈Ḡ

|φ(y)|
∫
G

dy =MV ||φ||C(G).

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè îöiíêó

||Kφ||L2(G) ≤MV ||φ||L2(G). (3)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ (3) çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêiâñüêîãî

||Kφ||2L2(Ḡ)
=

∫
G

|(Kφ)(x)|2dx =

∫
G

∣∣∣∣∣∣
∫
G

K(x, y)φ(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤
(

max
(x,y)∈G×G

|K(x, y)|2
)∫

G

∣∣∣∣∣∣
∫
G

φ(y)dy

∣∣∣∣∣∣
2

dx ≤

≤M 2

∫
G

∫
G

|φ(y)|2dy
∫
G

dy

 dx =

=M 2||φ||2L2(G)
V

∫
G

dx =M 2V 2||φ||2L2(G)
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Çàäà÷à 4. (Ïîâòîðíi ÿäðà) Íåõàé Ki - iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì

Ki(x, y), i = 1, 2. Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ðåçóëüòàò K2K1φ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

(K3φ)(x) = (K2K1φ)(x) =

∫
G

K2(x, z)

∫
G

K1(z, y)φ(y)dy

 dz =

=

∫
G

∫
G

K2(x, z)K1(z, y)dz

φ(y)dy =

∫
G

K3(x, y)φ(y)dy.

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó K3 = K2K1 âiäïîâiäà¹ iíòå-

ãðàëüíèé îïåðàòîð

K3(x, y) =

∫
G

K2(x, z)K1(z, y)dz.

Îá÷èñëèìî òåïåð ÿäðî äëÿ öiëî¨ ñòåïåíi iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K:

K2 = KK → K(2)(x, y) =

∫
G

K(x, z)K(z, y)dz,

K3 = KK2 → K(3)(x, y) =

∫
G

K(x, z)K(2)(z, y)dz,

Kn+1 = KKn → K(n+1)(x, y) =

∫
G

K(x, z)K(n)(z, y)dz.

Çàäà÷à 5. (Ðåçîëüâåíòà) Çàïèñàòè ðåçîëüâåíòó iíòåãðàëüíîãî îïåðàòî-

ðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ðÿä Íåéìàíà
∞∑
i=0

λikif = f + λ

∞∑
i=0

λi−1kif.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîâòîðíi ÿäðà îñòàííÿ ôîðìóëà íàáóäå âèãëÿäó

f(x) + λ

∞∑
i=1

λi−1

∫
G

K(i)(x, y)f(y)dy =
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= f(x) + λ

∫
G

( ∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y)

)
f(y)dy.

Òàêèì ÷èíîì ðåçîëüâåíòà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

R(x, y;λ) =
∞∑
i=1

λi−1K(i)(x, y). (4)

Â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

äðóãîãî ðîäó ìàòèìå âèãëÿä

φ = f + λRf, φ = (E + λR)f.

Çàäà÷à 6. Äîâåñòè ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ðåçîëüâåíòè.

Çàäà÷à 7. Äîñëiäèòè ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü Âîëüòåðà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåðà äëÿ îäíîâèìiðíîãî âèïàä-

êó ìà¹ âèãëÿä:

φ(x) = λ

x∫
a

K(x, y)φ(y)dy + f(x); a ≤ x ≤ b, (5)

â ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi n âiäïîâiäíî:

φ(x1, x2, . . . , xn) = λ

x1∫
a1

x2∫
a2

. . . ,

xn∫
an

K(x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yn)× (6)

×φ(y1, y2, . . . , yn)dy1 . . . dyn + f(x1, x2, . . . , xn).

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü äëÿ ðiâíÿííÿ Âîëüòåðà (5). Â

îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi ìà¹ìî: φ = f + λKf.

φ0 = f ; φ1 = λKφ0 + f ; . . . ;φn+1 = λKφn + f ;

φ∞ =
∞∑
i=0

λiK if. (7)
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Äîñëiäèìî çáiæíiñòü ðÿäó (7). Äëÿ öüîãî ïîáóäó¹ìî ìàæîðàíòíèé ðiâíî-

ìiðíî çáiæíèé ðÿä òà îöiíèìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó:

|Kf | =

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

K(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
x∫
a

|K(x, y)|f(y)|dy ≤

≤M ||f ||C([a,b])

x∫
a

dy =M ||f ||C([a,b])(x− a),

äå M =M = max
x,y∈(G×G)

|K(x, y)|,

|K2f | =

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

K(x, y)(Kf)(y)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤M 2||f ||C([a,b])

x∫
a

(y − a)dy =

=M 2||f ||C([a,b])

x−a∫
0

zdz =
(x− a)2

2
M 2||f ||C([a,b]).

Ïðèïóñòèìî, ùî

|Knf | ≤Mn||f ||C([a,b])
(x− a)n

n!
,

òîäi ïî iíäóêöi¨ ìà¹ìî

|Knf | ≤Mn+1||f ||C([a,b])
(x− a)n+1

(n+ 1)!
.

Çàïèøåìî ìàæîðàíòíèé ðÿä

||f ||
∞∑
i=0

|λ|iM i (x− a)i

i!
= ||f ||C([a,b])e|λ|M(x−a).

Òîáòî ðÿä Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Âîëüòåðà çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâ-

íîìiðíî äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó λ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:
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Çàäà÷à 1. Íåõàé K � iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì, îïå-

ðàòîðè Kp = K(Kp−1), p = 2, 3, . . . ¹ iíòåãðàëüíèìè îïåðàòîðàìè ç íåïåðå-

ðâíèìè ÿäðàìè

Kp(x, y) =

∫
G

K(x, ξ)Kp−1(ξ, y)dξ.

Ïîêàçàòè, ùî ÿäðà Kp(x, y) (âîíè íàçèâàþòüñÿ ïîâòîðíèìè àáî iòåðîâàíè-

ìè) ÿäðàìè ÿäðàK(x, y)), çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì: |Kp(x, y)| ≤MpV p−1,

p = 1, 2, . . ..

Çàäà÷à 2,3.Ïîêàçàòè, ùî ðåçîëüâåíòàR(x, y;λ) íåïåðåðâíîãî ÿäðàK(x, y),

|λ| < 1

MV
çàäîâîëüíÿ¹ êîæíå ç ðiâíÿíü:

à) R(x, y;λ) = λ
∫
G

K(x, ξ)R(ξ, y;λ)dξ +K(x, y),

á)
∂R(ξ, y;λ)

∂λ
=
∫
G

R(x, ξ;λ)R(ξ, y;λ)dξ.

Çàäà÷à 4,5. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + f(x)

1)K(x, y) = x− 1, f(x) = x;

2)K(x, y) = 2ex+y, f(x) = ex.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �2

Òåìà: Çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî

ðîäó ç âèðîäæåíèì ÿäðîì

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

(xy + x2y2)φ(y)dy + x2 + x4
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ìà¹ âèðîäæåíå ÿäðî, òîìó çâåäåìî iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ).

φ(x) = λx

1∫
−1

yφ(y)dy + λx2
1∫

−1

y2φ(y)dy + x2 + x4 =

= λxC1 + λx2C2 + x2 + x4,

äå

C1 =

1∫
−1

yφ(y)dy =

1∫
−1

y(λyC1 + λy2C2 + y2 + y4)dy,

C2 =

1∫
−1

y2φ(y)dy =

1∫
−1

y2(λyC1 + λy2C2 + y2 + y4)dy.

Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä:
C1 = λC1

2

3
+ λC2 · 0 + 0 + 0

C2 = λC1 · 0 + λC2
2

5
+

2

5
+

2

7

,


(1− 2

3
λ)C1 + 0λC2 = 0

0 · λC1 + (1− 2

5
λ)C2 =

24

35

.

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè òà çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè

ÿêèõ âií äîðiâíþ¹ íóëþ:

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥∥
1− 2

3
λ 0

0 1− 2

5
λ

∥∥∥∥∥∥∥ = (1− 2

3
λ)(1− 2

5
λ) = 0,

λ1 =
3

2
, λ1 =

5

2
.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè:
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1) λ ̸= λ1, λ ̸= λ2. Òîäi D(λ) ̸= 0 i ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî

âiëüíîãî ÷ëåíà C1 = 0, C2 =
24

7(5− 2λ)
. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

φ(x) =
24x2

7(5− 2λ)
+ x2 + x4.

2) λ = λ1 =
3

2
. Ó öüîìó âèïàäêó ÑËÀÐ íàáóâà¹ âèãëÿäó0 · C1 + 0 · C2 = 0

0 · C1 +
2

5
C2 =

24

35

.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëi, ðàíãè îñíîâíî¨ i ðîçøèðåíî¨ ìàò-

ðèöü ñïiâïàäàþòü, à òîìó ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, àëå ¹ íå¹äèíèì

C2 =
12

7
, C1 = C1 − ∀, φ(x) =

3

2
C1x+

3

2

12

7
x2 + x2 + x4.

3) Íåõàé λ = λ1 =
5

2
. Òîäi

−2

3
C1 + 0 · C2 = 0

0 · C1 + 0 · C2 =
24

35

ÑËÀÐ íåìà¹ ðîçâ'ÿçêó, à òîìó íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó i iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

(2xy3 + 5x2y2)φ(y)dy + 7x4 + 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî

φ(x) = λ2x

1∫
−1

y3φ(y)dy + λ5x2
1∫

−1

y2φ(y)dy + 7x4 + 3 =

13



= λ2xC1 + λ5x2C2 + 7x4 + 3,

äå

C1 =

1∫
−1

y3φ(y)dy =

1∫
−1

y3(2λyC1 + 5λy2C2 + 7y4 + 3)dy,

C2 =

1∫
−1

y2φ(y)dy =

1∫
−1

y2(2λyC1 + 5λy2C2 + 7y4 + 3)dy.

Ñèñòåìà äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ C1 òà C2 íàáóâà¹ âèãëÿäó
C1 = 2λC1

2

5
+ 5λC2 · 0 + 0 + 0

C2 = 2λC1 · 0 + 5λC2
2

5
+

14

7
+

6

3

.

Çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ λ ïðè ÿêèõ D(λ) = 0C1(1−
4λ

5
) + 0 · C2 = 0

0 · C1 + (1− 2λ)C2 = 2
, D(λ) =

∥∥∥∥∥∥ 1− 4λ

5
0

0 1− 2λ

∥∥∥∥∥∥ = 0,

(1− 4λ

5
)(1− 2λ) = 0 ⇒ λ1 =

5

4
, λ2 =

1

2
.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè

1) ßêùî λ ̸= λ1, λ ̸= λ2, òîäi C1 = 0, C2 =
2

1− 2λ
. Ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òà

¹äèíèé

φ(x) =
10λx2

1− 2λ
+ 7x4 + 3.

2) Íåõàé λ = λ1 =
5

4
, òîäi0 · C1 + 0 · C2 = 0

0 · C1 −
3

2
C2 = 2

, C2 = −4

3
, C1 = C1 − ∀.

Ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ i íå ¹äèíèé. φ(x) = C1x+
25

4
(−4

3
)x2 + 7x4 + 3.
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3) Ó âèïàäêó λ = λ1 =
1

2
ìà¹ìî
3

5
C1 + 0 · C2 = 0

0 · C1 + 0 · C2 = 2
.

Ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹, òîìó íåìà¹ ðîç'ÿçêiâ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

2π∫
0

[
sin(x+ y) +

1

2

]
φ(y)dy.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

φ(x) = λ

2π∫
0

(sinx cos y + sin y cosx+
1

2
)φ(y)dy.

Ìà¹ìî ðiâíÿííÿ ç âèðîäæåíèì ÿäðîì

φ(x) = λ sinx

2π∫
0

cos yφ(y)dy + λ cosx

2π∫
0

sin yφ(y)dy +
1

2
λ

2π∫
0

φ(y)dy =

= λ sinxC1 + λ cosxC2 +
1

2
λC3,

äå

C1 =

2π∫
0

cos yφ(y)dy =

2π∫
0

cos y(λ sin yC1 + λ cos yC2 +
1

2
λC3)dy,

C2 =

2π∫
0

sin yφ(y)dy =

2π∫
0

sin y(λ sin yC1 + λ cos yC2 +
1

2
λC3)dy,
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C3 =

2π∫
0

φ(y)dy =

2π∫
0

(λ sin yC1 + λ cos yC2 +
1

2
λC3)dy.

Ïiñëÿ îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî

C1 = 0 · λC1 + πλC2 +
1

2
λC3 · 0,

C2 = πλC1 + 0 · λC2 +
1

2
λC3 · 0,

C3 = 0 · λC1 + 0 · λC2 +
1

2
λC32.π

Çàïèøåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òà çíàéäåìî

õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà:


C1 − λπC2 = 0

−λπC1 + C2 = 0

C3(1− λπ) = 0

. Çàïèøåìî âèçíà÷íèê òà ïðè-

ðiâíÿ¹ìî äî íóëÿ:

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 −λπ 0

−λπ 1 0

0 0 1− λπ

∥∥∥∥∥∥∥∥ = 0,

(1− λπ)(1− λ2π2) = (1− λπ)(1− λπ)(1 + λπ) = 0.

Îòðèìàëè, ùî λ1 =
1

π
;λ2 =

1

π
;λ3 = −1

π
� õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà iíòå-

ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Øóêà¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ λ = λ3 = −1

π
. Äëÿ öüîãî â ÑËÀÐ ïiäñòà-

âèìî çíà÷åííÿ λ = λ3. Ìà¹ìî
C1 + C2 = 0

C1 + C2 = 0

2C3 = 0

.
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Ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2, òàêèì ÷èíîì iñíó¹ 3− 2 = 1 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

C1 = −C2 = 1, C3 = 0,

φ(3)(x) = −1

π
sinx+

1

π
cosx

¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷èñëà λ3 = −1

π
. Àáî âðàõîâóþ÷è,

ùî ôóíêöiÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà

φ(3)(x) = sinx− cosx.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ = λ1 = λ2 =
1

π
. Ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó:

C1 − C2 = 0

C1 − C2 = 0

0 · C3 = 0.

Ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1, òîáòî iñíó¹ 3-1=2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

C1 = C2 + 0 · C3. Íåõàé

C1 = 1, C2 = 1, C3 = 0,
−→
C (1) = (1, 1, 0),

C1 = 0, C2 = 0, C3 = 1,
−→
C (2) = (0, 0, 1).

Òîäi ìîæíà çàïèñàòè

φ(1)(x) =
1

π
sinx+

1

π
cosx;

àáî

φ(1)(x) = sin x+ cosx

φ2(x) = 1

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:
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Çàäà÷à 1-3. Ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + f(x)

Ó òàêèõ âèïàäêàõ:

1) K(x, y) = x
1
3 + y

1
3 , f(x) = 1− 6x2

2) K(x, y) = x2 + xy, f(x) = x2 + x

3) K(x, y) = 5 + 4xy − 3x2 − 3y2 + 9x2y2, f(x) = x

Çàäà÷à 4. Çíàéòè óñi õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

φ(x) = λ

2π∫
0

[
cos2(x+ y) +

1

2

]
φ(y)dy

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �3

Òåìà: Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòàííÿ òåîðåì Ôðåäãîëüìà

Çàäà÷à 1. Çíàéòè óñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ a, b ïðè ÿêèõ iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

(1 + x2 + y3)φ(y)dy + ax+ bx3

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ λ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òðåòþ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà. Çàïèøåìî ñïðÿ-

æåíå îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ òà çíàéäåìî éîãî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi

ôóíêöi¨:

ψ(x) = λ

1∫
−1

(1 + y2 + x3)ψ(y)dy,
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ψ(x) = λ

1∫
−1

(1 + y2)ψ(y)dy + λx3
1∫

−1

ψ(y)dy = λC1 + λx3C2,

äå

C1 =

1∫
−1

(1 + y2)(λC1 + λy3C2)dy,

C2 =

1∫
−1

ψ(y)dy =

1∫
−1

(λC1 + λy3C2)dy.

Ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó
C1 = λC1

(
2 +

2

3

)
+ λC2 · 0

C2 = λC12 + λC2 · 0
,


C1

(
1− 8

3
λ

)
+ 0 · C2 = 0

−2λC1 + C2 = 0

.

Âèçíà÷íèê ñèñòåìè:

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥ 1− 8

3
λ 0

−2λ 1

∥∥∥∥∥∥ = (1− 8

3
λ) = 0.

Òàêèì ÷èíîì iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ìà¹ îäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî

λ1 =
3

8
. Çíàéäåìî âëàñíó ôóíêöiþ, ùî âiäïîâiäà¹ λ1:0 · C1 + 0 · C2 = 0

−3

4
C1 + C2 = 0

, C2 =
3

4
C1,

ψ1(x) = C1(1 +
3

4
x3)

àáî

ψ1(x) = 4 + 3x3
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Çàïèøåìî óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi âiëüíîãî ÷ëåíà ax + bx3 òà âëàñíî¨

ôóíêöi¨ φ1(x):

1∫
−1

(ax+ bx3)(4 + 3x3)dx =

1∫
−1

(4ax+ 4bx3 + 3ax4 + 3bx6)dx =

= 3a
2

5
+ 3b

2

7
= 0, 7a+ 5b = 0. (∗)

Ïðè âèêîíàííi óìîâè (*) iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ ∀ çíà-
÷åíü ïàðàìåòðà λ.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè óñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ a, b ïðè ÿêèõ iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
0

(
xy − 1

3

)
φ(y)dy + ax2 − bx+ 1

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ λ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ ÿäðà

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ìà¹ ñèìåòðè÷íå ÿäðî, òî îäíî-

ðiäíå ðiâíÿííÿ ñïiâïàäà¹ iç ñïðÿæåíèì îäíîðiäíèì:

φ(x) = λx

1∫
0

yφ(y)dy − 1

3
λ

1∫
0

φ(y)dy = λxC1 −
1

3
λC2,

äå

C1 =

1∫
0

yφ(y)dy =

1∫
0

y

(
λxC1 −

1

3
λC2

)
dy = λC1

1

3
− 1

3
λC2

1

2
,

C2 =

1∫
0

φ(y)dy =

1∫
0

(
λxC1 −

1

3
λC2

)
dy = λC1

1

2
− 1

3
λC2.

Îäåðæèìî ÑËÀÐ 
C1(1−

λ

3
) + λC2

1

6
= 0

−λC1
1

2
+ (1 +

λ

3
)C2 = 0.
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Çàïèøåìî âèçíà÷íèê ñèñòåìè òà ïðèðiâíÿ¹ìî éîãî íóëÿ

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥∥
1− λ

3

λ

6

−λ
2

1 +
λ

3

∥∥∥∥∥∥∥ = (1− λ

6
)(1 +

λ

6
) = 0.

Çâiäêè îòðèìà¹ìî: λ1 = 6, λ2 = −6 ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ÷èñëàìè.

Çíàéäåìî âëàñíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü λ1, λ2.

1) Íåõàé λ = λ1, òîäiC1(1− 2) + C2 = 0

−C1 + C2 = 0
, C1 = C2,

à ôóíêöiÿ φ1(x) = 3x − 1 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ, ùî âiäïîâiäà¹ õàðàêòåðè-

ñòè÷íîìó ÷èñëó λ1.

2) ßêùî λ = λ2, òî

3C1 − C2 = 0, C2 = 3C1, φ2(x) = C1(x− 1),

àáî φ2(x) = x− 1 � âëàñíà ôóíêöiÿ äëÿ λ2

Âèêîðèñòà¹ìî òðåòþ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà. Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî óìîâè

îðòîãîíàëüíîñòi
1∫
0

(ax2 − bx+ 1)(3x− 1)dx = 0

1∫
0

(ax2 − bx+ 1)(x− 1)dx = 0

,

5a− 6b = −6

a− 2b = −6
.

Îòæå a = 6, b = 6. Ïðè öèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà λ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ðîçâ`ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

(1 + xy)φ(y)dy + ax2 + bx+ c
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ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ λ, a, b, c.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèðîäæåíå ÿäðî:

φ(x) = λ

1∫
−1

φ(y)dy + λx

1∫
−1

yφ(y)dy + ax2 + bx+ c =

= λC1 + λxC2 + ax2 + bx+ c,

äå

C1 =

1∫
−1

φ(y)dy =

1∫
−1

(λC1 + λyC2 + ay2 + by + c)dy,

C2 =

1∫
−1

yφ(y)dy =

1∫
−1

y(λC1 + λyC2 + ay2 + by + c)dy.

Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
C1 = λC1 · 2 + λC2 · 0 + a

2

3
+ 0 · b+ 2c

C2 = λC1 · 0 + λC2
2

3
+ 0 · a+ 2

3
b

,


C1(1− 2λ) + λC2 · 0 = a

2

3
+ 2c

−λC1 · 0 + (1− 2

3
λ)C2 =

2

3
b

.

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê ñèñòåìè òà çíàéäåìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ λ ïðè ÿêèõ

âií äîðiâíþ¹ íóëþ

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥ 1− 2λ 0

0 1− 2

3
λ

∥∥∥∥∥∥ = (1− 2λ)(1− 2

3
λ) = 0.

Îäåðæèìî λ1 =
1

2
, λ2 =

3

2
.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìi âèïàäêè çãiäíî äî òåîðåì Ôðåäãîëüìà.
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1. Íåõàé ïàðàìåòð λ íå ñïiâïàäà¹ ç æîäíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷èñëîì

λ ̸= λ1, λ ̸= λ2, a, b, c - äîâiëüíi. à ñòàëi C1 òà C2 çíàéäåìî iç ñèñòåìè

ðiâíÿíü. Îòðèìà¹ìî

C1 =
2a+ 6c

3(1− 2λ)
, C2 =

2b

3− 2λ
.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

φ(x) = λ
2a+ 6c

3(1− 2λ)
+ λ

2b

3− 2λ
+ ax2 + bx+ c.

2. Íåõàé λ = λ1 =
1

2
, òîäi
C1 · 0 + C2 · 0 = a

2

3
+ 2c

−C1 · 0 +
2

3
C2 =

2

3
b

.

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä 0 0
2

3
a+ 2c

0
2

3

2

3
b

 .

Ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi áóäå

ñïiâïàäàòè ç ðàíãîì îñíîâíî¨ ïðè âèêîíàííÿ óìîâi∣∣∣∣∣∣∣
0

2

3
a+ 2c

2

3

2

3
b

∣∣∣∣∣∣∣ =
2

3
a+ 2c = 0 ⇒ a+ 3c = 0.

ßêùî a+ 3c = 0 òîäi ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìèC1 · 0 + C2 · 0 = 0

2

3
C2 =

2

3
b
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iñíó¹: C1 = C1 � äîâiëüíà ñòàëà, C2 = b òà ìà¹ âèãëÿä

φ(x) = C1 +
1

2
xb+ c+ bx− 3cx2.

ßêùî a+ 3c ̸= 0 ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

3. Íåõàé λ = λ2 =
3

2
, òîäi
C1(1− 3) + C2 · 0 =

2

3
a+ 2c

C1 · 0 + C2 · 0 =
2

3
b

.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè iñíó¹ ëèøå ïðè b = 0:−2C1 =
2

3
a+ 2c

C1 · 0 + C2 · 0 = 0
⇒ C2 − ∀, C1 = −1

3
a+ c

òà ìà¹ âèãëÿä

φ(x) =
3

2
(c− 1

3
a) + C2x+ ax2 + c.

Ïðè b ̸= 0 ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïðè âñiõ λ i ïðè âñiõ

çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ a, b, c ÿêi âõîäÿòü ó âiëüíèé ÷ëåí öèõ ðiâíÿíü.

1. φ(x) = λ
1∫

−1

1

2
(xy + x2y2)φ(y)dy + ax+ b

2. φ(x) = λ
1∫

−1

1 + xy

1 + y2
φ(y)dy + a+ x+ bx2

Çàäà÷à 2. Çíàéòè óñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ a, b, c ïðè ÿêèõ íàñòóïíi ií-

òåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ðîçâ'ÿçîê ïðè áóäü-ÿêèõ λ

1. φ(x) = λ
1∫

−1

1 + xy√
1 + y2

φ(y)dy + x2 + ax+ b

2. φ(x) = λ
2π∫
0

cos(2x+ 4y)φ(y)dy + eax+b
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �4

Òåìà: Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì. Òåîðåìè

Ôðåäãîëüìà

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ`ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

(xy + x2 + y2 − 3x2y2)φ(y)dy + ax+ b

ïðè óñiõ λ i ïðè óñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ a, b, ÿêi âõîäÿòü ó âiëüíèé ÷ëåí

ðiâíÿííÿ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Öå ðiâíÿííÿ iç âèðîäæåíèì ÿäðîì:

φ(x) = λx

1∫
−1

yφ(y)dy + λx2
1∫

−1

φ(y)dy + λ(1− 3x2)

1∫
−1

y2φ(y)dy + ax+ b =

= λxC1 + λx2C2 + λ(1− 3x2)C3 + ax+ b,

äå

C1 =

1∫
−1

yφ(y)dy =

1∫
−1

y(λyC1 + λy2C2 + λ(1− 3y2)C3 + ay + b)dy,

C2 =

1∫
−1

φ(y)dy =

1∫
−1

(λyC1 + λy2C2 + λ(1− 3y2)C3 + ay + b)dy,

C3 =

1∫
−1

y2φ(y)dy =

1∫
−1

y2(λyC1 + λy2C2 + λ(1− 3y2)C3 + ay + b)dy.

Îá÷èñëèìî iíòåãðàëè òà îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:
C1 = λC1

2

3
+ λC20 + λC30 +

2

3
a

C2 = λC10 +
2

3
λC2 + λC3(2− 3

2

3
) + 2b

C3 = λC10 +
2

5
λC2 + λC3(

2

3
− 3

2

5
) +

2

3
b

,
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
C1(1−

2

3
λ) =

2

3
a

C10 + (1− 2

3
λ)C2 + C30 = 2b

−2

5
λC2 + C3(1 +

8

15
λ) =

2

3
b

.

Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ:

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1− 2

3
λ 0 0

0 1− 2

3
λ 0

0 −2

3
λ 1 +

8

15
λ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= (1− 2

3
λ)2(1 +

8

15
λ) = 0.

Îäåðæèìî: λ1 =
3

2
, λ2 =

3

2
, λ3 = −15

8
.

Ðîçãëÿíåìî óñi ìîæëèâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó λ.

1) λ ̸= 3

2
, λ ̸= −15

8
, òîäi âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à ¨¨

ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî âiëüíîãî ÷ëåíà i ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó

âèãëÿäi:

C1 =
2a

3− 2λ
, C2 =

6b

3− 2λ
, C3 =

2

3
b+

2

5
λ

6b

3− 2λ

1 +
8

15
λ

=
30 + 16λ

15 + 8λ
= 2.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìàòèìå íàñòóïíèé âèãëÿä äëÿ äîâiëü-

íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a, b

φ(x) = λx
2a

3− 2λ
+ λx2

6b

3− 2λ
+ λ(1− 3x2)2 + ax+ b.

2) Íåõàé λ =
3

2
. Òîäi ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü íàáóâà¹

âèãëÿäó:


C1 · 0 =

2

3
a

C2 · 0 = 2b

−3

5
C2 + C3(1 +

4

5
) =

2

3
b

, à ¨¨ ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ òîäi i ëèøå òîäi,
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êîëè a = 0, b = 0. Â öüîìó âèïàäêó C1 = ∀, C2 = ∀, 3C3 = C2 => C3 =
1

3
C2.

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿä:

φ(x) = C1x+ C2x
2 +

1

3
(1− 3x2)C2 = C1x+ C2.

Ïðè a ̸= 0 àáî b ̸= 0 ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

3) ßêùî λ =
15

8
, òîäi ñèñòåìà ìà¹ òàêèé ðîçâ'ÿçîê

C1 =
8

27
a, C2 =

8

9
b, C3 = ∀,

φ(x) = −15

8
(
8

27
ax+

8

9
bx2 + C3(1− 3x2)) + ax+ b.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ
1∫
0

K(x, y)φ(y)dy, K(x, y) =

x(1− y), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

y(1− x), 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ iç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì. Ïiäñòàâèìî

çíà÷åííÿ K(x, y). Îòðèìà¹ìî

φ(x) = λ

1∫
0

y(1− x)φ(y)dy + λ

1∫
x

x(1− y)φ(y)dy

Äâi÷i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè äàíîãî âèðàçó, äëÿ öüîãî âè-

êîðèñòà¹ìî ôîðìóëó:

d

dx

ψ(x)∫
φ(x)

f(x, y)dy = f(x, ψ(x))ψ′(x)− f(x, φ(x))φ′(x) +

ψ(x)∫
φ(x)

∂f(x, y)

∂x
dy.

Ìà¹ìî:

φ′(x) = λx(1−x)φ(x)−0+0·λx(1−x)φ(x)−λ
x∫

0

yφ(y)dy+λ

1∫
x

(1−y)φ(y)dy,
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φ′(x) = −λ
x∫

0

yφ(y)dy + λ

1∫
x

(1− y)φ(y)dy,

φ′′(x) = −λxφ(x)− λ(1− x)φ(x),

φ′′(x) + λφ(x) = 0.

Äîäàìî ãðàíè÷íi óìîâè â òî÷öi x = 0 òà x = 1, φ(0) = 0, φ(1) = 0.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:
φ′′(x) + λφ(x) = 0

φ(0) = 0

φ(1) = 0

.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ äèôåðåíöiéíîãî ìà¹ âèãëÿä r2 + λ = 0,

éîãî êîðåíi r1,2 = ±
√
λ.

1) Íåõàé λ > 0, òîäi r1,2 = ±i
√
λ. Â öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê äèôåðåí-

öiéíîãî ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

φ(x) = C1 sin
√
λx+ C2 cos

√
λx.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ C1 òà C2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

φ(0) = C2 · 1 = 0 => φ(x) = C1 sin
√
λx,

φ(1) = C1 sin
√
λ = 0 => sin

√
λ = 0,

√
λ = kπ;λk = (kπ)2, k = 1, 2, 3 . . . ,

φk(x) = sin kπx, λk = (kπ)2 - âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi ÷èñëà çàäà÷iØòóðìà-

Ëióâiëëÿ.

2) Íåõàé λ < 0, òîäi r2 + λ = 0, r2 = −λ, r1,2 = ±
√
−λ, à ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

φk(x) = C1 sh
√
−λx+ C2 ch

√
−λx.
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Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê â ãðàíè÷íi óìîâè. Îòðèìà¹ìî

φk(0) = C2 · 1 = 0 => C2 = 0,

φk(x) = C1 sh
√
−λx => φk(1) = C1 sh

√
−λ = 0,

sh
√
−λ = 0 => λ = 0.

Òîáòî λ < 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì

3) Íåõàé λ = 0. Òîäi ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiéíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = C1x+ C2.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè éîãî â ãðàíè÷íi óìîâè áóäåìî ìàòè

φ(0) = C2 = 0, φ(1) = C1 = 0.

Òîáòî λ = 0 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âëàñíi ôóíêöi¨ ÿäðà K(x, y)

i ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + f(x), K(x, y) = 3x+ xy − 5x2y2, f(x) = ax

ïðè âñiõ λ, a, b.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âëàñíi ôóíêöi¨ ÿäðà K(x, y)

i ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ïðè âñiõ λ, a, b

φ(x) = λ

π∫
−π

K(x, y)φ(y)dy + f(x),

äå K(x, y) = x cos y + sinx sin y, f(x) = a+ b cosx.
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Çàäà÷à 3. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç ÿäðîì K(x, y) ó òàêèõ âèïàäêàõ:

2) K(x, y) =

cosx sin y, 0 ≤ x ≤ y ≤ π

cos y sinx, 0 ≤ y ≤ x ≤ π

3) K(x, y) =

sinx cos y, 0 ≤ x ≤ y ≤ π

sin y cosx, 0 ≤ y ≤ x ≤ π

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �5

Òåìà: Âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè Øìiäòà äëÿ çíàõîäæåííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

äðóãîãî ðîäó

Çàäà÷à 1. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà çàïèñàòè éîãî ðîçâ'ÿçîê çà ôîðìóëîþ Øìiäòà:

φ(x) = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + x,

äå K(x, y) =

(1 + x)(1− y),−1 ≤ x ≤ y ≤ 1

(y + 1)(1− x),−1 ≤ y ≤ x ≤ 1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôîðìóëà Øìiäòà ìà¹ âèãëÿä

φ(x) = f(x) + λ

∞∑
k=1

(fk, φk)

λk − λ
φk(x),

äå λk õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ÿêèì âiäïîâiäà-

þòü âëàñíi ôóíêöi¨ φk(x). Îòæå ïîòðiáíî ¨õ çíàéòè äëÿ çàäàíîãî ðiâíÿííÿ.

Äëÿ öüîãî çàïèøåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

x∫
−1

(1 + y)(1− x)φ(y)dy + λ

1∫
x

(1 + x)(1− y)φ(y)dy.
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Äâi÷è ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî òà îäåðæèìî

φ′(x) = λ(1 + x)(1− x)φ(x)− λ

x∫
−1

(1 + y)φ(y)dy−

−λ(1 + x)(1− x)φ(x) + λ

1∫
x

(1− y)φ(y)dy,

φ′′(x) = −λ(1 + x)φ(x)− λ(1− x)φ(x).

Îá÷èñëèìî φ(−1) = 0 òà φ(1) = 0 òà îòðèìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:
φ′′(x) + 2λφ(x) = 0

φ(−1) = 0

φ(1) = 0

.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ äèôåðåíöiéíîãî ìà¹ âèãëÿä r2 = −2λ.

Íåõàé λ > 0, òîäi r = ±i
√
2λ, à ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiéíîãî íàáóâà¹

âèãëÿäó

φ(x) = C1 sin
√
2λx+ C2 cos

√
2λx.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ C1 òà C2 âèêîðèñòà¹ìî ãðàíè÷íi óìîâèφ(−1) = −C1 sin
√
2λ+ C2 cos

√
2λ = 0

φ(1) = C1 sin
√
2λ+ C2 cos

√
2λ = 0

.

Ïîçíà÷èìî
√
2λ = µ, çàïèøåìî âèçíà÷íèê ñèñòåìè òà ïðèðiâíÿ¹ìî éîãî äî

íóëÿ:

D(λ) =

∥∥∥∥∥∥ − sinµ cosµ

sinµ cosµ

∥∥∥∥∥∥ = −2 sinµ cosµ = 0,

sin 2µ = 0; 2µ = kπ; µk = k
π

2
.
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Îá÷èñëèìî âëàñíi ôóíêöi¨:

1) Íåõàé k = 2m + 1, µ2m+1 = (2m + 1)
π

2
, òîäi íà ïiäñòàâi ãðàíè÷íèõ

óìîâ

−C1 sin(2m+ 1)
π

2
+ C2 cos(2m+ 1)

π

2
= 0,

C1 sin(2m+ 1)
π

2
= 0 => C1 = 0, C2 = C2 − ∀.

Ìà¹ìî ìíîæèíó âëàñíèõ ôóíêöié φ2m+1(x) = cos((2m+1)
π

2
x), òà âëàñíèõ

÷èñåë λ2m+1 =
1

2
((2m+ 1)

π

2
)2,m = 0, 1, . . . .

1) Íåõàé k = 2m,µ2m = 2m
π

2
, òîäi ñêîðèñòàâøèñü ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

îäåðæèìî

−C1 sin(2m
π

2
) + C2 cos(2m

π

2
) = 0,

sin(2m
π

2
) = 0, C2 cos(2m

π

2
) = 0 => C2 = 0, C1 = C1 − ∀.

Ìà¹ìî ìíîæèíó âëàñíèõ ôóíêöié φ2m(x) = sin(2m
π

2
x) òà âëàñíèõ ÷èñåë

λ2m =
1

2
(2m

π

2
)2,m = 1, 2, . . . .

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

1∫
−1

φ2
2m+1(x)dx = 1,

1∫
−1

φ2
2m(x)dx = 1.

Îòæå ñèñòåìà ôóíêöié φ1, φ2, . . . , φ2m, φ2m+1, . . . ¹ îðòîíîðìîâàíîþ.

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

φ(x) = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + x.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Øìiäòà. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹

a2m+1 òà a2m. Ìà¹ìî

a2m+1 = (f, φ2m+1) =

1∫
−1

x cos((2m+ 1)
π

2
x)dx = 0, (∗)
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a2m = (f, φ2m) =

1∫
−1

x sin(2m
π

2
x)dx =

2(−1)m+1

mπ
. (∗∗)

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çà ôîðìóëîþ Øìiäòà.

1) Íåõàé λ ̸= λm,m = 1, 2, . . ., òîäi ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ¹äèíèé òà ìà¹ âèãëÿä:

φ(x) = x+ λ
∞∑
k=1

a2k
λ2k − λ

sin(2k
π

2
x).

2) Íåõàé λ = λ2k0 � ôiêñîâàíå õàðàêòåðèñòè÷íå ÷èñëî ç ïàðíèì íîìå-

ðîì, òîäi a2k0 ̸= 0, äèâ. (**). Òàêèì ÷èíîì óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi âiëüíîãî

÷ëåíà i âëàñíî¨ ôóíêöi¨ íåâèêîíàíà i ðîçâ'ÿçîê äëÿ òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåò-

ðà íå iñíó¹.

3) Íåõàé λ = λ2k0+1, òîäi a2k0+1 = 0 äèâèñü (*).

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê iñíó¹, âií íå¹äèíèé i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî

ëiíiéíî¨ îáîëîíêè îäíi¹¨ âëàñíî¨ ôóíêöié ÷èñëà λ2k0+1. Òà ìà¹ âèãëÿä:

φ(x) = x+ λ2k0+1

∞∑
k=1

a2k
λ2k − λ2k0+1

sin
(
2k
π

2
x
)
+ C2k0+1 cos

(
(2k0 + 1)

π

2
x
)
,

äå C2k0+1 - äîâiëüíà êîíñòàíòà.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ iíòåãðàëü-

íîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

φ(x) = λ

1∫
0

K(x, y)φ(y)dy,

äå K(x, y) =

(x+ 1)(y − 2), 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

(y + 1)(x− 2), 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ ÿäðî K(x, y):

φ(x) = λ

x∫
0

(y + 1)(x− 2)φ(y)dy + λ

1∫
x

(x+ 1)(y − 2)φ(y)dy.

33



Äâi÷i äèôåðåíöiþ¹ìî ðiâíÿííÿ

φ′(x) = λ(x+ 1)(x− 2)φ(x) + λ

x∫
0

(y + 1)φ(y)dy − λ(x+ 1)(x− 2)φ(x)+

+λ

1∫
x

(y − 2)φ(y)dy.φ′(x) = λ

x∫
0

(y + 1)φ(y)dy + λ

1∫
x

(y − 2)φ(y)dy.

òà îäåðæèìî äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ

φ′′(x) = λ(x+ 1)φ(x)− λ(x− 2)φ(x),

φ′′(x)− 3λφ(x) = 0.

Çíàéäåìî ãðàíè÷íi óìîâè. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî

φ(0) = λ

1∫
0

(y − 2)φ(y)dy, φ′(0) = λ

1∫
0

(y − 2)φ(y)dy,

φ(1) = −λ
1∫

0

(y + 1)φ(y)dy, φ′(1) = λ

1∫
0

(y + 1)φ(y)dy.

Òîäi φ(0)− φ′(0) = 0, φ(1) + φ′(1) = 0.

Ìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:


φ′′(x)− 3λφ(x) = 0

φ(0)− φ′(0) = 0

φ(1) + φ′(1) = 0

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä r2 − 3λ = 0. Íåõàé λ < 0, òîäi

r1,2 = ±i
√
−3λ. Ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiéíîãî íàáóâà¹ âèãëÿäó

φ(x) = C1 cos
√
−3λx+ C2 sin

√
−3λx,

φ′(x) =
√
−3λ(−C1 sin

√
−3λx+ C2 cos

√
−3λx).
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Ïîçíà÷èìî
√
−3λ = µ. Ïiäñòàâèìî φ(x) òà φ′(x) â ãðàíè÷íi óìîâè:c1 − µc2 = 0

c1 cosµ+ c2 sinµ(−c1 sinµ+ c2 cosµ) = 0
.

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òà ïðèðiâíÿ¹-

ìî éîãî íóëÿ: ∣∣∣∣∣∣ 1 −µ
cosµ− µ sinµ sinµ+ µ cosµ

∣∣∣∣∣∣ = 0

sinµ+ µ cosµ+ µ cosµ− µ2 sinµ = 0,

sinµ(1− µ2) + 2µ cosµ = 0

tg µ = − 2µ

1− µ2
, tg µ =

2µ

µ2 − 1
.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ µk, k = 1, 2, . . .

(ðèñóíîê 1).

Ðèñóíîê 1

Çàïèøåìî âëàñíi ôóíêöi¨. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ìî c1 = µkc2.

Òàêèì ÷èíîì, ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà âëàñíi ôóíêöi¨ ìàþòü âèãëÿä:

φk(x) = µk cosµkx+ sinµkx, ||φk|| =

 1∫
−1

(φk(x))
2dx


1
2

.
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Íîðìó¹ìî ñèñòåìó ôóíêöié: φ̄k(x) =
φk(x)

||φk||
Äîìàøí¹ çàâäàííÿ.

Çàäà÷à 1. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 2 äëÿ íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ äîäàâøè

âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ äëÿ f(x) = ax + b; Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ äëÿ

âñiõ λ, a, b.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà çàïèñàòè éîãî ðîçâ'ÿçîê çà ôîðìóëîþ Øìiäòà

φ(x) = λ

π∫
0

K(x, y)φ(y)dy + 1,

äå K(x, y) =

cosx sin y, 0 ≤ x ≤ y ≤ π

cos y sinx, 0 ≤ y ≤ x ≤ π
.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà çàïèñàòè éîãî ðîçâ'ÿçîê çà ôîðìóëîþ Øìiäòà

φ(x) = λ

π∫
0

K(x, y)φ(y)dy + ax+ b,

äå K(x, y) =

sinx cos y, 0 ≤ x ≤ y ≤ π

sin y cosx, 0 ≤ y ≤ x ≤ π
äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

λ, a, b.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �6

Òåìà: Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ãðiíà

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà L

Lu = (−p(x)u′)′ + q(x)u, 0 < x < l (1)
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ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

l1(u)|x=0 = h1u(0)− h2u
′(0) = 0

l2(u)|x=l = H1u(l) +H2u
′(l) = 0

(2)

Íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äâîõ çàäà÷ Êîøi:(−p(x)ν ′1(x))′ + q(x)ν1(x) = 0,

l1ν1|x=0 = 0
(3)

(−p(x)ν ′2(x))′ + q(x)ν2(x) = 0,

l2ν2|x=l = 0
(4)

Çàïèñàòè âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî

W (x) =

∣∣∣∣∣∣ ν1 ν2

ν ′1 ν ′2

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

òà ïåðåâiðèòè òîòîæíiñòü Ëióâiëëÿ W (x)p(x) = W (0)p(0) = const.

Òîäi ôóíêöiÿ Ãðiíà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

G(x, ξ) = − 1

p(0)W (0)

ν1(ξ)ν2(x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ l

ν1(x)ν2(ξ), 0 ≤ x ≤ ξ ≤ l
(5)

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ôóíêöiþ Ãðiíà îïåðàòîðà L íà iíòåðâàëi (0, 1)

Ly = −y′′ − y, y(0)− y′(0) = 0, y(1)− y′(1) = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ôóíêöi¨

y1 òà y2, ùî âiäïîâiäàþòü îäíîðiäíîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ y′′1 +

y1 = 0 òà çàäîâîëüíÿþòü: ôóíêöiÿ y1 óìîâi íà ïðàâîìó êiíöi, à ôóíêöiÿ y2

� íà ëiâîìó êiíöi. Îòðèìà¹ìî çàäà÷i Êîøi:y
′′
1 + y1 = 0

y1(0)− y′1(0) = 0
,

y
′′
2 + y2 = 0

y2(1)− y′2(1) = 0
.
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Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ìà¹ âèãëÿä r2 + 1 = 0,

éîãî ðîçâ'çîê r1,2 = ±i. Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ y′′ + y = 0

íàáóâà¹ âèãëÿäó

y(x) = C1 sinx+ C2 cosx, y′(x) = C1 cosx− C1 sinx.

Çíàéäåìî y1(x). Ïîêëàäåìî y1(x) = y(x) òà ïiäñòàâèìî â ãðàíè÷íó óìî-

âó íà ëiâîìó êiíöi. Ìà¹ìî:

y′1(x) = C1 cosx− C2 sinx, y′1(0)− y′1(0) = C2 − C1 = 0 ⇒ C1 = C2.

Îòðèìà¹ìî y1(x) = C1(sinx+ cosx).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì çíàéäåìî y2(x), äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçîê ïiäêîðÿ¹ìî ãðà-

íè÷íié óìîâi íà ïðàâîìó êiíöi:

C1 sin 1 + C2 cos 1− C1 cos 1 + C2 sin 1 = 0,

C2(cos 1 + sin 1) = C1(cos 1− sin 1),

C2(1 + tg 1) = C1(1− tg 1), C1 =
1 + tg 1

1− tg 1
C2.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

y2(x) = C2

(
1 + tg 1

1− tg 1
sinx+ cosx

)
.

Âèçíà÷èìî p(x) òà âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî

p(x) = 1, W (x) =

∣∣∣∣∣∣ y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣∣ =

= C1C2

∣∣∣∣∣∣∣
sinx+ cosx

1 + tg 1

1− tg 1
sinx+ cosx

cosx− sinx
1 + tg 1

1− tg 1
cosx+ sinx

∣∣∣∣∣∣∣ =
2 tg 1

1− tg 1
C1C2,
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p(x)W (x) =
2 tg 1

1− tg 1
C1C2.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ãðiíà G(x, ξ) =

= −1− tg 1

2 tg 1


(sinx+ cosx)

(
1 + tg 1

1− tg 1
sin ξ + cos ξ

)
, 0 ≤ x ≤ ξ ≤ 1

(sin ξ + cos ξ)

(
1 + tg 1

1− tg 1
sinx+ cosx

)
, 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ôóíêöiþ Ãðiíà îïåðàòîðà L íà iíòåðâàëi (1, 2):
Ly = −x4y′′ − 4x3y′ − 2x2y

y(1) + y′(1) = 0

y(2) + 3y′(2) = 0

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

−x4y′′ − 4x3y′ − 2x2y = 0.

Öå ðiâíÿííÿ Åéëåðà, à îòæå ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi y(x) = xµ.

Ìà¹ìî

x2µ(µ− 1)xµ−2 + 4µxµ−1 + 2xµ = 0, µ2 − µ+ 4µ+ 2 = 0,

µ2 + 3µ+ 2 = 0, µ1,2 =
3

2
±
√

9

4
− 2 = −3

2
± 1

2
, µ1 = −1, µ2 = −2.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê íàáóâà¹ âèãëÿäó y(x) =
C1

x
+
C2

x2
.

Çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè äâîõ çàäà÷ Êîøè y1(x), y2(x) ç ëiâîþ òà ïðàâîþ

ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ:

y′(x) = −C1

x2
− 2

C2

x3
,

1) y(1) + y′(1) = C1 + C2 − C1 − 2C2 = 0 ⇒ C2 = 0, y1(x) =
C1

x
;
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2) y(2)+3y′(2) =
C1

2
+
C2

4
+3(−C1

4
+2

C2

8
) = 0,

C1

2
+
C2

4
− 3

4
C1−

3

4
C2 = 0,

C1 = −2C2, y2(x) = −2C2

x
+
C2

x2
.

Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî

W (x) = C1C2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

x
−2

x
+

1

x2

− 1

x2
2

x2
− 1

x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −C1C2

x4
,

p(x) = x4, p(x) ·W (x) = x4(
−1

x4
) = −1.

Ôóíêöiÿ Ãðiíà ìà¹ âèãëÿä

G(x, ξ) =


1

x

(
1

ξ2
− 2

ξ

)
, 1 ≤ x ≤ ξ ≤ 2

1

ξ

(
1

x2
− 2

ξ

)
, 1 ≤ ξ ≤ x ≤ 2

.

Çàäà÷à 2. Çâåñòè çàäà÷ó Øòóðìà Ëióâiëëÿ

Ly = − cos4 xy′′ + 4 sinx cos3 xy′ = λxy, 0 < x <
π

2

2y(0)− y′(0) = 0, |y(π
2
)| <∞

äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

− cos4 xy′′ + 4 sinx cos3 xy′ = 0.

Öå ðiâíÿííÿ â ïîâíèõ äèôåðåíöiàëàõ

−(cos4 xy′)′ = 0, cos4 xy′′ = C1, y
′ =

C1

cos4 x
,
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y(x) =

(
2

3
tg x+

1

3

tg x

cos2 x

)
C1 + C2.

ßê i â ïîïåðåäíiõ ïðèêëàäàõ çíàõîäèìî ëiíiéíî-íåçàëåæíi ôóíêöi¨ y1(x)

òà y2(x). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi:

2y1(0)− y′1(0) = 2C2 −
C1

1
= 0 ⇒ C1 = 2C2; C2 =

1

2
C1

y1(x) =

(
2

3
tg x− 1

3

tg x

cos2 x
+

1

2

)
C1

|y2(
π

2
)| <∞ => y2(x) = C2.

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî:

W (x) = C1C2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

3
tg x+

1

3

tg x

cos2 x
+

1

2
1

1

cos4 x
0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

cos4 x
,

p(x) = cos4 x, p(x)W (x) = −1.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiÿ Ãðiíà ìà¹ âèãëÿä:

G(x, ξ) =


2

3
tg x+

1

3

tg x

cos2 x
+

1

2
, 0 ≤ x ≤ ξ ≤ π

2

2

3
tg ξ +

1

3

tg ξ

cos2 ξ
+

1

2
, 0 ≤ ξ ≤ x ≤ π

2

.

Çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ:

y(x) = λ

π
2∫

0

G(x, ξ)ξy(ξ)dξ.

Ïðîâåäåìî ñèìåòðèçàöiþ:

√
xy(x) = λ

π
2∫

0

√
xG(x, ξ)

√
ξ
√
ξy(ξ)dξ.
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Ïîçíà÷èìî

ν(x) =
√
xy(x),

òîäi

ν(x) = λ

π
2∫

0

G1(x, ξ)ν(ξ)dξ,

äå G1(x, ξ) =
√
xG(x, ξ)

√
ξ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè õàðàêòåðèñòè÷íi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ òà çàïèñàòè éîãî ðîçâ'ÿçîê çà ôîðìóëîþ Øìiäòà

φ(x) = λ

1∫
−1

K(x, y)φ(y)dy + ax+ b,

äå K(x, y) =

(1 + x)(y − 2) 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

(y + 1)(x− 2) 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåò-

ðiâ λ, a, b.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ôóíêöiþ Ãðiíà îïåðàòîðà L íà iíòåðâàëi (1, 2) â òàêèõ

âèïàäêàõ:

1. Ly = −x2y′′ − 2xy′, y′(1) = 0, y(2) = 0

2. Ly = −xy′′ − y′, y′(1) = 0, y(2) = 0

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �7

Òåìà: Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íèõ çàäà÷, ÿêi îïèñóþòü ïðîöåñè

ðîçïîâñþäæåííÿ òåïëà

Çàäà÷à 1. Ñôîðìóëþâàòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè

îäíîðiäíîãî öèëiíäðè÷íîãî ñòðèæíÿ 0 ≤ x ≤ l, ÿêùî íà ïîâåðõíi ñòåðæ-

íÿ âiäáóâà¹òüñÿ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáìií çà çàêîíîì Íüþòîíà ç ñåðåäîâè-

ùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî ¹ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó. Ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà
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ñòðèæíÿ ¹ çàäàíîþ ôóíöi¹þ àðãóìåíòó x. Íà êiíöÿ ñòðèæíÿ ìîæå âèêîíó-

âàòèñÿ îäèí ç ìîæëèâèõ òåïëîâèõ ðåæèìiâ:

à) íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ ïiäòðèìó¹òüñÿ çàäàíà òåìïåðàòóðà;

b) íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ ïîäà¹òüñÿ ççîâíi çàäàíèé òåïëîâèé ïîòiê;

c) íà êiíöÿõ ñòðèæíÿ âiäáóâà¹òüñÿ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáìií çà çàêîíîì

Íüþòîíà ç ñåðåäîâèùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî çàäàíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ, âiäïîâiäíî ç ÿêèìè çàïèøåìî ìàòå-

ìàòè÷íó ìîäåëü. Íåõàé

� u(x, t) � òåìïåðàòóðà â òî÷öi x â ìîìåíò ÷àñó t;

� ρ(x) � ùiëüíiñòü ìàòåðiàëó ñòåðæíÿ;

� k � òåïëîïðîâiäíiñòü;

� c � òåïëî¹ìíiñòü;

� α � êîåôiöi¹íò òåïëîîáìiíó;

� S � ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ñòåðæíÿ;

� p � ïåðèìåòð ïåðåðiçó;

� u0(x) � ðîçïîäië ïî÷àòêîâî¨ òåìïåðàòóðè;

� ν0(t) � òåìïåðàòóðà îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà.

Ðèñóíîê 1

Çàïèøåìî çàêîí çáåðåæåííÿ òåïëîâî¨ åíåðãi¨ äëÿ åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó

ñòðèæíÿ, ÿêié ëåæèòü ìiæ ïåðåðiçàìè x, x+ dx íà ïðîìiæêó ÷àñó âiä t äî

t+ dt (ðèñóíîê 1).

1. Êiëüêiñòü òåïëà, ÿêà ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó â ìî-
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ìåíòi ÷àñó t äîðiâíþ¹

Q1(t) = dxSρcu(x, t),

à â ìîìåíò ÷àñó t+ dt

Q1(t+ dt) = dxSρcu(x, t+ dt).

Êiëüêiñòü òåïëà, ÿêà âèòðà÷à¹òüñÿ íà çìiíó òåìïåðàòóðè â åëåìåíòàðíîìó

îá'¹ìi

∆Q1(t, t+ dt) = mc∆u, ∆u = (u(ξ, t+ dt)− u(ξ, t)), m = dxSρ,

äå ξ ∈ [x, x+ dx] � ñåðåäíÿ òî÷êà. Ìà¹ìî

∆Q1(t, t+ dt) = dxSρc(u(ξ, t+ dt)− u(ξ, t)).

2. Òåìïåðàòóðà çìiíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê òåïëîâèõ ïîòîêiâ ÷åðåç áîêîâi

ïåðåðiçè x òà x+dx. Êiëüêiñòü òåïëà, ÿêà ïîòóïà¹ âñåðåäèíó åëåìåíòàðíîãî

îá'¹ìó ÷åðåç ïåðåðiç x+ dx çà ÷àñ dt çãiäíî çàêîíó Ôóð'¹ ìîæíà çàïèñàòè

ó âèãëÿäi:

Q2|x+dx = k
∂u(x+ dx, t)

∂n
Sdt = k

∂u(x+ dx, t)

∂x
Sdt.

×åðåç ïîâåðõíþ x : Q2|x = k
∂u(x, t)

∂n
Sdt = −∂u(x, t)

∂x
Sdt.

3. Òåìïåðàòóðà òàêîæ çìiíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê òåïëîîáìiíó ái÷íî¨ ïîâåðõ-

íi ç îòî÷óþ÷èì ñåðåäîâèùåì. Ïëîùà ái÷íî¨ ïîâåðõíi åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó

ñêëàäà¹ p · dx, p � ïåðèìåòð ïåðåðiçó ñòåðæíÿ. Çãiäíî çàêîíó Íüþòîíà

êiëüêiñòü òåïëà, ÿêà ïîñòóïà¹ âñåðåäèíó åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó ÷åðåç ái÷íó

ïîâåðõíþ çà ÷àñ dt îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Q3 = αpdx(ν0(t)− u(x, t))dt.
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Çàïèøåìî çàêîí çáåðåæåííÿ òåïëîâî¨ åíåðãi¨

∆Q1(t, t+ dt) = Q2|x+dx +Q2|x +Q3

àáî â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi:

dxSρc · (u(ξ, t+ dt)− u(ξ, t)) =

= k(
∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x
)Sdt+ αpdx(ν0(t)− u(x, t))dt.

Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà Sdxdt:

cρ
u(ξ, t+ dt)− u(ξ, t)

dt
= k

∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x
dx

+ α
p

S
(ν0(t)− u(x, t))

òà ñïðÿìó¹ìî dx i dt äî íóëÿ. Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi

cρ
∂u(x, t)

∂t
= k

∂2u(x, t)

∂x2
+
αp

S
(ν0(t)− u(x, t)), 0 < x < l, t > 0

Çàïèøåìî ïî÷àòêîâó òåìïåðàòóðó. Íåõàé t = 0 - ïî÷àòêîâèé ìîìåíò

÷àñó, òîäi u(x, 0) = ν0(x), ν0(x) � çàäàíà ôóíêöiÿ.

Çàïèøåìî ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ïðàâîãî êiíöÿ x = l:

a) íà ïðàâîìó êiíöi çàäàíà òåìïåðàòóðà u(l, t) = φ2(t) - âiäîìà ôóíêöiÿ;

á) íà ïðàâîìó êiíöi çàäàíèé òåïëîâèé ïîòiê k
∂u(l, t)

∂n
= q2(t) àáî

k
∂u(l, t)

∂x
= q2(t).

â) Íà ïðàâîìó êiíöi âiäáóâà¹òüñÿ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáìií ç îòî÷óþ÷èì

ñåðåäîâèùåì çàäàíî¨ òåìïåðàòóðè:

k
∂u(l, t)

∂x
= α(ν0(t)− u(l, t)).

Óìîâè íà ëiâîìó êðàþ çàïèñàòè ñàìîñòiéíî.
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Çàäà÷à 2. Íåîáìåæåíèé ñòåðæåíü ç ïîñòiéíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì

îòðèìàíèé ç'¹äíàííÿì äâîõ íàïiâîáìåæåíèõ îäíîðiäíèõ ñòåðæíiâ ç ðiçíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè òåïëîïðîâiäíîñòi, ùiëüíîñòi i òåïëî¹ìíîñòi. Ïîñòàâèòè

ãðàíè÷íó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â öüîìó ñòåðæíi, ðîçãëÿíóâ

âèïàäêè, êîëè:

a) êiíöi ñòåðæíÿ ç'¹äíàíi áåçïîñåðåäíüî (ïðèâàðåíi òîðöÿìè);

b) êiíöi ñòåðæíÿ ç'¹äíàíi ìàñèâíîþ ìóôòîþ ç òåïëî¹ìíiñòþ C0 ïðè÷îìó

ìàòåðiàë ìóôòè ìà¹ äóæå âåëèêó òåïëîïðîâiäíiñòü;

c) ïîâåðõíÿ ìóôòè òà ñòåðæíiâ òåïëîiçîëüîâàíi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ðèñóíîê 2

Íåõàé ëiâà ÷àñòèíà ñòðèæíÿ −∞ < x < 0 ìà¹ ïàðàìåòðè c1, ρ1, k1, à

ïðàâà 0 < x <∞ âiäïîâiäíî c2, ρ2, k2, S - ïëîùà ïåðåðiçó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîòðiáíî ñêëàñòè ðiâíÿííÿ òåïëîâîãî áàëàíñó

äëÿ iíòåðâiëiâ [x, x + dx] ïðàâîãî i ëiâîãî ïiâñòåðæíiâ òà îêðåìî ðiâíÿííÿ

òåïëîâîãî áàëàíñó äëÿ iíòåðâàëó [−dx, dx] äëÿ äâîõ âèïàäêiâ áåçïîñåðåä-

íüîãî ç'¹äíàííÿ, òà ç'¹äíàííÿ çà äîïîìîãîþ ìàñèâíî¨ ìóôòè (ðèñóíîê 2).

Âèêîðèñòàòè âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi òåìïåðàòóðè ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç

ãðàíèöþ ðîçäiëó ñåðåäîâèù ç ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Çàäà÷à 3. Ïîñòàâèòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó ïðî îõîëîäæåííÿ ðiâíîìiðíî íà-

ãðiòîãî ñòåðæíÿ, ÿêèé ìà¹ ôîðìó óñi÷åíîãî êîíóñà, íåõòóþ÷è âèêðèâëåí-

íÿì içîòåðìi÷íèõ ïîâåðõîíü, ÿêùî êiíöi ñòåðæíÿ òåïëîiçîëüîâàíi, à íà ái÷-
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íié ïîâåðõíi âiäáóâà¹òüñÿ òåïëîîáìií ç ñåðåäîâèùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî

äîðiâíþ¹ íóëþ (ðèñóíîê 3).

Ðèñóíîê 3

Âêàçiâêà.Ïðè ñêëàäàííi ðiâíÿííÿ òåïëîâîãî áàëàíñó äëÿ åëåìåíòàðíîãî

îá'¹ìó óñi÷åíîãî êîíóñó âðàõóâàòè çìiíó ïëîùi ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ëiâîãî

òà ïðàâîãî òîðöÿ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ äëÿ òåìïåðàòóðè òîíîêîãî äðîòó, ùî íà-

ãðiâà¹òüñÿ ïîñòiéíèì ñòðóìîì, ÿêùî íà éîãî ïîâåðõíi âiäáóâà¹òüñÿ êîíâåê-

òèâíèé òåïëîîáìií ïî çàêîíó Íüþòîíà ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, ùî ìà¹

âiäîìó òåìïåðàòóðó. Ñôîðìóëþâàòè êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ òåì-

ïåðàòóðè â öüîìó äðîòi, ÿêùî éîãî êiíöi çàæàòi â ìàñèâíi êëåìè iç çàäàíîþ

òåïëî¹ìíiñòþ i äóæå âåëèêîþ òåïëîïðîâiäíiñòþ.

Çàäà÷à 2. Ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà íåîáìåæåíî¨ ïëàñòèíè òîâùèíîþ â 2h

äîðiâíþ¹ íóëþ. Ñôîðìóëþâàòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ðîçïîäië òåìïåðàòóðè

ïðè t > 0 ïî òîâùi ïëàñòèíè, ÿêùî:

a) ïëàñòèíà ç îáîõ áîêiâ íàãðiâà¹òüñÿ ðiâíèìè ïîñòiéíèìè òåïëîâèìè

ïîòîêàìè q;

b) â ïëàñòèíi ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó t = 0 äi¹ äæåðåëî òåïëà ç
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ïîñòiéíîþ ãóñòèíîþ Q, à ¨¨ ïîâåðõíi ïiäòðèìóþòüñÿ çà òåìïåðàòóðè, ðiâíié

íóëþ.

Çàäà÷à 3. Ñôîðìóëþâàòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ñòàöiîíàðíå ðîçïîäiëåííÿ

òåìïåðàòóðè â òîíêié ïðÿìîêóòíié ïëàñòèíi OABC çi ñòîðîíàìè OA = a,

OB = b, ÿêùî:

� íà ái÷íèõ ñòîðîíàõ ïëàñòèíè ïiäòðèìóþòüñÿ çàäàíi òåìïåðàòóðè;

� íà ñòîðîíàõ OB òà OA çàäàíi òåïëîâi ïîòîêè, à ñòîðîíè BC òà AC

òåïëîiçîëüîâàíi.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �8

Òåìà: Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðîöåñiâ äèôóçi¨

ðå÷îâèíè â ðîç÷èíàõ òà ðîçïëàâàõ

Çàäà÷à 1. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â ñåðåäîâèùi, ùî ðóõà¹òüñÿ ç ïî-

ñòiéíîþ øâèäêiñòþ â íàïðÿìêó âiñi x, ÿêùî ïîâåðõíÿìè ðiâíî¨ êîíöåíòðàöi¨

â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t ¹ ïëîùèíè ïåðïåíäèêóëÿðíi äî îñi x.

Ðîçâ'ÿçàíÿ. Ââåäåìî âåëè÷èíè äëÿ çàïèñó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Íåõàé

� l � äîâæèíà òðóáêè â ÿêié âiäáóâà¹òüñÿ äèôóçiÿ;

� S � ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó;

� u(x, t) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè â ïåðåðiçi x â ìîìåíò ÷àñó t;

� C � êîåôiöi¹íò ïîðèñòîñòi;

� D � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨;

� ν0 � øâèäêiñòü ðóõó ñåðåäîâèùà â íàïðÿìêó âiñi x.

Çàïèøåìî çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè äëÿ åëåìåíòàðíîãî îá'¹ìó ìiæ ïåðå-

ðiçàìè x òà x+ dx íà ïðîìiæêó ÷àñó [t, t+ dt] (ðèñóíîê 1).

1. Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü ðå÷îâèíè, ÿêà ìiñòèòüñÿ â åëåìåíòàðíîìó îá'¹ìi

â ìîìåíòè ÷àñó t òà t+ dt:

Q1(t) = SdxCu(x, t); Q1(t+ dt) = SdxCu(x, t+ dt).
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Ðèñóíîê 1

Òîäi êiëüêiñòü ðå÷îâèíè, ÿêà ïîòðiáíà äëÿ çìiíè êîíöåíòðàöi¨ ìîæíà

îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ:

∆Q1(t, t+ dt) = S · dx · C(u(x, t+ dt)− u(x, t)).

2. Ïiäðàõó¹ìî ìàñó ðå÷îâèíè, ÿêà ïîñòóïà¹ â ñåðåäèíó åëåìåíòàðíîãî

îá'¹ìó ÷åðåç ïåðåðiçè x òà x+ dx çà ÷àñ dt. Çãiäíî çàêîíó Íåðñòà:

Q2|x = D
∂u(x, t)

∂n
Sdt = −D∂u(x, t)

∂x
Sdt,

Q2|x+dx = D
∂u(x+ dx, t)

∂n
Sdt = D

∂u(x+ dx, t)

∂x
Sdt.

3. Ïiäðàõó¹ìî ìàñó ðå÷îâèíè, ÿêà ïîñòóïà¹ â ñåðåäèíó åëåìåíòàðíîãî

îá'¹ìó ÷åðåç ïåðåðiçè x òà x+ dx çà ðàõóíîê ðóõó ñåðåäîâèùà.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ñåðåäîâèùå ðóõà¹òüñÿ â íàïðÿìêó âiñi x:

Q3|x = Sdtν0u(x, t), Q3|x+dx = −Sdtν0u(x+ dx, t).

Iíøèõ ÷èííèêiâ, ÿêi âïëèâàþòü íà çìiíó ìàñè â åëåìåíòàðíîìó îá'¹ìi

íåìà¹. Çàïèøåìî çàêîí çáåðåæåííÿ ìàñè:

∆Q1(t, t+ dt) = Q2|x +Q2|x+dx +Q3|x +Q3|x+dx

àáî

SdxC(u(x, t+ dt)− u(x, t)) = DSdt

(
∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x

)
−
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−Sdtν0(u(x+ dx, t)− u(x, t)).

Ñêîðî÷ó¹ìî íà S òà äiëèìî íà dx · dt òà ñïðÿìîâó¹ìî ¨õ äî íóëÿ:

C
u(x, t+ dt)− u(x, t)

dt
= D

∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x
dx

−

−ν0
u(x+ dx, t)− u(x, t)

dx
.

Ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó dx→ 0, dt→ 0 îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

ðóõîìî¨ ðå÷îâèíè

C
∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
− ν0

∂u

∂x
, 0 < x < l t > 0.

Çàäà÷à 2. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ðå÷îâèíè â íåðóõîìîìó ñåðåäîâèùi,

ÿêùî:

a. ðå÷îâèíà ðîçïàäà¹òüñÿ (íàïðèêëàä íåñòiéêèé ãàç) ïðè÷îìó øâèäêiñòü

ðîçïàäó â êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó ïðîïîðöiéíà êîíöåíòðàöi¨;

b. ðå÷îâèíà ðîçìíîæó¹òüñÿ (íàïðèêëàä äèôóçiÿ íåéòðîíiâ), ïðè÷îìó

øâèäêiñòü ðîçìíîæåííÿ ðå÷îâèíè â êîæíié òî÷öi ïðîïîðöiéíà êîíöåíòðà-

öi¨.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ çâàæåíèõ ÷àñòèíîê ç âðàõóâàííÿì

îñiäàííÿ, ïðèïóñêàþ÷è, ùî øâèäêiñòü îñiäàííÿ ÷àñòèíîê, âèêëèêàíà ñè-

ëîþ òÿæiííÿ, ñòàëà, à êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòèíîê çàëåæèòü òiëüêè âiä îäíi¹¨

ãåîìåòðè÷íî¨ êîîðäèíàòè z (âèñîòè) òà ÷àñó t. Íàïèñàòè ãðàíè÷íó óìîâó,

ùî âiäïîâiäà¹ íåïðîíèêíié ïåðåãîðîäöi.

Çàäà÷à 2. Ðîç÷èíåíà ðå÷îâèíà ç ïî÷àòêîâîþ êîíöåíòðàöi¹þ c0 = const

äèôóíäó¹ ç ðîç÷èíó, ðîçòàøîâàíîãî ìiæ ïëîùèíàìè x = 0 òà x = h, â

ðîç÷èííèê, îáìåæåíèé ïëîùèíàìè x = h, x = l. Âñòàíîâèòè êðàéîâó çà-
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äà÷ó äëÿ ïðîöåñó âèðiâíþâàííÿ êîíöåíòðàöi¨, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ãðàíèöi

x = 0, x = l íåïðîíèêíi äëÿ ðå÷îâèíè.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �9

Òåìà: Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ

ñòðóíè

Çàäà÷à 1. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ìàëi ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ

ñòðóíè â ñåðåäîâèùi ç îïîðîì ïðîïîðöiéíèì øâèäêîñòi, ïðè íàÿâíîñòi ïðè-

êëàäåíî¨ ñèëè. Áóäåìî ââàæàòè êiíöi ñòðóíè çàêðiïëåíèìè íåðóõîìî, ïî-

÷àòêîâi âiäõèëåííÿ i ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi òî÷îê ñòðóíè çàäàíi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî ïàðàìåòðè äëÿ çàïèñó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Íåõàé:

� l � äîâæèíà ñòðóíè;

� T0 � ñèëà íàòÿãó;

� ρ � ëiíiéíà ùiëüíiñòü ñòðóíè;

� u(x, t) � âiäõèëåííÿ òî÷êè x â ìîìåíò ÷àñó t âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;

� f(x, t) � ùiëüíiñòü çîâíiøíiõ ñèë;

� β � êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi îïîðó;

� u0(x) � ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè;

� ν0(x) � ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi òî÷îê ñòðóíè.

Äëÿ çàïèñó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äðóãèé çàêîí

Íüþòîíà:

m
d2x

dt2
= F (t),

äå m � ìàñà òiëà;
d2x

dt2
� äðóãà ïîõiäíà âiä ïåðåìiùåííÿ i ¹ ïðèñêîðåííÿ;

F (t) � ðiâíîäiþ÷à çîâíiøíiõ ñèë.

Çàïèøåìî çàêîí Íüþòîíà äëÿ åëåìåíòàðíîãî ôðàãìåíòó ñòðóíè [x, x+

dx] (ðèñóíîê 1). Ââàæàòèìåìî âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè ìàëèìè, òîäi äîâ-
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Ðèñóíîê 1

æèíó äóãè ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

ds =
√
dx2 + du2 = dx

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

≈ dx.

Íåõòó¹ìî âåëè÷èíàìè äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi. Îñêiëüêè ds = dx â ìåæàõ

òî÷íîñòi ìîäåëþâàííÿ, òî çãiäíî äî çàêîíó Ãóêà ïðè âiäñóòíîñòi âiäíîñíîãî

ïîäîâæåííÿ ñòðóíè íå âèíèêà¹ i äîäàòêîâèõ íàïðóæåíü. Òîáòî ñèëà íàòÿãó

T (x, t) = const = T0.

Ââàæà¹ìî, ùî ñòðóíà ¹ àáñîëþòíî ãíó÷êà i íå ïðîòèäi¹ çãèíàííþ. Òîìó

ñèëà íàòÿãó çàâæäè íàïðàâëåíà ïî äîòè÷íié äî ìèòò¹âîãî ïðîôiëþ ñòðóíè

(ðèñóíîê 1).

1. Çàïèøåìî ñèëó iíåðöi¨ ôðàãìåíòó ñòðóíè âiä [x, x+ dx]. Ìàñà äîðiâ-

íþ¹ ρ · dx. Ïðèñêîðåííÿ îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê ∂
2u(x, t)

∂t2
. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
dx.

2. Îá÷èñëèìî ïðîåêöi¨ ñèë íàòÿãó íà âiñü ðóõó Tu (ðèñóíîê 1) äëÿ ïå-

ðåðiçó x+ dx.

Tu(x+ dx, t) = T0 · sinα(x+ dx, t) = T0 tgα(x+ dx, t) = T0
∂u(x+ dx, t)

∂x
.
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Öÿ ñèëà áåðåòüñÿ çi çíàêîì (+) îñêiëüêè öå ñèëà ç ÿêîþ ëiâà ÷àñòèíà ñòðóíè

äi¹ íà åëåìåíòàðíèé ôðàãìåíò [x, x+dx]. Ñèëà Tu â ïåðåðiçi x îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ

Tu(x, t) = −T0
∂u(x, t)

∂x
.

Çíàê ìiíóñ îñêiëüêè ñèëà äi¹ çëiâà.

3. Âèçíà÷èìî çîâíiøíþ ñèëó, ÿêà äi¹ íà ôðàãìåíò [x, x + dx]. Îòæå,

F3(t) = f(x, t) · dx.
4. Ðîçãëÿíåìî ñèëó îïîðó ïðîïîðöiéíó øâèäêîñòi íà ôðàãìåíò [x, x +

dx]. Òàêèì ÷èíîì,

F0(t) = −β∂u
∂t
dx.

Íà ïiäñòàâi çàêîíó Íüþòîíà îòðèìà¹ìî

dxρ
∂2u(x, t)

∂t2
= T0

(
∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x

)
− β

∂u(x, t)

∂t
dx+ f(x, t)dx.

Îáèäâi ÷àñòèíè ïîäiëèìî íà dx òà ñïðÿìó¹ìî dx→ 0. Ìà¹ìî:

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
= T0

∂2u(x, t)

∂x2
− β

∂u(x, t)

∂t
dx+ f(x, t); 0 < x < l, t > 0.

Çàïèøåìî ïî÷àòêîâi òà ãðàíè÷íi óìîâè:

u(x, 0) = u0(x) � çàäàíi ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ;
∂u(x, 0)

dt
= v0(x) � çàäàíi ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi.

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 � êiíöi çàêðiïëåíi, òîáòî íå çìiùóþòüñÿ.

Çàäà÷à 2. Íåõàé â òî÷öi x = 0 íåñêií÷åííî¨ îäíîðiäíî¨ ñòðóíè çíàõî-

äèòüñÿ êóëüêà ìàñè m0. Ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi i ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ òî÷îê

ñòðóíè äîðiâíþþòü íóëþ. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ âiä-

õèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè âiä ¨õ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè â íàñòóïíèõ âèïàäêàõ:

1. ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó t = 0 íà êóëüêó äi¹ ñèëà F = F0 sinΩt;

2. â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 êóëüêà îòðèìó¹ iìïóëüñ p0 â ïîïå-

ðå÷íîìó íàïðÿìêó;
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3. êóëüêà â äðóãîìó âèïàäêó çàêðiïëåíà ïðóæíî ç åôåêòèâíîþ æîðñò-

êiñòþ k2.

Çàäà÷à 3. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ âàæ-

êî¨ ñòðóíè âiäíîñíî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, ÿêùî ¨¨ âåðõíié

êiíåöü æîðñòêî çàêðiïëåíèé, à íèæíié âiëüíèé.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ âàæêî¨

ñòðóíè âiäíîñíî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ÿêùî âîíà îáåðòà¹òü-

ñÿ ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω, ¨ ¨ âåðõíié êiíåöü æîðñòêî çàêðiïëåíèé, à íèæíié

âiëüíèé.

Çàäà÷à 2. Íåâàãîìà ñòðóíà ïðè îáåðòàííi íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ âiñi ç

ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ çíàõîäèòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi, îäèí

êiíåöü ñòðóíè çàêðiïëåíèé â äåÿêié òî÷öi îñi îáåðòàííi, à äðóãèé âiëüíèé. Â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òî÷êàì ñòðóíè íàäàþòü ìàëi âiäõèëåííÿ òà øâèä-

êîñòi. Ïîñòàâèòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ âiäõèëåíü òî÷îê ñòðóíè

âiä ïëîùèíè ðiâíîâàæíîãî ðóõó.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �10

Òåìà: Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïîâçäîâæíiõ êîëèâàíü ñòåðæíÿ

Çàäà÷à 1. Ïðóæíèé ïðÿìîëiíiéíèé ñòåðæåíü âèâåäåíèé ç ñòàíó ñïîêîþ

òèì, ùî éîãî ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçàì â ìîìåíò ÷àñó t = 0 íàäàíi ìàëi ïîç-

äîâæíi çìiùåííÿ i øâèäêîñòi. Ââàæàþ÷è, ùî ïîïåðå÷íi ïåðåðiçè âåñü ÷àñ

çàëèøàþòüñÿ ïëîñêèìè, ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ çìiùåíü

ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçiâ ñòåðæíÿ ïðè t > 0. Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè êiíöi

ñòåðæíÿ

à) çàêðiïëåíi æîðñòêî;
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a′) ðóõàþòüñÿ â ïîçäîâæíüîìó íàïðÿìêó ïî çàäàíîìó çàêîíó;

á) âiëüíi;

â) çàêðiïëåíi ïðóæíî, íà êîæíèé iç éîãî êiíöiâ äi¹ ñèëà çi ñòîðîíè çà-

êðiïëåííÿ, ïðîïîðöiéíà çìiùåííþ i íàïðàâëåíà â ïðîòèëåæíó çìiùåííþ

ñòîðîíó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî âåëè÷èíè äëÿ çàïèñó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Íåõàé:

� l � äîâæèíà ñòåðæíÿ;

� S � ïëîùà ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó;

� ρ � ùiëüíiñòü ìàòåðiàëó ñòåðæíÿ;

� E � ìîäóëü ïðóæíîñòi (ìîäóëü Þíãà);

� u(x, t) � çìiùåííÿ ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó x â ìîìåíò ÷àñó t â íàïðÿìêó

âiñi x.

Äëÿ çàïèñó ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè çàêîí Ãóêà:

F |x+dx = σx|x+dx · S = E · S · εx|x+dx, εx =
σx
E
,

äå εx � äåôîðìàöiÿ (âiäíîñíå ïîäîâæåííÿ â íàïðÿìêó âiñi x), F |x+dx �

ñèëà, ÿêà äi¹ â ïåðåðiçi x + dx, σx|x+dx � íàïðóæåííÿ â ïåðåðiçi x + dx â

íàïðÿìêó âiñi x.

Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äðóãèé çàêîí Íüþòîíà m
d2x

dt2
= F (t).

Ðèñóíîê 1
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Çàïèøåìî çàêîí Íüþòîíà äëÿ åëåìåíòàðíîãî ôðàãìåíòà íàøîãî ñòðèæ-

íÿ: ρ · S · dx � ìàñà ôðàãìåíòà, òîäi ρ · S · dx · ∂
2u(x, t)

∂t2
� ñèëà iíåðöi¨

(ðèñóíîê 1).

Çàïèøåìî ïðóæíi ñèëè, ÿêi äiþòü íà âèäiëåíèé ôðàãìåíò ñòåðæíÿ â

ïåðåðiçi x òà x + dx ç áîêó ÷àñòèí ñòðèæíÿ. Ïðóæíi ñèëè îá÷èñëèìî çà

çàêîíîì Ãóêà

Fx+dx = σx|x+dxS = ESεx|x+dx, F |x = −σx|xS = −ESεx|x,

äå εx � âiäíîñíå ïîäîâæåííÿ.

Çàïèøåìî âiäíîñíå ïîäîâæåííÿ ÷åðåç çìiùåííÿ u(x, t) (ðèñóíîê 2):

Ðèñóíîê 2

εx =
x+ dx+ u(x+ dx, t)− x− u(x, t)− dx

dx
=

=
u(x+ dx, t)− u(x, t)

dx

dx→0−→ ∂u(x, t)

∂x
;

Òàêèì ÷èíîì ïðóæíà ñèëà, ÿêà äi¹ íà âèäiëåíèé ôðàãìåíò â ïåðåðiçi

x+ dx äîðiâíþ¹

F |x+dx = ES
∂u(x+ dx, t)

∂x
,
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, â ïåðåðiçi x

F |x = −E · S · ∂u(x, t)
∂x

.

Iíøèõ ñèë, ùî äiþòü íà âèäiëåíèé ôðàãìåíò íåìà¹ òîìó çàêîí ðóõó

(äðóãèé çàêîí Íüþòîíà) çàïèøåìî ó âèãëÿäi:

ρSdx
∂2u(x, t)

∂t2
= ES(

∂u(x+ dx, t)

∂x
− ∂u(x, t)

∂x
).

Îáèäâi ÷àñòèíè ïîäiëèìî íà dx i ñïðÿìó¹ìî dx→ 0. Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

ρ
∂2u(x, t)

∂t2
= E

∂2u(x, t)

∂x2
; 0 < x < l, t > 0.

Çàïèøåìî ïî÷àòêîâi óìîâè:

u(x, 0) = u0(x) � çàäàíi ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçiâ âiä

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè;
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x) � çàäàíi ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçiâ.

Çàïèøåìî ãðàíè÷íi óìîâè:

a′) Êiíöi ðóõàþòüñÿ çà çàäàíèì çàêîíîì

u(0, t) = φ1(t), u(l, t) = φ2(t).

à) Êiíöi çàêðiïëåíi, òîäi φ1(t) ≡ 0 òà φ2(t) ≡ 0.

Ðèñóíîê 3

á) Êiíöi âiëüíi. Âiëüíi êiíöi îçíà÷àþòü, ùî íà êiíöi íå äiþòü çîâíiøíi

ñèëè. Çàïèøåìî óìîâó äëÿ ïðàâîãî êiíöÿ (ðèñóíîê 3): ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ

57



ôðàãìåíòà [l − dx, l] ìà¹ âèãëÿä

ρdxS
∂2u(l, t)

∂t2
= −ES∂u(l − dx, t)

∂x
;

Ñïðÿìó¹ìî dx→ 0 i îòðèìà¹ìî

ES
∂u(l, t)

∂x
= 0.

â) Ëiâèé êiíåöü çàêðiïëåíèé ïðóæíî. Ðiâíÿííÿ ðóõó ìà¹ âèãëÿä

ρdxS
∂2u(l, t)

∂t2
= −ES∂u(l − dx, t)

∂x
− ku(l, t).

Ñïðÿìó¹ìî dx→ 0, òà îòðèìà¹ìî

ES
∂u(l, t)

∂x
+ ku(l, t) = 0.

Çàäà÷à 1. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî çäiéñíåííÿ ïðîäîëüíèõ êîëè-

âàíü ïðóæíîãî ñòåðæíÿ 0 ≤ x ≤ l çìiííîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó S(x)

ÿêùî êiíöi ñòåðæíÿ çàêðiïëåíi íåðóõîìî, ùiëüíiñòü ìàñè äîðiâíþ¹ ρ(x),

ìîäóëü ïðóæíîñòi E(x), à êîëèâàííÿ âèêëèêàíi ïî÷àòêîâèìè ïðîäîâæíè-

ìè çìiùåííÿìè òà øâèäêîñòÿìè.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ïiä ÷àñ ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ.

Çàäà÷à 2. Äâà íàïiâîáìåæåíèõ îäíîðiäíèõ ïðóæíèõ ñòåðæíÿ ç îäíàêî-

âèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ç'¹äíàíi òîðöÿìè è ñêëàäàþòü îäèí íåîáìåæå-

íèé ñòåðæåíü. Íåõàé ρ1, E1 - ùiëüíiñòü òà ìîäóëü ïðóæíîñòi îäíîãî ç íèõ,

à ρ2, E2 - äðóãîãî.

Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ âiäõèëåíü ïîïåðå÷íèõ ïåðå-

ðiçiâ íåîáìåæåíîãî ñòåðæíÿ âiä ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé

ìîìåíò ÷àñó ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçàì íàäàíi äåÿêi çìiùåííÿ òà øâèäêîñòi.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ïiä ÷àñ ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ.
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Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Äâà íàïiâîáìåæåíèõ îäíîðiäíèõ ñòåðæíÿ ç îäíàêîâèì ïðÿìî-

êóòíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì ç'¹äíàíi òîðöåì òàêèì ÷èíîì, ùî óòâîðþþòü

îäèí íåîáìåæåíèé ñòåðæåíü ç ïîñòiéíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåðiçîì, ïðè öüîìó

òîðöi ç'¹äíàíi íå ïðÿìî, à ìiæ íèìè çíàõîäèòüñÿ æîðñòêà ïðîêëàäêà ìàëî¨

òîâùèíè ç ìàñîþM . Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî êîëèâàííÿ ïîïåðå÷íèõ

ïåðåðiçiâ ñòåðæíÿ âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Çàäà÷à 2. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ïîçäîâæíi êîëèâàííÿ îäíîðiä-

íîãî ïðóæíîãî âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ, íåõòóþ÷è äi¹þ ïîëÿ ñèëè òÿæiííÿ

íà ÷àñòèíè ñòåðæíÿ, ÿêùî âåðõíié êiíåöü ñòåðæíÿ çàêðiïëåíèé æîðñòêî, à

äî íèæíüîãî çàêðiïëåíèé âàíòàæ ìàñîþ Q, ïðè÷îìó çà ïîëîæåííÿ ðiâíî-

âàãè ïðèéìà¹òüñÿ íåíàâàíòàæåíèé ñòàí ñòåðæíÿ (íàïðèêëàä, â ïî÷àòêîâèé

ìîìåíò ÷àñó ç ïiä âàíòàæó ïðèáèðà¹òüñÿ ïiäñòàâêà i âàíòàæ ïî÷èíà¹ ðîç-

òÿãóâàòè ñòåðæåíü).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �11

Òåìà: Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ðóõó iäåàëüíî¨ ðå÷îâèíè

Çàäà÷à 1. Âèâåñòè ðiâíÿííÿ ðîçïîâñþäæåííÿ ìàëèõ çáóðåíü â ãàçi, ùî

ðóõà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ âiäíîñíî îáðàíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà îñíîâó âiçüìåìî çàêîíè çáåðåæåííÿ ìàñè òà iìïóëüñó

äëÿ iäåàëüíî¨ ðiäèíè. Òàêîæ âðàõó¹ìî, ùî ðóõ ìîæíà ââàæàòè içîåíòðî-

ïi÷íèì.
∂ρ

∂t
+ div(ρV) = 0, (1)

∂ρνi
∂t

+ div(ρVνi) + gradip = 0, i = 1, 2, 3, (2)

S(p, ρ) = S(p0, ρ0) (3)
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Â ñèñòåìi (1) � (3): ρ � ùiëüíiñòü ñåðåäîâèùà, p � òèñê, V = (v1, v2, v3) �

âåêòîð øâèäêîñòi.

Ââàæà¹ìî, ùî ìàëi çáóðåííÿ âiäáóâàþòüñÿ âiäíîñíî äåÿêèõ ïîñòiéíèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, à ñàìå:

ρ = ρ0 + ρ̃; p = p0 + p̃0; V = V0 + Ṽ, (4)

äå
ρ̃

ρ0
≪ 1,

p̃

p0
≪ 1,

|Ṽ|
|V0|

≪ 1, à ñèñòåìà êîîðäèíàò îáðàíà òàê, ùî

V⃗0 = (v1, 0, 0).

Ïðîâåäåìî ëiíåàðèçàöiþ ñèñòåìè (1)-(3) â îêîëi ðîçâ'ÿçêó ρ0, p0, V⃗0.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó:

div(fA⃗) = fdivA⃗ + (A⃗, gradf⃗). (∗)

Ëiíåàðèçó¹ìî (1). Ç ôîðìóëè (*) îòðèìà¹ìî:

∂ρ

∂t
+ ρdivV+ (V, grad ρ) = 0.

Ïiäñòàâèìî (4) òà çáåðåæåìî âåëè÷èíè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi:

∂

∂t
(ρ0 + ρ̃) + (ρ0 + ρ̃)div(V⃗0 +

˜⃗
V) + (V⃗0 +

˜⃗
V, grad(ρ0 + ρ̃)) = 0

ρ0 = const; V0 = const; p0 = const.

Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî ëiíåàðèçîâàíå ðiâíÿííÿ:

∂ρ̃

∂t
+ ρ0div

˜⃗
V + (V⃗0, gradρ̃) = 0. (1′)

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (*) äî ðiâíÿííÿ (2) i îòðèìà¹ìî éîãî íåäèâåðãåíòíó

ôîðìó:

ρ
∂νi
∂t

+ (ρV, gradνi) + gradi p = 0.
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Ïiäñòàâèìî (4) òà çáåðåæåìî ÷ëåíè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi:

(ρ0 + ρ̃)
∂

∂t
(v0,i + ν̃i) + ((V⃗0 +V) · (ρ0 + ρ̃), grad(v0,i + ν̃i))+

+gradi(p0 + p̃) = 0,

ρ0
∂ν̃i
∂t

+ (V⃗0 · ρ0,gradṽi) + gradip̃ = 0, i = 1, 2, 3. (2′)

Äëÿ ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (3) çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Òåéëîðà òà çáåðåæå-

ìî ÷ëåíè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi:

S(p0, ρ0) = S(p0 + p̃, ρ0 + ρ̃) = S(p0, ρ) +
∂S(p0, ρ0)

∂p
p̃+

∂S(p0, ρ0)

∂ρ
ρ̃.

Îòðèìà¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ñòàíó

p̃ = −
S ′
ρ(p0, ρ0)

S ′
p(p0, ρ0)

ρ̃.

Âðàõó¹ìî, ùî −
S ′
ρ(p0, ρ0)

S ′
p(p0, ρ0)

=
dp

dρ
|ρ=ρ0 = C2

0 - êâàäðàò øâèäêîñòi çâóêó.

Òàêèì ÷èíîì

p̃ = C2
0 ρ̃ (3′)

Äëÿ çàïèñó ñèñòåìè ðiâíÿíü (1′) � (3′) âèêîðèñòà¹ìî ñêîðî÷åíå ïîçíà-

÷åííÿ ïîõiäíî¨ âçäîâæ òðà¹êòîði¨

dφ

dt
=
∂φ

∂t
+ (V⃗0,gradφ).

Òîäi îòðèìà¹ìî
dp̃

dt
+ ρ0div

˜⃗
V = 0, (1′′)

dṽi
dt

+
1

ρ0
gradip̃ = 0, i = 1, 2, 3, (2′′)

p̃ = C2
0 ρ̃. (3′′)
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Ðiâíÿííÿ (2′′) â âåêòîðíîìó âèãëÿäi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

d
˜⃗
V

dt
+

1

ρ0
gradp̃ = 0

àáî ç âðàõóâàííÿì (3′)

ρ0
d
˜⃗
V

dt
+ C2

0gradρ̃ = 0.

Íàðåøòi, äi¹ìî íà ðiâíÿííÿ (1′′) îïåðàòîðîì
d

dt
, à íà îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ

îïåðàòîðîì div îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ùiëüíîñòi ρ̃

d2ρ̃

dt2
+ ρ0div

d
˜⃗
V

dt
= 0,

ρ0div
d
˜⃗
V

dt
+ C2

0divgradρ̃ = 0.

Íàäàëi, äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó â ëiíåàðèçîâàíèõ ðiâíÿííÿõ õâèëüêó íàä

âåëè÷èíàìè áóäåìî îïóñêàòè.

Âiäíÿâøè âiä ïåðøîãî ðiâíÿííÿ äðóãå îòðèìà¹ìî:

d2ρ

dt2
= C2

0∆ρ. (5)

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (5) â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi. Ïðè öüîìó âðàõó¹ìî,

ùî
d

dt
=

∂

∂t
+ v0,1

∂

∂x1
,

dρ

dt
=
∂ρ

dt
+ v0,1

∂p

∂x1
,

d2ρ

dt2
=

d

dt
(
∂ρ

∂t
+ v0,1

∂ρ

∂x1
) =

∂2ρ

∂t2
+ v0,1

∂2ρ

∂t∂x1
+ v0,1

∂2ρ

∂t∂x1
+ v20,1

∂2ρ

∂x21
=

=
∂2ρ

∂t2
+ 2v0,1

∂2ρ

∂t∂x1
+ v20,1

∂2ρ

∂x21
.

62



Òàêèì ÷èíîì ðiâíÿííÿ (5) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

∂2ρ̃

∂t2
+ 2v0,1

∂2ρ̃

∂t∂x
+ v20,1

∂2ρ

∂x21
= C2

0

(
∂ρ̃

∂x21
+

∂ρ̃

∂x22
+

∂ρ̃

∂x23

)
.

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ ìàëèõ çáóðåíü â ñåðåäîâèùi,

ùî ðóõà¹òüñÿ ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ.

Çàäà÷à 2. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî íàäçâóêîâå ñòàöiîíàðíå îá-

òiêàííÿ íåðóõîìîãî êëèíó ìàëîãî êóòà ðîçõèëó ñèìåòðè÷íèì ïëîñêîïàðà-

ëåëüíèì ïîòîêîì iäåàëüíîãî ãàçó.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ìàëi ïîçäîâæíi êîëèâàííÿ

îäíîðiäíîãî ïðóæíîãî ñòðèæíÿ, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ â ñåðåäîâèùi áåç îïî-

ðó, ÿêùî îäèí éîãî êiíåöü çàêðiïëåíèé æîðñòêî, à iíøèé çíàõîäèòüñÿ ïiä

îïîðîì, ÿêèé ïðîïîðöiéíèé øâèäêîñòi.

Çàäà÷à 2. Íåâàãîìà ñòðóíà ïðè îáåðòàííi íàâêîëî âåðòèêàëüíî¨ âiñi ç

ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ çíàõîäèòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi, ïðè-

÷îìó îäèí êiíåöü ñòðóíè çàêðiïëåíèé äî äåÿêî¨ òî÷êè âiñi, à iíøèé âiëüíèé.

Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 òî÷êàì ñòðóíè íàäàþòüñÿ ìàëi âiäõèëåííÿ

i øâèäêîñòi ïî íîðìàëÿì äî öi¹¨ ïëîùèíè. Ïîñòàâèòè êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ

âèçíà÷åííÿ âiäõèëåíü òî÷îê ñòðóíè âiä ïëîùèíè ðiâíîìiðíîãî ðóõó.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �12

Òåìà: Êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî

ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè

Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ uxx + xuyy = 0 äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó òà

âèçíà÷èòè éîãî òèï.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ A = 1, B = 0, C = x
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òà ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ÿêå ìà¹ âèãëÿä

dy

dx
=
B ±

√
B2 − AC

A
=
dy

dx
=

0±
√
−x

1
.

Íåõàé x > 0, òîäi

dy

dx
= ±i

√
x, dy = ±ix1/2dx; y = ±i2x

1/2

3
+ C.

Çíàéäåìî çàãàëüíi iíòåãðàëè: y ± i
2

3
x

3
2dx = C.

Âðàõîâóþ÷è, ùî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ êîìïëåêñíi õàðàêòåðè-

ñòèêè, ðiâíÿííÿ ìà¹ åëiïòè÷íèé òèï. Ââåäåìî íîâi çìiííi ÿê äiéñíó i óÿâíó

÷àñòèíó çàãàëüíîãî iíòåãðàëà ξ = y; η =
2

3
x

3
2 . Îá÷èñëèìî ÷àñòèííi ïîõiäíi:

ux = uξξx + uηηx = uξ · 0 + x
1
2uη,

uy = uξξy + uηηy = uξ,

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx =

0 · uξξ + 0 · uξη + xuηη + 0 · uξ + uη
1

x1/2
,

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy =

= uξξ + 2uξη · 0 + uηη · 0 + uξ · 0 + uη · 0.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ïîõiäíi â ðiâíÿííÿ

xuηη + uη
1

2x
1
2

+ xuξξ = 0, uξξ + uηη +
uη

2x
3
2

= 0; 2x
3
2 = 3η.

Îñòàòî÷íî îäåðæèìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ

uξξ + uηη +
uη
3η

= 0.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê x < 0, òîäi
dy

dx
= ±

√
−x. Âðàõîâóþ÷è çíàê ïiäêî-

ðåíåâîãî âèðàçó, îäåðæèìî, ùî ðiâíÿííÿ ìà¹ ãiïåðáîëi÷íèé òèï. Çíàéäåìî

éîãî õàðàêòåðèñòèêè

dy = ±
√
−xdx; y = ±2

3
(−x)

3
2 + C.

Çàãàëüíèé iíòåãðàë ìà¹ âèãëÿä: y ± 2

3
(−x) 3

2 = C.

Äëÿ îòðèìàííÿ äðóãî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ââå-

äåìî íîâi çìiííi ξ = y; η =
2

3
(−x) 3

2 .

Îá÷èñëèìî äðóãi ïîõiäíi

uxx = uξξ · 0 + 2uξη · 0 + uηη(−x) + uξ · 0 + uξ ·
1

2(−x) 1
2

,

uyy = uξξ · 1 + 2uξη · 0 + uηη · 0 + uξ · 0 + uη0.

Ïiäñòàâèìî ïîõiäíi â ðiâíÿííÿ

−xuηη + uη
1

2(−x) 1
2

+ x · uξξ = 0,

ïîäiëèìî íà x òà îòðèìà¹ìî

uξξ − uηη − uη
1

2(−x) 3
2

= 0, 2(−x)
3
2 = 3η.

Êàíîíi÷íà ôîðìà ðiâíÿííÿ â íîâèõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä

uξξ − uηη −
1

3η
uη = 0.

Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ 4y2uxx−e2xuyy−4y3ux = 0 äî êàíîíi÷íîãî

âèãëÿäó òà âèçíà÷èòè éîãî òèï.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêi êîåôiöi¹íòè A = 4y2, B = 0, C = −e2x.
Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

dy

dx
=
B ±

√
B2 − AC

A
= ±

√
4y2e2x

4y2
= ±2yex

4y2
= ± e

x

2y
,
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2ydy = ±exdx.

Ïiäêîðåíåâèé âèðàç ïðèéìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ äëÿ y ̸= 0, òîìó ðiâíÿííÿ

ìà¹ ãiïåðáîëi÷íèé òèï. Ââåäåìî çàìiíó çìiííèõ äëÿ îòðèìàííÿ ïåðøî¨ êà-

íîíi÷íî¨ ôîðìè: y2 = ±ex+C, ξ = y2+ ex, η = y2− ex. Â ðåçóëüòàòi çàìiíè

çìiííèõ îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íó ôîðìó ðiâíÿííÿ:

uξη =
1

8(ξ + η)2
(uξ + uη).

Çàäà÷à 3. Ïðèâåñòè ðiâíÿííÿ

(1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0

äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó òà âèçíà÷èòè éîãî òèï.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ ìà¹ êîåôiöi¹íòè A = (1 + x2), B = 0, C =

(1+y2). Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ òà âèçíà÷èìî õàðàêòåðèñòèêè

dy

dx
=
B ±

√
B2 − AC

A
=

0±
√
−(1 + x2)(1 + y2)

(1 + x2)
.

Îñêiëüêè ïiäêîðåíåâèé âèðàç ïðèéìà¹ âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, òèï ðiâíÿííÿ åëiï-

òè÷íèé
dy

dx
= ±i

√
1 + y2√
1 + x2

;
dy√
1 + y2

= ±i dx√
1 + x2

,

ln(y +
√
1 + y2)± i ln(x+

√
1 + x2) = const.

Òîäi íîâi çìiííi ìàþòü âèãëÿä: ξ = ln(x +
√
1 + x2); η = ln(y +

√
1 + y2).

Ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî

òèïó:
∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
= 0.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Â êîæíié òî÷öi, äå çáåðiãà¹òüñÿ òèï ðiâíÿííÿ, ïðèâåñòè äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó xuxx − yuyy = 0.
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Çàäà÷à 2. Â êîæíié òî÷öi, äå çáåðiãà¹òüñÿ òèï ðiâíÿííÿ, ïðèâåñòè äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó: y2uxx + x2uyy = 0.

Çàäà÷à 3. Â êîæíié òî÷öi, äå çáåðiãà¹òüñÿ òèï ðiâíÿííÿ, ïðèâåñòè äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó: uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �13

Òåìà: Êëàñèôiêàöiÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç

n>2 íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà ïðèâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî

âèãëÿäó

Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè òèï ðiâíÿííÿ:

uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz − 2uz = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ãîëîâíié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êâàä-

ðàòè÷íó ôîðìó: x→ λ1, y → λ2, z → λ3, ÿêà ìà¹ âèãëÿä:

Q3(λ1, λ2, λ3) = λ21 + 2λ1λ2 − 2λ1λ3 + 2λ22 + 6λ23.

Ìåòîäîì âèäiëåííÿ ïîâíèõ êâàäðàòiâ ïðèâåäåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó. Áåðåìî ïåðøèé êâàäðàò i âñi éîãî ïîäâî¹íi äîáóòêè

òà óòâîðþ¹ìî ç öèõ äîäàíêiâ ïîâíèé êâàäðàò, ïîòiì íàñòóïíèé òà âñi éîãî

ïîäâî¹íi äîáóòêè, äîêè íå áóäóòü âè÷åðïàíi çìiøàíi äîáóòêè:

(λ1 + λ2 − λ3)
2 + λ22 + 5λ23 + 2λ2λ3 = (λ1 + λ2 − λ3)

2 + (λ2 + λ3)
2 + (2λ3)

2.

Êàíîíi÷íèé âèãëÿä ìiñòèòü òðè êâàäðàòè, ùî âiäïîâiäà¹ êiëüêîñòi çìiííèõ

i âñi êâàäðàòè âõîäÿòü ó ñóìó iç îäíàêîâèì çíàêîì (+).

Òàêèì ÷èíîì òèï ðiâíÿííÿ ¹ åëiïòè÷íèì.
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Ââåäåìî íîâi çìiííi äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè:
µ1 = λ1 + λ2 − λ3

µ2 = λ2 + λ3

µ3 = 3λ3

.

Àáî æ â âåêòîðíîìó âèãëÿäi: µ⃗ = Bλ⃗, äå B =


1 1 −1

0 1 1

0 0 2

 Òåïåð êâàäðà-

òè÷íà ôîðìà çàïèñàíà â êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi:

Q3(µ1, µ2, µ3) = µ21 + µ22 + µ23 (∗)

Çíàéäåìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ: λ⃗ = B−1µ⃗, äå

B−1 =


1 −1 1

0 1 −1
2

0 0 1
2

 .

Çàïèøåìî òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöþ:

(B−1)T =


1 0 0

−1 1 0

1 −1
2

1
2


Çàñòîñó¹ìî ëiíiéíó çàìiíó çìiííèõ, ùî ïðèçâåäå ðiâíÿííÿ äî êàíîíi÷-

íîãî âèãëÿäó. 
ξ

η

ζ

 = (B−1)T .


x

y

z


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àáî 
ξ = x

η = y − x

ζ = x− 1

2
y +

1

2

.

Çàïèøåìî êàíîíi÷íó ôîðìó ðiâíÿííÿ: ãîëîâíà éîãî ÷àñòèíà çàïèñó¹òü-

ñÿ àâòîìàòè÷íî ïî êàíîíi÷íîìó âèãëÿäó êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (*), à ïåðøi

ïîõiäíi íåîáõiäíî îá÷èñëèòè çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨ ôóíê-

öi¨:

ux = uξξx+uηηx+uζζx = uξxx+uη(y−x)x+uζ(x−
1

2
y+

1

2
z)x = uξ−uη+uζ ,

uz = uξξz + uηηz + uζζz = uξ · 0 + uη · 0 + uζ ·
1

2
,

uξξ + uηη + uζζ + uξ − uη + uζ − 2(uζ ·
1

2
) = 0.

Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî: uξξ + uηη + uζζ + uξ − uη = 0.

Çàäà÷à 2. Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè òèï ðiâíÿííÿ

4uxx − 4uxy − 2uyz + uy + uz = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó, ÿêà âiäïîâiäà¹ ãîëîâíié

÷àñòèíi ðiâíÿííÿ òà âèäiëèìî ïîâíi êâàäðàòè:

Q3(λ1, λ2, λ3) = 4λ21 − 4λ1λ2 − 2λ2λ3 =

= (2λ1 − λ2)
2 − λ22 − 2λ2λ3 = (2λ1 − λ2)

2 − (λ2 + λ3)
2 + λ23

Îòæå, òèï ðiâíÿííÿ � ãiïåðáîëi÷íèé, îñêiëüêè ïðèñóòíi óñi êâàäðàòè,

ÿêi âõîäÿòü ç ðiçíèìè çíàêàìè. Çàìiíà çìiííèõ äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

ìàòèìå âèãëÿä: 
µ1 = 2λ1 − λ2

µ2 = λ2 + λ3

µ3 = λ3

,
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à ¨¨ êàíîíi÷íèé âèãëÿä: µ21 − µ22 + µ23.

Çàïèøåìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ :


λ1 =

1
2(µ1 + µ2 − µ3)

λ2 = µ2 − µ3

λ3 = µ3

.

Â âåêòîðíîìó âèãëÿäi âîíî áóäå ìàòè âèãëÿä λ = B−1µ, äå

B−1 =


1/2 1/2 −1/2

0 1 −1

0 0 1

 , (B−1)T =


1/2 0 0

1/2 1 0

−1/2 −1 1

 .

Òàêèì ÷èíîì çàìiíà çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä:


ξ = 1

2x

η = 1
2x+ y

ζ = −1
2x− y + z

, à êà-

íîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ

uξξ − uηη + uζζ + uη = 0.

Çàäà÷à 3. Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó i âèçíà÷èòè òèï ðiâíÿííÿ:

uxy − uxy + ux + uy − uz = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êâàäðàòè÷íà ôîðìà, ÿêà âiäïîâiäà¹ ãîëîâíié ÷àñòèíi ìà¹

âèãëÿä:

Q3(λ1, λ2, λ3) = λ1λ2 − λ1λ3.

Ââåäåìî ïðîìiæíi çìiííi äëÿ îòðèìàííÿ êâàäðàòiâ:


λ1 = ν1 + ν2

λ2 = ν1 − ν2

λ3 = ν3

. Òîäi

êâàäðàòè÷íà ôîðìà íàáóäå âèãëÿäó: ν21 − ν22 − ν1ν3 − ν2ν3. Ïðèâåäåìî ¨¨ äî
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êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó:

(ν1 −
1

2
ν3)

2 − 1

4
ν3 − ν22 − ν2ν3 = (ν1 −

1

2
ν3)

2 − (ν2 +
1

2
ν3)

2

Ïîâåðíåìîñÿ äî ïî÷àòêîâèõ çìiííèõ: ν1 =
λ1 + λ2

2
, ν2 =

λ1 − λ2
2

, ν3 =

λ3, îòðèìà¹ìî (
λ1
2

+
λ2
2

− λ3
2

)2

−
(
λ1
2

− λ2
2

+
λ3
2

)2

Òèï êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè � ïàðàáîëi÷íèé, îñêiëüêè êiëüêiñòü êâàäðàòiâ

ìåíøà çà êiëüêiñòü çìiííèõ
µ1 =

λ1
2

+
λ2
2

− λ3
2

µ2 =
λ1
2

− λ2
2

+
λ3
2

µ3 = λ3

,


λ1 = µ1 + µ2

λ2 = µ1 − µ2 + µ3

λ3 = µ3

Êàíîíi÷íèé âèãëÿä êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè: µ21 − µ22.

Ñàìîñòiéíî çàïèñàòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ íåçàëåæíèõ êîîðäèíàò, òà

êàíîíi÷íèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ òà âèçíà÷èòè éîãî

òèï:

uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 2uzz = 0.

Çàäà÷à 2.

Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ òà âèçíà÷èòè éîãî òèï:

uxx + 2uxy − 4uxz − 6uyz − uzz = 0.

Çàäà÷à 3. Ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó ðiâíÿííÿ òà âèçíà÷èòè éîãî

òèï:

uxx + 2uxy − 4uxz − 6uyz − uzz = 0.

71



Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �14

Òåìà: Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äëÿ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî

òà ãiïåðáîëi÷íîãî òèïiâ

Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ (ìåòîä Ôóð'¹) ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé

äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç ëiíiéíèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè â êàíîíi÷íèõ îáëàñòÿõ (âiäðiçîê, ïàðàëåëåïiïåä, êðóã,

öèëiíäð, êóëÿ i êàíîíi÷íi ÷àñòèíè öèõ îáëàñòåé).

Ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà ïðåäñòàâëåíi ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi

ðÿäó Ôóð`¹ ïî äåÿêié ïîâíié, îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi ëiíiéíî íåçàëåæíèõ

ôóíêöié. Äëÿ âèïàäêó äâîâèìiðíèõ çàäà÷ â ÿêîñòi òàêî¨ ñèñòåìè ôóíêöié

âèñòóïà¹ ñèñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷iØòóðìà-Ëióâiëëÿ, à òåîðåòè÷íèì

ðåçóëüòàòîì íà ÿêèé ñïèðà¹òüñÿ ìåòîä ¹ òåîðåìà Ñò¹êëîâà ïðî ðîçâèíåííÿ

ôóíêöié â ðÿä Ôóð`¹ ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

utt + 2ut = uxx+ 8u+ 2x(1− 4t) + cos 3x, 0 < x <
π

2
, t > 0,

ux|x=0 = t, u|x=π
2
=
πt

2
, u|t=0 = 0, ut|t=0 = 2x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

1) Çâåäåìî ãðàíè÷íi óìîâè äî îäíîðiäíèõ. Çíàéäåìî ôóíêöiþ w(x, t)

òàêó, ùî

wx|x=0 = t, w|x=π
2
=
πt

2
.

Áóäåìî øóêàòè ¨¨ ó âèãëÿäi:

w(x, t) = A(t)x+B(t), wx(x, t) = A(t).

Ïiäñòàâèìî w(x, t) â ãðàíè÷íi óìîâè. Îòðèìà¹ìî

wx(0, t) = A(t) = t, w(
π

2
, t) = t

π

2
+B(t) =

πt

2
⇒ B(t) = 0.
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Òîáòî w(x, t) = tx.

Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ó âèãëÿäi u = w+ v. Ïiäñòàâèìî u = w+ v â

çàäà÷ó äëÿ ôóíêöi¨ u i îòðèìà¹ìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó âiäíîñíî ôóíêöi¨ v(x, t)

vtt + 2vt + 2x = vxx + 8v + 8tx+ 2x(1− 4t) + cos 3x, 0 < x <
π

2
, t > 0,

vx|x=0 = 0, v|x=π
2
= 0, u|t=0 = w|t=0 + v|t=0 ⇒ v|t=0 = 0,

ut|t=0 = wt|t = 0 + vt|t=0 = x+ vt|t=0 = 2x⇒ vt|t=0 = x.

2) Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ vtt + 2vt = vxx + 8v. Áóäåìî øóêàòè

÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi v(x, t) = X(x)T (t), òîäi

T ′′X + 2T ′X = TX ′′ + 8XT.

Ðîçäiëèìî çìiííi

T ′′X + 2T ′X

XT
=
TX ′′ + 8XT

XT
= −λ.

Îòæå
X ′′ + 8X

X
= −λ, λ � äîâiëüíà ñòàëà. Çâiäêè îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ

ôóíêöi¨ X(x)

X ′′(x) + (λ+ 8)X(x) = 0.

Äëÿ îòðèìàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ ôóíêöi¨ X(x) ïiäñòàâèìî v(x, t) =

X(x)T (t) â ãðàíè÷íi óìîâè. Ìà¹ìî:

T (t)X ′(0) = 0 ⇒ X ′(0) = 0, T (t)X(
π

2
) = 0 ⇒ X(

π

2
) = 0.

Îäåðæàëè çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:

X
′′ + (λ+ 8)X = 0

X ′(0) = X(
π

2
) = 0

Çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨. Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ìà¹ âèãëÿä r2 = λ+8. Íåõàé λ+8 > 0, òîäi ðîçâ'ÿçîê
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ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

X(x) = C1 cos(
√
λ+ 8x) + C2 sin(

√
λ+ 8x).

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ C1 òà C2 ñêîðèñòà¹ìîñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Ìà¹-

ìî

X ′(x) =
√
λ+ 8(−C1 sin(

√
λ+ 8x) + C2 cos(

√
λ+ 8x)),X

′(0) =
√
λ+ 8 · C2 = 0

X(
π

2
) = C1 cos(

√
λ+ 8 · π

2
) + C2 sin(

√
λ+ 8 · π

2
) = 0

.

Ïîçíà÷èìî
√
λ+ 8 = µ. Òîäi

C2 = 0, C1 cosµ
π

2
= 0 ⇒ cosµ

π

2
= 0 ⇒ µ

π

2
= (2k + 1)

π

2
,

µk = 2k + 1 k = 0, 1, ..., λk = (2k + 1)2 − 8.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ñòàëi ó ðîçâ'ÿçîê X(x) òà îòðèìà¹ìî âëàñíi ôóíêöi¨

Xk(x) = cos(2k + 1)x.

3) Ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹

v(x, t) =
∞∑
k=0

Tk(t)Xk(x).

Ïiäñòàâèìî éîãî â ðiâíÿííÿ òà ïî÷àòêîâi óìîâè. Ìà¹ìî

∞∑
k=0

(T ′′
k + 2T ′

k)Xk − Tk(X
′′
k + 8Xk) = cos 3x.

Îñêiëüêè X ′′
k = −(λk + 8)Xk, òî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

∞∑
k=0

(T ′′
k + 2T ′

k + λkTk)Xk = cos 3x.
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Ïðàâó ÷àñòèíó ðîçêëàäåìî â ðÿä Ôóð'¹ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè çàäà÷i

Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

cos 3x =
∞∑
k=0

fk(t)Xk(x).

Òîäi
∞∑
k=0

(T ′′
k + 2T ′

k)Xk − Tk(X
′′
k + 8Xk) =

∞∑
k=0

fk(t)Xk(x).

Ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ Xk(x) òà îòðèìà¹ìî

T ′′
k + 2T ′

k + λkTk = fk(t).

Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ìà¹ìî
∞∑
k=0

Tk(0)Xk(x) = 0 ⇒ Tk(0) = 0;
∞∑
k=0

T ′
k(0)Xk(x) = x =

∞∑
k=0

φkXk(x),

äå

fk(t) =
(cos 3x,Xk(x))

(Xk(x), Xk(x))
=

π
2∫
0

cos 3x · cos(2k + 1)xdx

π
2∫
0

cos2(2k + 1)xdx

=

1, k = 1

0, k ̸= 1
,

φk =
(x,Xk(x))

(Xk(x), Xk(x))
=

π
2∫
0

x · cos(2k + 1)xdx

π
2∫
0

cos2(2k + 1)xdx

.

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî ñåðiþ çàäà÷ ÊîøiT
′′
k + 2T ′

k + λkTk = fk

Tk(0) = 0, T ′
k(0) = φk

.

ßêùî k = 1, òî

T
′′
1 + 2T ′

1 + T1 = 1

T1(0) = 0, T ′
1(0) = φ1

.
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Ðîçâ'ÿæåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ T ′′
1 + 2T ′

1 + T1 = 0. Õàðàêòåðèñòè÷íå

ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä µ2 + 2µ+ 1 = 0, à éîãî ðîçâ'ÿçîê µ1,2 = −1. Òîäi

T1(t) = (a1t+ b1)e
−t + 1, T1(0) = b1 + 1 = 0 ⇒ b1 = −1,

T ′
1(t) = (a1e

−t − (a1t+ b1)e
−t)|t=0 = a1 − b1 = φ1 ⇒ a1 = φ1 − 1,

T1(t) = ((φ1 − 1)t− 1)e−t + 1.

ßêùî k = 0, òî äëÿ ôóíêöi¨ T0(t) ìà¹ìî òàêó çàäà÷ó ÊîøiT
′′
0 + 2T ′

0 − 7T0 = 0

T0(0) = 0, T ′
0(0) = φ0

.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi µ2 + 2µ − 7 = 0, à éîãî

ðîçâ'ÿçîê � µ1,2 = −1±
√
1 + 7 = −1± 2

√
2. Òîäi

T0(t) = a0e
(−1−2

√
2)t + b0e

(−1+2
√
2)t, T0(0) = a0 + b0 = 0

Çíàéäåìî ñòàëi a0, b0. Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê â ïî÷àòêîâi óìîâè. Îòðèìà¹ìî

T ′
0(t) = a0(−1− 2

√
2)e(−1−2

√
2)t + b0(−1 + 2

√
2)e(−1+2

√
2)t,

T ′(0) = a0(−1− 2
√
2) + b0(−1 + 2

√
2) = φ0, a0 = −b0,

b0(− ̸ 1 + 2
√
2+ ̸ 1 + 2

√
2) = φ0; 4

√
2b0 = φ0, b0 =

φ0

4
√
2
; a0 = − φ0

4
√
2
.

Îòæå

T0(t) =
φ0

4
√
2
(e(−1+2

√
2)t − e(−1−2

√
2)t)

Íåõàé k > 1. Òîäi T
′′
k + 2T ′

k + λkTk = 0

Tk(0) = 0, T ′
k(0) = φk

,
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äå λk = (2k + 1)2 − 8 > 0. Â öüîìó âèïàäêó õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

íàáóâà¹ âèãëÿäó

µ2k + 2µk + λk = 0 µ
(1,2)
k = −1±

√
1− λk = −1± i

√
λk − 1.

Ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

Tk(t) = (ak cos
√
λk − 1t+ bk sin

√
λk − 1t)e−t,

T ′
k(t) = −(ak cos

√
λk − 1t+ bk sin

√
λk − 1t)e−t+

+
√
λk − 1(−ak sin

√
λk − 1t+ bk cos

√
λk − 1t)e−t.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ ak, bk ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Îòðè-

ìà¹ìî

Tk(0) = ak = 0 ⇒ ak = 0

T ′
k(0) =

√
λk − 1bk = φk ⇒ bk =

φk√
λk − 1

.

Ôóíêöiÿ Tk(t) áóäå ìàòè âèãëÿä:

Tk(t) =
φk√
λk − 1

sin
√
λk − 1t · e−t.

Òàêèì ÷èíîì ìîæåìî çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u(x, t) = x · t+ T0(t) · cosx+ T1(t) cos 3x+
∞∑
k=2

Tk(t) cos(2k + 1)x.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

utt − 7ut = uxx + 2ux − 2t− 7x− e−x sin 3x, 0 < x < π, t > 0,

u|x=0 = 0, u|x=π = πt, u|t=0 = 0, ut|t=0 = x.

Ðîçâ'ÿçàòè ïiä ÷àñ ïàðè.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:
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Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

utt = uxx + u, 0 < x < l, t > 0,

u|x=0 = 0, u|x=l = t, u|t=0 = 0, ut|t=0 =
x

l
.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

utt + ut = uxx + 1, 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = u|x=1 = 0, u|t=0 = ut|t=0 = 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �15

Òåìà: Ìåòîä Ôóð'¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

äëÿ îäíîâèìiðíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

ut = uxx + 4ux + x− 4t+ 1 + e−2x cos2 πx, 0 < x < 1, t > 0,

u|x=0 = t, u|x=1 = 2t, u|t=0 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çâåäåìî çàäà÷ó äî îäíîðiäíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ øëÿõîì

ïiäáîðó âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ w(x, t) = t(x+ 1). Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ó

âèãëÿäi u(x, t) = t(x+ 1) + v(x, t). Ïiäñòàâèìî u(x, t) â ðiâíÿííÿ, ãðàíè÷íi

òà ïî÷àòêîâó óìîâè. Îòðèìà¹ìî

(x+ ̸ 1) + vt = vxx + 4vx + 4t+ x− 4t+ ̸ 1 + e−2x cos2 πx,

v|x=0 = 0. v|x=1 = 0, u|t=0 = 0, v|t=0.

Îäåðæèìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó âiäíîñíî ôóíêöi¨ v(x, t) ç îäíîðiäíèìè ãðàíè÷-

íèìè óìîâàìè:

vt = vxx + 4vx + e−2x cos2 πx, v|x=0 = 0, v|x=1 = 0, v|t=0 = 0.
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Çàñòîñó¹ìî ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê îä-

íîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi: v(x, t) = X(x)T (t), ïiäñòàâèìî éîãî â ðiâ-

íÿííÿ. Îòðèìà¹ìî

T ′X = X ′′T + 4TX ′;
T ′X

TX
=
X ′′T + 4TX ′

XT
= −λ,

X ′′ + 4X ′

X
= −λ.

Äëÿ ôóíêöi¨ X(x) ìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:X
′′ + 4X ′ + λX = 0

X(0) = X(1) = 0

Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ òà çíàéäåì éîãî êîðåíi

µ2 + 4µ+ λ = 0 => µ1,2 = 2±
√
4− λ.

ßêùî λ > 4, òî µ1,2 = −2 ± i
√
λ− 4, êîðåíi êîìïëåêñíi i çàãàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

X(x) = e−2x(C1 cos
√
λ− 4x+ C2 sin

√
λ− 4x).

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ îòðèìà¹ìî

X(0) = C1 = 0, X(1) = C2e
−2 sin

√
λ− 4 = 0.

Îòæå C2 ̸= 0. Òàêèì ÷èíîì

sin
√
λ− 4 = 0,

√
4− λ = kπ, λk = (kπ)2 + 4.

Ïiäñòàâè çíàéäåíi ñòàëi â X(x). Îòðèìà¹ìî

Xk(x) = e−2x sin kπx, k = 1, 2, . . . .
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Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i v(x, t) ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹

v(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t)Xk(x).

Ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ

∞∑
k=1

T ′
kXk −X ′′

kTk − 4X ′
kTk = e−2x cos2 πx.

Ïåðåòâîðèìî ëiâó ÷àñòèíó òà ïîäàìî ïðàâó ÷àñòèíó ó âèãëÿäi ðÿäó

Ôóð`¹

e−2x cos2 πx =
∞∑
k=1

e−2x sin kπx · fk,

äå

fk =

1∫
0

cos2 πx sin kπxdx

1∫
0

sin2 kπxdx

=

0, k = 2n

f2n+1, k = 2n+ 1, n = 0, 1, . . .
,

f2n+1 =
16n2 + 16n− 4

π(8n3 + 12n2 − 2n− 3)
.

Îòðèìà¹ìî
∞∑
k=1

(T ′
k + λkTk)Xk =

∞∑
k=1

fkXk.

Ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ïðè âiäïîâiäíèõ Xk(x). Îòðèìà¹ìî ðiâíÿí-

íÿ äëÿ ôóíêöié Tk(t)

T ′
k + λkTk = fk

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ v(x, t) ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ â ïî÷àòêîâi óìîâè òà

îäåðæèìî
∞∑
k=1

Tk(0)Xk(x) = 0 => Tk(0) = 0.
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Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Äëÿ k = 2n çàäà÷à Êîøi îäíîðiäíà i

òîìó ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî T2k(t) = 0.

Äëÿ k = 2n+1 çàäà÷à Êîøi ìà¹ âèãëÿä:

T
′
2n+1 + λ2n+1T2n+1 = f2n+1

T2n+1(0) = 0
,

à ¨¨ ðîçâ'ÿçîê

T2n+1(t) = a2n+1e
−λ2n+1t +

f2n+1

λ2n+1
, a2n+1 = −f2n+1

λ2n+1
,

T2n+1(t) =
f2n+1

λ2n+1
(1− e−λ2n+1t).

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

u(x, t) = t(x+ 1) +
∞∑
n=0

f2n+1

λ2n+1
(1− e−λ2n+1t) · e−2x sin(2 + 1)πx.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

ut − uxx − u = xt(2− t) + 2 cos t, 0 < x < π, t > 0

ux|x=0 = t2, ux|x=π = t2, u|t=0 = cos 2x.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè ïiä ÷àñ ïàðè.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

ut = uxx + 6u+ x2(1− 6t)− 2(t+ 3x) + sin 2x, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = 1, ux|x=π = 2πt+ 1, u|t=0 = x.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

ut = uxx + 4u+ x2 − 2t− 4x2t+ 2 cos2 x, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2πt, u|t=0 = 0.

81



Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �16

Òåìà: Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ (Ôóð`¹) äëÿ ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà òà Ïóàññîíà â êðóãîâèõ îáëàñòÿõ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ôóíêöiþ ãàðìîíi÷íó â êiëüöi 1 < ρ < 2, 0 ≤ φ < 2π

i òàêó, ùî u|ρ=1 = 1 + cos2 φ, u|ρ=2 = sin2 φ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

∆ρ,φu =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u

∂ρ
) +

1

ρ2
∂2u

∂φ2
u = u(ρ, φ).

Âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åííÿ ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó

ðîçâ'ÿçêó ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

1

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u

∂ρ
) +

1

ρ2
∂2u

∂φ2
= 0, 1 < ρ < 2, 0 ≤ φ < 2π,

u(1, φ) = 1 + cos2 φ, u(2, φ) = sin2 φ,

Îñêiëüêè ìà¹ìî êðóãîâó îáëàñòü, òî ôóíêöiÿ u(ρ, φ) ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè

óìîâi ïåðiîäè÷íîñòi u(ρ, φ) = u(ρ, φ+ 2π).

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi: u(ρ, φ) = R(ρ)Φ(φ).

Ïiäñòàâèìî äàíèé äîáóòîê â ðiâíÿííÿ. Ìà¹ìî

Φ
1

ρ
(ρR′)′ + Φ′′ 1

ρ2
R = 0

Ìîæåìî ðîçäiëèòè çìiííi

Φ′′R

RΦ
= −Φρ(ρR′)′

RΦ
= −λ,

äå λ � äîâiëüíà êîíñòàíòà. Äëÿ ôóíêöi¨ Φ(φ) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0.

Ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi îäåðæèìî:

R(ρ)Φ(φ) = R(ρ)Φ(φ+ 2π).

82



Ìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ äëÿ ôóíêöi¨ Φ(φ) ç óìîâàìè ïåðiîäè÷-

íîñòi: Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi r2 = −λ, éîãî êîðåíi
r1,2 = ±

√
−λ.

Íåõàé λ > 0, òîäi ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿ-

äó

Φ(φ) = C1 sin
√
λφ+ C2 cos

√
λφ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λk òà âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ôóíêöié Φk(φ) ñêîðèñòà¹-

ìîñÿ óìîâàìè ïåðiîäè÷íîñòi:

C1(sin
√
λ(φ+ 2π)− sin

√
λφ) + C2(cos

√
λ(φ+ 2π)− cos

√
λφ) = 0,

2C1 · sin
√
λπ · cos

√
λ(φ+ π)− 2C2 · sin

√
λπ · sin

√
λ(φ+ π) = 0,

2 sin
√
λπ(C1 cos

√
λ(φ+ π)− C2 sin

√
λ(φ+ π)) = 0 ⇒ sin

√
λπ = 0 ⇒

√
λπ = kπ, λk = k2, k = 1, 2, . . . ,

à âëàñíi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì

Φk(φ) = C1 sin kφ+ C2 cos kφ.

Îñêiëüêè sin kφ i cos kφ � ëiíiéíî-íåçàëåæíi ôóíêöi¨, òî iñíó¹ äâi âëàñíi

ôóíêöi¨ äëÿ êîæíîãî λk.

Φ
(1)
k (φ) = cos kφ, Φ

(2)
k (φ) = sin kφ, λk = k2, k = 1, 2, . . . .

Íåõàé λ = 0, òîäi

Φ′′(φ) = 0, Φ(φ) = C1φ+ C2.
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Ç óìîâ ïåðiîäè÷íîñòi îòðèìà¹ìî

C1(φ+ 2π) + C2 = C1φ+ C2 ⇒ C1 = 0,

òîáòî λ0 = 0 - âëàñíå ÷èñëî, à Φ
(1)
0 = 1 - âiäïîâiäíà âëàñíà ôóíêöiÿ.

ßêùî λ < 0, òî íå iñíó¹ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷iØòóðìà-Ëióâiëëÿ.

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð`¹ çà âëàñ-

íèìè ôóíêöiÿìè çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:

u(ρ, φ) =
∞∑
k=0

R
(1)
k (ρ)Φ

(1)
k (φ) +

∞∑
k=1

R
(2)
k (ρ)Φ

(2)
k (φ)

Äëÿ ïîøóêó íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ R(1)
k , R

(2)
k ïiäñòàâèìî ðÿä â

ðiâíÿííÿ òà ïîìíîæèìî éîãî íà ρ2. Ìà¹ìî:

∞∑
k=0

ρ2

ρ
(ρR′(1)

k )′Φ
(1)
k +R

(1)
k Φ′′(1)

k +
∞∑
k=1

ρ2

ρ
(ρR′(2)

k )′Φ
(2)
k +R

(2)
k Φ′′(2)

k = 0

Âðàõó¹ìî, ùî Φ′′(i)
k = −λkΦ(i)

k , i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . .:

∞∑
k=0

(ρ(ρR′(1)
k )′ − λkR

(1)
k )Φ

(1)
k +

∞∑
k=1

(ρ(ρR′(2)
k )′ − λkR

(2)
k )Φ

(2)
k = 0

Òàêèì ÷èíîì äëÿ çíàõîäæåííÿ R(i)
k , i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . . îäåðæàëè ðiâ-

íÿííÿ

ρ(ρR′(i)
k )′ − k2R

(i)
k = 0, i = 1, 2, k = 0, 1, 2, . . . .

Ïðàâi ÷àñòèíè ãðàíè÷íèõ óìîâ ðîçêëàäåìî â ðÿä Ôóð`¹ çà çíàéäåíè-

ìè âëàñíèìè ôóíêöiÿìè âèêîðèñòîâóþ÷è òðèãîíîìåòðè÷íi ïåðåòâîðåííÿ.

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ u(ρ, φ) â ãðàíè÷íi óìîâè:

u(1, φ) =
∞∑
k=0

R
(1)
k (1) · cos kφ+

∞∑
k=1

R
(2)
k (1) · sin kφ =
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= 1 + cos2 φ =
3

2
+

1

2
cos 2φ,

u(2, φ) =
∞∑
k=0

R
(1)
k (2) · cos kφ+

∞∑
k=1

R
(2)
k (2) · sin kφ =

= sin2 φ =
1− cos 2φ

2
.

Ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé ìîæíà îòðèìàòè ãðàíè÷íi óìîâà äëÿ R(i)
k (ρ)

ïðè ρ = 1 i ρ = 2. Äëÿ öüîãî ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè Ôóð`¹. À ñàìå:

R
(1)
0 (1) =

3

2
, R

(1)
0 (2) =

1

2
,

R
(1)
2 (1) =

1

2
, R

(1)
2 (2) = −1

2
,

R
(2)
k (1) = 0, R

(2)
k (2) = 0, k = 1, 2, . . . ,

R
(1)
k (1) = 0, R

(1)
k (2) = 0, k ̸= 0, k ̸= 2,

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íó çàäà÷ó ó âèïàäêó îäíîðiäíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâρ(ρR
′(ρ))′ − k2R(ρ) = 0

R(1) = 0, R(2) = 0
.

Ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i ¹ R(ρ) ≡ 0. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàëè

R
(2)
k (ρ) ≡ 0, k = 1, 2, . . . , R

(1)
k (ρ) ≡ 0, k ∈ {1, 3, 4, ...}.

Íåîäíîðiäíi ãðàíè÷íi çàäà÷i âèíèêàþòü äëÿ òàêèõ âèïàäêiâ:

k = 0, i = 1 :

ρ(ρR
′(1)
0 )′ = 0

R
(1)
0 (1) =

3

2
, R

(1)
0 (2) =

1

2

,

k = 2, i = 1 :

ρ(ρR
′(1)
2 )′ − 4R

(1)
2 = 0

R
(1)
2 (1) =

1

2
, R

(1)
2 (2) = −1

2

.
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Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ

ρR′(1)
0 = a

(1)
0 => R′(1)

0 (ρ) =
a
(1)
0

ρ
=> R′(1)

0 (ρ) = a
(1)
0 ln(ρ) + b

(1)
0 .

Âèçíà÷èìî ñòàëi a(1)0 i b(1)0 ç ãðàíè÷íèõ óìîâ
b
(1)
0 =

3

2

a
(1)
0 ln(2) +

3

2
=

1

2

, a
(1)
0 = − 1

ln(2)
.

Îòæå

R
(1)
0 (ρ) =

3

2
− ln(ρ)

ln(2)
.

Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ

ρ2R′′(1)
2 + ρR′(1)

2 − 4R
(1)
2 = 0.

Öå ðiâíÿííÿ Åéëåðà, éîãî ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi R(ρ) = ρµ.

Îòðèìà¹ìî

µ(µ− 1) + µ− 4 = 0 ⇒ µ1,2 = ±2.

Ðîçâ'ÿçîê íàáóâà¹ âèãëÿäó R(1)
2 (ρ) = a

(1)
2 · ρ−2 + b

(1)
2 · ρ2. Äëÿ çíàõîäæåííÿ

íåâiäîìèõ ñòàëèõ a(1)2 , b(1)2 âèêîðèñòà¹ìî âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi óìîâè. Ìà¹ìî
a
(1)
2 + b

(1)
2 =

1

2
a
(1)
2

4
+ 4b

(1)
2 = −1

2

,∆ =

∣∣∣∣∣∣ 1 1

1
4 4

∣∣∣∣∣∣ = 15

4
,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
1
2 1

−1
2 4

∣∣∣∣∣∣ = 5

2
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣ 1
1
2

1
4 −1

2

∣∣∣∣∣∣ = −5

8
,

a
(1)
2 =

5

2
÷ 15

4
=

2

3
, b

(1)
2 = −5

8
÷ 15

4
= −1

6
.

Îòæå,

R
(1)
2 (ρ) =

2

3

1

ρ2
− 1

6
ρ2,
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à øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

u(ρ, φ) =
3

2
− ln(ρ)

ln(2)
+

(
2

3

1

ρ2
− 1

6
ρ2
)
cos 2φ.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ôóíêöiþ ãàðìîíi÷íó âñåðåäèíi îäèíè÷íîãî êîëà i

òàêó, ùî u|ρ=1 = cos4 φ.

Ðîçâ'ÿçàòè íà ïàði.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ôóíêöiþ ãàðìîíi÷íó âñåðåäèíi êîëà, ðàäióñó r0 ç öåí-

òðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i òàêó, ùî

∂u

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=r0

= A cos 2φ.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

∆ρ,φu = 0, r0 < ρ < r1,

u(r0, φ) = 2 sinφ cos 2φ,
∂u(r1, φ)

∂ρ
= 2 cosφ sin 2φ.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �17

Òåìà: Ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â êðóãîâèõ îáëàñòÿõ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i

∆ρ,φu = ρ cos 2φ a < ρ < b, 0 ≤ φ < 2π,

u(a, φ) = 2 sinφ, uρ(b, φ) = 1,

u(ρ, φ) = u(ρ, φ+ 2π)

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä

∆ρ,φu =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂u

∂φ2
= ρ cos 2φ. (∗)
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ âëàñíèõ

ôóíêöié Φ
(1)
k (φ) = cos kφ òà Φ

(2)
k (φ) = sin kφ ïåðiîäè÷íî¨ çàäà÷i Øòóðìà-

Ëióâiëëÿ.

u(ρ, φ) =
∞∑
k=0

R
(1)
k (ρ)Φ

(1)
k (φ) +

∞∑
k=1

R
(2)
k (ρ)Φ

(2)
k (φ);

Ðiâíÿííÿ (*) ïîìíîæèìî íà ρ2 i ïiäñòàâèìî â íüîãî ôóíêöiþ u(ρ, φ) ó

âèãëÿäi ðÿäó Ôóð`¹:

∞∑
k=0

[
ρ
(
ρR′(1)

k

)′
Φ

(1)
k +R

(1)
k Φ′′(1)

k

]
+

∞∑
k=1

[
ρ
(
ρR′(2)

k

)′
Φ

(1)
k +R

(2)
k Φ′′(2)

k

]
=

= ρ3 cos 2φ.

Âðàõó¹ìî âèãëÿä âëàñíèõ ôóíêöié òà îòðèìà¹ìî

∞∑
k=0

(
ρ(ρR′(1)

k )′ − k2R
(1)
k

)
cos kφ+

∞∑
k=1

(
ρ(ρR′(2)

k )′ − k2R
(2)
k

)
sin kφ =

= ρ3 cos 2φ.

Âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ ðîçêëàäåìî ïî ñèñòåìi âëàñíèõ ôóíêöiéΦ(1)
k (φ) =

cos kφ, Φ
(2)
k (φ) = sin kφ. Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ìàòèìóòü âèãëÿä:

F
(1)
k (ρ) =

ρ
3, k = 2

0, k ̸= 2
F

(2)
k (ρ) = 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð`¹:

ρ2R′′(1)
k + ρR′(1)

k − k2R
(1)
k =

ρ
3, k = 2

0, k ̸= 2

ρ2R′′(2)
k + ρR′(2)

k − k2R
(2)
k = 0, k = 1, 2, . . . .
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Ïiäñòàâèìî ðÿä Ôóð'¹ â ãðàíè÷íi óìîâè, ïðàâó ÷àñòèíó ÿêèõ òàêîæ

ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹:

u(a, φ) =
∞∑
k=0

R
(1)
k (a) cos kφ+

∞∑
k=1

R
(2)
k (a) sin kφ = 2 sinφ

∂u(b, φ)

∂ρ
=

∞∑
k=0

R′(1)
k (b) cos kφ+

∞∑
k=1

R′(2)
k (b) sin kφ = 1

Ç äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé îòðèìà¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ

Ôóð`¹ R(1)
k (ρ)

k = 0, R
(1)
0 (a) = 0,

dR
(1)
0 (b)

dρ
= 1,

k = 1, i = 2 R
(2)
1 (a) = 2,

dR
(2)
1 (b)

dρ
= 0,

R
(1)
k (a) = 0,

dR
(1)
k (b)

dρ
= 0, k > 0, R

(2)
k (a) = 0,

dR
(2)
k (b)

dρ
= 0, k > 1.

Òàêèì ÷èíîì ìîæåìî çàïèñàòè ãðàíè÷íi çàäà÷i ç íåîäíîðiäíèìè óìîâà-

ìè àáî íåîäíîðiäíèì âiëüíèì ÷ëåíîì:ρ
2R′′(1)

0 + ρR′(1)
0 = 0

R
(1)
0 (a) = 0, R′(1)

0 (b) = 1
, (1)

ρ
2R′′(2)

1 + ρR′(2)
1 −R

(2)
1 = 0

R
(2)
1 (a) = 2, R′(2)

1 (b) = 0
, (2)

ρ
2R′′(1)

2 + ρR′(1)
2 − 4R

(1)
2 = ρ3

R
(1)
2 (a) = 0, R′(1)

2 (b) = 0
. (3)

Óñi iíøi çàäà÷i ìàþòü îäíîðiäíi ðiâíÿííÿ òà îäíîðiäíi ãðàíè÷íi óìîâè

i òîìó ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ òðèâiàëüíi R(i)
k (p) ≡ 0;
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Ðîçãëÿíåìî (1). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ìà¹

âèãëÿä: R(1)
0 (ρ) = a

(1)
0 + b

(1)
0 ln(ρ). Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ðiâíîñòåé: R
(1)
0 (a) = a

(1)
0 + b

(1)
0 ln(a) = 0

R′(1)
0 (b) = b

(1)
0

1
b = 1

⇒
b
(1)
0 = b

a
(1)
0 = −b ln(a)

.

Îòæå,

R
(1)
0 (ρ) = b ln

(ρ
a

)
.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (2). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ìà¹ âèãëÿä: R(2)
1 (ρ) = a

(2)
1 ρ + b

(2)
1

1

ρ
. Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ðiâíîñòåé 
a
(2)
1 · a+ b

(2)
1 · 1

a
= 2

a
(2)
1 − b

(2)
1

b2
= 0

⇒
a
(2)
1 =

2a

a2 + b2

b
(2)
1 =

2ab2

a2 + b2

Òîäi ðîçâ'ÿçîê íàáóâà¹ âèãëÿäó

R
(2)
1 (ρ) =

2aρ

a2 + b2
+

2ab2

ρ(a2 + b2)
=

2a

a2 + b2

(
ρ+

b2

ρ

)
.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) çàïèøåìî òàêèì

÷èíîì: R(1)
2 (ρ) = a

(1)
2 ρ2 + b

(1)
2 ρ−2 +Ríåîä.(ρ).

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ÿê ñóìó çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ i ÷àñòèííîãî ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíîãî. ÔóíêöiþRíåîä.(ρ)

áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi aρ3. Ïiäñòàâèìî ó ðiâíÿííÿ òà îòðèìà¹ìî

a · 3 · 2ρ3 + a · 3ρ3 − 4aρ3 = ρ3

àáî

5a = 1 ⇒ a =
1

5
.
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Òàêèì ÷èíîì

R
(1)
2 (ρ) = a

(1)
2 ρ2 + b

(1)
2 ρ−2 +

ρ3

5
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiäñòàâèìî R
(1)
2 (ρ) â ãðàíè÷íi

óìîâè. Îäåðæèìî a
(1)
2 a2 + b

(1)
2 a−2 +

a3

5
= 0

2a
(1)
2 b− 2b

(1)
2 b−3 +

3

5
b2 = 0

.

Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó. Ìà¹ìî

∆ =

∣∣∣∣∣∣ a
2 1

a2

2b −2b−3

∣∣∣∣∣∣ = −2a2b−3 − 2ba−2,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−a

3

5

1

a2

−3

5
b2 −2b−3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −2a3b−3

5
+

3

5
a−2b2,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 −a

3

5

2b −3

5
b2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −3

5
a2b2 +

2

5
ba3.

Îòðèìàëè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:

a
(1)
2 = − 1

10

3a5 − 2b5

a4 + b4
, b

(1)
2 = − 1

10

a4b4(2a− 3b)

a4 + b4
.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä:

u(ρ, φ) = b ln(
ρ

a
) +

2a

a2 + b2

(
ρ+

b2

ρ

)
sinφ+

+
1

10(a4 + b4)

(
(2b5 − 3a5) · ρ2 + (3b− 2a)a4b4

ρ2
+

1

5
ρ3
)
· cos 2φ.
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Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i∆ρ,φu = 5ρ sin2 φ

u(1, φ) = sin4 φ
.

Ðîçâ'ÿçàòè íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i∆ρ,φu = ρ−1 sin2 φ

u(1, φ) = cos2 φ
.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i
∆ρ,φu = ρ−2 sin ln(ρ) · sinφ

u(12 , φ) = sinφ cos 2φ

u(2, φ) = cosφ sin 2φ

.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �18

Òåìà: Ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i Ïóàññîíà â

ïðÿìîêóòíèêó

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà â ïðÿ-

ìîêóòíèêó:

∆u = cos y · cos πx
2a

+ sin
πy

b
, 0 < x < a, 0 < y < b,

ux(0, y) = 2 · sin 2πy

b
cos

πy

b
, u(a, y) = 0,

u(x, 0) = cos
3πx

2a
, u(x, b) = 0.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè ãðàíè÷íi óìîâè íà æîäíié ïàði ïðîòèëåæíèõ

ñòîðií íå ¹ îäíîðiäíèìè, òî çàäà÷ó òðåáà ðîçáèòè íà äâi òàê, ùîá äîñÿãòè

îäíîðiäíîñòi ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïàði ïðîòèëåæíèõ ñòîðií. Äëÿ öüîãî ïðåä-

ñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi u = u1 + u2 òà ïiäñòàâèìî â óìîâè çàäà÷i. Â

ðåçóëüòàòi îäåðæèìî äâi ãðàíè÷íi çàäà÷i:
∆u1 = cos y · cos πx

2a

u1,x(0, y) = 0, u1(a, y) = 0

u1(x, 0) = cos
3πx

2a
, u1(x, b) = 0

, (1)


∆u2 = sin

πy

b

u2,x(0, y) = sin
πy

b
+ sin

3πy

b
= 2 sin

2πy

b
· cos πy

b

u2(a, y) = 0, u2(x, 0) = 0, u2(x, b) = 0

. (2)

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) ìåòîäîì Ôóð'¹. Äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiä-

íî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

= 0.

Éîãî ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi u1(x, y) = X(x) ·Y (y). Ïiäñòàâèìî

äàíèé äîáóòîê â îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ òà îòðèìà¹ìî

X ′′Y + Y ′′X = 0 ⇒ X ′′

X
= −Y

′′

Y
= −λ

Âèáåðåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ X(x), îñêiëüêè çà íàïðÿìêîì çìiííî¨ x

ìà¹ìî îäíîðiäíi ãðàíè÷íi óìîâè

X ′′(x) + λX(x) = 0.

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ äiñòàíåìî

X ′(0)Y (y) = 0 ⇒ X ′(0) = 0,
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X ′(a)Y (y) = 0 ⇒ X ′(a) = 0.

Çàïèøåìî çàäà÷óØòóðìà-Ëióâiëëÿ

X
′′ + λX = 0

X ′(0) = 0, X(a) = 0
. Ðîçâ'ÿçêàìè

öi¹¨ çàäà÷i áóäóòü òàêi âëàñíi ôóíêöi¨ òà ÷èñëà:

Xk(x) = cos(2k + 1) · πx
2a

; λk =

(
(2k + 1)π

2a

)2

, k = 0, 1, . . . .

Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ çà âëàñíèìè

ôóíêöiÿìè çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ

u1(x, y) =
∞∑
k=0

Yk(y)Xk(x).

Ïiäñòàâèìî ðÿä â íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ çàäà÷i (1). Ìà¹ìî:

∞∑
k=0

X ′′
k (x)Yk(y) +Xk(x)Y

′′
k (y) = F (x, y) =

∞∑
k=0

Fk(y)Xk(x).

Â ïðàâié ÷àñòèíi çàïèñàíèé ðÿä Ôóð'¹ äëÿ ôóíêöi¨ F (x, y). Âðàõîâóþ÷è,

ùî X ′′
k (x) = −λkXk(x), áóäåìî ìàòè

∞∑
k=0

(Y ′′
k (y)− λkYk(y))Xk(x) =

∞∑
k=0

Fk(y)Xk.

Ïðèðiâíÿ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ Xk(x) òà îòðèìà¹ìî

Y ′′
k (y)− λkYk(y) = Fk(y). (3)

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ iç çàäà÷i (1) öå ôóíêöiÿ F (x, y) = cos y ·cos πx
2a

.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ âiäðiçêîì ðÿäó Ôóð'¹, äå

Fk(y) =

cos y, k = 0

0, k > 0
.
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Çíàéäåìî ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ ðiâíÿííÿ (3). Ìà¹ìî

u1(x, 0) =
∞∑
k=0

Yk(0)Xk(x) = cos
3πx

2a
=

∞∑
k=0

φkXk(x).

Ïðèðiâíÿ¹ìî âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè òà îòðèìà¹ìî Yk(0) = φk, äå

φk =

1, k = 1

0, k ̸= 1
.

Ç ãðàíè÷íî¨ óìîâè íà ïðàâîìó êiíöi áóäåìî ìàòè:

u1(x, b) =
∞∑
k=0

Yk(b)Xk(x) = 0 ⇒ Yk(b) = 0.

Çàïèøåìî ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ôóíêöié Yk(y):Y
′′
0 − λ0Y0 = cos y

Y0(0) = 0, Y0(b) = 0
,

Y
′′
1 − λ1Y1 = 0

Y1(0) = 1, Y1(b) = 0
,

Y
′′
k − λkYk = 0

Yk(0) = 0, Yk(b) = 0
, k > 1.

Òàêèì ÷èíîì, Yk(y) ≡ 0, ÿêùî k > 1.

Ðîçâ'ÿæåìî ïåðøó çàäà÷ó. Ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

Y0(y) = a0 sh
√
λ0y + b0 sh

√
λ0(b− y) + Yíåîäí.(y).

Çíàéäåìî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ Yíåîäí.(y):

Yíåîäí.(y) = c · cos y.

Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ðiâíÿííÿ:

−c · cos y − λ0 · c · cos y = cos y,
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òîäi c = − 1

1 + λ0
i çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä:

Y0(y) = a0 sh
√
λ0y + b0 sh

√
λ0(b− y)− cos y

1 + λ0
.

Çíàéäåìî ñòàëi a0 i b0, ñêîðèñòàâøèñü ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

Y0(0) = b0 sh
√
λ0b−

1

1 + λ0
= 0 => b0 =

1

(1 + λ0) sh
√
λ0b

,

Y0(b) = a0 sh
√
λ0b−

cos b

1 + λ0
= 0; => a0 =

cos b

(1 + λ0) sh
√
λ0b

.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ñòàëi â Y0(y). Îòðèìà¹ìî

Y0(y) =
cos b · sh

√
λ0y

(1 + λ0) sh
√
λ0b

+
sh

√
λ0(b− y)

(1 + λ0) sh
√
λ0b

− cos y

1 + λ0
.

Çíàéäåìî Y1(y). Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä:

Y1(y) = a1 sh
√
λ1y + b1 sh

√
λ1(b− y)

Íà ïiäñòàâi ãðàíè÷íèõ óìîâ çíàéäåìî a1 òà b1:

Y1(0) = b1 sh
√
λ1(b− y) = 1 ⇒ ⇒ b1 =

1

sh
√
λ1b

,

Y1(b) = a1 sh
√
λ1b = 0 ⇒ a1 = 0.

Îòæå

Y1(y) =
sh

√
λ1(b− y)

sh
√
λ1b

,

à

u1(x, y) = Y0(y) · cos
πx

2a
+ Y1(y) · cos

3πx

2a
.

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2). Çàïèøåìî îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (Ëàïëàñà):

∂2u2
∂x2

+
∂2u2
∂y2

= 0.
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Éîãî ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi u2(x, y) = X(x) ·Y (y). Ïiäñòàâèìî

öåé äîáóòîê â ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Îäåðæèìî

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0.

Âiäîêðåìèìî çìiííi:
X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= λ.

Îáåðåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Y (y):

Y ′′(y) + λY (y) = 0.

Çíàéäåìî ãðàíè÷íi óìîâè

u2(x, 0) = X(x)Y (0) = 0 ⇒ Y (0) = 0,

u2(x, b) = X(x)Y (b) = 0 ⇒ Y (b) = 0.

Òàêèì ÷èíîì îäåðæàëè çàäà÷ó Øòóðìà - Ëióâiëëÿ.Y
′′(y) + λY (y) = 0

Y (0) = 0, Y (b) = 0
.

Çàäà÷à ìà¹ òàêi âëàñíi ôóíêöi¨ òà âiäïîâiäíi ÷èñëà

Yk(y) = sin
kπy

b
, λk =

(
kπ

b

)2

, k = 1, 2, . . . .

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ çà âëàñíèìè

ôóíêöiÿìè çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ:

u2(x, y) =
∞∑
k=1

Xk(x)Yk(y).

Ïiäñòàâèìî öåé ðÿä â íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ òà íåîäíîðiäíi ãðàíè÷íi óìîâè.

Ìà¹ìî: ∞∑
k=1

X ′′
k (x)Yk(y) +Xk(x)Y

′′
k (y) = sin

πy

b
,
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∞∑
k=1

(X ′′
k (x)− λkXk(x))Yk(y) = sin

πy

b
=

∞∑
k=1

Fk(x)Yk(y),

äå

Fk(x) =

1, k = 1

0, k ≥ 2
,

∞∑
k=1

X ′
k(0)Yk(y) = sin

πy

b
+ sin

3πy

b
=

∞∑
k=1

φkYk(y),

φk =

1, k = 1, 3

0, k = 2, 4, 5, . . .
⇒

⇒ X ′
k(0) = φk,

∞∑
k=1

Xk(a)Yk(y) = 0 ⇒ Xk(a) = 0.

Çàïèøåìî ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ôóíêöié Xk(x):

k = 1 :

X
′′
1 − λ1X1 = 1

X ′
1(0) = 1, X1(a) = 0

, k = 3 :

X
′′
3 − λ3X3 = 0

X ′
3(0) = 1, X3(a) = 0

;

k = 2, 4, 5 . . . :

X
′′
k − λkXk = 0

X ′
k(0) = 0, Xk(a) = 0

� îäíîðiäíi ãðàíè÷íi çàäà÷i

ìàþòü òðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè: Xk(x) ≡ 0, k = 2, 4, 5, . . . .

Çíàéäåìî X1(x) :

X1(x) = a1 ch
√
λ1x+ b1 sh

√
λ1(a− x)− 1

λ1
,

X ′
1(x) =

√
λ1a1 sh

√
λ1x−

√
λ1b1 ch

√
λ1(a− x).

Âèêîðèñòà¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè

X ′
1(0) = −

√
λ1b1 ch

√
λ1a = 1 ⇒ b1 = − 1√

λ1 ch
√
λ1a

,
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X1(a) = a1 ch
√
λ1a−

1

λ1
= 0 ⇒ a1 =

1

λ1 · ch
√
λ1a

,

À îòæå

X1(x) =
ch

√
λ1x

λ1 · ch
√
λ1a

− sh
√
λ1(a− x)√

λ1 ch
√
λ1a

− 1

λ1
.

Ôóíêöiþ X3(x) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

X3(x) = a3 ch
√
λ3x+ b3 sh

√
λ3(a− x).

Çíàéäåìî ñòàëi a3 òà b3:

X ′
3(x) =

√
λ3a3 sh

√
λ3x−

√
λ3b3 ch

√
λ3(a− x),

X ′
3(0) = −

√
λ3b3 ch

√
λ3a = 1 ⇒ b3 = − 1√

λ3 ch
√
λ3a

,

X3(a) = a3 ch
√
λ3a = 0 ⇒ a3 = 0

À îòæå

X3(x) = −sh
√
λ3(a− x)√

λ3 ch
√
λ3a

,

ôóíêöiÿ u2(x, y) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:

u2(x, y) = X1(x) · sin
πy

b
+X3(x) · sin

3πy

b
.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî: u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y).

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 3 Çàäà÷à 4

∆u = x · cos y

u(0, y) = 0,

ux(a, y) = 4 · cos3 y

uy(x, 0) = 0, u(x, π2 ) = 0



∆u = −3x · cos y

ux(0, y)− u(0, y) = 1

u(0, y) = 4a cos3 y

uy(x, 0) = 0, u(x,
π

2
) = 0
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �19

Òåìà: Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè. Ôîðìóëà

Äàëàìáåðà

Çàäà÷à 1. Íåîáìåæåíà ñòðóíà çáóäæåíà ëîêàëüíèì ïî÷àòêîâèì âiäõèëåí-

íÿì çîáðàæåíèì íà ðèñóíêó 1. Çíàéòè âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè âiä ïîëî-

æåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ −∞ < x <∞, t > 0.

Ðèñóíîê 1

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i Êîøi.
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, −∞ < x <∞, t > 0

u(x, 0) = U0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= 0

Ôóíêöiþ U0(x), ùî çîáðàæåíà íà ðèñóíêó 1, çàïèøåìî â àíàëiòè÷íîìó

âèãëÿäi:

U0(x) =



0, x < −c

h(1 + x/c), −c ≤ x ≤ 0

h(1− x/c), 0 ≤ x ≤ c

0, x > c

.
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Ðîçâ'ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i Êîøi ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ Äà-

ëàìáåðà:

u(x, t) =
U0(x+ at) + U0(x− at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

V0(ξ)dξ+

+
1

2a

t∫
0

x+a(t+τ)∫
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξdτ.

Â çàäà÷i, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî V0(x) ≡ 0, f(x, t) ≡ 0.Òàêèì ÷èíîì

ôîðìóëà Äàëàìáåðà íàáóâà¹ áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó:

u(x, t) =
U0(x+ at) + U0(x− at)

2
.

Ðîçãëÿíåìî çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âiä àðãóìåíòiâ x, t.

Ëiíi¨ x − at = const, x + at = const íàçèâàþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè

ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî àðãóìåíòè x, t âõîäÿòü â

ôîðìóëó Äàëàìáåðà ñàìå â òàêèé êîìáiíàöi¨.

Ðèñóíîê 2

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü

àðãóìåíòiâ x, t íåîáõiäíî ÷åðåç öþ òî÷êó ïðîâåñòè îáèäâi õàðàêòåðèñòèêè
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òà çíàéòè ¨õ òî÷êè ïåðåòèíó ç âiññþ x. Íåõàé öå áóäóòü òî÷êè x1 òà x2

âiäïîâiäíî (ðèñóíîê 2).

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 1 íàáóâà¹ âèãëÿäó

u(x, t) =
U0(x1) + U0(x2)

2
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðîâåäåìî õàðàêòåðèñòèêè ÷åðåç òî÷-

êè íà âiñi x, äå ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ çìiíþ¹ ñâié àíàëiòè÷íèé âèãëÿä (ðèñóíîê

3).

Ðèñóíîê 3

Âiäïîâiäíî öi õàðàêòåðèñòèêè ïîäiëÿþòü îáëàñòü ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó íà

ðÿä ïiäîáëàñòåé (ðèñóíîê 3), ÿêi ìè ïðîíóìåðó¹ìî âiä I äî Õ. Çàïèøåìî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ äåÿêèõ ç öèõ ïiäîáëàñòåé:

I : x+ at ≤ −c, u(x, t) = 0;

II :

−c ≤ x+ at < 0

x− at < −c
, u(x, t) =

h

2

(
1 +

x+ at

c

)
;

III :

−c < x− at < 0

−c < x+ at < 0
,
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u(x, t) =
h

2

((
1 +

x− at

c

)
+

(
1 +

x+ at

c

))
= h

(
1 +

x

c

)
;

IV :

−c < x− at < 0

0 < x+ at < c
,

u(x, t) =
h

2

((
1 +

x− at

c

)
+

(
1− x+ at

c

))
= h

(
1− at

c

)
;

V III :

0 < x+ at < c

x− at < −c
, u(x, t) =

h

2

(
1− x+ at

c

)
;

V :

0 < x− at < c

0 < x+ at < c
,

u(x, t) =
h

2

((
1− x+ at

c

)
+

(
1− x− at

c

))
= h

(
1− x

c

)
.

Çàäà÷à 2. Íåîáìåæåíié ñòðóíi íà âiäðiçêó −c ≤ x ≤ c íàäàíà ïî÷àòêîâà

øâèäêiñòü V0 = const, ïîçà öèì âiäðiçêîì ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü äîðiâíþ¹

íóëþ. Çíàéòè ôîðìóëè, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè âiä

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ t > 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i Êîøi:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,−∞ < x <∞, t > 0,

u(x, 0) = 0,
∂u(x, 0)

∂t
= V (x),

äå V (x) =


0, x < −c

V0, −c ≤ x ≤ c.

0, x > c
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Ðîçâ'ÿçîê çàïèøåìî çà ôîðìóëîþ Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
1

2a

x+at∫
x−at

V (ξ)dξ =

=
1

2a

x+at∫
−∞

V (ξ)dξ − 1

2a

x−at∫
−∞

V (ξ)dξ = w(x+ at)− w(x− at),

äå w(z) =
1

2a

z∫
−∞

V (ξ)dξ. Îá÷èñëèìî w(x):

w(x) =


0, x ≤ −c
V0
2a

(x+ c), −c < x ≤ c.

V0c

a
, x > c

Ôóíêöiÿ w(z) çìiíþ¹ ñâié àíàëiòè÷íèé âèãëÿä â òî÷êàõ −c, c. Çîáðàçèìî
ãðàôi÷íî ïiäîáëàñòi íà ÿêi õàðàêòåðèñòèêè ðîçáèâàþòü îáëàñòü ïîøóêó

ðîçâ'ÿçêó (ðèñóíîê 4).

Ðèñóíîê 4

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ äåêiëüêîõ îáëàñòåé:

104



II:

−c < x+ at+ c

x− at < −c
, u(x, t) =

V0
2a

(x+ at+ c);

III:

−c < x− at < c

−c < x+ at < c
, u(x, t) =

V0
2a

((x+ at+ c)− (x− at+ c)) = V0t

Ñàìîñòiéíî çàïèñàòè ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðåøòè îáëàñòåé.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Íåîáìåæåíà ñòðóíà çáóäæåíà ïî÷àòêîâèì ëîêàëüíèì âiäõè-

ëåííÿì, ùî ìà¹ ôîðìó êâàäðàòè÷íî¨ ïàðàáîëè, çîáðàæåíî¨ íà ðèñóíêó 5.

Çíàéòè âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ äîâiëüíèõ

çíà÷åíü −∞ < x <∞, t > 0.

Ðèñóíîê 5

Çàäà÷à 2. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t = 0 íåîáìåæåíà ñòðóíà îòðèìó¹ ïîïå-

ðå÷íèé óäàð â òî÷öi x = x0, ÿêèé ïåðåäà¹ ¨é iìïóëüñ I. Çíàéòè âiäõèëåííÿ

òî÷îê ñòðóíè âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �20

Òåìà: Ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ

ñòðóíè äëÿ ïiâïðÿìî¨ ç îäíîðiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè.

Ðîçãëÿíåìî äâi ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ñòðóíè ç îäíîðiä-

íèì ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó: u(0, t) = 0 � ëiâèé
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êiíåöü çàêðiïëåíèé àáî
∂u(0, t)

∂x
= 0 � ëiâèé êiíåöü âiëüíèé.

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, 0 < t <∞

u(x, 0) = φ(x)

∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x)

u(0, t) = 0

, (1)



∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, 0 < t <∞

u(x, 0) = φ(x)

∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x)

∂u(0, t)

∂x
= 0

. (2)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä ïàðíîãî

àáî íåïàðíîãî ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ψ(x) òà φ(x) íà âiä'¹ìíó

ïiââiñü i òàêèì ÷èíîì ãðàíè÷íi çàäà÷i çâîäÿòüñÿ äî çàäà÷i Êîøi ç ïîäàëü-

øèì âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Äàëàìáåðà.

Ïàðíå ïðîäîâæåííÿ:

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ Ψ(x) òà Φ(x) íàñòóïíèì ÷èíîì

Φ(x) =

φ(x), x > 0

φ(−x), x < 0
, Ψ(x) =

ψ(x), x > 0

ψ(−x), x < 0
.

Íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ:

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ Ψ(x) òà Φ(x) íàñòóïíèì ÷èíîì

Φ(x) =

φ(x), x > 0

−φ(−x), x < 0
, Ψ(x) =

ψ(x), x > 0

−ψ(−x), x < 0
.
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Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi:
∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,

u(x, 0) = Φ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = Ψ(x). (3)

a) Ïîêàçàòè, ùî êîëè Ψ(x) òà Φ(x) ¹ íåïàðíèì ôóíêöiÿìè, òî âèêîíàíà

óìîâà u(0, t) = 0 ∀t > 0 äëÿ çàäà÷i (3).

b) Ïîêàçàòè, ùî êîëè Ψ(x) òà Φ(x) ¹ ïàðíèìè ôóíêöiÿìè, òî âèêîíó¹òü-

ñÿ óìîâà
∂u(0, t)

∂x
= 0 ∀t > 0.

Âêàçiâêè:

1. Â çàëåæíîñòi âiä ãðàíè÷íî¨ óìîâ âèêîíàòè ïàðíå àáî íåïàðíå ïðîäî-

âæåííÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié íà âiä'¹ìíó ïiââiñü, îòðèìàâøè çàäà÷ó Êîøi.

2. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âèêîðèñòàòè ôîðìóëó Äà-

ëàìáåðà.

3. Çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ âñiõ x > 0 i t > 0 âðàõîâóþ÷è

âïëèâ ëiâî¨ ÷àñòèíè ñòðóíè, òîáòî äëÿ x < 0.

Ðèñóíîê 1

Çàäà÷à 1. Íàïiâîáìåæåíà ñòðóíà, çàêðiïëåíà íà êiíöi x = 0, çáóäæåíà

ïî÷àòêîâèì âiäõèëåííÿì, ùî ìà¹ ôîðìó êâàäðàòè÷íî¨ ïàðàáîëè, çîáðàæåíå
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íà ðèñóíêó 1 äëÿ x > 0. Çíàéòè âiäõèëåííÿ òî÷îê ñòðóíè âiä ïî÷àòêîâîãî

ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ x > 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó ïî÷àòêîâî-ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, 0 < x <∞, 0 < t <∞,

u(0, t) = 0, u(x, 0) = φ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= 0.

Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íó óìîâó â òî÷öi x = 0 ôóíêöiþ φ(x) ïðè x > 0 òðåáà

ïðîäîâæèòè íåïàðíèì ÷èíîì íà âiä'¹ìíó ïiââiñü. Çàïèøåìî âèãëÿä ôóíêöi¨

φ(x):

φ(x) =


0, x < c

h
(x
c
− 1
)(

3− x

c

)
, c ≤ x ≤ 3c

0, 3c < x ≤ ∞

.

Çàïèøåìî íåïàðíå ïðîäîâæåííÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨:

Φ(x) =



0, −∞ < x < 3c

h
(x
c
− 1
)(

3 +
x

c

)
, −3c ≤ x ≤ −c

0, −c < x < c

h
(x
c
− 1
)(

3− x

c

)
, c ≤ x ≤ 3c

0, 3c < x <∞

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ìîæíà çàïèñàòè çà ôîðìóëîþ Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
Φ(x+ at) + Φ(x− at)

2

äëÿ óñiõ x > 0, t > 0.

Ïðîâåäåìî õàðàêòåðèñòèêè ðiâíÿííÿ ÷åðåç òî÷êè â ÿêèõ ïî÷àòêîâà ôóíê-

öiÿ çìiíþ¹ ñâié àíàëiòè÷íèé âèãëÿä (ðèñóíîê 2). Õàðàêòåðèñòèêè ïîäiëÿ-
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þòü îáëàñòü çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó íà äåÿêó êiëüêiñòü ïiäîáëàñòåé ïîçíà-

÷åíèõ ðèìñêèìè öèôðàìè.

Ðèñóíîê 2

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê äëÿ äåÿêèõ îáëàñòåé.

II:


x+ at < 3c

x− at < −c ⇒

x > 0

u(x, t) =
1

2
h

((
1 +

x− at

c

)(
3 +

x− at

c

)
+

(
x+ at

c
− 1

)(
3− x+ at

c

))
,

III:

c < x+ at < 3c

−c < x− at < c
⇒ u(x, t) =

1

2
h

(
x+ at

c
− 1

)(
3− x+ at

c

)
,

V:

c < x+ at < 3c

c < x− at < 3c
⇒

⇒ u(x, t) =
1

2
h

((
x+ at

c
− 1

)(
3− x+ at

c

)
+

(
x− at

c
− 1

)(
3− x− at

c

))
.
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Äëÿ iíøèõ îáëàñòåé çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê ñàìîñòiéíî.

Çàäà÷à 2. Íàïiâîáìåæåíîìó ïðóæíîìó ñòðèæíþ 0 ≤ x < ∞ ç âiëüíèì

êiíöåì x = 0 ïåðåäàíà ïî÷àòêîâà îñüîâà øâèäêiñòü, ùî äîðiâíþ¹ v0 íà

âiäðiçêó [c, 2c]; ïîçà öèì âiäðiçêîì øâèäêiñòü äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîáóäóâàòè

ïðîäîëüíi âiäõèëåííÿ ïîïåðå÷íèõ ïåðåðiçiâ âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè äëÿ

x > 0, t > 0.

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè ïiä ÷àñ ïðàêòè÷íîãî çàíÿòòÿ.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1.

Íàïiâîáìåæåíà ñòðóíà ç çàêðiïëåíèì ëiâèì êiíöåì çáóäæåíà ëîêàëüíèì

ïî÷àòêîâèì âiäõèëåííÿì, ùî çîáðàæåíå íà ðèñóíêó 3 x > 0, t > 0.

Ðèñóíîê 3

Íàêðåñëèòè ïîëîæåííÿ ñòðóíè äëÿ ìîìåíòiâ ÷àñó

t =
c

a
, t =

3c

2a
, t =

2c

a
, t =

7c

2a
.

Çàäà÷à 2. Íàïiâîáìåæåíà ñòðóíà 0 ≤ x < +∞ iç çàêðiïëåíèì êiíöåì

x = 0 îòðèìó¹ â ìîìåíò t = 0 ïîïåðå÷íèé óäàð, ùî ïåðåäà¹ ñòðóíi iìïóëüñ

I íà äiëÿíöi 0 ≤ x ≤ 2l, ïðè÷îìó ïðîôiëü ðîçïîäiëó øâèäêîñòi, ùî îò-

ðèìó¹ ïðè óäàði, ìà¹ â ìîìåíò t = 0 ôîðìó ïiâõâèëi ñèíóñî¨äè ç îñíîâîþ

0 ≤ x ≤ 2l. Çíàéòè ôîðìóëè, ÿêi ïîêàçóþòü çàêîí ðóõó òî÷îê ñòðóíè ç

ðiçíèìè àáñöèñàìè x ïðè t > 0.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �21

Òåìà: Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà

Ïóàññîíà â öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðiøíiõ òî÷îê öè-

ëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè r0 i âèñîòîþ h ÿêùî òåìïåðàòóðà íèæíüî¨ îñíîâè

i ái÷íî¨ ïîâåðõíi öèëiíäðà äîðiâíþ¹ íóëþ, à òåìïåðàòóðà âåðõíüî¨ îñíîâè

çàëåæèòü òiëüêè âiä r.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè (òåìïåðàòóðà íå çàëåæèòü âiä ÷à-

ñó) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà, ÿêå â öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êîîðäè-

íàòàõ ìà¹ âèãëÿä:

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂φ2
+
∂2u

∂z2
= 0, 0 ≤ r < r0, 0 ≤ φ < 2π, 0 < z < h. (1)

Ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþòüñÿ íà ïîâåðõíi öèëiíäðó çàïèøåìî ó âèãëÿäi

ãðàíè÷íèõ óìîâ:

u|r=r0 = 0 (ái÷íà ïîâåðõíÿ)

u|z=0 = 0 (íèæíÿ îñíîâà) (2)

u|z=h = f(r) (âåðõíÿ îñíîâà)

|u|r=0| <∞ (îáìåæåíiñòü íà îñi öèëiíäðà)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ãðàíè÷íi óìîâè çàäà÷i íå çàëåæàòü ÿâíî âiä êóòà φ,

âiä φ íå áóäå çàëåæàòè i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, òîáòî ðiâíÿííÿ (1) ñïðîùó¹òüñÿ:

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+
∂2u

∂z2
= 0, 0 ≤ r < r0, 0 < z < h. (3)

Âàæëèâî, ùî íà ái÷íié ïîâåðõíi óìîâè îäíîðiäíi i öå äîçâîëÿ¹ âiäðàçó

çàñòîñîâóâàòè ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ó

âèãëÿäi

u(r, z) = R(r)Z(z).
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Ïiäñòàâèìî éîãî â ðiâíÿííÿ (3). Îòðèìà¹ìî

Z(z)
1

r
(rR′(r))′ + Z ′′(z)R(r) = 0,

Z(z)
1

r
(rR′(r))′

R(r)Z(z)
= −Z

′′(z)R(r)

R(r)Z(z)
= −λ.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ R(r) :

1

r
(rR′)′ + λR = 0. (4)

Äîäàìî äî ðiâíÿííÿ (4) ãðàíè÷íi óìîâè:

R(r0) = 0, |R(0)| <∞. (5)

Ìà¹ìî çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (4), (5). Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó. Çàïè-

øåìî ðiâíÿííÿ (4) â åêâiâàëåíòíié ôîðìi:

r2R′′(r) + rR′(r) + λr2R(r) = 0. (4′)

Íåõàé λ > 0. Çðîáèìî çàìiíó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨: ρ =
√
λr. Ïåðåéäåìî

â ðiâíÿííi (4') äî íîâî¨ çìiííî¨ ρ:

dR

dr
=
dR

dρ

dρ

dr
=

√
λ
dR

dρ
,

d2R

dr2
=

d

dr
(
√
λ · dR

dρ
) =

√
λ · d

dr
(
dR

dρ
) =

√
λ
d

dρ
(
dR

dρ
)
dρ

dr
= λ

d2R

dρ2
.

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â ðiâíÿííÿ çíàéäåíèõ ïîõiäíèõ áóäåìî ìàòè çàäà÷ó:

ρ2
d2R

dρ2
+ ρ

dR

dρ
− ρ2R = 0 (4∗)

Öå ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, òîæ éîãî ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çà-

ïèñàòè òàêèì ÷èíîì:

R(ρ) = c1J0(ρ) + c2N0(ρ).
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Òîäi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4′) ìà¹ âèãëÿä:

R(r) = c1J0(
√
λr) + c2N0(

√
λr).

Âðàõó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè (5). Ç óìîâè îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨ R(r) ïðè

r = 0 ïîòðiáíî ïîêëàñòè, ùî c2 = 0, îñêiëüêè N0(0) ¹ íåîáìåæåíîþ. Ç

óìîâè R(r0) = 0 îòðèìà¹ìî:

c1J0(
√
λr0) = 0. (6)

Ðiâíÿííÿ J0(µ) = 0, µ > 0 ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ (ðèñóíîê

1, íóëi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ).

Ðèñóíîê 1

Ïðîíóìåðó¹ìî äîäàòíi íóëi ôóíêöi¨ Áåññåëÿ J0 : {µk}∞k=1. Òîäi

√
λkr0 = µk ⇒ λk =

(
µk
r0

)2

.

Òàêèì ÷èíîì

Rk(r) = J0

(
µk
r

r0

)
, k = 1, 2, . . . .
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Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹:

u(r, z) =
∞∑
k=1

Zk(z)Rk(r). (7)

Ïiäñòàâèìî (7) ó ðiâíÿííÿ (3). Äëÿ ôóíêöi¨ Zk(z) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

Z ′′
k − λkZk = 0.

Ïiäñòàâèìî (7) â ãðàíè÷íi óìîâè, ùî çàäàíi íà íiæíié òà âåðõíié îñíîâi

öèëiíäðà. Îäåðæèìî ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ Zk:

u(r, 0) =
∞∑
k=1

Zk(0)Rk(r) = 0 ⇒ Zk(0) = 0 (8)

u(r, h) =
∞∑
k=1

Zk(h)Rk(r) = f(r) =
∞∑
k=1

fkRk(r).

Òàêèì ÷èíîì

Zk(h) = fk, (9)

äå fk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ äëÿ ôóíêöi¨ f(r) ó ðîçâèíåííi çà ñèñòåìîþ âëàñ-

íèõ ôóíêöié Rk(r). Ôîðìóëà äëÿ çíàõîäæåííÿ fk ìà¹ âèãëÿä:

fk =
(f,Rk)r
(Rk, Rk)r

=

r0∫
0

f(r)Rk(r)rdr

r0∫
0

R2
k(r)rdr

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7) âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

Zk(z) = ak sh(
√
λkz) + bk sh(

√
λk(h− z)).

Âðàõó¹ìî ãðàíè÷íi óìîâè (8), (9):

Zk(0) = bk sh(
√
λkh) = 0 ⇒ bk = 0,
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Zk(h) = ak sh(
√
λkh) = fk ⇒ ak =

fk

sh(
√
λkh)

.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ôóíêöi¨ Rk(r), Zk(z) â (7) i îòðèìà¹ìî øóêàíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i:

u(r, z) =
∞∑
k=1

fk

sh
√
λkh

sh(
√
λkz)J0(µk

r

r0
).

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðiøíiõ òî÷îê öè-

ëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè r0 i âèñîòîþ h ÿêùî òåìïåðàòóðà íèæíüî¨ îñíîâè

äîðiâíþ¹ íóëþ, ái÷íà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà ïîêðèòà íåïðîíèêíèì äëÿ òåïëà

÷îõëîì, à òåìïåðàòóðà âåðõíüî¨ îñíîâè çàëåæèòü òiëüêè âiä r.

Ðîçâ'ÿçàòè íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðiøíiõ òî÷îê öè-

ëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè R i âèñîòîþ h , ÿêùî: òåìïåðàòóðà íèæíüî¨ îñíî-

âè äîðiâíþ¹ íóëþ, ái÷íà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà âiëüíî îõîëîäæó¹òüñÿ ó ïîâiòði

íóëüîâî¨ òåìïåðàòóðè, à òåìïåðàòóðà âåðõíüî¨ îñíîâè öå ôóíêöiÿ âiä r.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè âñåðåäèíi òâåðäî-

ãî òiëà, ùî ìà¹ ôîðìó öèëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè r0 i âèñîòîþ h, ÿêùî:

äî íèæíüî¨ îñíîâè z = 0 ïiäâîäèòüñÿ ïîñòiéíèé òåïëîâèé ïîòiê q, à ái÷íà

ïîâåðõíÿ r = r0 i âåðõíÿ îñíîâà z = h ïiäòðèìóþòüñÿ ïðè íóëüîâié òåìïå-

ðàòóði.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �22

Òåìà: Ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ðîçâ'ÿçàííÿ ãðàíè÷íèõ

çàäà÷ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà i Ïóàññîíà â öèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðiøíiõ òî÷îê öè-

ëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè r0 i âèñîòîþ h ÿêùî òåìïåðàòóðà âåðõíüî¨ i íèæ-
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íüî¨ îñíîâè äîðiâíþ¹ íóëþ, à òåìïåðàòóðà â êîæíié òî÷öi ái÷íî¨ ïîâåðõíi

çàëåæèòü ëèøå âiä âiäñòàíi öi¹¨ òî÷êè äî íèæíüî¨ îñíîâè (òîáòî âiä z).

Ðîçâ'ÿçàííÿþ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä:

1

r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
) +

∂2u

∂z2
= 0, 0 ≤ r ≤ r0, 0 ≤ φ < 2π, 0 < z < h, (1)

u(r, 0) = 0, u(r, h) = 0,

u(r0, z) = f(z), |u(0, z)| <∞.

Íà âåðõíié òà íèæíié îñíîâi öèëiíäðà óìîâè îäíîðiäíi i öå äîçâîëÿ¹ áåç-

ïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ìåòîä Ôóð'¹. Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi äîáóòêó

ôóíêöié: u(r, z) = R(r)Z(z). Ïiäñòàâèìî â ðiâíÿííÿ òà îòðèìà¹ìî

Z(z)
1

r
(rR′(r))′ + Z ′′(z)R(r) = 0.

Âiäîêðåìèìî çìiííi. Ìà¹ìî

Z 1
r(rR

′)′

RZ
= −Z

′′R

RZ
= λ.

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ îòðèìà¹ìî

u(r, 0) = R(r)Z(0) = 0, => Z(0) = 0,

u(r, h) = R(r)Z(h) = 0, => Z(h) = 0.

Îáèðà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Z(z), îñêiëüêè äëÿ Z(z) ìà¹ìî îäíî-

ðiäíi ãðàíè÷íi óìîâè. 
Z ′′(z) + λZ(z) = 0

Z(0) = 0

Z(h) = 0

(2)
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Îòðèìàëè çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ (2). Çàïèøåìî ¨¨ ðîçâ'ÿçîê:

Zk(z) = sin(
kπz

h
), λk = (

kπ

h
), k = 1, 2, . . . .

Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹:

u(r, z) =
∞∑
k=1

Rk(r)Zk(z) (3)

Ïiäñòàâèìî (3) ó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1) i îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨

Rk(r):
1

r
(rR′

k(r))
′ − λkRk(r) = 0 (4)

Ç ãðàíè÷íèõ óìîâ íà îñi öèëiíäðà i íà éîãî ái÷íié ïîâåðõíi:

|u(0, z)| = |
∞∑
k=1

Rk(0)Zk(z)| <∞ ⇒ |Rk(0)| <∞,

u(r0, z) =
∞∑
k=1

Rk(r0)Zk(z) = f(z) =
∞∑
k=1

fkZk(z) ⇒ Rk(r0) = fk,

äå fk � êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(z) çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè çàäà÷i

Øòóðìà-Ëióâiëëÿ Zk(z).

Îäåðæàëè ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ Rk(r):

1

r
(rR′

k(r))
′ − λkRk(r) = 0, (5)

|Rk(0)| <∞, Rk(r0) = fk.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ çàäà÷i (5) ó âèãëÿäi:

r2R′′
k(r) + rR′

k(r)− λkr
2Rk(r) = 0 (6)

ßêùî çðîáèìî çàìiíó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ ρ =
√
λkr, òîäi îòðèìà¹ìî

ðiâíÿííÿ:

ρ2
d2R

dρ2
+ ρ

dR

dρ
− ρ2R = 0. (7)
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Öå ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ óÿâíîãî àðãóìåíòó íóëüîâîãî ïîðÿäêó.

Ðîçâ'ÿçîê (7) ìà¹ âèãëÿä:

R(ρ) = akI0(ρ) + bkK0(ρ).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê (6) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

Rk(r) = akI0(
√
λkr) + bkK0(

√
λkr).

Âðàõîâóþ÷è óìîâó îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêó ïðè r = 0 i ïîâåäiíêó ôóíêöi¨

K0, ìà¹ìî, ùî bk = 0. Ç äðóãî¨ ãðàíè÷íî¨ óìîâè îäåðæèìî:

Rk(r) = akI0(
√
λkr) = fk ⇒ ak =

fk

I0(
√
λkr0)

.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíi ôóíêöi¨ Rk(r) òà Zk(z) â (3) i îòðèìà¹ìî øóêàíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i:

u(r, z) =
∞∑
k=1

fk
I0(λk)r0

I0(
√
λkr) sin(

kπ

h
z),

äå êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ:

fk =
(f, Zk)

(Zk, Zk)
=

h∫
0

f(z) sin(
kπz

h
)dz

h∫
0

sin2(
kπz

h
)dz

.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i:

1

r

∂

∂r
(r
∂u

∂r
) +

1

r2
∂2u

∂φ2
+
∂2u

∂z2
= 0, r0 < r < r1, 0 ≤ φ < 2π, 0 < z < h,

u(r, 0) = 0, u′z(r, h) = 0,

u′r(r0, z) = f1(z), u(r1, z) = f2(z).

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè íà ïðàêòè÷íîìó çàíÿòòi.

118



Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ñòàöiîíàðíó òåìïåðàòóðó u(r, z) âíóòðiøíiõ òî÷îê öè-

ëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè R i âèñîòîþ h, ÿêùî îñíîâè öèëiíäðà òåïëîiçî-

ëüîâàíi, à òåìïåðàòóðà ái÷íî¨ ïîâåðõíi ¹ çàäàíà ôóíêöiÿ âiä z.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië òåìïåðàòóðè âñåðåäèíi òâåðäî-

ãî òiëà, ùî ìà¹ ôîðìó öèëiíäðà ç ðàäióñîì îñíîâè R i âèñîòîþ h, ÿêùî

äî íèæíüî¨ îñíîâè z = 0 ïiäâîäèòüñÿ ïîñòiéíèé òåïëîâèé ïîòiê q, âåðõ-

íÿ îñíîâà ïiäòðèìó¹òüñÿ ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði, à íà ái÷íié ïîâåðõíi

âiäáóâà¹òüñÿ òåïëîîáìií iç ñåðåäîâèùåì íóëüîâî¨ òåìïåðàòóðè.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �23

Òåìà: Çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â

ïðÿìîêóòíèõ òà êðóãîâèõ îáëàñòÿõ

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà ó ïðÿìîêóòíèêó 0 < x < a, 0 < y < b :

∆u+ λu = 0,

u(0, y) = u′x(a, y) = 0,

u′y(x, 0) = u(x, b) = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ìåòîäîì âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ.

Ôóíêöiþ u(x, y) ïîäàìî ó âèãëÿäi u(x, y) = X(x)Y (y) òà ïiäñòàâèìî ó ðiâ-

íÿííÿ. Îòðèìà¹ìî

X ′′(x)Y (y) + Y ′′(y)X(x) + λX(x)Y (y) = 0,

X ′′Y

XY
=

−Y ′′X − λXY

XY
= −µ.
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Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî äâi çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ äëÿ ôóíêöié X(x)

òà Y (y). Çàïèøåìî ¨õ ðîçâ'ÿçêè:X
′′ + µX = 0

X(0) = X ′(a) = 0
⇒ Xk(x) = sin

(
(2k + 1)πx

2a

)
,

µk =

(
(2k + 1)π

2a

)
, k = 0, 1, 2, . . . ,Y

′′ + (λ− µk)Y = 0,

Y ′(0) = Y (b) = 0.

Ïîçíà÷èìî λ− µ = ν > 0. Òîäi

Yn(y) = cos

(
(2n+ 1)πy

2b

)
, νn =

(
(2n+ 1)π

2b

)2

, n = 0, 1, 2, . . . .

Çàïèøåìî âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

uk,n(x, y) = Xk(x)Yn(y) = sin

(
(2k + 1)πx

2a

)
cos

(
(2n+ 1)πy

2b

)
λk,n = µk + νn =

(
(2k + 1)π

2a

)2

+

(
(2n+ 1)π

2b

)2

, k, n = 0, 1, . . . .

Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó (çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ)

äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êðóçi ðàäióñó a.∆ρ,φu+ λu = 0,

u(a, φ) = 0,
0 ≤ ρ < a, 0 ≤ φ < 2π.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i:

1

ρ

∂

∂ρ
(ρ
∂u

∂ρ
) +

1

ρ2
∂2u

∂φ2
+ λu = 0

u(a, φ) = 0, 0 ≤ ρ < a, 0 ≤ φ < 2π

u(ρ, φ) = u(ρ, φ+ 2π),

|u(0, φ)| <∞,
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Çàñòîñó¹ìî ìåòîä Ôóð'¹. Ôóíêöiþ u(ρ, φ) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

u(ρ, φ) = R(ρ)Φ(φ).

Ïiäñòàâèìî öåé äîáóòîê â ðiâíÿííÿ:

ρ
d

dρ
(ρ
dR(ρ)

dρ
)Φ(φ) +R(ρ)

d2Φ(φ)

dφ
+ λR(ρ)Φ(φ)ρ2 = 0,

RΦ′′

RΦ
=

−Φρ(ρR′)′ − λρ2RΦ

RΦ
= −µ.

Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìà¹ìî çàäà÷óØòóðìà-Ëióâiëëÿ ç óìî-

âàìè ïåðiîäè÷íîñòi äëÿ ôóíêöi¨ Φ(φ):Φ′′(φ) + µΦ(φ) = 0,

Φ(φ) = Φ(φ+ 2π).

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i íàì äîáðå âiäîìèé:

Φ
(1)
k (φ) = cos(kφ), k = 0,∞, Φ

(2)
k (φ) = sin(kφ), µk = k2, k = 0, 1, . . .

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ R(ρ) òà ãðàíè÷íi óìîâè:ρ
2R(r) + ρR′(r) + (λρ2 − k2)R(r) = 0,

|R(0)| <∞, R(a) = 0.

Ìà¹ìî ùå îäíó çàäà÷ó Øòóðìà-Ëióâiëëÿ. Ïðè λ > 0 ìà¹ìî ðiâíÿí-

íÿ Áåññåëÿ k-òîãî ïîðÿäêó, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi:

R(ρ) = akJk(
√
λρ) + bkNk(

√
λρ).

Âðàõîâóþ÷è óìîâó îáìåæåíîñòi â íóëi, ïîêëàäåìî bk = 0. Òîäi ìà¹ìî

óìîâó:

akJk(
√
λa) = 0 ⇒ Jk(

√
λa) = 0.
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Äëÿ êîæíîãî k ≥ 0 öå ðiâíÿííÿ ìà¹ çëi÷åííó ìíîæèíó êîðåíiâ µ(k)n , n =

1, 2, . . . , k = 0, 1, . . .. Òîäi

√
λa = µ(k)n ⇒ λk,n =

(
µ
(k)
n

a

)2

.

Âiäïîâiäíî

Rk,n(ρ) = Jk

(
µ
(k)
n

a
ρ

)
.

Íàðåøòi çàïèøåìî âëàñíi ôóíêöi¨:

u
(1)
k,n(ρ, φ) = Rk,n(ρ) cos(kφ) = Jk(

µ
(k)
n

a
ρ) cos(kφ)),

u
(2)
k,n(ρ, φ) = Rk,n(ρ) sin(kφ) = Jk(

µ
(k)
n

a
ρ) sin(kφ),

k = 0, 1, . . . , n = 1, 2, . . . .

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà â ïðÿìîêóòíié îáëàñòi 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b:

∆u+ λu = 0,

u(0, y) = u(a, y) = 0,

∂u(x, 0)

∂y
=
∂u(x, b)

∂y
= 0.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà â êiëüöi:

∆ρ,φu+ λu = 0, r0 < ρ < r1, 0 ≤ φ < 2π,

u(r0, φ) = 0,
∂u

∂ρ
(r1, 0) = 0.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �24

Òåìà: Ìåòîä Ôóð'¹ äëÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ïàðàáîëi÷íîãî òà

ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó â êàíîíi÷íèõ îáëàñòÿõ íà ïëîùèíi.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i ïðî ïîïåðå÷íi êîëèâàííÿ

ïðÿìîêóòíî¨ ìåìáðàíè 0 < x < a, 0 < y < b, ÿêùî ñòîðîíè x = 0 òà x = a

æîðñòêî çàêðiïëåíi, à ñòîðîíè y = 0 òà y = b âiëüíi. Ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ

òî÷îê ìåìáðàíè òà ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi çàäàíi. Âðàõóâàòè âïëèâ íåïåðå-

ðâíî ðîçïîäiëåíî¨ çîâíiøíüî¨ ñèëè, ùî äi¹ ïåðïåíäèêóëÿðíî ¨¨ ïîâåðõíi ç

ãóñòèíîþ F (x, y, t) = A(x, y) sinωt

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i:

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ A(x, y) sinωt, 0 < x < a, 0 < y < b, t > 0. (1)

Ãðàíè÷íi óìîâè: ñòîðîíè x = 0 òà x = a æîðñòêî çàêðiïëåíi

u(0, y, t) = u(a, y, t) = 0, (2)

ñòîðîíè y = 0 òà y = b � âiëüíi

∂u(x, 0, t)

∂y
=
∂u(x, b, t)

∂y
= 0 (3).

Ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ òî÷îê ìåìáðàíè

u(x, y, 0) = f(x, y) (4)

òà ïî÷àòêîâi øâèäêîñòi

∂u(x, y, 0)

∂t
= φ(x, y), (5)

ôóíêöi¨ f(x, y), φ(x, y) � çàäàíi.
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Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ:

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
ó âèãëÿäi

u(x, y, t) = V (x, y) · T (t),

òîäi
V (x, y)T ′′(t)

a2V (x, y)T (t)
=
a2∆V (x, y)T (t)

a2V (x, y)T (t)
= −λ.

Äëÿ V (x, y) ìà¹ìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

∆V + λV = 0,

V (0, y) = V (a, y) = 0,

∂V

∂y
(x, 0) =

∂V

∂y
(x, b) = 0.

Çàïèøåìî âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi ÷èñëà öi¹¨ çàäà÷i, ÿêi ëåãêî çíàéòè

ìåòîäîì Ôóð'¹

λk,n = (
kπ

a
)2 + (

nπ

b
)2, k = 1, 2 . . . , n = 0, 1, 2, . . . ,

Vk,n(x, y) = sin(
kπ

a
x) cos(

nπ

b
x), k = 1, 2 . . . , n = 0, 1, 2, . . . .

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ âëàñ-

íèõ ôóíêöié

Vk,n(x, y), u(x, y, t) =
∞∑

k,n=(1,0)

Tk,n(t)Vk,n(x, y).

Ïiäñòàâèìî ðÿä ó ðiâíÿííÿ (1). Îòðèìà¹ìî:

∞∑
k,n=(1,0)

T ′′
k,n(t)Vk,n(x, y)− a2Tk,n(t)∆Vk,n(x, y) = A(x, y) sinωt
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Âèêîðèñòà¹ìî, ùî

∆Vk,n = −λk,nVk,n,

ôóíêöiþ A(x, y) ðîçêëàäåìî â ðÿä Ôóð'¹ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè Vk,n(x, y):

∞∑
k,n=(1,0)

(T ′′
k,n(t) + λk,na

2Tk,n(t))Vk,n(x, y) = sinωt
∞∑

k,n=(1,0)

Ak,nVk,n(x, y),

Ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, îòðèìà¹ìî

T ′′
k,n + λk,na

2Tk,n = Ak,n sinωt.

Âèêîðèñòà¹ìî ïî÷àòêîâi óìîâè (4) òà (5), ôóíêöi¨ f(x, y) òà φ(x, y) ðîçêëà-

äåìî â ðÿä Ôóð'¹

∞∑
k,n=(1,0)

Tk,n(0)Vk,n(x, y) =
∞∑

k,n=(1,0)

fk,nVk,n(x, y),

∞∑
k,n=(1,0)

T ′
k,n(0)Vk,n(x, y) =

∞∑
k,n=(1,0)

φk,nVk,n(x, y)

äå Ak,n, fk,n, φk,n - êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöié A(x, y), f(x, y), φ(x, y)

âiäïîâiäíî. Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé îòðèìà¹ìî:

Tk,n(0) = fk,n, T ′
k,n(0) = φk,n.

Òàêèì ÷èíîì äëÿ Tk,n(t) ìà¹ìî çàäà÷ó Êîøi. Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê îäíî-

ðiäíîãî ðiâíÿííÿ

T ′′
k,n(t) + a2λk,nTk,n(t) = 0,

T
(0)
k,n = ck,n sin a

√
λk,nt+ dk,n cos a

√
λk,nt.

Çíàéäåìî ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

T (÷)(t) =M sinωt. − ω2M sinωt+Ma2λk,n sinωt = Ak,n sinωt,
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M(a2λk,n − ω2) = Ak,n ⇒Mk,n =
Ak,n

a2λk,n − ω2
.

Ïðèïóñòèìî, ùî a
√
λk,n − ω ̸= 0 äëÿ ∀k, n, òîáòî íå íàñòóïà¹ ÿâèùå

ðåçîíàíñó. Òîäi

Tk,n(t) = ck,n sin a
√
λk,nt+ dk,n cos a

√
λk,nt+Mk,n sinωt.

Çíàéäåìî êîíñòàíòè ck,n òà dk,n:

Tk,n(0) = dk,n = fk,n,

T ′
k,n(t) = ck,na

√
λk,n cos a

√
λk,nt− dk,na

√
λk,n sin a

√
λk,nt+ ωMk,n cosωt,

T ′
k,n(0) = ck,na

√
λk,n + ωMk,n = φk,n ⇒ ck,n =

φk,n − ωMk,n

a
√
λk,n

.

Òàêèì ÷èíîì:

Tk,n(t) =
φk,n − ωMk,n

a
√
λk,n

sin a
√
λk,nt+ fk,n cos a

√
λk,nt+Mk,n sinωt.

Îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

u(x, y) =
∞∑

k,n=(1,0)

Tk,n(t)Vk,n(x, y),

äå Tk,n(t) òà Vk,n(x, y) âèçíà÷åíî âèùå.

Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ äëÿ f(x, y) âèçíà÷à¹ìî çà ôîðìóëîþ

fk,n =

a∫
0

b∫
0

Vk,n(x, y)f(x, y)dydx

a∫
0

b∫
0

V 2
k,n(x, y)dydx

,

äëÿ A(x, y) òà φ(x, y) ôîðìóëè ìàþòü àíàëîãi÷íèé âèãëÿä.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè òåìïåðàòóðó íåîáìåæåíî¨ êðóãëî¨ öèëiíäðè÷íî¨ òðóáè

r0 ≤ ρ ≤ r1, 0 ≤ φ ≤ 2π − ∞ < z < ∞, ÿêùî ¨¨ ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà
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äîðiâíþ¹ f(ρ, φ), r0 ≤ ρ ≤ r1, 0 ≤ φ < 2π, âíóòðiøíÿ ïîâåðõíÿ ïiäòðè-

ìó¹òüñÿ ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði, à çîâíiøíÿ ïîâåðõíÿ òåïëîiçîëüîâàíà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i: Âðàõó¹ìî, ùî â íàïðÿìêó z

òðóáà íåñêií÷åííà, à ïî÷àòêîâà òåìïåðàòóðà âiä z íå çàëåæèòü, ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi áóäå ôóíêöi¹þ çìiííèõ ρ, φ, t, òîáòî u(ρ, φ, t).

Òîäi çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

∂u

∂t
= a2

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂φ2

)
,

r0 < ρ < r1, 0 ≤ φ < 2π,−∞ < z <∞, t > 0

u(r0, φ, t) = 0,
∂u(r1, φ, t)

∂ρ
= 0, u(ρ, φ, 0) = f(ρ, φ).

Çàäà÷ó ðîçâ'ÿçàòè íà ïàði.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Òåìïåðàòóðà íåñêií÷åííî¨ êðóãëî¨ öèëiíäðè÷íî¨ òðóáè äîðiâ-

íþ¹ íóëþ ïðè t < 0. Ç ìîìåíòó t = 0 ÷åðåç ¨¨ çîâíiøíþ ïîâåðõíþ ïîäà¹òüñÿ

çîâíi ïîñòiéíèé òåïëîâèé ïîòiê ãóñòèíîþ q, à âíóòðiøíÿ ïîâåðõíÿ òðóáè

ïiäòðèìó¹òüñÿ ïðè òåìïåðàòóði, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Çíàéòè òåìïåðàòóðó

òðóáè ïðè t > 0.

Âêàçiâêà:

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i u(ρ, t) ïîäàòè ó âèãëÿäi u(ρ, t) = V (ρ, t)+W (ρ). Ôóíê-

öiþW (ρ) ïiäiáðàòè òàê, ùîá íà ïîâåðõíi êðàéîâi óìîâè ñòàëè îäíîðiäíèìè.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè êîëèâàííÿ êðóãëî¨ ìåìáðàíè, ùî âñòàíîâèëèñÿ, iç çà-

êðiïëåíèì êðà¹ì ó ñåðåäîâèùi ç îïîðîì, ïðîïîðöiéíèì øâèäêîñòi, ïiä äi¹þ

ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîãî (ïðèêëàäåíîãî äî îäíi¹¨ ñòîðîíè ìåìáðàíè) òèñêó

ρ = ρ0 sinωt, 0 < t < +∞, ρ0 = const.

Âêàçiâêà:
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ φ, u(ρ, t) âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ:

∂2u

∂t2
= a2

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
− b2

∂u

∂t
+ ρ0 sinωt, 0 ≤ ρ < r0, t > 0.

Êðàé çàêðiïëåíèé, òîáòî u(r0, t) = 0. Ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ òà øâèäêî-

ñòi äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî

u|t=0 =
∂u

∂t
|t=0 = 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �25

Òåìà: Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ãðiíà òà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà Ïóàññîíà

Çàäà÷à 1. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà òà ðîçâ'ÿçàòè ãðàíè÷íó çàäà÷ó

äëÿ ðiâíÿííÿ Ïóàñîíà äëÿ äâîãðàííîãî êóòà x > 0, y > 0, −∞ < z <∞.

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= −F (x, y, z),

0 < x <∞, 0 < y <∞,−∞ < z <∞,

u(x, 0, z) = f1(x, z), −∂u(0, y, z)
∂x

= f2(y, z).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ãðàíè÷íà çàäà÷à ìà¹ çìiøàíi ãðàíè÷íi óìîâè ïåðøîãî òà

äðóãîãî ðîäó. Äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ç òàêèìè ãðà-

íè÷íèìè óìîâàìè. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ G1,2(P, P0). Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨

Ãðiíà âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä âiäîáðàæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ çàðÿäiâ. Äëÿ

öüîãî â äîâiëüíié òî÷öi îáëàñòi P0(x0, y0, z0), 0 < x0 < ∞, 0 < y0 <

∞, −∞ < z0 <∞ ðîçòàøó¹ìî îäèíè÷íèé ïîçèòèâíèé çàðÿä, çà ìåæàìè îá-

ëàñòi ïîøóêó ðîçâ'ÿçêó ðîçìiñòèìî êîìïåíñóþ÷i çàðÿäè, òàêèì ÷èíîì, ùîá

íà âiäïîâiäíèõ ïëîùèíàõ âèêîíóâàëèñü îäíîðiäíi ãðàíè÷íi óìîâè ïåðøîãî

128



òà äðóãîãî ðîäó âiäïîâiäíî. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ðîçìiñòèòè òðè äîäàòêî-

âèõ çàðÿäè â òî÷êàõ ñèìåòðè÷íèõ òî÷öi P0 âiäíîñíî âiäïîâiäíî¨ ïëîùèíè

òà ïiäiáðàòè çíàê êîæíîãî çàðÿäó.

Ðîçòàøóâàííÿ òà çíàêè çàðÿäiâ ïðåäñòàâëåíi íà ðèñóíêó 1. Çàïèøåìî

ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ âiä ñóìè ÷îòèðüîõ çàðÿäiâ â äîâiëüíié

òî÷öi îáëàñòi P (x, y, z).

Ðèñóíîê 1

G1,2(P, P0) =
1

4π

(
1

|P − P0|
− 1

|P − P1|
− 1

|P − P2|
+

1

|P − P3|

)
=

=
1

4π

(
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2
−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

−

− 1√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

+
1√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

)
,
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äå G1,2(P, P0) � ãàðìîíi÷íà ôóíêöiÿ àðãóìåíòó P . Ïîêàæåìî, ùî âîíà çà-

äîâîëüíÿ¹ íåîáõiäíèì ãðàíè÷íèì óìîâàì.

a. Íåõàé P = (x, 0, z), òîäi

|P − P0| = |P − P1|, |P − P2| = |P − P3|.

Òàêèì ÷èíîì G1,2(P, P0) = 0 ïðè P = (x, 0, z).

b. Íåõàé P = (0, y, z). Îá÷èñëèìî ïîõiäíó

∂G1,2(P, P0)

∂n
= − ∂G1,2(P, P0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

= − 1

4π

(
−x0

|P − P0|3
− −x0

|P − P1|3
− x0

|P − P2|3
+

x0
|P − P3|3

)∣∣∣∣
x=0

= 0.

Âèùå âðàõîâàíî, ùî ïðè x = 0

|P − P0| = |P − P3|, |P − P2| = |P − P1|.

Òàêèì ÷èíîì G1,2(P, P0) äiéñíî ¹ ôóíêöi¹þ Ãðiíà äëÿ äâîãðàííîãî êóòà

π/2 çi çìiøàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè ïåðøîãî òà äðóãîãî ðîäó.

Çàïèøåìî ôîðìóëó iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà çi çìiøàíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. Äëÿ öüîãî ñêîðè-

ñòà¹ìîñÿ çàãàëüíîþ ôîðìóëîþ iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-

íÿííÿ Ïóàññîíà:

u(P0) =

∫∫∫
Ω

G(P, P0)F (P )dP+

∫∫
S

(
G(P, P0)

∂u(P )

∂n
− u(P )

∂G(P, P0)

∂nP
dSp

)
.

Íåõàé S = S1 ∪ S2, äå

S1 = {x = 0, y > 0,−∞ < z <∞},

S2 = {y = 0, x > 0, −∞ < z <∞}.
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Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ãðiíà G1,2(P, P0) = 0, ôîðìóëà iíòå-

ãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìàòèìå âèãëÿä:

u(P0) =

∫∫∫
Ω

G1,2(P, P0)F (P )dP +

∫∫
S2

G1,2(P, P0)f2(P )dSP−

−
∫∫
S1

∂G1.2(P, P0)

∂nP
f1(P )dSP .

Îá÷èñëèìî

G1,2(P, P0)|P∈S2(x=0) =

=
1

2π

(
1√

x20 + (y − y0)2 + (z − z0)2
+

1√
x20 + (y + y0)2 + (z − z0)2

)
.

Çíàéäåìî

∂G1,2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
P∈S1(y=0)

=
∂G1,2(P, P0)

∂yP

∣∣∣∣
y=0

=

1

2π

(
y0

((x− x0)2 + y20 + (z − z0)2)
3
2

+
y0

((x+ x0)2 + y20 + (z − z0)2)
3
2

)
.

Îñòàòî÷íî çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i:

u(P0) =

∞∫
−∞

∞∫
0

∞∫
0

G1,2(P, P0)F (P )dxdydz+

+

∞∫
−∞

∞∫
0

G1,2(P, P0)|y=0f2(x, z)dxdz −
∞∫

−∞

∞∫
0

∂G1,2(P, P0)

∂nP

∣∣∣∣
x=0

f1(y, z)dydz.

Çàäà÷à 2. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ äâî-

ãðàííîãî êóòà âåëè÷èíîþ
π

3
îáìåæåíîãî ïëîùèíàìè y = 0, y −

√
3x = 0

îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
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Ðèñóíîê 2

Çàïèøåìî ðîçòàøóâàííÿ òî÷êîâèõ çàðÿäiâ òà ¨õ çíàêè âèêîðèñòîâóþ÷è

öèëiíäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò (ðèñóíîê 2).

⊕, Pi =
(
ρ0 cos

(
φ0 + i

2π

3

)
, ρ0 sin

(
φ0 + i

2π

3

)
, z0

)
, i = 0, 1, 2

⊖, P ′
i =

(
ρ0 cos

(
−φ0 + i

2π

3

)
, ρ0 sin

(
−φ0 + i

2π

3

)
, z0

)
, i = 0, 1, 2

G1(P, P0) =
2∑
i=0

1

4π|P − Pi|
− 1

4π|P − P ′
i |
; P = (ρ cosφ, ρ sinφ, z),

|P − Pi| =

[(
ρ cosφ−

(
ρ0 cos(φ0 + i

2π

3
)

))2

+

+

(
ρ sinφ− ρ0 sin

(
φ0 + i

2π

3

))2

+ (z − z0)
2

] 1
2

Ñàìîñòiéíî ïåðåâiðèòè, ùî íà ãðàíèöÿõ äâîãðàííîãî êóòà ôóíêöiÿ Ãði-

íà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íóëü.
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Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà äëÿ äâîãðàííîãî êóòà π
3 , îáìåæåíîãî ïëîùèíàìè y = 0, y =

√
3x,

ÿêùî íà ïëîùèíi y = 0 çàäàíà óìîâà ïåðøîãî ðîäó, à íà ïëîùèíi y =
√
3x

- ãðàíè÷íà óìîâà äðóãîãî ðîäó.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �26

Òåìà: Ïîáóäîâà ôóíêöi¨ Ãðiíà òà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà òà Ïóàññîíà

Çàäà÷à 1. Ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i äëÿ îïå-

ðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòi, îáìåæåíié ïëîùèíàìè z = 0, z = l.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ãðiíà áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìå-

òîä âiäîáðàæåííÿ åëåêòðîñòàòè÷íèõ çàðÿäiâ. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàí-

íÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ãðiíà áóäåìî ðîçòàøîâóâàòè óñi òî÷êîâi çàðÿäè

íà ïðîìiíi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P0 òà ¹ îðòîãîíàëüíèì äî ïëîùèí

z = 0, z = l (ðèñóíîê 1).

Ïîçèòèâíi çàðÿäè áóäåìî ðîçìiùàòè â òî÷êàõ ç êîîðäèíàòàìè

+, Pi = (x0, y0, 2il + z0), i = (−∞.∞),

âiä'¹ìíi çàðÿäè � â òî÷êàõ

−, Pi = (x0, y0, 2il − z0), i = (−∞,∞).

Òàêèì ÷èíîì çàáåçïå÷èìî âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ

G1(P, P0)|z=0 = 0, G1(P, P0)|z=l = 0.

Ôóíêöiÿ Ãðiíà ïðè öüîìó áóòè ìàòè âèãëÿä ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó:

G1(P, P0) =
∞∑

i=−∞

1

4π|P − Pi|
− 1

4π|P − P ′
i |

=
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Ðèñóíîê 1

∞∑
i=−∞

1√
a2 + (z − z0 − 2il)2

− 1√
a2 + (z + z0 − 2il)2

äå a2 = (x− x0)
2 + (y − y0)

2;

À ïðè P = (x, y, 0) àáî P = (x, y, l) âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi óìîâè

G1(P, P0)|z=0 = 0 òà G1(P, P0)|z=l = 0. Öå î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç ñèìåòðè÷-

íîãî ðîçòàøóâàííÿ ïàðè çàðÿäiâ ïðîòèëåæíîãî çíàêó âiäíîñíî ïëîùèíè

z = 0 òà ïëîùèíè z = l.

Ôóíêöiÿ G1(P, P0) çàïèñàíà ó âèãëÿäi ðÿäó i òîìó íåîáõiäíî äîñëiäèòè

ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü öüîãî ðÿäó. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿäó:

ci =
1√

a2 + (z − z0 − 2il)2
− 1√

a2 + (z + z0 − 2il)2
.
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Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü ââåäåìî ôóíêöiþ

f(z) =
1√

a2 + z2
.

Òîäi

ci = f(2il − z + z0)− f(2il − z − z0).

Îöiíèìî ci çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà

f(x1)− f(x2) = f ′(x̃)(x1 − x2),

äå x̃ - ñåðåäíÿ òî÷êà. Îá÷èñëèìî ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ f(z):

f ′(z) = − z

(a2 + z2)
3
2

.

Çàïèøåìî çíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ òî÷êè z̃ = 2il − z + z0(2θ − 1), 0 < θ < 1.

Òîäi

|ci| =

(
|2il − z + z0(2θ − 1)|2z0

(a2 + (2il − z + z0(2θ − 1))2)
3
2

)
= O

(
1

i2

)
.

Òàêèì ÷èíîì ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä ìàæîðó¹òüñÿ çáiæíèì ÷èñëîâèì ðÿäîì,

òà çà óìîâîþ Âåé¹ðøòðàññà âií çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî; Òà-

êîæ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðiâíîìiðíî çáiãàþòüñÿ i ðÿäè ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ôóíêöi¨ Ãðiíà
∂G1

∂x
,
∂G1

∂y
,
∂G1

∂z
òà äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi. Öå â ñâîþ ÷åðãó

îçíà÷à¹, ùî ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ äiéñíî ¹ ôóíêöi¹þ Ãðiíà ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨

çàäà÷i äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ôóíêöiþ Ãðiíà òà ïîáóäóâàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðè-

õëå äëÿ îáëàñòi, ÿêà ñêëàäà¹ âåðõíþ ïîëîâèíó êóëi ðàäióñó R.

∆u = 0, x2 + y2 + z2 < R2, z > 0,

u|x2+y2+z2=R2 = f1(φ, θ),
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Ðèñóíîê 2

r, φ, θ� ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷êè

u|z=0 = f2(r, φ).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ãðiíà ìåòîäîì âiäîáðàæåííÿ åëåêòðî-

ñòàòè÷íèõ çàðÿäi. Äëÿ öüîãî â òî÷öi P0 = (r0, φ0, θ0) ðîçìiñòèìî îäèíè÷íèé

ïîçèòèâíèé çàðÿä. Çà ìåæàìè ïiâêóëi ðîçìiñòèìî òðè êîìïåíñóþ÷è çàðÿäè

(ðèñóíîê 2).

Äîäàòíi çàðÿäè ðîçìiùó¹ìî â òî÷êàõ P0, P1, âiä'¹ìíi â òî÷êàõ P ′
0, P

′
1,

çàðÿäè â òî÷öi P ′
0 âåëè÷èíè −e, â òî÷öi P1 - âåëè÷èíè +e, e òðåáà âèçíà÷èòè

ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Ïîçíà÷èìî êóò γ = ̸ POP0, γ1 = ̸ POP1.

Ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè òî÷îê P = (r, φ, θ), P0 = (r0, φ0, θ0) ,

P ′
0 = (

R2

r0
, φ0, θ0), P1 = (

R2

r0
, φ0, π − θ0), P ′

1 = (r0, φ0, π − θ0),

0 < r0 < R, 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ0 <
π

2
.
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Òîäi ôóíêöiÿ Ãðiíà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó åëåêòðîñòà-

òè÷íîãî ïîëÿ ÷îòèðüîõ çàðÿäiâ

G1(P, P0) =
1

4π|P − P0|
− e

4π|P − P ′
0|
− 1

4π|P − P ′
1|
− 1

4π|P − P1|
.

Ç òðèêóòíèêiâ POP0 òà POP ′
0 çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ çíàéäåìî

|P − P0| = (r2 + r20 − 2rr0 cos γ)
1
2 ,

|P − P ′
0| =

(
r2 +

R4

r20
− 2r

R2

r0
cos γ

) 1
2

=
R

r0

(
r2r20
R2

+R2 − 2rr0 cos γ

) 1
2

.

Ç òðèêóòíèêiâ POP1 òà POP ′
1 çà òåîðåìîþ êîñèíóñiâ îòðèìà¹ìî:

|P − P ′
1| = (r2 + r20 − 2rr0 cos γ1)

1
2

|P − P1| =
(
r2 +

R4

r20
− 2r

R2

r0
cos γ1

) 1
2

=
R

r0

(
r2r20
R2

+R2 − 2rr0 cos γ1

) 1
2

.

Òàêèì ÷èíîì:

G1(P, P0) =
1

4π

 1

(r2 + r20 − 2rr0 cos γ)
1
2

− e

R
r0

(
r2r20
R2 +R2 − 2rr0 cos γ

) 1
2

−

− 1

(r2 + r20 − 2rr0 cos γ1)
1
2

+
e

R
r0

(
r2r20
R2 +R2 − 2rr0 cos γ1

) 1
2

 (∗∗)

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ãðàíè÷íî¨ óìîâè äëÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà

1) Íåõàé r = R (Òî÷êà P ëåæèòü íà âåðõíié ïiâñôåði)

G1(P, P0)|r=R =
1− e

r0
R

4π(R2 + r20 − 2Rr0 cos γ)
1
2

−
e
r0
R

− 1

(R2 + r20 − 2Rr0 cos γ1)
1
2

= 0

ÿêùî e = R
r0
.
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Îá÷èñëèìî cos γ, cos γ1.

cos γ =
(OP,OP0)

rr0
= cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ− φ0)

cos γ1 =
(OP,OP ′

1)

rr0
= cos θ cos(π − θ0) + sin θ0 sin(π − θ) cos(φ− φ0) =

= − cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(φ− φ0).

2) Íåõàé òî÷êà P ëåæèòü íà ïëîùèíi z = 0 âñåðåäèíi êîëî ðàäióñà

R. Òîáòî êîîðäèíàòè òî÷êè P íàáóâàþòü çíà÷åíü (r, φ,
π

2
). Òîäi cos γ =

sin θ0 cos(φ − φ0) (cos
π

2
= 0, sin

π

2
= 1) cos γ1 = sin θ0 cos(φ − φ0). Òà-

êèì ÷èíîì G1(P, P0)|z=0 = 0. Òîáòî ãðàíè÷íi óìîâè âèêîíàíi. Äëÿ çàïè-

ñó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

ðîçâ'ÿçêó

u(P0) = −
∫∫
S

∂G1(P, P0)

∂np
φ(P )dSp (∗ ∗ ∗)

Äîìàøíå çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çàïèñàòè ôîðìóëó (***) çàñòîñóâàâøè ¨¨ äëÿ âèïàäêó çàäà÷i

2.

Âêàçiâêà:

1) S = S1 ∪ S2, äå S1 - âåðõíÿ ïiâñôåðà, S2 -êðóã ðàäióñó R â ïëîùèíi

z = 0.

2) Îá÷èñëèòè a)
∂G1

∂np
|S1

=
∂G1

∂r
|r=R á)

∂G1

∂nP
|S2

= −∂G1

∂z
|z=0.

Ó âèïàäêó á) êîîðäèíàòè òî÷îê P, P0, P
′
0, P1, P

′
1 ìîæíà çàïèñàòè â ïðÿ-

ìîêóòíèõ êîîðäèíàòàõ

P (x, y, z), P0 = (x0, y0, z0), P
′
0 =

(
R2

r0
x0,

R2

r0
y0,

R2

r0
z0

)
,

P1 =

(
R2

r0
x0,

R2

r0
y0,−

R2

r0
z0

)
, P ′

1 = (x0, y0,−z0).
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3) Â ôîðìóëi (***) ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî S1 çàïèñàòè â ñôåðè÷íèõ

êîîðäèíàòàõ. Ïîâåðõíåâèé iíòåãðàë ïî S2 çàïèñàòè â ïîëÿðíèõ êîîðäèíà-

òàõ.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �27

Òåìà: Ïîòåíöiàëè òà ¨õ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

ãðàíè÷íèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë V êóëi ïðè ïîñòiéíié ùiëüíîñòi

ρ = ρ0 = const ïîñòàâèâøè ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ V i ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i íåîáõiäíî âèêîðèñòàòè âëàñòèâîñòi

ïîòåíöiàëó îá'¹ìó. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨õ:

1. Ïîòåíöiàë îá'¹ìó âñåðåäèíi îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ ìà¹ íåïåðåðâíi ïî-

õiäíi äðóãîãî ïîðÿäêó i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà∆V (x) = −ρ0, |x| <
R.

2. Ïîòåíöiàë îá'¹ìó ïîçà îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi

áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó òà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆V (x) = 0, |x| > R.

3. Ïîòåíöiàë îá'¹ìó ¹ íåïåðåðâíîþ òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ

ôóíêöi¹þ â óñüîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði.

4. Ïîòåíöiàë îá'¹ìó ¹ ðåãóëÿðíîþ â íåñêií÷åííî âiääàëåíié òî÷öi

V (x) = O

(
1

|x|

)
, |x| → ∞.

Âðàõó¹ìî, ùî ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ¹ ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ, ùî ãàðàí-

òó¹ çàëåæíiñòü ïîòåíöiàëó îá'¹ìó V ëèøå âiä îäíi¹¨ ñôåðè÷íî¨ êîîðäèíàòè

r òà íå çàëåæèòü âiä ñôåðè÷íèõ êóòiâ φ, θ. Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò çàïèøåìî

139



ñïðîùåíèé âèãëÿä ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òà Ëàïëàñà.

1

r2
d

dr

(
r2
dV (r)

dr

)
= −ρ0, 0 ≤ r < R (1)

1

r2
d

dr

(
r2
dV (r)

dr

)
= 0, R < r <∞ (2)

Çàïèøåìî óìîâè íåïåðåðâíîñòi òà íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâàíîñòi ïî-

òåíöiàëó îá'¹ìó:

V (R− 0) = V (R + 0), V ′(R− 0) = V ′(R + 0) (3).

Çàïèøåìî óìîâè ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi òà îáìåæåíîñòi ïîòåí-

öiàëó îá'¹ìó â öåíòði êóëi:

V (r) = O

(
1

r

)
, V (0) <∞. (4)

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (1) � (4).

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà òà Ëàïëàñà ìàþòü âèãëÿä

V (r) = −ρ0
r2

6
− c1
r
+ c2, 0 ≤ r < R,

V (r) = −c3
r
+ c4, R < r <∞.

Âèêîðèñòà¹ìî âëàñòèâîñòi (4). Â ðåçóëüòàòi ç îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêó îò-

ðèìà¹ìî c1 = 0, ç óìîâè ðåãóëÿðíîñòi íà íåñêií÷åíîñòi ìà¹ìî c4 = 0

Âèêîíà¹ìî óìîâè íåïåðåðâíîñòi òà íåïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâàíîñòi ïî-

òåíöiàëó îá'¹ìó:V (R− 0) = −ρ0
R2

6
+ c2 = V (R + 0) = −c3

R

V ′(R− 0) = −ρ0
R

3
= V ′(R + 0) =

c3
R2

Ç îñòàííüî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çíàéäåìî c3 = −ρ0
R3

3
, c2 = ρ0

R2

2
.
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Òàêèì ÷èíîì ïîòåíöiàë îá'¹ìó êóëi ìàòèìå âèãëÿä:

V (r) =


ρ0
R2

2
− ρ0

r2

6
, 0 ≤ r ≤ R

ρ0R
3

3r
, R ≤ r <∞.

(5)

Çàäà÷à 2. Çíàéòè åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå îá'¹ìíèõ çàðÿäiâ ðîçïîäiëåíèõ ç

ïîñòiéíîþ ùiëüíiñòþ âñåðåäèíi êóëi öåíòð ÿêî¨ ðîçòàøîâàíèé íàä iäåàëüíî

ïðîâiäíîþ çàçåìëåíîþ ïëîùèíîþ z = 0 íà âèñîòi h.

Ðîçâ'ÿçàííÿ Ïîòåíöiàë, ÿêèé ñòâîðþ¹ îêðåìà êóëÿ çàðÿäæåíà ç ïîñòié-

íîþ ùiëüíiñòþ íàì âiäîìèé ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i i äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ñêîðèñòà¹ìîñÿ íàñòóïíèì øòó÷íèì ïðèéîìîì.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ïëîùèíà z = 0 ìà¹ íóëüîâèé ïîòåíöiàë, çàìiíèìî âïëèâ

ïëîùèíè, ÿêèé âîíà çäiéñíþ¹ ðàçîì ç êóëåþ íà ñóìàðíèé ïîòåíöiàë äâîõ

ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ âiäíîñíî ïëîùèíè êóëü ðiâíîìiðíî çàðÿäæåíèõ

çàðÿäàìè ïðîòèëåæíèõ çíàêiâ, âåðõíÿ ç çàðÿäîì ρ0 = const, íèæíÿ ç çàðÿ-

äîì −ρ0. Òàêèì ÷èíîì áóäå çàáåçïå÷åíà âèêîíàííÿ íóëüîâîãî ïîòåíöiàëó

íà ïëîùèíi (ðèñóíîê 1).

Äëÿ çàïèñó ïîòåíöiàëó, ÿêèé ñòâîðþþòü îêðåìî âåðõíÿ i íèæíÿ êóëi

ñêîðèñòà¹ìîñü ìîäåðíiçîâàíîþ ôîðìóëîþ (5) òà çàïèøåìî ¨¨ â ñôåðè÷íèõ

êîîðäèíàòàõ ç öåíòðàìè â òî÷êàõ P0 = (0, 0, h) òà P ′
0 = (0, 0,−h). Íàäàëi

áóäåìî ïîçíà÷àòè

r = |P − P0|, r1 = |P − P ′
0|,

äå P = (x, y, z). Òîäi ïîòåíöiàë ÿêèé ñòâîðþ¹ âåðõíÿ êóëÿ çàïèøåòüñÿ ôîð-

ìóëîþ (5), à äëÿ íèæíüî¨ êóëi ìàòèìå âèãëÿä:

V (r1) =


−ρ0

R2

2
+ ρ0

r21
6
, 0 ≤ r1 ≤ R

−ρ0R
3

3r21
, R ≤ r1 <∞.

(6)
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Ðèñóíîê 1

Ñêîðèñòà¹ìîñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöi¨ åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ çàïè-

øåìî ñóìàðíèé ïîòåíöiàë, ÿêèé óòâîðþþòü îáèäâi êóëi â âåðõíüîìó ïiâ-

ïðîñòîði z > 0. Âðàõó¹ìî, ùî çîâíiøí¹ ïîëå, ÿêå óòâîðþ¹ íèæíÿ êóëÿ

äà¹òüñÿ íèæíiì ðÿäêîì ôîðìóëè (6).

V (x, y, z) =


ρ0
R2

2
− ρ0

r2

6
− ρ0R

3

3r21
, 0 ≤ r ≤ R, z > 0

ρ0R
3

3r
− ρ0R

3

3r21
, R ≤ r <∞, z > 0.

(7)

Â ôîðìóëi (7) r =
√
x2 + y2 + (z − h)2, r1 =

√
x2 + y2 + (z + h)2.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó ðîçïîäiëåíîãî ç ïîñòiéíîþ

ùiëüíiñòþ v = v0 = const íà ñôåði. Ïîñòàâèâøè ãðàíè÷íó çàäà÷ó òà

ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨.

Âêàçiâêà. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ñêîðèñòàòèñÿ âëàñòèâîñòÿìè ïîòåí-

öiàëó ïðîñòîãî øàðó.

Äîìàøí¹ çàâäàííÿ:

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïîòåíöiàë îá'¹ìó ÿêèé ðîçïîäiëåíèé â êóëüîâîìó øàði
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a ≤ r ≤ b ç ïîñòiéíîþ ùiëüíiñòþ ρ0 = const. Ïîñòàâèâøè ãðàíè÷íó çàäà÷ó

òà ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë êðóãà ç ïîñòiéíîþ ùiëü-

íiñòþ çàðÿäiâ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó âiäðiçêà ç

ïîñòiéíîþ ùiëüíiñòþ çàðÿäiâ.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ �28

Òåìà: Ïîòåíöiàëè òà ¨õ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

ãðàíè÷íèõ çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Ðîçâ'ÿçàòè ïåðøó òà äðóãó ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëà-

ïëàñà â ïiâïðîñòîði x3 > 0, ∞ < x1 < ∞,−∞ < x2 < ∞ âèêîðèñòîâóþ÷è

ïîòåíöiàëè ïîäâiéíîãî òà ïðîñòîãî øàðó âiäïîâiäíî.

Ðîçâ'ÿçàííÿþ

à) Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê ïåðøî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i (çàäà÷i Äiðèõëå).


3∑

k=1

∂2u

∂x2i
= 0, −∞ < x1, x2 <∞, x3 > 0

u|x3=0 = f(x1, x2).

(1)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî

øàðó

W (x) =

∫∫
S

σ(y)
∂

∂ny

1

4π|x− y|
dSy (2)

Òóò S - ïëîùèíà x3 = 0, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3),

|x− y| =

[
3∑
i=1

(xi − yi)
1/2.

]
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Çãiäíî âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó ùiëüíiñòü σ(y) ïîâèí-

íà çàäîâîëüíÿòè iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ:

f(x) =

∫
S

σ(y)
∂

∂ny

1

4π|x− y|
dSy −

σ(x)

2
, x ∈ S. (3)

Îá÷èñëèìî ïðÿìå çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó, òîáòî çíà÷åííÿ

ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó íà ïîâåðõíi S.

∂

∂ny

1

4π|y − x|
=

∂

∂|y − x|

(
1

4π|y − x|

) 3∑
i=1

∂|y − x|
∂yi

· ni =

= − 1

4π|y − x|2
3∑
i=1

yi − xi
|y − x|

· ni = −cos (y − x,ny)

|y − x|2
.

Âðàõó¹ìî, ùî òî÷êè y, x ëåæàòü íà ïëîùèíi x3 = 0, òîáòî êóò ìiæ

âåêòîðàìè y − x òà âåêòîðîì çîâíiøíüî¨ íîðìàëi ny ¹ ïðÿìèì, òîäi

cos(y − x,ny) = 0.

Òàêèì ÷èíîì ç iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3) ìà¹ìî σ(x) = −2f(x).

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíó ùiëüíiñòü â (2) òà îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïî íîðìàëi

∂

∂ny

1

4π|y − x|

∣∣∣∣
S

= − ∂

∂y3

1

4π|y − x|

∣∣∣∣
y3=0

=

=
−x3

4π [(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + x23]
3/2

Îñòàòî÷íî

W (x) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

x3f(y1, y2)dy1dy2
2π[(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + x23]

3/2

á) Ðîçãëÿíåìî äàëi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ ïiâïðîñòîðó
3∑
i=1

∂2u

∂x2i
= 0, −∞ < x1, x2 <∞, x3 > 0

∂u

∂n

∣∣∣∣
x3=0

= f(x1, x2).
(4)
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Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4) áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó

V (x) =

∫∫
S

µ(y)
1

4π|x− y|
dSy. (5)

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, ùiëüíiñòü ïîòåíöià-

ëó ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ:

f(x) =

∫∫
S

µ(y)
∂

∂nx

1

4π|x− y|
dSy +

µ(x)

2
, x ∈ S. (6)

Ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ êðóãà êîðèñòóþ÷èñü

ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî ïîñòàíîâêó çàäà÷i:
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22
= 0, x21 + x22 < R2

∂u

∂n

∣∣∣∣
x21+x

2
2=R

2

= f(x1, x2).
(7)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi ëîãàðèôìi÷íîãî ïîòåíöiàëó

ïðîñòîãî øàðó.

V (x) =

∫
C

µ(y)
1

2π
ln

1

|x− y|
dly. (8)

Ïðè öüîìó ùiëüíiñòü ïîòåíöiàëó ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè iíòåãðàëüíîìó

ðiâíÿííþ Ôðåäãîëüìà

f(x) =

∫
C

µ(y)
1

2π

∂

∂nx
ln

1

|x− y|
dly +

µ(x)

2
, x ∈ C. (9)

Îá÷èñëèìî ïðÿìå çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî

øàðó:
1

2π

∂

∂nx
ln

1

|x− y|
= − 1

2π

|x− y|
|x− y|2

2∑
i=1

(xi − yi)

|x− y|
nxi =
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= − 1

2π

cos (x− y,nx)

|x− y|
= − 1

2π

cosφ

|x− y|
.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ÿäðà iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðîçãëÿíåìî ðèñóíîê 1.

Ðèñóíîê 1

Ç ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà çàïèøåìî äîâæèíó êàòåòó

|x− y| = 2R cosφ

Òàêèì ÷èíîì iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (9) áóäå ìàòè âèãëÿä:

f(x) = −
∫
C

µ(y)
1

4πR
dly +

µ(x)

2
, x ∈ C

àáî

µ(x) = 2f(x) +
1

2πR

∫
C

µ(y)dly, x ∈ C,

äå C - êîëî ðàäióñà R. Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèðîä-

æåíå ÿäðî i éîãî ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè çíàéäåíèé â ÿâíîìó âèãëÿäi.

µ(x) = 2f(x) +
1

2πR
D,
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äå

D =

∫
C

µ(y)dly =

∫
C

(
2f(y) +

D

2πR

)
dly = 2

∫
C

f(y)dly +D.

Òàêèì ÷èíîì D - çàëèøà¹òüñÿ âiëüíîþ êîíñòàíòîþ, à íà ôóíêöiþ f(x)

íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà îðòîãîíàëüíîñòi∫
C

f(y)dly = 0.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

µ(x) = 2f(x) +
1

2πR
D.

Ïiäñòàâèìî çíàéäåíó ùiëüíiñòü â ôîðìóëó (8).

V (x) =

∫
C

f(y)
1

π
ln

1

|x− y|
dly +

D

4π2R

∫
C

ln
1

|x− y|
dly

Çàïèøåìî îñòàííþ ôîðìóëó â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ. Íåõàé òî÷öi x

âiäïîâiäàþòü ïîëÿðíi êîîðäèíàòè (ρ0, φ0), òî÷öi y âiäïîâiäíî (R,φ). Òîäi

V (ρ0, φ0) =
R

π

2π∫
0

f(φ) ln
1√

ρ20 +R2 − 2ρ0R cos(φ− φ0)
dφ+

+
D

4π2

2π∫
0

ln
1√

ρ20 +R2 − 2ρ0R cos(φ− φ0)
dφ

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äðóãèé iíòåãðàë â îñòàííié ôîðìóëi ¹ êîí-

ñòàíòîþ. Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî àäèòèâ-

íî¨ êîíñòàíòè:

V (ρ0, φ0) =
R

π

2π∫
0

f(φ) ln
1√

ρ20 +R2 − 2ρ0R cos(φ− φ0)
dφ+D.

Çàäà÷à 1. Çà äîïîìîãîþ ëîãàðèôìi÷íîãî ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó

ðîçâ'ÿçàòè âíóòðiøíþ òà çîâíiøíþ çàäà÷i Äiðèõëå äëÿ êðóãà.
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Çàäà÷à 2. Ðîçâ'ÿçàòè äðóãó ãðàíè÷íó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â

ïiâïðîñòîði.

Òåìè ìîäóëüíèõ êîíòðîëüíèõ ðîáiò

Ìîäóëüíà êîíòðîëüíà ðîáîòà 1: Òåìè çàíÿòü 1 � 6

Ìîäóëüíà êîíòðîëüíà ðîáîòà 2: Òåìè çàíÿòü 7 � 13

Ìîäóëüíà êîíòðîëüíà ðîáîòà 3: Òåìè çàíÿòü 14 � 21

Ìîäóëüíà êîíòðîëüíà ðîáîòà 4: Òåìè çàíÿòü 22 � 28
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