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АНОТАЦIЯ

Харьков О. С. Модифiкованi екстраградiєнтнi алгоритми для варiацiй-

них нерiвностей та їх застосування. — Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю 113

«Прикладна математика» (11 — «Математика та статистика»). — Київ-

ський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка Мiнiстерства освi-

ти i науки України, Київ, 2023.

Iз розвитком комп’ютерних технологiй виник новий напрям наукових

дослiджень — комп’ютерне математичне моделювання, що передбачає по-

будову моделей дослiджуваного об’єкта та органiзацiю серiй обчислюваль-

них експериментiв. Зазвичай складно отримати точнi розв’язки для пра-

ктичних проблем, тому актуальною є розробка алгоритмiв для наближених

розрахункiв. Отже, наближенi алгоритми є вкрай важливою складовою

для багатьох програмних продуктiв, що впливають на наше повсякденне

життя.

Дисертацiя пов’язана з моделями вигляду варiацiйних нерiвностей. Во-

ни дають простий та унiфiкований засiб формулювання багатьох актуаль-

них задач оптимального керування, математичної фiзики та дослiдження

операцiй (пошук сiдлових точок та рiвноваги за Нешем). Варiацiйнi не-

рiвностi з монотонними операторами є загальним класом задач з опуклою

структурою. Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть

ефективно розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових

(мiнiмаксних) задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних не-

рiвностей. З появою генеруючих змагальних нейронних мереж та iнших

моделей змагального навчання стiйкий iнтерес до алгоритмiв розв’язання

варiацiйних нерiвностей виник i в середовищi спецiалiстiв в галузi машин-

ного навчання.
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Дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей та близь-

ких задач триває. Г. М. Корпелевич в 1970-х роках запропонувала екстра-

градiєнтний метод. В 1980 роцi Л. Д. Попов запропонував для пошуку сi-

длових точок опукло-угнутих функцiй цiкаву модифiкацiю методу Ерроу–

Гурвiца, який став джерелом багатьох сучасних алгоритмiв. Ефективним

сучасним варiантом екстраградiєнтного методу є проксимальний дзеркаль-

ний метод (MirrorProx) А. С. Немировського. Останнiм часом пожвавила-

ся дослiдницька активнiсть, пов’язана з пiдвищенням ефективностi та унi-

версальностi екстраградiєнтних методiв. Зокрема, запропонованi адаптивнi

модифiкацiї проксимального дзеркального методу, якi не потребують зна-

ння констант Лiпшиця операторiв для визначення величини кроку. Вели-

ке значення мають методи апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих

операторiв, якi дозволяють регуляризовувати iснуючi методи або будувати

новi.

Але питання про ефективнi методи розв’язання варiацiйних нерiвно-

стей великої розмiрностi досi актуальне. Наприклад, останнiм часом збiль-

шився iнтерес до розробки адаптивних алгоритмiв, що не використовують

значень лiпшицевих констант операторiв та на вiдмiну вiд схем з лiнiй-

ним пошуком не потребують обчислень значень бiфункцiї в додаткових

точках. Подальшi спроби зменшити складнiсть виконання iтерацiї призве-

ли до появи алгоритму операторної екстраполяцiї. За об’ємом необхiдних

для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень алгоритми мають перевагу

над екстаградiєнтним методом. Також останнiм часом пропонуються алго-

ритми розв’язання варiацiйних задач в банахових просторах та алгоритми,

що використовують дивергенцiю Брегмана.

Дисертацiйна робота складається зi вступу та п’яти роздiлiв, перший з

яких мiстить огляд лiтератури за темою дисертацiї.

У другому роздiлi дисертацiї розглядались варiацiйнi нерiвностi з опе-

раторами, що дiють в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоно-
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вано та обгрунтовано новi алгоритми екстраградiєнтного типу, якi є мо-

дифiкацiями методу Л. Д. Попова пошуку сiдлових точок опукло-угнутих

функцiй. Також отримано новi результати для вiдомих варiантiв методу.

А саме, отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору.

Доведено cильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-

рiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено

лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-

рiацiйних нерiвностей з операторами, що задовольняють умову типу уза-

гальненої сильної монотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптив-

ний варiант алгоритму. Правило оновлення параметрiв не використовує

значень лiпшицевих констант операторiв та на вiдмiну вiд правил типу лi-

нiйного пошуку не потребує обчислень значень операторiв в додаткових

точках. Запропоновано регуляризованi варiанти алгоритму та доведено те-

ореми про їх сильну збiжнiсть.

У третьому роздiлi дослiджено новi iтерацiйнi алгоритми для розв’-

язання варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах. Данi алгоритми

є модификацiями вiдомого «forward-reflected-backward algorithm».

А саме, доведено слабку збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї

та отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору. Доведено

сильну збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено лiнiйну швид-

кiсть збiжностi алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей з операторами, що задовольняють умову типу узагальненої силь-

ної монотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптивний варiант ал-

горитму. Запропоновано регуляризований варiант алгоритму та доведено

теорему про його сильну збiжнiсть. Для регуляризацiї використано схему

Гальперна.

У четвертому роздiлi дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з

минулого та операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’-
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язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими оператора-

ми, що дiють в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. Основнi

результати: оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Також дослiджено два новi алгоритми для розв’язання варiацiйних не-

рiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами, що дiють в 2-рiв-

номiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просторах. Перший ал-

горитм — варiант методу операторої екстраполяцiї, що використовує уза-

гальнену проєкцiю Альбера замiсть метричної. Другий алгоритм є адаптив-

ним варiантом першого, де використовується правило поновлення величи-

ни кроку, що не вимагає знання лiпшицевих констант та лiнiйного пошуку.

Доведено сублiнiйну оцiнку ефективностi в термiнах функцiї зазору та те-

орему про слабку збiжнiсть першого методу. Доведено слабку збiжнiсть

адаптивного варiанту методу, де використовується правило поновлення ве-

личини кроку, що не вимагає знання лiпшицевих констант та лiнiйного

пошуку.

У п’ятому роздiлi дисертацiї описано експерименти, проведенi для пере-

вiрки теорем з другого та третього роздiлiв, що мiстять оцiнки швидкостi

збiжностi розглянутих алгоритмiв. Розглядались бiлiнiйнi та квадратичнi

сiдловi задачi. Результати проведених експериментiв пiдтверджують тео-

ретичнi оцiнки.

Також проведено експерименти з навчанням простих GANs за допо-

могою двох рандомiзованих варiантiв методу екстраполяцiї з минулого з

експоненцiйним усереденням. Результати мають попереднiй характер. За-

уважимо, що задача про теоретичнi гарантiї збiжностi цих варiантiв є вiд-

критою.

Проведенi дослiдження лежать в руслi сучасних дослiджень варiацiй-

них нерiвностей, iнтерес до яких достатньо високий. Результати дисертацiї

призначенi для використання при створеннi спецiалiзованого програмно-

го забезпечення для комп’ютерного моделювання в дослiдженнi операцiй,
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математичнiй економiцi та математичнiй фiзицi. Також розробленi алгори-

тми можуть бути використанi для розв’язання задач машинного навчан-

ня, обробки зображень тощо. Окремi результати, одержанi в роботi, було

впроваджено у навчальний процес кафедри обчислювальної математики

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка при викладаннi дисциплiн «Сучаснi

проблеми аналiзу» та «Некласичнi задачi оптимального керування». Де-

кiлька алгоритмiв було розроблено при виконаннi наукових проєктiв кафе-

дри обчислювальної математики факультету комп’ютерних наук та кiбер-

нетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, що

виконувались протягом 2020–2023 рокiв.

Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, сiдлова задача, рiвновага, опти-

мiзацiя, екстраградiєнтний метод, метод екстраполяцiї з минулого, метод

операторної екстраполяцiї, гiльбертовий простiр, банаховий простiр, дивер-

генцiя Брегмана, апроксимацiя, збiжнiсть.

ABSTRACT

Kharkov O. S. Modified Extragradient Algorithms for Variational Inequali-

ties and Their Applications. — Qualifying scientific work as a manuscript.

Doctor of Philosophy Degree Thesis by Speciality 113 «Applied Mathemati-

cs» (11 — «Mathematics and Statistics»). — Taras Shevchenko National Uni-

versity of Kyiv of Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2023.

With the progress of computer technologies, a new direction of scientific

research has emerged — computer mathematical modeling, which involves the

construction of models of the researched object and the organization of a series

of computational experiments. Usually it is difficult to obtain exact solutions for

practical problems, so the development of algorithms for approximate calculati-

ons is relevant. Therefore, approximate algorithms are an extremely important
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component for many software products that affect our daily lives.

The thesis is related to the models of the form of variational inequalities.

They provide a simple and unified means of formulating many topical problems

of optimal control, mathematical physics and operations research (search for

saddle points and Nash equilibrium). Variational inequalities with monotone

operators are a general class of problems with a convex structure. Individual

problems of convex non-differentiable optimization can be effectively solved

if they are reformulated in the form of saddle (min-max) problems and then

algorithms for solving variational inequalities are applied. With the invention of

generative adversarial neural networks and other models of adversarial learning,

sustained interest in algorithms for solving variational inequalities arose also

among specialists in the field of machine learning.

Research on algorithms for solving variational inequalities and related prob-

lems continues. In the 1970s, G. Korpelevich proposed the extragradient method.

In 1980, L. Popov proposed an interesting modification of the Arrow–Hurwitz

method for finding saddle points of convex-concave functions, which became

the source of many modern algorithms. An effective modern variant of the

extragradient method is the proximal mirror method (MirrorProx) by A. Nemi-

rovski. Recently, there has been an increase of research activity related to

increasing the efficiency and versatility of extragradient methods. In particular,

adaptive modifications of the proximal mirror method are proposed, which do

not require knowledge of the Lipschitz constants of operators to determine

the step size. The methods of approximation of fixed points of nonexpansive

operators are of great importance, which allow to regularize existing methods

or to construct new ones.

However the question of effective methods for solving large-dimensional

variational inequalities is still relevant. For example, recently there has been

increased interest in the development of adaptive algorithms that do not use

the values of the Lipschitz constants of operators and, unlike linear search
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schemes, do not require calculations of bifunction values at additional points.

Further attempts to reduce the complexity of iteration led to the appearance of

the operator extrapolation algorithm. These algorithms have an advantage over

the extragradient method in terms of the amount of calculations required for the

iterative step. Recently algorithms for solving variational problems in Banach

spaces and algorithms using Bregman divergence have also been proposed.

The thesis consists of an introduction and five chapters, the first of which

contains a review of the literature on the thesis topic.

In the second chapter of the thesis, variational inequalities with operators

acting in a Hilbert space were considered. For these problems, new algorithms of

the extragradient type, which are modifications of L. Popov’s method of finding

saddle points of convex-concave functions, are proposed and substantiated. New

results were also obtained for known variants of the method.

To be more precise, a sublinear efficiency estimate for the gap function is

obtained. The strong convergence of the extrapolation from the past algorithm

for variational inequalities with uniformly monotone operators is proved. The

linear convergence speed of the extrapolation from the past algorithm for vari-

ational inequalities with operators satisfying the generalized strong monotoni-

city type condition is proved. An adaptive version of the algorithm is proposed

and substantiated. The parameter update rule does not use the values of the

Lipschitz constants of the operators and, unlike the rules of the linear search

type, does not require the calculation of the values of the operators at additi-

onal points. Regularized variants of the algorithm are proposed and theorems

about their strong convergence are proved.

The third chapter explores new iterative algorithms for solving variational

inequalities in Hilbert spaces. These algorithms are modifications of the well-

known «forward-reflected-backward algorithm».

Namely, the weak convergence of the operator extrapolation algorithm was

proved and a sublinear efficiency estimate for the gap function was obtained.
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The strong convergence of the operator extrapolation algorithm for variational

inequalities with uniformly monotone operators is proved. The linear speed of

convergence of the operator extrapolation algorithm for variational inequalities

with operators satisfying the generalized strong monotonicity type condition is

proved. An adaptive version of the algorithm is proposed and substantiated. A

regularized version of the algorithm is proposed and a theorem on its strong

convergence is proved. The Halpern scheme was used for regularization.

In the fourth chapter, variants of extrapolation from the past algorithm and

operator extrapolation algorithm with Bregman divergence for solving variati-

onal inequalities with monotone and Lipschitz-continuous operators, which act

in a finite-dimensional real linear space, are investigated. Main results: efficiency

estimate for the gap function.

Two new algorithms for solving variational inequalities with monotone Li-

pschitz operators operating in 2-uniformly convex and uniformly smooth Banach

spaces are also investigated. The first algorithm is a variant of the operator

extrapolation method that uses a generalized Alber projection instead of a

metric one. The second algorithm is an adaptive variant of the first one, which

uses the step size update rule, which does not require knowledge of Lipschitz

constants and linear search. The sublinear efficiency estimation in terms of the

gap function and the weak convergence theorem of the first method are proved.

The weak convergence of the adaptive version of the method, which uses the

step size renewal rule that does not require knowledge of Lipschitz constants

and linear search, is proved.

The fifth chapter of the thesis describes the experiments conducted to verify

the theorems from the second and third chapters, containing estimates of the

speed of convergence of the considered algorithms. Bilinear and quadratic saddle

problems were considered. The results of the conducted experiments confirm the

theoretical estimates.

Experiments were also conducted with the training of simple GANs by usi-
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ng two randomized variants of the extrapolation from the past method with

exponential averaging. The results are preliminary. Note that the problem of

theoretical guarantees of the convergence of these options is open.

The conducted research is in line with modern studies of variational inequali-

ties, the interest of which is quite high. The results of the thesis are intended for

use in the creation of specialized software for computer modeling in operations

research, mathematical economics and mathematical physics. The developed

algorithms can also be used to solve problems of machine learning, image

processing, etc. Individual results obtained in the work were implemented in

the educational process of the Department of Computational Mathematics

of the Faculty of Computer Sciences and Cybernetics of Taras Shevchenko

National University of Kyiv when teaching the disciplines «Modern problems

of analysis» and «Non-classical problems of optimal control». Several algori-

thms were developed during the implementation of scientific projects of the

Department of Computational Mathematics, Faculty of Computer Sciences and

Cybernetics of Taras Shevchenko National University of Kyiv, which were carri-

ed out during 2020–2023.

Key words: variational inequality, saddle point problem, equilibrium, opti-

mization, Extragradient method, Extrapolation from the Past method, Operator

Extrapolation method, Hilbert space, Banach space, Bregman divergence, ap-

proximation, convergence.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Iз розвитком комп’ютерних технологiй виник

новий напрям наукових дослiджень — комп’ютерне математичне моделю-

вання, що передбачає побудову моделей дослiджуваного об’єкта та органi-

зацiю серiй обчислювальних експериментiв. Практичнi проблеми як прави-

ло складнi для отримання точних розв’язкiв, тому актуальною є розробка

наближених алгоритмiв. Отже, наближенi алгоритми є головними складо-

вими багатьох програмних продуктiв, що впливають на наше повсякден-

не життя. Значний внесок у розвиток алгоритмiв розв’язання оператор-

них рiвнянь та оптимiзацiйних задач зробили Я. I. Альбер, А. С. Антiпiн,

А. Б. Бакушинський, Л. М. Брегман, Ю. М. Данилiн, Ю. М. Єрмольєв,

I. I. Єрьомiн, Ю. В. Малiцький, А. С. Немировський, Ю. Є. Нестеров,

Є. О. Нурмiнський, Б. Т. Поляк, Б. М. Пшеничний, В. В. Семенов, П. I. Сте-

цюк, Н. З. Шор, H. H. Bauschke, D. P. Bertsekas, F. Browder, P. L. Combettes,

J. L. Lions, P. L. Lions, P.-E. Mainge, Z. Opial, R. T. Rockafellar, W. Takahashi,

P. Tseng, H. K. Xu та iн.

Дисертацiя пов’язана з моделями вигляду варiацiйних нерiвностей. Во-

ни дають простий та унiфiкований засiб формулювання багатьох актуаль-

них задач оптимального керування, математичної фiзики та дослiдження

операцiй (пошук сiдлових точок та рiвноваги за Нешем). Варiацiйнi не-

рiвностi з монотонними операторами є загальним класом задач з опуклою

структурою. Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть

ефективно розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових

(мiнiмаксних) задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних не-

рiвностей. Нещодавно був розвинутий такий варiант побудови швидких ал-

горитмiв для задач опуклого програмування: за допомогою теорiї двоїсто-
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стi переходимо до деякої опукло-угнутої сiдлової задачi та застосовуємо

екстраградiєнтнi алгоритми розв’язання варiацiйних нерiвностей.

З появою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversari-

al networks, GANs) та iнших моделей змагального навчання стiйкий iнтерес

до алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей виник i в середовищi

спецiалiстiв в галузi машинного навчання.

Створення та дослiдження алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiв-

ностей та близьких задач є напрямом прикладної математики, що активно

розвивається. Найвiдомiшим чисельним методом розв’язання варiацiйних

нерiвностей є екстраградiєнтний метод, що запропонований Г. М. Корпе-

левич в 1970-х роках. В 1980 роцi Л. Д. Попов запропонував для пошу-

ку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй цiкаву модифiкацiю методу

Ерроу–Гурвiца, який став джерелом багатьох сучасних алгоритмiв. Ал-

горитми цього типу вiдомi серед спецiалiстiв з машинного навчання пiд

назвою «Extrapolation from the Past».

Сучасним варiантом екстраградiєнтного методу є проксимальний дзер-

кальний метод (MirrorProx) А. С. Немировського. Останнiм часом пожва-

вилася дослiдницька активнiсть, пов’язана з пiдвищенням ефективностi

та унiверсальностi екстраградiєнтних методiв (Я. I. Ведель, I. В. Коннов,

Ю. В. Малiцький, А. С. Немировський, Ю. Є. Нестеров, I. П. Рязанце-

ва, В. В. Семенов, Y. Censor, A. Gibali, A. Iusem, S. Reich, M. V. Solodov,

J. J. Strodiot, B. Svaiter та iн.). Пропонуються адаптивнi модифiкацiї про-

ксимального дзеркального методу, якi не потребують знання констант Лi-

пшиця операторiв для визначення величини кроку. Подальшi спроби змен-

шити складнiсть виконання iтерацiї призвели до появи «forward–reflected–

backward algorithm» (Ю. В. Малiцький) або алгоритму операторної екс-

траполяцiї. За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчи-

слень алгоритми мають перевагу над екстаградiєнтним методом та методом

екстраполяцiї з минулого. Також останнiм часом пропонуються алгоритми
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розв’язання варiацiйних задач в банахових просторах та алгоритми, що

використовують дивергенцiю Брегмана.

Актуальною є задача отримання непокращуваних результатiв про збi-

жнiсть та її характер (оцiнки ефективностi) для нових схем типу алго-

ритмiв екстраполяцiї з минулого та операторної екстраполяцiї. Також є

потреба в адаптивних та регуляризованих модифiкацiях алгоритмiв.

Дисертацiя є продовженням дослiджень Я. I. Ведель, Ю. В. Малiцько-

го, В. В. Семенова, Л. М. Чабак та спрямована на розширення арсеналу

методiв розв’язання варiацiйних нерiвностей.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Робота виконана у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса

Шевченка на кафедрi обчислювальної математики факультету комп’ютер-

них наук та кiбернетики. Дослiдження проводились у рамках плану нау-

кових дослiджень кафедри обчислювальної математики факультету комп’-

ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi

Тараса Шевченка в межах проєктiв:

— Обчислювальнi алгоритми i оптимiзацiя для штучного iнтелекту,

медицини та оборони, № ДР 0122U002026 (науковий керiвник — про-

фесор С. I. Ляшко, 2022–2024);

— Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних систем для

оборони, медицини та екологiї, № ДР 0119U100337 (науковий керiв-

ник — професор С. I. Ляшко, 2019–2021);

— Новi методи дослiдження коректностi та розв’язання задач дискре-

тної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх застосування, №ДР

0119U101608 (науковi керiвники — I. В. Сергiєнко, С. I. Ляшко,

2019–2020)1.
1Cпiльний науковий проєкт дослiдникiв Iнституту кiбернетики iм. В. М. Глушкова НАН України

та Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.
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Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є розробка та обгрунту-

вання нових ефективних методiв для розв’язання варiацiйних нерiвностей.

Досягнення мети пов’язано з розв’язком таких конкретних задач:

— розробити та теоретично обгрунтувати адаптивнi та регуляризованi

варiанти алгоритму екстраполяцiї з минулого та алгоритму опера-

торної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому

просторi;

— отримати теореми слабкої та сильної збiжностi алгоритму екстра-

поляцiї з минулого та алгоритму операторної екстраполяцiї;

— отримати сублiнiйнi та лiнiйнi оцiнки швидкостi збiжностi алго-

ритмiв;

— розробити варiанти алгоритмiв з дивергенцiєю Брегмана;

— розробити та теоретично обгрунтувати варiант алгоритму опера-

торної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно

опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi;

— провести чисельнi експерименти для пiдтвердження теоретичних

результатiв.

Об’єкт дослiдження. Монотоннi варiацiйнi нерiвностi та алгоритми їх

наближеного розв’язання.

Предмет дослiдження. Збiжнiсть алгоритмiв для варiацiйних нерiв-

ностей в гiльбертових та банахових просторах.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи функцiо-

нального аналiзу, опуклого аналiзу, теорiя варiацiйних нерiвностей, схеми

дослiдження збiжностi iтерацiйних методiв оптимiзацiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати,

що виносяться на захист, стосуються розробки нових алгоритмiв розв’-

язання задач нелiнiйного аналiзу. Зокрема, вперше:

— доведено теореми сильної збiжностi алгоритму екстраполяцiї з ми-
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нулого та алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей в гiльбертовому просторi, що задовольняють умову рiв-

номiрної монотонностi;

— розроблено та теоретично обгрунтовано адаптивнi та регуляризова-

нi варiанти алгоритму екстраполяцiї з минулого та алгоритму опе-

раторної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому

просторi;

— отримано лiнiйну оцiнку швидкостi збiжностi алгоритму оператор-

ної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому про-

сторi, що задовольняють умову узагальненої сильної монотонностi;

— розроблено варiант алгоритму операторної екстраполяцiї з дивер-

генцiєю Брегмана;

— розроблено та теоретично обгрунтовано варiант алгоритму опера-

торної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно

опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi;

удосконалено:

— теореми слабкої збiжностi та сублiнiйнi оцiнки швидкостi збiжностi

алгоритмiв;

— лiнiйну оцiнку швидкостi збiжностi алгоритму екстраполяцiї з ми-

нулого для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi, що

задовольняють умову узагальненої сильної монотонностi;

набуло подальшого розвитку :

— для пошуку нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi запропо-

новано та обгрунтовано алгоритми, якi сумiщають у собi iдеї ал-

горитму операторної екстраполяцiї та iтеративної регуляризацiї з

адаптивним правилом оновлення параметру, що не використовує

значень лiпшицевої константи оператора.

— побудовано варiант алгоритму екстраполяцiї з минулого з диверген-

цiєю Брегмана.
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Практична цiннiсть i впровадження результатiв роботи. Про-

веденi дослiдження лежать в руслi сучасних дослiджень варiацiйних нерiв-

ностей, iнтерес до яких достатньо високий. Результати дисертацiї призна-

ченi для використання при створеннi спецiалiзованого програмного забез-

печення для комп’ютерного моделювання в дослiдженнi операцiй, матема-

тичнiй економiцi та математичнiй фiзицi. Також розробленi методи можуть

бути використанi для розв’язання задач машинного навчання, обробки зо-

бражень тощо. Окремi результати було впроваджено у навчальний процес

кафедри обчислювальної математики факультету комп’ютерних наук та

кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевчен-

ка при викладаннi дисциплiн «Сучаснi проблеми аналiзу» та «Некласи-

чнi задачi оптимального керування». Декiлька алгоритмiв було використа-

но при виконаннi наукових проєктiв кафедри обчислювальної математики

факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка, що виконувались протягом 2020-2023

рокiв.

Особистий внесок здобувача. Дисертацiя є самостiйною науковою

працею, в якiй висвiтленi власнi iдеї та розробки автора, що дозволили

розв’язати поставленi завдання. Теоретичнi положення та висновки, сфор-

мульованi в роботi, одержанi автором самостiйно та вiдображенi в опублi-

кованих працях.

В опублiкованих у спiвавторствi роботах здобувачу належить: в [1] —

доведення збiжностi алгоритмiв та оцiнка ефективностi; в [3] — роздiли 3–7;

в [4] — алгоритм та теорема збiжностi; в [5] — алгоритм, теорема збiжностi

та оцiнка ефективностi; в [6] — формулювання та доведення теореми про

збiжнiсть; в [7] — формулювання та доведення теореми про збiжнiсть; в [8]

— адаптивний алгоритм та теорема 1; в [9] — формулювання алгоритмiв та

теорема 2; в [10] — формулювання умов оптимальностi у виглядi варiацiй-
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них нерiвностей та варiант методу лiнеаризацiї; в [12] — теореми 1, 2 про

лiнiйну швидкiсть.

Науковому керiвнику В. В. Семенову належать постановки задач, за-

гальне керiвництво та участь в обговореннi результатiв.

В [1] С. В. Денисову належать варiанти алгоритму для операторних

рiвнянь, а Г. В. Сандракову — коментарi, приклад задачi у банаховому

просторi; в статтi [6] С. В. Денисову належать коментарi, огляд лiтератури

та варiанти алгоритму для операторних рiвнянь; в статтi [7] Д. С. Сiрику

належать коментарi та iдея доведення основної нерiвностi; в [8] Д. С. Сiри-

ку належать основнi нерiвностi; в [9] С. В. Денисову належать коментарi та

огляд лiтератури, а Д. С. Сiрику належить доведення основної нерiвностi

для методу екстраполяцiї з минулого; в [10] Я. I. Ведель належать огляд

лiтератури та теореми про збiжнiсть алгоритмiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали дисертацiйної робо-

ти доповiдались та обговорювались на науковому семiнарi кафедри обчи-

слювальної математики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (2023), а також

на наукових конференцiях:

— X International Conference «Information Technology and Implementati-

on – 2023» (Київ, 20-21 листопада 2023);

— 18th International Conference «Mathematical Modeling and Simulation

Systems» (MODS2023) (Чернiгiв, 13-15 листопада 2023);

— VI International Scientific-Practical Conference «Modeling, control and

information technology» (Рiвне, 9-11 листопада 2023);

— XXVII Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми при-

кладної математики та комп’ютерних наук», присвячена 50-рiччю

кафедри теорiї оптимальних процесiв Львiвського нацiонального

унiверситету iменi Iвана Франка (Львiв, 7-9 листопада 2023);



23

— Мiжнародна наукова конференцiя «Математика та iнформацiйнi

технологiї», присвячена 55-рiччю факультету математики та iнфор-

матики (Чернiвцi, 28-30 вересня 2023);

— III International Scientific Symposium «Intelligent Solutions» (Satelli-

te) (Київ–Ужгород, 28 вересня 2023);

— Мiжнародний науковий симпозiум «Питання оптимiзацiї обчислень

(ПОО–XLVIII)», який присвячений 100-рiччю вiд дня народження

академiка В. М. Глушкова (Львiв, 19-22 вересня 2023);

— XXXVIII International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Поляна, 11–15 вересня 2023);

— XXXVII International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Шекi–Ленкорань, Азербайджан, 23-25 листопада 2022);

— IХ Мiжнародна конференцiя «Обчислювальна та прикладна мате-

матика», присвячена 100-рiччю академiка Iвана Iвановича Ляшка

(Київ, 10-11 жовтня 2022);

— Мiжнародна наукова конференцiя «Питання оптимiзацiї обчислень

(ПОО–XLVII)», присвячена 30-рiччю незалежностi України (Львiв,

21-24 вересня 2021);

— XXXVI International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Схiдниця, 11-14 травня 2021);

— XXXV International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Баку–Шекi, Азербайджан, 11-15 травня 2020).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи викладено у 10

статтях [1–10], опублiкованих у виданнях, що внесенi до перелiку наукових

фахових видань України, та додатково вiдображено в матерiалах конфе-

ренцiй [11–19]. Стаття [1] опублiкована у виданнi, що входить до бази даних

Scopus.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складаєть-

ся зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел (191

найменування на 20 сторiнках), анотацiй (на 12 сторiнках) та 1 додатку (на

5 сторiнках). Дисертацiя мiстить 2 таблицi та 31 рисунок. Загальний обсяг

дисертацiї становить 185 стор., обсяг основної частини — 145 стор.

Подяка. Автор висловлює щиру подяку науковому керiвнику, докто-

ру фiзико-математичних наук, професору Володимиру Вiкторовичу Семе-

нову за постiйну увагу до роботи, пiдтримку та допомогу.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У цьому роздiлi наведемо огляд невеликий наукової лiтератури за те-

мою дисертацiйної роботи. Придiлемо увагу розвитку алгоритмiв для ва-

рiацiйних нерiвностей та близьких задач. В оглядi використано матерiали

дисертацiй [20,21] та книг [22–24].

1.1. Варiацiйнi нерiвностi

Варiацiйнi нерiвностi один з центральних об’єктiв у прикладному ана-

лiзi. Дослiдження варiацiйних нерiвностей розпочалося в 1960-х в робо-

тах Ж.-Л Лiонса, Г. Фiкера, Г. Стампак’ї та Ф. Хартмана [25–28]. Цi ро-

боти з’явились при спробах розв’язання проблем варiацiйного числення,

оптимального керування та теорiї крайових задач з одностороннiми умова-

ми. Огляд перших застосувань варiацiйних нерiвностей дають книги Лiон-

са [29,30], Кiндерлєрера i Стампак’ї [31] та Байокi i Капело [32]. Вiдмiтимо

й грунтовнi монографiї М. М. Вайнберга [33], В. I. Iваненко та В. С. Мель-

ника [34]. Зв’язок мiж опуклим аналiзом, теорiєю максимальних монотон-

них операторiв та варiацiйними нерiвностями встановлений у роботах Ж.

Моро [35], Х. Брезiса [36].

Дуже швидко варiацiйнi нерiвностi стали ефективним iнструментом для

розв’язання проблем оптимiзацiї, оптимального керування, економiки, ма-

тематичної фiзики тощо [37–47].

В оптимiзацiї та оптимальному керуваннi варiацiйнi нерiвностi є перш

за все зручним способом запису умов оптимальностi [8]. Вiдома монографiя

Лiонса [30] є систематичним викладенням теорiї оптимального керування
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системами з розподiленими параметрами з точки зору варiацiйних нерiв-

ностей.

В статтi [41] А. Бенсусан сформулював задачу пошуку рiвноваги за

Нешем у виглядi варiацiйної нерiвностi. Задача пошуку рiвноважного роз-

подiлу потокiв в транспортнiй мережi в роботi [42] була подана у виглядi

варiацiйної нерiвностi. Починаючи з цих робiт почалося активне дослiдже-

ння рiзних задач пошуку рiвноваги за допомогою методiв теорiї варiацiйних

нерiвностей [43,44]. Актуальним задачам пошуку рiвноваги, таким як рiзнi

цiновi рiвноваги, або транспортнi рiвноваги, що вiдповiдають поведiнковим

принципам Вардропа, присвячено монографiю A. Nagurney [45].

В моделях математичної фiзики варiацiйнi нерiвностi застосовуються

в теорiї пружностi [47], теорiї пружнопластичних матерiалiв [47–49], теорiї

пористих середовищ [29], теорiї неньютонiвських рiдин [47,50].

Окремi задачi опуклої недиференцiйовної оптимiзацiї можуть ефектив-

но розв’язуватися, якщо їх переформулювати у виглядi сiдлових (мiнi-

максних) задач i застосувати алгоритми розв’язання варiацiйних нерiв-

ностей [51]. Нещодавно був розвинутий такий варiант побудови швидких

алгоритмiв для задач опуклого програмування: за допомогою теорiї дво-

їстостi переходимо до деякої опукло-угнутої сiдлової задачi (гра Фенхеля)

та застосовуємо екстраградiєнтнi алгоритми розв’язання варiацiйних не-

рiвностей [52].

З появою генеруючих змагальних нейронних мереж (generative adversari-

al networks, GANs) та iнших моделей змагального навчання [53,54] стiйкий

iнтерес до алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей виник i в сере-

довищi спецiалiстiв в галузi машинного навчання [55–59].



27

1.2. Алгоритми для варiацiйних нерiвностей та близьких

задач

Перейдемо до огляду основних алгоритмiв розв’язання варiацiйних не-

рiвностей. Придiлимо увагу алгоритмам апроксимацiї нерухомих точок не-

розтягуючих операторiв. Це викликано тим, що спираючись на цi абстра-

ктнi схеми можна будувати алгоритми для конкретних задач, зокрема, для

варiацiйних нерiвностей. Пiсля цього розглянемо алгоритми для варiацiй-

них нерiвностей, якi є основними об’єктами дослiдження в дисертацiї. За-

кiнчимо пiдроздiл обговоренням проксимальних алгоритмiв для задач про

рiвновагу — важливого узагальнення варiацiйних нерiвностей.

1.2.1. Апроксимацiя нерухомих точок. Теорiя нерухомих точок

є ефективним iнструментом дослiдження нелiнiйних явищ. Теореми Бра-

уера, Шаудера та Какутанi про iснування нерухомих точок мають некон-

структивний характер. Важливими є класи операторiв, для яких можна

конструктивно знаходити нерухомi точки. Найвiдомiшим прикладом тако-

го класу є стискаючi вiдображення. Дiйсно, в класичному доведеннi тео-

реми Банаха явно будується послiдовнiсть, що збiгається до нерухомої то-

чки. Бiльш широким є клас нерозтягуючих операторiв, теорiя яких плiдно

розвивається з 1965 р. Вступ до цiєї теорiї з описом основних алгоритмiв

апроксимацiї нерухомих точок є в книзi Bauschke та Combettes [22] (див.

також [24]).

У статтi [60] Браудер доводить теорему про iснування нерухомої то-

чки нерозтягуючого оператора, що дiє в опуклiй замкненiй та обмеженiй

пiдмножинi гiльбертового простору, а в [61] вiн доводить подiбну теорему

для рiвномiрно опуклих банахових просторiв. Цi результати, причому в той

самий час, були одержанi в роботах Кiрка [62] та Гьоде [63].

Основними методами, що забезпечують наближення нерухомих точок
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нерозтягуючих операторiв (в припущеннi їх iснування) є метод Красносель-

ського–Манна [64–66], Гальперна [67–73], гiбридний метод Nakajo–Takahashi

[74] та метод (shrinking algorithm) Takahashi–Takeuchi–Kubota [75].

Нехай C ⊆ H — непорожня опукла замкнена пiдмножина гiльбертового

простору H, T : C → C — нерозтягуючий оператор, тобто

‖Tx− Ty‖ 6 ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,

причому F (T ) = {x ∈ C : x = Tx} 6= ∅.

Метод Красносельського–Манна генерує послiдовнiсть (xn) за допомо-

гою схеми

xn+1 = αxn + (1− α)Txn,

де α ∈ (0, 1). Вiдомо, що (xn) слабко збiгається до деякої точки з F (T ) [66].

У 1967 р. Гальперн [67] дослiдив збiжнiсть методу

xn+1 = αny + (1− αn)Txn, (1.1)

де y ∈ C, а (αn) — послiдовнiсть чисел з (0, 1). Вiн показав, що умови

lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=1

αn = +∞ (1.2)

є необхiдними для сильної збiжностi послiдовностi (xn) до нерухомої точки

нерозтягуючого оператора T , та отримав достатнi умови сильної збiжностi.

Зокрема, Гальперн довiв збiжнiсть (1.1) при αn = 1
(n+1)q , де q ∈ (0, 1).

У 1977 р. П.–Л. Лiонс [68] покращив результат Гальперна, довiвши силь-

ну збiжнiсть (1.1), якщо послiдовнiсть (αn) задовольняє умови (1.2) та

lim
n→∞

(αn+1 − αn)/α2
n+1 = 0. (1.3)

У 1992 р. Вiттман [69] довiв сильну збiжнiсть методу (1.1) до нерухомої

точки оператора T за виконання умов (1.2) та
∞∑
n=0

|αn+1 − αn| < +∞. (1.4)
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Нарештi, у 2002 р. H. K. Xu [70,71] довiв теорему про сильну збiжнiсть

методу (1.1) за виконання умов (1.2) та

lim
n→∞

(αn+1 − αn)/αn+1 = 0. (1.5)

Досi вiдкритим залишається питання [72]: чи є (1.2) достатньою умовою

сильної збiжностi методу (1.1) для довiльного нерозтягуючого оператора

T : C → C?

Вiдомо, що у загальному випадку метод Красносельського–Манна лише

слабко збiгається. Iснує кiлька сильно збiжних його модифiкацiй. Однiєю

з найпопулярнiших є СQ–метод (вiдомий пiд назвою «гiбридний метод»),

що запропонований у 2003 р. K. Nakajo та W. Takahashi [74]. У 2008 р. W.

Takahashi, Y. Takeuchi, та R. Kubota [75] запропонували алгоритм (shrinking

algorithm).

1.2.2. Алгоритми екстраградiєнтного типу для варiацiйних не-

рiвностей. В дисертацiї розглядаються варiацiйнi нерiвностi вигляду:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ C, (1.6)

де C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина дiйсного гiльбертового

простору H, A : H → H – деякий оператор. Як правило, вважаємо опе-

ратор A є монотонним (або псевдомонотонним1) та лiпшицевим зi сталою

L > 0.

Найпростiшим методом розв’язання варiацiйних нерiвностей є аналог

методу градiєнтного спуску, що у випадку сiдлової задачi вiдомий як ме-

тод градiєнтного спуску–пiдйому [24,76,77]. Теоретичним базисом методу є

рiвносильнiсть варiацiйної нерiвностi (1.6) та задачi пошуку нерухомої то-

чки оператора PC (I − λA) , де λ > 0 i PC — оператор метричної проекцiї

на множину C [31]. Дослiдження цього методу починається з робiт [78,79],
1Оператор A : C → H псевдомонотонний, якщо ∀x, y ∈ C з (Ax, y − x) > 0 випливає (Ay, x− y) 6 0.
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в яких незалежно запропоновано метод проекцiї градiєнта для задачi умов-

ної оптимiзацiї. Для (1.6) аналог цього методу генерує послiдовнiсть (xn)

за правилом

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (1.7)

де λ > 0. Для гарантування збiжностi (xn) до розв’язку (1.6) необхi-

дно накласти на A бiльш сильнi умови, нiж просто монотоннiсть. Зокре-

ма, якщо A — сильно монотонний2 або обернено сильно монотонний (ко-

коерцитивний)3, то послiдовнiсть (xn) збiгається до розв’язку (1.6) (у пер-

шому випадку — сильно, у другому — слабко). Величина λ у першому

випадку обирається з iнтервалу
(
0, 2µ/L2

)
, де µ > 0, L > 0 — сталi сильної

монотонностi та Лiпшиця оператора A, вiдповiдно, у другому випадку — з

(0, 2α), де α > 0 стала ко-коерцитивностi A.

У випадку лише монотонностi оператора A для схеми (1.7) можна га-

рантувати лише ергодичну збiжнiсть [77].

У 1976 р. Г. М. Корпелевич запропонувала для розв’язання (1.6) в ев-

клiдовому просторi Rm, так званий, екстраградiєнтний алгоритм [80] (див.

також роботу А. С. Антiпiна [81]): yn = PC (xn − λAxn) ,
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

(1.8)

де λ ∈ (0, 1/L). Вона довела збiжнiсть послiдовностей (xn) i (yn) до деякого

розв’язку нерiвностi (1.6). Узагальненню i дослiдженню цього алгоритму

присвячена велика кiлькiсть публiкацiй. Зокрема, у 2006 р. N. Nadezhkina

та W. Takahashi [82] розглянули екстраградiєнтний алгоритм для варiацiй-

них нерiвностей в нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi та довели

його слабку збiжнiсть. А у 2010 р. в роботi [83] запропоновано такий дво-
2Оператор A : C → H сильно монотонний, якщо ∃ µ > 0: (Ax−Ay, x− y) > µ ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.
3Оператор A : C → H називають обернено сильно монотонним (ко-коерцитивним), якщо ∃ α > 0:

(Ax−Ay, x− y) > α ‖Ax−Ay‖2 ∀x, y ∈ C.
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кроковий екстраградiєнтний алгоритм
yn = PC (xn − λAxn) ,
zn = PC (yn − λAyn) ,
xn+1 = PC (xn − λAzn) ,

де λ > 0. Близьким до (1.8) є метод дуальної екстраполяцiї [84].

«Обчислювально дешевi» варiанти екстраградiєнтного алгоритму з од-

ним проєктуванням на множину C пропонувались у роботах [85–87]. У [85]

Y. Censor, A. Gibali та S. Reich запропонували субградiєнтний екстрагра-

дiєнтний алгоритм, що має вигляд:
yn = PC (xn − λAxn) ,
Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z − yn) 6 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

(1.9)

де λ ∈ (0, 1/L). Друга проекцiя в (1.9) має явну форму. Тому цей метод є

привабливим, коли проектування на допустиму множину C є складною за-

дачею. Зазначимо, що незалежно алгоритм (1.9) був запропонований Вой-

товою, Семеновим i Ляшком [86] для задач рiвноважного програмування.

В роботах [85, 86] доведена слабка збiжнiсть породжених цим алгоритмом

послiдовностей (xn) i (yn) до деякого розв’язку варiацiйної нерiвностi (1.6).

Цiкавою є така схема, запропонована в 2000 р. P. Tseng [87] yn = PC (xn − λAxn) ,
xn+1 = yn + λ (Axn − Ayn) ,

(1.10)

де λ ∈ (0, 1/L). Послiдовностi (xn) i (yn) слабко збiжнi до деякого розв’язку

нерiвностi (1.6). Обидва алгоритми (1.9) i (1.10) мають однакову складнiсть

iтерацiйного кроку: одне проектування на C та обчислення двох значень

оператора A.

Ефективним сучасним варiантом екстраградiєнтного методу є прокси-

мальний дзеркальний метод (MirrorProx) А. С. Немировського [51]. Даний
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метод можна проiнтерпретувати як варiант екстраградiєнтного методу з

проектуванням вiдносно дивергенцiї Брегмана. Дивергенцiя Брегмана (по-

роджена функцiєю g) на множинi C задається формулою

V (a, b) = ϕ(a)− ϕ(b)− (∇ϕ(b), a− b) ∀a, b ∈ C,

де ϕ — неперервно диференцiйовна та сильно опукла на множинi C фун-

кцiя. Алгоритм MirrorProx має вигляд: yn = ΠC

(
(∇ϕ)−1(∇g(xn)− λAxn)

)
,

xn+1 = ΠC

(
(∇ϕ)−1(∇g(xn)− λAyn)

)
,

де ΠC — оператор проектування Брегмана на множину C [88], що задається

правилом ΠCx = argminy∈C V (y, x).

Адаптивнi варiанти методiв Корпелевич та Немировського, якi не по-

требують знання констант Лiпшиця операторiв для визначення величини

кроку, дослiдженi в роботах [21, 89–95]. Iдея з [89] модифiкацiї (1.8) поля-

гала в тому, що на кожному кроцi в екстраградiєнтному методi потрiбно

перераховувати yn = PC (xn − λnAxn) доти, поки

‖Ayn − Axn‖ 6
θ

λn
‖yn − xn‖ ,

де θ ∈ (0, 1). Пiсля цього може бути обчислений xn+1, як

xn+1 = PC (xn − λnAyn) .

Як показано в [90] такий пiдхiд може бути бiльш успiшним, нiж звичай-

ний екстраградiєнтний метод. У роботах [21,91] дана стратегiя використана

для побудови модифiкацiй (1.9) для варiацiйних нерiвностей (1.6) з моно-

тонними операторами, рiвномiрно неперервними на обмежених множинах.

В [94,95] дослiджувався такий адаптивний варiант екстраградiєнтного ме-

тоду  yn = PC (xn − λnAxn) ,
xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,
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де

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖xn−yn‖
‖Axn−Ayn‖

}
, якщо Axn 6= Ayn,

λn, iнакше.

В дисертацiї, вiдштовхуючись вiд логiки цiєї схеми, будуть запропонованi

новi адаптивнi методи для варiацiйних нерiвностей.

В нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi екстраградiєнтний ме-

тод не має сильної збiжностi. Важливим є питання побудови алгоритмiв,

якi б гарантовано сильно збiгались. Для побудови сильно збiжних алго-

ритмiв до базового методу застосовують технiку iтеративної регуляризацiї

Бакушинського [96] або доповнюють базовий метод однiєю з сильно збiжн-

них схем апроксимацiї нерухомих точок [67,74,75]. Наприклад, у 2006 р. N.

Nadezhkina та W. Takahashi [97] запропонували метод, що поєднує екстра-

градiєнтний метод Корпелевич (1.8) з гiбридним методом [74]. В роботi [97]

доведено, що послiдовнiсть (xn), згенерована за допомогою

yn = PC(xn − λAxn),
zn = PC(xn − λAyn),
Cn = {z ∈ H : ‖z − zn‖ 6 ‖z − xn‖} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x1 − xn) > 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx1,

де x1 ∈ C, λ ∈ (0, 1/L), сильно збiгається до розв’язку (1.6). Поєднавши

iдеї [85] та [97] Y. Censor, A. Gibali та S. Reich у роботi [98] запропонували

сильно збiжний метод (x1 ∈ H, λ ∈ (0, 1/L))

yn = PC (xn − λAxn) ,
Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z − yn) 6 0} ,
zn = PTn (xn − λAyn) ,
Cn = {z ∈ H : ‖z − zn‖ 6 ‖z − xn‖} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x1 − xn) > 0} ,
xn+1 = PCn∩Qnx1.
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В роботах [21,99–101] для регуляризацiї екстраградiєнтних схем використа-

но метод Гальперна (1.1).

У 1980 р. Л. Д. Попов [102] запропонував метод, подiбний до екстрагра-

дiєнтного, але з використанням в iтерацiйному кроцi лише одного значення

оператора A  xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

(1.11)

де λ ∈ (0, 1/3L). У роботi [102] обгрунтовано збiжнiсть (1.11) для скiнчен-

новимiрного простору. У 2014 р. Малiцький i Семенов [103] довели слабку

збiжнiсть (1.11) для варiацiйних нерiвностей в нескiнченновимiрному гiль-

бертовому просторi та запропонували модифiкацiю алгоритму Попова з

одним метричним проектуванням на допустиму множину C
Tn = {z ∈ H : (xn − λAyn−1 − yn, z − yn) 6 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,
yn+1 = PC (xn+1 − λAyn) ,

де λ ∈ (0, 1/3L). Модифiкацiям алгоритму (1.11), що використовують ди-

вергенцiю Брегмана, присвячено роботи [20,21,104–109]. Збiжнiсть за скiн-

ченну кiлькiсть iтерацiй методу Попова за умови гостроти рiвноваги дове-

дена в [110–112].

Як зазначено, iтерацiя даного алгоритму дешевша за iтерацiю екстра-

градiєнтного алгоритму за кiлькiстю обчислень значень оператора: одне

проти двох. Даний алгоритм для варiацiйних нерiвностей став вiдомим се-

ред спецiалiстiв з машинного навчання пiд назвою «Extrapolation from the

Past» [55].

У 2015 р. Ю. В. Малiцький [113] опублiкував, так званий, проективний

вiдбиваючий алгоритм  yn = 2xn − xn−1,

xn+1 = PC (xn − λAyn) ,
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де λ ∈
(

0,
√

2−1
L

)
, та довiв його слабку збiжнiсть. Стохастичний варiант

дослiджено в [114].

Подальший розвиток даного кола iдей та спроби зменшити складнiсть

виконання iтерацiї з збереженням характеру збiжностi призвели до по-

яви нового «forward–reflected–backward algorithm» для розв’язання опера-

торних включень [115]. Точнiше, для розв’язання нерiвностi (1.6) в робо-

тах [115,116] Ю. В. Малiцьким з колегами запропоновано такi схеми:

xn+1 = PC (xn − λAxn − λ (Axn − Axn−1)) , λ ∈ (0, 1/2L) ,

xn+1 = PC (xn − λAxn)− λ (Axn − Axn−1) , λ ∈ (0, 1/3L) .

Перша з схем — «forward–reflected–backward algorithm» — вiдома пiд на-

звою «optimistic gradient descent ascent» [55, 117, 118] та «алгоритм опера-

торної екстраполяцiї» [1,4–9,119,120]. За об’ємом необхiдних для здiйснення

iтерацiйного кроку обчислень алгоритми мають перевагу над екстаградi-

єнтним методом Корпелевич та методом екстраполяцiї з минулого.

Актуальною є задача розробки сильно збiжного варiанту алгоритму

операторної екстраполяцiї. У дисертацiї за допомогою схеми Гальперна

побудовано подiбний алгоритм. Для алгоритму екстраполяцiї з минулого

сильно збiжна модифiкацiя для пошуку нормального розв’язку (розв’язку

найменшої норми) дослiджена в роботi [121].

Останнiм часом отримано багато результатiв для алгоритмiв розв’язання

варiацiйних задач в банахових просторах [120, 122–131]. Зокрема, побудо-

ванi та теоретично обґрунтованi аналоги алгоритмiв Корпелевич, Tseng’а

та Попова для задач в рiвномiрно опуклих банахових просторах [127, 129,

130]. У роботах [120, 128, 131] запропоновано адаптивнi варiанти «forward–

reflected–backward algorithm» для варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно

опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi.

У дисертацiї для методу операторної екстраполяцiї з проєкцiєю Аль-

бера доведено доведено оцiнку ефективностi в термiнах функцiї зазору.
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Також за допомогою ляпуновського аналiзу отримано теореми про слабку

збiжнiсть методiв типу операторної екстраполяцiї (зокрема, адаптивного).

1.2.3. Алгоритми для задач рiвноважного програмування. Роз-

глянемо задачi рiвноважного програмування у такiй постановцi [132]:

знайти x ∈ C : F (x, y) > 0 ∀ y ∈ C, (1.12)

де C — пiдмножина гiльбертового просторуH, F : C×C → R — бiфункцiя.

Рiвноважнi постановки та варiацiйнi нерiвностi дуже близькi. Iдеї з

однiєї областi плiдно використовуються в iншiй.

Формулювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було на-

ведено ще в роботах Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках [133]

та пов’язаних з доведенням iснування точок рiвноваги за Нешем в некоопе-

ративних iграх. Увагу дослiдникiв до задач рiвноважного програмування

у 1990-х привернули роботи W. Oettli [134, 135]. Прiоритетнi результати,

повязанi з iтерацiйними проксимальними методами рiвноважного програ-

мування, належать А. С. Антiпiну [136–139].

Припустимо, що множина C опукла замкнена, а бiфункцiя F задоволь-

няє умови:

1) F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C;

2) ∀ x, y ∈ C з F (x, y) > 0 випливає F (y, x) 6 0 (псевдомонотоннiсть);

3) ∀ x ∈ C функцiя F (x, ·) напiвнеперервна знизу та опукла на C;

4) ∀ y ∈ C функцiя F (·, y) слабко напiвнеперервна зверху на C;

5) ∀ x, y, z ∈ C має мiсце

F (x, y) 6 F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).

У 2008 р. Quoc, Muu та Hien, грунтуючись на iдеях [140], запропонували
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у роботi [141] аналог екстраградiєнтного методу yn = proxλn·F (xn,·)xn,

xn+1 = proxλn·F (yn,·)xn,
(1.13)

де λn > 0, а proxg — проксимальний оператор [22], що вiдповiдає власнiй

опуклiй напiвнеперервнiй знизу функцiї g:

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) +

1

2
‖y − x‖2

2

)
∈ dom g.

Автори [141] довели при певних умовах збiжнiсть методу (1.13) та його

аналогу з вiдстанню Брегмана замiсть евклiдової. Дана робота отримала

продовження в багатьох дослiдникiв [142–150, 152–155]. Наприклад, авто-

ри [143] поєднавши iдеї [141] та [74,75] запропонували сильно збiжнi методи.

А в роботi [148], вiдштовхуючись вiд двокрокового екстраградiєнтного ал-

горитму Зикiної та Меленьчука [83], запропоновано та дослiджено такий

алгоритм 
yn = proxλn·F (xn,·)xn,

zn = proxλn·F (yn,·)yn,

xn+1 = proxλn·F (zn,·)xn,

де λn > 0. Нарештi, у роботi Я. I. Ведель та В. В. Семенова [150] (див. також

[151]) запропоновано новий iтерацiйний двоетапний проксимальний метод

розв’язання задачi рiвноважного програмування в гiльбертовому просторi xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·)xn+1,
(1.14)

де λ > 0. Цей метод є розвитком методу Попова (1.11). Показано, що збi-

жнiсть гарантує умова

λ ∈
(

0,
1

2(2a+ b)

)
,

тобто явно використовувалася iнформацiя про константи умови типу лi-

пшицевостi бiфункцiї F . Адаптивнi модифiкацiї методу (1.14) запропоно-

вано та дослiджено в роботах [152–154].
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Роботи [21,106,107,155,156] присвячено дослiдженню модифiкацiї мето-

ду (1.14) з використанням вiдстанi Брегмана для бiльш ефективного вра-

хування геометрiї допустимої множини задачi.

Алгоритми для варiацiйних нерiвностей на множинi розв’язкiв задачi

про рiвновагу та дворiвневих варiацiйних нерiвностей розглядались у ро-

ботах [99,157–162].

Останнiм часом зростає активнiсть в дослiдженнi задач про рiвновагу

в метричних просторах Адамара [163–165]. В роботах [101,152–154,166–168]

для псевдомонотонних задач про рiвновагу в просторах Адамара запропо-

новано та дослiджено аналоги алгоритмiв (1.13), (1.14).

1.3. Застосування варiацiйних нерiвностей у машинному

навчаннi

Розглянемо декiлька задач, що зв’язанi з машинним навчанням та ве-

дуть до варiацiйних нерiвностей.

1.3.1. Сiдловi формулювання. Задача мiнiмiзацiї функцiї макси-

муму

max
i=1,...,m

fi(x)→ min
x∈C

,

де C ⊆ Rn, може бути розглянута у виглядi сiдлової

min
x∈C

max
y∈∆m

(
m∑
i=1

yifi(x)

)
, (1.15)

де ∆m = {y ∈ Rm : yi > 0,
∑m

i=1 yi = 1} [169]. До (1.15) задачi можна за-

стосовувати алгоритми екстраградiєнтного типу.

Деякi задачi аналiзу даних та машинного навчання можна сформулю-

вати у виглядi

F (Kx) +G(x)→ min
x∈Rn

, (1.16)



39

де F : Rm → R ∪ {+∞}, G : Rn → R ∪ {+∞} — власнi замкненi та опуклi

функцiї, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор [170].

Задачу (1.16) та її двоїсту

−G∗(−K∗y)− F ∗(y)→ max
y∈Rm

можна сформулювати у виглядi сiдлової задачi (прямо-двоїсте формулю-

вання)

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(〈Kx, y〉+G(x)− F ∗(y)) . (1.17)

Тут ϕ∗(y) = supx∈Rn (〈y, x〉 − ϕ(x)) — спряжена функцiя до ϕ : Rn →
R ∪ {+∞}. Деталi можна знайти в [39,170].

Припустимо, що задача (1.18) має розв’язок (x̄, ȳ) ∈ Rn × Rm. Тодi вiн

задовольняє операторне включення (що рiвносильне варiацiйнiй нерiвно-

стi)  0 ∈ K∗ȳ + ∂G(x̄),

0 ∈ −Kx̄+ ∂F ∗(ȳ),
(1.18)

де ∂G та ∂F ∗ — субдиференцiали функцiй G та F ∗ [39,169,170]. А до (1.18)

пiдходимо з алгоритмами для варiацiйних нерiвностей.

У виглядi (1.16) формулюються ROF та TV-L1 моделi в задачах вiднов-

лення зашумлених зображень [171,172].

Наведемо двi задачi вигляду (1.16).

Приклад 1.1 (`2-регуляризована `2-регресiя). Розглянемо задачу

1

2
‖Kx− b‖2

2 +
λ

2
‖x‖2

2 → min
x∈Rn

,

де b ∈ Rm, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор, λ > 0. Сiдлове формулюва-

ння має вигляд

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(
〈Kx, y〉+

λ

2
‖x‖2

2 −
1

2
‖y‖2

2 − 〈b, y〉
)
.
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Отримуємо таку умову оптимальностi 0 = K∗ȳ + λx̄,

0 = −Kx̄+ ȳ + b.

Приклад 1.2 (`1-регресiя з умовою невiд’ємностi). Розглянемо

задачу

‖Kx− b‖1 → min
x∈Rn

, x > 0,

де b ∈ Rm, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор. Сiдлове формулювання має

вигляд

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(
〈Kx, y〉+ δRn+(x)− δB∞(Rm)(y)− 〈b, y〉

)
,

де Rn
+ = {x ∈ Rn : xi > 0}, B∞(Rm) = {y ∈ Rm : ‖y‖∞ = maxi |yi| 6 1},

δM — iндикаторна функцiя множини M . Отримуємо таку умову оптималь-

ностi  0 ∈ K∗ȳ +NRn+x̄,

0 ∈ −Kx̄+ b+NB∞(Rm)ȳ,

де NCz — нормальний конус множини C в точцi z [169].

1.3.2. Робастне навчання. Мiнiмакснi задачi мають довгу iсторiю

успiшного застосування у робастнiй оптимiзацiї [173]. Вони також знайшли

застосування в навчаннi глибоких нейронних мереж, якi виявились вразли-

вими до суперечливих прикладiв — вхiдних даних, якi майже неможливо

вiдрiзнити вiд навчальних даних i все ж неправильно класифiкованих ме-

режею.

Робастне навчання [174] має на метi подолання цих проблем шляхом

розв’язання мiнiмаксної задачi

min
x

E(u,v)

(
max
y∈S

L (u+ y, v, x)

)
,

де u — вектор ознак об’єкту, v — мiтка класу цього об’єкту, x — вектор

параметрiв моделi, що тренується, y — спотворення (шум) для змагальної

модифiкацiї об’єкту, S — множина допустимих спотворень.
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1.3.3. Породжуючi змагальнi мережi. Розглянемо iгрову зада-

чу для побудови породжуючої змагальної мережi (Generative Adversarial

Network (GAN)). Така нейронна мережа є комбiнацiєю двох нейронних ме-

реж, одна з яких — генераторG — генерує зразки, а друга — дискримiнатор

D — вiдрiзняє справжнi зразки з деякої бази даних вiд штучно згенерова-

них генератором G.

Оскiльки нейроннi мережi G та D мають протилежнi задачi — гене-

рувати зразки, що не вiдрiзняються вiд справжнiх, та вiдсiювати штучнi

зразки, то мiж ними виникає антагонiстична гра. Породжуючi змагальнi

мережi були вперше запропонованi в роботi [53].

Наведемо математичний опис цiєї гри. Нехай задано ймовiрносний роз-

подiл pdata на множинi всiх зразкiв. Зразки зображаються векторами про-

стору Rd.

Нехай X та Y — опуклi пiдмножини просторiв Rk та Rm, а вiдображе-

ння Gx — генератор, де x ∈ X — вектор його параметрiв. Розподiл px, що

моделюється на множинi усiх зразкiв, породжується генератором з рiвно-

мiрного (або нормального) розподiлу µ:

px(A) = µ
(
G−1
x (A)

)
.

Нехай функцiя Dy — дискримiнатор, вона визначена на множинi зразкiв

та примає значення в сегментi [0, 1], y ∈ Y — вектор її параметрiв.

Генератор та дискримiнатор реалiзуються у виглядi нейронних мереж

певної архiтектури.

Значення Dy(u) розумiється як ймовiрнiсть того, що зразок згенерова-

ний розподiлом pdata.

Навчаємо нейронну мережу Dy так, щоб максимiзувати ймовiрнiсть

привильної класифiкацiї зразкiв. Одночасно навчаємо нейронну мережу

Gx так, щоб мiнiмiзувати середнє значення величини

log (1−Dy (Gx(z)))



42

при z ∼ µ.

Мiж генератором та дискримiнатором виникає антагонiстична гра з де-

якою платiжною функцiєю L : Rk × Rm → R.

В роботi [53] запропоновано таку платiжну функцiю

L(x, y) = Eu∼pdata (logDy(u)) + Ez∼µ (log (1−Dy (Gx(z)))) . (1.19)

Зауваження 1.1. Iснують iншi способи обрати цiльову функцiю для на-

вчання [54].

Для побудови оптимальних мереж розв’язується задача пошуку сiдло-

вої точки функцiї (1.19) на X × Y :

min
x∈X

max
y∈Y

L(x, y) =

= min
x∈X

max
y∈Y

(Eu∼pdata (logDy(u)) + Ez∼µ (log (1−Dy (Gx(z))))) . (1.20)

Зауваження 1.2. Функцiя y 7→ L(x, y) є угнутою, якщо дискримiнатор

Dy реалiзовано у виглядi нейронної мережi з одним внутрiшнiм шаром та

пороговою функцiєю Dy(u) = 1
1+e−(y,u)

.

Локальнi необхiднi умови, що характеризують розв’язок (x∗, y∗) ∈ X ×
Y задачi (1.20) мають вигляд:

(∇xL(x∗, y∗), x− x∗) + (−∇yL(x∗, y∗), y − y∗) > 0 ∀(x, y) ∈ X×Y. (1.21)

За вiдсутностi обмежень (X = Rk, Y = Rm) варiацiйна нерiвнiсть (1.21)

набуває вигляду:

∇xL(x∗, y∗) = 0 та −∇yL(x∗, y∗) = 0.

В роботах [55–59] алгоритми для варiацiйних нерiвностей застосовува-

лись для навчання генеруючих змагальних нейронних мереж. Зрозумiло,

що створення бiльш швидких та стiйких алгоритмiв для варiацiйних нерiв-

ностей (особливо для стохастичних постановок) веде до прогресу в навчаннi

породжуючих змагальних мереж.
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1.4. Висновки до роздiлу 1

В роздiлi був проведений огляд лiтератури за темою дисертацiйної робо-

ти. Придiлено увагу розвитку алгоритмiв для варiацiйних нерiвностей та

апроксимацiї нерухомих точок. Розглянуто застосування варiацiйних не-

рiвностей у машинному навчаннi. Також розглянуто деякi моменти, якi

виникають в практичнiй реалiзацiї алгоритмiв. Акцентовано увагу на про-

блемних питаннях, вирiшенню яких присвячено дисертацiю.
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РОЗДIЛ 2

АЛГОРИТМ ЕКСТРАПОЛЯЦIЇ З МИНУЛОГО ДЛЯ

ВАРIАЦIЙНИХ НЕРIВНОСТЕЙ В ГIЛЬБЕРТОВОМУ

ПРОСТОРI

У цьому роздiлi розглядаються варiацiйнi нерiвностi з операторами, що

дiють в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та обгрун-

товано новi алгоритми екстраградiєнтного типу, якi є модифiкацiями ме-

тоду Л. Д. Попова пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй. Також

отримано новi результати для вiдомих варiантiв методу.

Роздiл побудовано таким чином. В пiдроздiлi 2.1 розглянуто варiацiй-

нi нерiвностi в гiльбертовому просторi, наведено основнi припущення та

необхiдний мiнiмум вiдомостей, що вiдiграють важливу роль у доведен-

нях основних результатiв дисертацiї. В пiдроздiлi 2.2 розглянуто алгоритм

екстраполяцiї з минулого та прокоментовано лiтературу, що присвячено

дослiдженню його збiжностi. В пiдроздiлi 2.3 доведено слабку збiжнiсть

алгоритму екстраполяцiї з минулого та отримано сублiнiйну оцiнку ефе-

ктивностi для функцiї зазору. Сильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї

з минулого для варiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними опера-

торами доведено в пiдроздiлi 2.4. Лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму

екстраполяцiї з минулого для варiацiйних нерiвностей з операторами, що

задовольняють умову типу узагальненої сильної монотонностi, доведено в

пiдроздiлi 2.5. В пiдроздiлi 2.6 запропоновано та обгрунтовано адаптивний

варiант алгоритму. Нарештi, в пiдроздiлi 2.7 запропоновано регуляризованi

варiанти алгоритму та доведено теореми про їх сильну збiжнiсть.
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2.1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·)
та породженою нормою ‖·‖. Сильну та слабку збiжнiсть в H послiдовностi

(xn) до x позначимо xn → x та xn ⇀ x, вiдповiдно.

Нехай C — непорожня опукла i замкнена пiдмножина простору H та

A : H → H – деякий оператор.

Означення 2.1. Варiацiйною нерiвнiстю називаємо таку задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ C. (2.1)

Множину розв’язкiв варiацiйної неравностi (2.1) позначимо через S.

Задача (2.1) — зручна загальна форма запису рiзних задач, що виника-

ють в математичнiй фiзицi, дослiдженнi операцiй [24,30–32,45,47]. Зокрема,

у виглядi варiацiйної нерiвностi можуть бути сформульованi задачi розв’я-

зання рiвнянь, знаходження екстремуму функцiоналiв, знаходження точок

рiвноваги тощо. Наведемо ряд типових постановок.

(1) Задача розв’язання операторного рiвняння

знайти x ∈ H : Ax = 0

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi

знайти x ∈ H : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ H.

(2) Нехай f — диференцiйовна опукла функцiя, C — опукла замкнена

множина. Критерiй оптимальностi першого порядку для задачi

f → min
C

має вигляд

x ∈ C та (∇f(x), y − x) > 0 ∀y ∈ C.
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(3) Нехай F : X × Y → R — диференцiйовна опукло-угнута функцiя, X,

Y — опуклi замкненi множини. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається

сiдловою точкою функцiї F , якщо

F (x∗, y) 6 F (x∗, y∗) 6 F (x, y∗) ∀x ∈ X ∀y ∈ Y. (2.2)

Задача пошуку сiдлової точки (2.2) рiвносильна варiацiйнiй нерiв-

ностi: ∇xF (x∗, y∗)

−∇yF (x∗, y∗)

 ,

 x− x∗

y − y∗

 > 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

(4) Нехай X, Y — опуклi замкненi множини, f : X×Y → R (g : X×Y →
R) — диференцiйовна за x (по y) при фiксованому y (при фiксова-

ному x) функцiя. Точка (x∗, y∗) ∈ X × Y називається рiвновагою

Неша, якщо

f(x∗, y∗) 6 f(x, y∗) ∀x ∈ X, g(x∗, y∗) 6 g(x∗, y) ∀y ∈ Y. (2.3)

Якщо функцiя f(·, y) опукла на X для всiх y ∈ Y , а функцiя g(x, ·)
опукла на Y для всiх x ∈ X, то задача пошуку рiвноваги Неша (2.3)

рiвносильна варiацiйнiй нерiвностi: ∇xf(x∗, y∗)

∇yg(x∗, y∗)

 ,

 x− x∗

y − y∗

 > 0 ∀(x, y) ∈ X × Y.

Нагадаємо основнi означення [22,24,76].

Означення 2.2. Оператор A : H → H називаємо псевдомонотонним

на множинi C ⊆ H, якщо для x, y ∈ C

(Ax, y − x) > 0 ⇒ (Ay, x− y) 6 0.

Означення 2.3. Оператор A : H → H називаємо монотонним, якщо

(Ax− Ay, x− y) > 0 ∀x, y ∈ H.
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Означення 2.4. Оператор A : H → H називаємо обернено сильно

монотонним (ко-коерцитивним) на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала

α > 0, що

(Ax− Ay, x− y) > α‖Ax− Ay‖2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — α-обернено сильно монотонним

(α-ко-коерцитивним).

Означення 2.5. Оператор A : H → H називаємо рiвномiрно монотон-

ним на множинi C ⊆ H, якщо iснує така зростаюча функцiя φ : [0,+∞)→
[0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0, що

(Ax− Ay, x− y) > φ (‖x− y‖) ∀x, y ∈ C.

Означення 2.6. Оператор A : H → H називаємо сильно монотонним

на множинi C ⊆ H, якщо iснує така стала µ > 0, що

(Ax− Ay, x− y) > µ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C.

У цьому випадку кажуть, що оператор A — µ-сильно монотонний.

Cкрiзь у цьому роздiлi будемо вважати, що оператор A : H → H —

лiпшицевий на множинi C (з константою L > 0), тобто

‖Ax− Ay‖ 6 L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C,

та S 6= ∅.

Для замкненої опуклої множини C та лiпшицевого сильно монотонного

оператора A множина S не порожня та складається з одного елемента [31].

Нагадаємо декiлька вiдомих та потрiбних нам фактiв.

Нехай PC — оператор метричного проектування на замкнену опуклу

пiдмножину C ⊆ H, тобто PCx — єдиний елемент C, що володiє властивi-

стю

‖PCx− x‖ = min
z∈C
‖z − x‖ .
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Елемент PCx можна охарактеризувати таким чином [24,31]:

y = PCx ⇔ y ∈ C та (y − x, z − y) > 0 ∀z ∈ C, (2.4)

y = PCx ⇔ y ∈ C та ‖y − z‖2 6 ‖x− z‖2 − ‖y − x‖2 ∀z ∈ C. (2.5)

Оператор метричного проектування PC є нерозтягуючий, тобто

‖PCx− PCy‖ 6 ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H,

точнiше, обернено сильно монотонним (1-ко-коерцитивним)

‖PCx− PCy‖ 6 (PCx− PCy, x− y) ∀x, y ∈ H.

Варiацiйну нерiвнiсть (2.1) можна сформулювати як задачу пошуку не-

рухомої точки [24,31]:

x = PC (x− λAx) , (2.6)

де λ > 0.

Формулювання (2.6) корисне, оскiльки веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (xn − λAxn) , (2.7)

яка сильно збiжна для лiпшицевих сильно монотонних операторiв та слабко

збiжна для обернено сильно монотонних (ко-коерцитивних) операторiв [22,

24]. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (2.7) в загальному

випадку не збiгається.

Зауваження 2.1. Варiацiйна нерiвнiсть (2.1) записується у формi опе-

раторного включення [22]:

знайти x ∈ H : 0 ∈ Ax+NCx,

де NCx — нормальний конус множини C в точцi x:

NCx =

{z ∈ H : (z, y − x) 6 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,

∅, iнакше.
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Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : (Ay, y − x) > 0 ∀y ∈ C. (2.8)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (2.8) позначимо Sd. Вiдомо,

що множина Sd опукла та замкнена [31]. Нерiвнiсть (2.8) називають слаб-

ким або дуальним формулюванням варiацiйної нерiвностi (2.1) (або нерiв-

нiстю типу Мiнтi), а розв’язки нерiвностi (2.8) — слабкими розв’язками

варiацiйної нерiвностi (2.1). Для монотонних (псевдомонотонних) операто-

рiв A завжди маємо

S ⊆ Sd.

А коли оператор A монотонний та неперервний маємо (лема Мiнтi, [31])

Sd = S.

Однiєю з основних теоретичних задач є оцiнка числа iтерацiй алго-

ритму, що необхiдне для отримання наближеного розв’язку заданої яко-

стi. Якiсть наближеного розв’язку x ∈ C варiацiйної нерiвностi (2.1) у

монотонному випадку будемо оцiнювати за допомогою невiд’ємної функцiї

зазору [51,84]

gap (x) = sup
y∈C

(Ay, x− y) . (2.9)

Очевидно, що для коректностi означення функцiї зазору (2.9) необхiдна

обмеженiсть допустимої множини C.

Лема 2.1 (Nesterov Y., [84]). Нехай оператор A — монотонний.

Якщо x ∈ C — розв’язок (2.1), то

gap (x) = 0.

Навпаки, якщо для x ∈ C маємо

gap (x) = 0,

то x — розв’язок (2.1).
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Нагадаємо вiдомi леми про числовi нерiвностi.

Лема 2.2. Нехай невiд’ємнi послiдовностi (αn), (βn), такi, що

αn+1 6 αn − βn, n > 1.

Тодi iснує границя limn→∞ αn ∈ R та
∑∞

n=1 βn < +∞.

Лема 2.3. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє ре-

курентнiй нерiвностi

ξn+1 6 (1− αn) ξn + αnβn, n > 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi: αn ∈ (0, 1) та βn 6 β,

де β > 0. Тодi

ξn 6 e−
∑n−1
k=1 αkξ1 + β.

Лема 2.4. Нехай послiдовнiсть невiд’ємних чисел (ξn) задовольняє ре-

курентнiй нерiвностi

ξn+1 6 (1− αn) ξn + αnβn + γn, n > 1,

де послiдовностi (αn) та (βn) мають властивостi:

1) αn ∈ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn 6 0;

3) γn ∈ [0,+∞),
∑∞

n=1 γn < +∞.

Тодi lim
n→∞

ξn = 0.

Лема 2.5 (Mainge P.-E., [175]). Нехай числова послiдовнiсть (αn)

має пiдпослiдовнiсть (αnk) з властивiстю αnk < ank+1 для всiх k > 1. Тодi

iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞

та

αmk
6 αmk+1, αk 6 αmk+1

для всiх k > n1.
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При доведеннi слабкої збiжностi послiдовностей елементiв гiльбертово-

го простору будемо використовувати вiдому лему Опяла.

Лема 2.6 (Z. Opial, [66]). Нехай послiдовнiсть (xn) елементiв гiль-

бертового простору H слабко збiгається до точки x ∈ H. Тодi для всiх

y ∈ H \ {x} маємо

lim inf
n→∞

‖xn − x‖ < lim inf
n→∞

‖xn − y‖.

2.2. Алгоритм екстраполяцiї з минулого

Для розв’язання задачi (2.1) розглянемо такий iтерацiйний алгоритм.

Алгоритм 2.1. Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв

xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми yn = PC (xn − λnAyn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAyn) ,

де λn > 0.

Зауваження 2.2. Частнинний випадок алгоритму 2.1 запропонований

Л. Д. Поповим [102] для пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй,

що заданi в скiнченомiрному евклiдовому просторi. Останнiм часом цей

метод став вiдомим у середовищi спецiалiстiв з машинного навчання пiд

назвою «Extrapolation from the Past» (екстраполяцiя з минулого) [55]. До-

слiдженню та розробцi модифiкацiй цього методу присвячено роботи [20,

21,103–108,110–112,117,118,121,150–156,160–162,166,167]. Модифiкацiя ал-

горитму Попова з одним метричним проектуванням на допустиму множи-

ну запропонована в [103], варiантам методу для задач про рiвновагу при-

свячено роботи [111, 112, 150, 151], модифiкацiї з бегманiвською вiдстанню

дослiджено в [104–108, 155, 156], методи для задач в просторах Адамара

запропонованi в [152–154, 166, 167]. Регуляризованi методи та модифiкацiї
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для дворiвневих задач дослiджено в [160–162]. У дисертацiї уточнюються

та узагальнюються результати вказаних робiт.

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 2.1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (2.10)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = PC (xn − λnAyn)

рiвносильна нерiвностi

(Ayn, y − xn+1) +
(xn+1 − xn, y − xn+1)

λn
> 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (2.10) випливає

(Ayn, y − yn) > 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.

Аналогiчно, з

(Ayn−1, y − yn) +
(yn − xn, y − yn)

λn
> 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (2.10) отримуємо yn ∈ S.

Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (2.10) не має мiсця.

2.3. Слабка збiжнiсть та сублiнiйна оцiнка

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 2.7. Для породжених алгоритмом 2.1 послiдовностей (xn), (yn)

та точки z ∈ S виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (2.11)
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Доведення. Маємо

‖xn+1 − z‖2 = ‖xn − z‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − z) . (2.12)

З правила породження точок xn+1 та yn випливає

λn(Ayn, z − xn+1) > (xn+1 − xn, xn+1 − z), (2.13)

λn(Ayn−1, xn+1 − yn) > −(xn − yn, yn − xn+1). (2.14)

Використавши нерiвностi (2.13), (2.14) для оцiнки скалярних добуткiв в

(2.12), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, z − xn+1)} =

= ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn, z − yn) + (Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, yn − xn+1)} . (2.15)

З псевдомонотонностi оператора A та включення z ∈ S випливає

(Ayn, z − yn) 6 0,

а лiпшицевiсть F гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6 L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ 6

6
L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки в (2.15), отримуємо

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ λnL ‖yn−1 − yn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 . (2.16)
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Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 6 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Ураховуючи цю оцiнку в (2.16), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 ,

тобто, до нерiвностi (2.11).

Зауваження 2.3. Для монотонних операторiв нерiвнiсть леми 2.7 отри-

мана в [20,103].

З теореми 1 роботи [111] випливає

Теорема 2.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий

на множинi C оператор та S 6= ∅. Припустимо, що

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1

3L

)
.

Тодi породженi алгоритмом 2.1 послiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаю-

ться до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної нерiвностi (2.1), причому

lim
n→∞
‖xn − yn‖ = 0.

У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму

2.1 необхiдно зробити O
(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) 6 ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C ‖a− b‖ < +∞.

Нехай y ∈ C. Маємо

‖xn+1 − y‖2 6 ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−
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− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ayn, y − yn). (2.17)

З монотонностi оператора A та (2.17) випливає

‖xn+1 − y‖2 6 ‖xn − y‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 + 2λn(Ay, y − yn). (2.18)

Перепишемо (2.18) у виглядi

2λn(Ay, yn − y) 6
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (2.19)

Припустимо, що λn ∈
(
0, 1

3L

]
. Тодi з (2.19) випливає

2λn(Ay, yn − y) 6
(
‖xn − y‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − y‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
. (2.20)

Просумувавши (2.20) по n вiд 1 до N отримаємо

2
N∑
n=1

λn(Ay, yn − y) 6 ‖x1 − y‖2 + 2λ1L ‖x1 − y0‖2 ,

та

(Ay, zN − y) 6
‖x1 − y‖2

2
∑N

n=1 λn
, (2.21)

де zN =
∑N
n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму за y ∈ C в (2.20)

gap(zN) 6
supy∈C ‖x1 − y‖2

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце
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Теорема 2.2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена обмежена множина, A : H → H — монотонний та

L-лiпшицевий на множинi C оператор. Нехай (yn) — послiдовнiсть, що

породжена алгоритмом 2.1 з λn = 1
3L, тобто,

x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

(
xn − 1

3LAyn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

3LAyn
)
.

Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN) 6
3L supy∈C ‖x1 − y‖2

2N
.

2.4. Сильна збiжнiсть

Припустимо, що оператор A : H → H є рiвномiрно монотонним на

обмежених пiдмножинах множини C ⊆ H. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (2.1)

має єдиний розв’язок z̄ ∈ C.

Покажемо, що породженi алгоритмом 2.1 послiдовностi (xn), (yn) силь-

но збiгаються до z̄.

Осклiльки множина {yn} ∪ {z̄} ⊆ C обмежена, то якщо iснує така зро-

стаюча функцiя φ : [0,+∞) → [0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0,

що

(Ayn, z̄ − yn) 6 −φ (‖z̄ − yn‖) .

Замiсть нерiвностi леми 2.7 запишемо її уточнену версiю

‖xn+1 − z̄‖2 + 2λnφ (‖z̄ − yn‖) 6 ‖xn − z̄‖2 − (1− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2 . (2.22)

Перепишемо (2.22) у виглядi
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2λnφ (‖z̄ − yn‖) 6
(
‖xn − z̄‖2 + 2λnL ‖xn − yn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − z̄‖2 + 2λn+1L ‖xn+1 − yn‖2

)
−

− (1− 2λn+1L− λnL) ‖xn+1 − yn‖2−

− (1− 2λnL) ‖yn − xn‖2 . (2.23)

Нерiвнiсть (2.23) та припущення λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1

3L

)
дають

∞∑
n=1

λnφ (‖z̄ − yn‖) < +∞ та lim
n→∞

φ (‖z̄ − yn‖) = 0.

Отже, ‖z̄ − yn‖ → 0 та ‖z̄ − xn‖ → 0.

Таким чином, має мiсце

Теорема 2.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непоро-

жня опукла замкнена множина, A : H → H — рiвномiрно монотонний

на обмежених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на мно-

жинi C оператор, z̄ ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (2.1).

Припустимо, що λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1

3L

)
. Тодi породженi алгоритмом 2.1

послiдовностi (xn), (yn) сильно збiгаються до z̄.

2.5. Лiнiйна швидкiсть збiжностi

Припустимо, що iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi

(2.1), а оператор A задовольняє умову

(Ax, x− z) > µ‖x− z‖2 ∀x ∈ C (2.24)

для деякого µ > 0.

Зауваження 2.4. Умова (2.24) випливає з сильної монотонностi A. Але

iснують немонотоннi оператори з (2.24). Наприклад [176],

Ax = (2− ‖x‖)x, x ∈ C =

{
x ∈ `2 : ‖x‖ 6 3

2

}
.
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Розглянемо варiант алгоритму 2.1 з лiнiйною швидкiстю збiжностi для

варiацiної нерiвностi (2.1), де лiпшицевий оператор A задовольняє (2.24).

Алгоритм 2.2. Для x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть елементiв

xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми yn = PC
(
xn − 1

4LAyn−1

)
,

xn+1 = PC
(
xn − 1

4LAyn
)
.

Покажемо, що

‖xn+1 − z‖2 = O
((

1− µ

4L

)n)
, ‖yn − xn+1‖2 =

((
1− µ

4L

)n)
.

Запишемо нерiвнiсть (2.15):

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λ {(Ayn, z − yn) + (Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn)} .

З умови (2.24) та нерiвностi ‖a+ b‖2 6 2‖a‖2 + 2‖b‖2 випливає

(Ayn, yn − z) > µ‖yn − z‖2 > µ

(
1

2
‖xn − z‖2 − ‖yn − xn‖2

)
,

а лiпшицевiсть A гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6 L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ 6

6
L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведенi оцiнки, отримуємо

‖xn+1 − z‖2 6 (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

− ‖yn − xn+1‖2 + λL ‖yn−1 − yn‖2 + λL ‖yn − xn+1‖2 . (2.25)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 6 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .
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Ураховуючи цю оцiнку в (2.25), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 6 (1− λµ) ‖xn − z‖2 − (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

− (1− 2λL) ‖yn − xn+1‖2 + 2λL ‖yn−1 − xn‖2 .

Перепишемо останню нерiвнiсть у виглядi

‖xn+1 − z‖2 +
2λL

1− λµ
‖yn − xn+1‖2 6

6 (1− λµ)

(
‖xn − z‖2 +

2λL

1− λµ
‖yn−1 − xn‖2

)
−

− (1− 2λL− 2λµ) ‖xn − yn‖2−

−
(

1− 2λL− 2λL

1− λµ

)
‖yn − xn+1‖2 .

Для λ = 1
4L отримуємо

‖xn+1 − z‖2 +
2L

4L− µ
‖yn − xn+1‖2 6

6
(

1− µ

4L

)(
‖xn − z‖2 +

2L

4L− µ
‖yn−1 − xn‖2

)
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 2.4. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — L-лiпшицевий на множинi C

оператор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiної нерiвностi (2.1) та

виконується умова (2.24). Тодi для породжених алгоритмом 2.2 послi-

довностей (xn), (yn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 +
1

2
‖yn − xn+1‖2 6

(
1− µ

4L

)n
‖x1 − z‖2 , n > 1.

Зауваження 2.5. З теореми 2.4 випливають оцiнки

‖xn+1 − z‖2 6 e−
µ
4Ln ‖x1 − z‖2 , ‖yn − xn+1‖2 6 e−

µ
4Ln2 ‖x1 − z‖2 .

Зауваження 2.6. Для сильно монотонних та лiпшицевих операторiв та

алгоритму 2.2 оцiнка ‖xn+1 − z‖2 = O
(
e−

µ
4Ln
)

отримана в [55].
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2.6. Адаптивний алгоритм екстраполяцiї з минулого

Для наближеного розв’язання задачi (2.1) розглянемо алгоритм екстра-

поляцiї з минулого з адаптивним вибором λn.

Алгоритм 2.3. Обираємо елементи x1 = y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1

3

)
, λ1 ∈

(0,+∞). Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

yn = PC(xn − λnAyn−1).

2. Обчислити

xn+1 = PC(xn − λnAyn).

Якщо xn+1 = xn = yn, то зупинити та xn — розв’язок. Iнакше пере-

йти на крок 3.

3. Обчислити

λn+1 =

 λn, якщо (Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖xn+1−yn‖2)

(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 2.7. Схема, що подiбна алгоритму 2.3, запропонована для

задач про рiвновагу в просторах Адамара в [152,153].

Зауваження 2.8. Результати, аналогiчнi наведеним нижче, мають мiсце

для модифiкацiї алгоритму 2.3 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на таку

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 1

3

)
[109].

Параметр λn+1 залежить вiд розташування точок yn−1, yn, xn+1, значень

Ayn−1, Ayn. Iнформацiя про константу L не використовується. Очевидно,

що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також вона обмежена знизу числом

min
{
λ1,

τ

L

}
.
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Дiйсно, маємо

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6
L

2

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом 2.3, мають мiсце

нерiвностi

(Ayn−1, yn − y) 6

6
1

2λn

(
‖y − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − y‖2

)
∀y ∈ C, (2.26)

(Ayn, xn+1 − y) 6

6
1

2λn

(
‖y − xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − y‖2

)
∀y ∈ C. (2.27)

Зауваження 2.9. Зокрема, нерiвнiсть (2.27) дає обґрунтування правила

зупинки алгоритму 2.3. Дiйсно, при xn+1 = xn = yn iз (2.27) випливає

(Ayn, yn − y) 6 0 ∀y ∈ C,

тобто xn = yn ∈ S.

Зауваження 2.10. Можна використовувати для зупинки алгоритму 2.3

правило xn = yn = yn−1, яке гарантує xn ∈ S.

Доведемо основну оцiнку, яка пов’язує вiдстанi мiж породженими алго-

ритмом 2.3 точками i довiльним елементом множини розв’язкiв S.

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 2.8. Для послiдовностей (xn), (yn), породжених алгоритмом

2.3, має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 −
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2−

−
(

1− 2τ
λn
λn+1

)
‖xn − yn‖2 + 2τ

λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2, (2.28)

де z ∈ S.
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Доведення. Нехай z ∈ S. Iз псевдомонотонностi оператора A випливає

(Ayn, z − yn) 6 0. (2.29)

Iз (2.29) i (2.27) випливає

2λn(Ayn, xn+1 − yn) 6 ‖z − xn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2. (2.30)

Склавши нерiвностi (2.30) та нерiвнiсть, що випливає з (2.26)

2λn(Ayn−1, yn − xn+1) 6 ‖xn+1 − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2

маємо

2λn(Ayn−1 − Ayn, yn − xn+1) 6 ‖z − xn‖2−

− ‖z − xn+1‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2. (2.31)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6
τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
. (2.32)

Для оцiнки виразу (Ayn−1 − Ayn, yn − xn+1) в (2.31) скористаємося (2.32).

Отримаємо

‖z − xn+1‖2 6 ‖z − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ τ
λn
λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Оскiльки

‖yn−1 − yn‖2 6 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 ,

то

‖z − xn+1‖2 6 ‖z − xn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1

‖yn−1 − xn‖2 + 2τ
λn
λn+1

‖yn − xn‖2 + τ
λn
λn+1
‖yn − xn+1‖2,

що i треба було довести.



63

Сформулюємо основний результат.

Теорема 2.5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий

на множинi C оператор та S 6= ∅. Тодi породженi алгоритмом 2.3 по-

слiдовностi (xn), (yn) слабко збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S варiацiйної

нерiвностi (2.1), причому

lim
n→∞
‖xn − yn‖ = lim

n→∞
‖xn+1 − yn‖ = 0.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Покладемо

αn = ‖xn − z′‖2 + 2τ
λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2,

βn =

(
1− 2τ

λn
λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2.

Нерiвнiсть (2.28) набуває вигляду

αn+1 6 αn − βn.

Оскiльки iснує lim
n→∞

λn > 0, то

1− 2τ
λn
λn+1

→ 1− 2τ ∈ (0, 1) i 1− 2τ
λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1
→ 1− 3τ ∈ (0, 1)

при n→∞. З леми 2.2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖xn − z′‖2 + 2τ

λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2

)
та збiгається числовий ряд∑

n

((
1− 2τ

λn
λn+1

)
‖yn − xn‖2 +

(
1− 2τ

λn+1

λn+2
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2

)
.

Звiдки отримуємо

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = lim

n→∞
‖xn+1 − yn‖ = lim

n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0 (2.33)
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i збiжнiсть числових послiдовностей
(
‖xn−z′‖

)
,
(
‖yn−z′‖

)
для всiх z′ ∈ S.

Зокрема, послiдовностi (xn), (yn) обмеженi.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), слабко збiжну до деякої точки z̄ ∈
C. Тодi з (2.33) випливає, що й ynk ⇀ z̄. Покажемо, що z̄ ∈ S. Маємо

(Ayn, y − yn) > (Ayn, xn+1 − yn) +
(xn+1 − xn, xn+1 − y)

λn
∀y ∈ C. (2.34)

З (2.33) випливає

lim
n→∞

(Ayn, xn+1 − yn) = 0. (2.35)

Здiйснивши граничний перехiд в (2.34) з урахуванням (2.33), (2.35) та умо-

ви монотонностi оператора A, отримаємо

(Ay, y − z̄) = lim
k→∞

(Ay, y − ynk) > lim sup
k→∞

(Aynk, y − ynk) >

> lim
k→∞

{
(Aynk, xnk+1 − ynk) +

(xnk+1 − xnk, xnk+1 − y)

λnk

}
= 0 ∀y ∈ C,

тобто, z̄ ∈ S.

Покажемо тепер, що xn ⇀ z̄ ∈ S. Тодi з xn − yn → 0 випливає, що й

послiдовнiсть (yn) слабко збiгається z̄. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай

iснує така пiдпослiдовнiсть (xmk
), що xmk

⇀ z̃ та z̃ 6= z̄. Ясно, що z̃ ∈ S.

Застосуємо двiчi лему 2.6. Маємо

lim
n→∞
‖xn − z̄‖ = lim

k→∞
‖xnk − z̄‖ < lim

k→∞
‖xnk − z̃‖ = lim

n→∞
‖xn − z̃‖ =

= lim
k→∞
‖xmk

− z̃‖ < lim
k→∞
‖xmk

− z̄‖ = lim
n→∞
‖xn − z̄‖,

що неможливо. Отже, xn ⇀ z̄.

2.7. Регуляризований алгоритм

Для непорожньої опуклої замкненої множини C ⊆ H, монотонного лi-

пшицевого оператора A : H → H та z ∈ H розглянемо задачу:

знайти x∗ = PSz, (2.36)
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де S = {x ∈ C : (Ax, y − x) > 0 ∀ y ∈ C}.
Будемо звичайно припускати, що S 6= ∅. Задача (2.36) має єдиний

розв’язок [31].

Зауваження 2.11. Вiдомим окремим випадком (2.36) є задача пошуку

нормального розв’язку варiацiйної нерiвностi (при z = 0).

Апроксимуємо задачу (2.36) однорiвневою та бiльш регулярною варiа-

цiйною нерiвнiстю.

Розглянемо допомiжну задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) + ε(x− z, y − x) > 0 ∀y ∈ C, (2.37)

де ε > 0.

Зауваження 2.12. Варiацiйну нерiвнiсть (2.37) називають апроксимацi-

єю Тихонова–Браудера задачi (2.36) [96]. Для розв’язання екстремальних

задач подiбна апроксимацiя була запропонована А. М. Тихоновим для побу-

дови регуляризуючих алгоритмiв, а пiзнiше F. Browder [177,178] застосував

подiбну cхему для стiйкої апроксимацiї нормального розв’язку варiацiйної

нерiвностi або проекцiї заданої точки на множину нерухомих точок нероз-

тягуючих операторiв.

З результатiв [179] випливає iснування та єдинiсть розв’язку xε ∈ C

задачi (2.37) для довiльного ε > 0.

Елементи xε ∈ C мають декiлька важливих властивостей [162].

Лема 2.9. Справедливi такi нерiвностi:

(i) ‖xε‖ 6 ‖x∗ − z‖+ ‖x∗‖ для всiх ε > 0;

(ii) ‖xε − xδ‖ 6 |ε−δ|
ε 2‖x∗ − z‖ для всiх ε, δ > 0.

При прямуваннi малого додатнього параметру ε до нуля елементи xε

сильно збiгаються до розв’язку задачi (2.36).

Лема 2.10. Має мiсце

lim
ε→0
‖xε − x∗‖ = 0.
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Перейдемо до опису алгоритму розв’язання задачi (2.36).

Вiдштовхуючись вiд алгоритму 2.1, для розв’язання задачi (2.36) про-

понуємо такий

Алгоритм 2.4. Для z ∈ H, x1 = y0 ∈ C генерируємо послiдовнiсть

елементiв xn, yn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми yn = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn−1) ,

xn+1 = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn) ,

де λn > 0, αn > 0.

Вiдносно параметрiв алгоритму 2.4 будемо припускати, що виконанi та-

кi умови:

(A1) λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(
0, 1

3L

)
, де L > 0 — стала Лiпшиця оператора A;

(A2) limn→∞ αn = 0;

(A3)
∑∞

n=1 αn = +∞;

(A4) limn→∞
αn+1−αn

α2
n

= 0.

Зауваження 2.13. В якостi допустимої послiдовностi (αn) можна обрати

таку:

αn =
1

(n+ 1)p
, p ∈ (0, 1).

Зауваження 2.14. В [99] для був запропонований та обгрунтований

близький алгоритм: 
x1 ∈ C,
yn = PC(xn − λnAxn),
zn = PC(xn − λnAyn),
xn+1 = αnz + (1− αn)zn.

Алгоритм 2.4 поєднує у собi iдеї методу екстраполяцiї з минулого (ал-

горитм 2.1) та iтеративної регуляризацiї [96]. Доведення його сильної збi-

жностi проведемо за такою схемою. Нехай xαn — розв’язок задачi (2.37)
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при ε = αn. Оскiльки

‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖, lim
n→∞
‖xαn − x∗‖ = 0,

то доcтатньо показати, що породжена алгоритмом 2.4 послiдовнiсть (xn)

має властивiсть

lim
n→∞
‖xn − xαn‖ = 0.

Доведення збiжностi алгоритму 2.4 почнемо з доведення важливої не-

рiвностi для згенерованих ним послiдовностей (xn), (yn) та елементiв xαn.

Лема 2.11. Для породжених алгоритмом 2.4 послiдовностей (xn),

(yn) та елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖
2 6 (1− αnλn) ‖xn − xαn‖

2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 . (2.38)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 = ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2 (xn − yn, yn − xn+1) + 2 (xn+1 − xn, xn+1 − xαn) . (2.39)

З визначення точок xn+1 та yn випливає

λn(Ayn, xαn − xn+1) > (xn+1 − xn + αnλn(xn − z), xn+1 − xαn), (2.40)

λn(Ayn−1, xn−1 − yn) > −(xn − αnλn(xn − z)− yn, yn − xn+1). (2.41)

Використовуючи нерiвностi (2.40), (2.41) для оцiнки скалярних добуткiв в

(2.39), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +
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+ 2λn {(Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, xαn − xn+1)}+

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) =

= ‖xn − xαn‖
2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λn {(Ayn, xαn − yn) + (Ayn−1, xn+1 − yn) + (Ayn, yn − xn+1)}+

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn). (2.42)

Лiпшицевiсть оператора A гарантує виконання нерiвностi

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6 L ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ 6

6
L

2
‖yn−1 − yn‖2 +

L

2
‖yn − xn+1‖2 .

Використавши вищенаведену оцiнку в (2.42), отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ λnL ‖yn−1 − yn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) + 2λn(Ayn, xαn − yn). (2.43)

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо таким чином

‖yn−1 − yn‖2 6 2 ‖yn−1 − xn‖2 + 2 ‖yn − xn‖2 .

Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − z, xαn − yn) + 2λn(Ayn, xαn − yn). (2.44)

З монотонностi оператора A випливає

(Ayn, xαn − yn) 6 −(Axαn, yn − xαn),

звiдки

(Ayn, xαn−yn)−αn(xαn−z, yn−xαn) 6 −(Axαn, yn−xαn)−αn(xαn−z, yn−xαn).
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Оскiльки

(Axαn, yn − xαn) + αn(xαn − z, yn − xαn) > 0,

то

(Ayn, xαn − yn) 6 αn(xαn − z, yn − xαn).

Урахувавши останню оцiнку в (2.44), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖
2 6 ‖xn − xαn‖

2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 + 2λnL ‖yn − xn‖2 + λnL ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2αnλn(xn − xαn, xαn − yn). (2.45)

Оцiнимо зверху член (xn − xαn, xαn − yn). Маємо

(xn − xαn, xαn − yn) = (xn − xαn, xαn − xn)+

+ (xn − xαn, xn − yn) 6 −‖xαn − xn‖
2 + ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −‖xαn − xn‖
2 +

1

2
‖xn − xαn‖

2 +
1

2
‖xn − yn‖2 =

= −1

2
‖xn − xαn‖

2 +
1

2
‖xn − yn‖2 . (2.46)

З нерiвностей (2.45) та (2.46) отримуємо

‖xn+1 − xαn‖
2 6 (1− αnλnµ) ‖xn − xαn‖

2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 .

що й було потрiбно.

Доведемо оцiнку з якої випливає збiжнiсть до нуля послiдовностей (‖xn−
xαn‖) та (‖yn−1 − xn‖).

Лема 2.12. Для породжених алгоритмом 2.4 послiдовностей (xn),

(yn) та елементiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть
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∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+

2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.47)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖
2 =

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+
∥∥xαn+1

− xαn
∥∥2

+

+ 2
(
xn+1 − xαn+1

, xαn+1
− xαn

)
>
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+

+
∥∥xαn+1

− xαn
∥∥2 − 2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥∥∥xαn+1
− xαn

∥∥ >

> (1− ε)
∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+

(ε− 1)

ε

∥∥xαn+1
− xαn

∥∥2
, (2.48)

де ε > 0. Покладемо в (2.48) ε = 1
2αnλn. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖
2 >

2− αnλn
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−

− 2− αnλn
αnλn

∥∥xαn+1
− xαn

∥∥2
. (2.49)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих n маємо

1− αnλn > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 2.9 з (2.49) виводимо

‖xn+1 − xαn‖
2 >

2− αnλn
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2−

− (2− αnλn)
αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2, (2.50)

для всiх n > n0. Використавши (2.50) в (2.38), отримаємо (для n > n0)

2− αnλn
2

∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
6 (1− αnλn) ‖xn − xαn‖

2−

− (1− 2λnL− αnλn) ‖xn − yn‖2 − (1− λnL) ‖yn − xn+1‖2 +

+ 2λnL ‖yn−1 − xn‖2 +
(2− αnλn)
αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2.

Звiдки випливає нерiвнiсть
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∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
6

2− 2αnλn
2− αnλn

‖xn − xαn‖
2−

− 2 (1− 2λnL− αnλn)
2− αnλn

‖xn − yn‖2 − 2 (1− λnL)

2− αnλn
‖yn − xn+1‖2 +

+
4λnL

2− αnλn
‖yn−1 − xn‖2 +

8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.51)

Перегрупувавши члени в (2.51), отримаємо∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+

2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 6

6
2− 2αnλn
2− αnλn

(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
−

− 2 (1− 2λnL− αnλn)
2− αnλn

‖xn − yn‖2−

−

(
1− λnL
1− αnλn

2

− 2λn+1L

1− αn+1λn+1

)
‖yn − xn+1‖2 +

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.52)

Оскiльки

λn ∈
[
λ, λ
]
⊆
(

0,
1

3L

)
та αn > 0, lim

n→∞
αn = 0,

то починаючи з деякого номера n1 будуть виконуватися нерiвностi

1− 2λnL− αnλn
2− αnλn

> 0,
1− λnL
1− αnλn

2

− 2λn+1L

1− αn+1λn+1
> 0,

та
2− 2αnλn
2− αnλn

< 1− αnλn
2

.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (2.52) випливає∥∥xn+1 − xαn+1

∥∥2
+

2λn+1L

1− αn+1λn+1
‖yn − xn+1‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що й потрiбно було довести.
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Сформулюємо теорему про збiжнiсть алгоритму 2.4.

Теорема 2.6. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий

на множинi C оператор та S 6= ∅. Нехай виконуються умови (A1)–(A4).

Тодi для породжених алгоритмом 2.4 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞
‖xn − x∗‖ = lim

n→∞
‖yn − x∗‖ = 0, (2.53)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (2.36).

Доведення. В силу леми 2.4 та нерiвностi (2.47) маємо

lim
n→∞

(
‖xn − xαn‖

2 +
2λnL

1− αnλn
‖yn−1 − xn‖2

)
= 0.

Звiдки

lim
n→∞
‖xn − xαn‖ = lim

n→∞
‖yn−1 − xn‖ = 0. (2.54)

З нерiвностi

‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 2.10 та (2.54) отримуємо шуканi спiввiдношення (2.53).

З метою позбутися явного використання в алгоритмi 2.4 iнформацiї про

значення константи L при заданнi меж для λn розглянемо такий алгоритм

з адаптивним вибором λn.

Алгоритм 2.5 (Адаптивний варiант). Обираємо елементи z ∈ H,

x1 = y0 ∈ C, τ ∈
(
0, 1

3

)
, λ1 ∈ (0,+∞). Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

yn = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn−1) .

2. Обчислити

xn+1 = PC (αnλnz + (1− αnλn)xn − λnAyn) .

3. Обчислити

λn+1 =

 λn, якщо (Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6 0,

min
{
λn,

τ
2
‖yn−1−yn‖2+‖yn−xn+1‖2

(Ayn−1−Ayn,xn+1−yn)

}
, iнакше.
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Покласти n := n+ 1 та перейти на 1.

Зауваження 2.15. Алгоритм 2.5 є поєднанням алгоритму 2.4 з адаптив-

ним перерахунком λn з алгоритму 2.3.

У пропонованому алгоритмi параметр λn+1 залежить вiд розташування

точок yn−1, yn, xn+1, значень Ayn−1, Ayn. Нiяка iнформацiя про константу L

не використовується. Очевидно, що послiдовнiсть (λn) незростаюча. Також

вона обмежена знизу числом

min
{
λ1,

τ

L

}
.

Дiйсно, маємо

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6
L

2

(
‖yn−1 − yn‖2 + ‖yn − xn+1‖2

)
.

Перейдемо до обґрунтування алгоритму 2.5. А саме, покажемо, що

lim
n→∞
‖xn − xαn‖ = 0,

де xαn — розв’язок задачi (2.37) при ε = αn.

Спочатку доведемо важливу нерiвнiсть для послiдовностей (xn), (yn) та

елементiв xαn.

Лема 2.13. Для породжених алгоритмом 2.5 послiдовностей (xn),

(yn) та елементiв xαn виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλn) ‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2. (2.55)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =

= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − xn+1‖2 + 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
=
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= ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2−

− 2
(
xn − yn, yn − xn+1

)
+ 2
(
xn+1 − xn, xn+1 − xαn

)
. (2.56)

З визначення точок xn+1 i yn випливає

λn(Ayn, xαn − xn+1) >
(
xn+1 − xn + αnλn(xn − z), xn+1 − xαn

)
, (2.57)

λn(Ayn−1, xn+1 − yn) > −
(
xn + αnλn(xn − z)− yn, yn − xn+1

)
. (2.58)

Використавши нерiвностi (2.57), (2.58) для оцiнки скалярних добуткiв в (2.56),

отримуємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2λn ((Ayn, xαn − yn) + (Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn)) +

+ 2αnλn (xn − z, xαn − yn) . (2.59)

З правила обчислення λn+1 випливає нерiвнiсть

(Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) 6
τ

2λn+1

(
‖yn−1 − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2

)
. (2.60)

Для оцiнки виразу (Ayn−1 − Ayn, xn+1 − yn) в (2.59) скористаємося (2.60).

Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ τ
λn
λn+1
‖yn−1 − yn‖2 + τ

λn
λn+1
‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λn(Ayn, xαn − yn) + 2αnλn
(
xn − z, xαn − yn

)
.

Член ‖yn−1 − yn‖2 оцiнимо наступним чином:

‖yn−1 − yn‖2 6 2‖yn−1 − xn‖2 + 2‖xn − yn‖2.

Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+
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+ 2τ
λn
λn+1
‖yn−1 − xn‖2 + 2τ

λn
λn+1
‖xn − yn‖2 + τ

λn
λn+1
‖xn+1 − yn‖2+

+ 2λn(Ayn, xαn − yn) + 2αnλn
(
xn − z, xαn − yn

)
. (2.61)

Iз монотонностi оператора A випливає

(Ayn, xαn − yn) 6 (Axαn, xαn − yn),

звiдки

(Ayn, xαn−yn)−αn(xαn−z, yn−xαn) 6 −(Axαn, yn−xαn)−αn(xαn−z, yn−xαn).

Оскiльки

(Axαn, yn − xαn) + αn(xαn − z, yn − xαn) > 0,

то

(Ayn, xαn − yn) 6 αn(xαn − z, yn − xαn).

Врахувавши останню оцiнку в (2.61), приходимо до нерiвностi

‖xn+1 − xαn‖2 6 ‖xn − xαn‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖yn − xn+1‖2+

+ 2τ
λn
λn+1
‖yn−1 − xn‖2 + 2τ

λn
λn+1
‖xn − yn‖2+

+ τ
λn
λn+1
‖xn+1 − yn‖2 + 2αnλn (xn − xαn, xαn − yn) . (2.62)

Оцiнимо зверху член (xn − xαn, xαn − yn). Маємо

(xn − xαn, xαn − yn) =

= (xn − xαn, xαn − xn) + (xn − xαn, xn − yn) 6

6 −‖xαn − xn‖2 + ‖xn − xαn‖ ‖xn − yn‖ 6

6 −‖xαn − xn‖2 +
1

2
‖xn − xαn‖2 +

1

2
‖xn − yn‖2 =

= −1

2
‖xn − xαn‖2 +

1

2
‖xn − yn‖2. (2.63)

З нерiвностей (2.62) i (2.63) отримуємо
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‖xn+1 − xαn‖2 6 (1− αnλn)‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τλn
λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2,

що i треба було довести.

Доведемо тепер оцiнку, з якої буде випливати збiжнiсть до нуля послi-

довностей (‖xn − xαn‖) i (‖xn − yn−1‖).

Лема 2.14. Для породжених алгоритмом 2.5 послiдовностей (xn),

(yn) i елементiв xαn при великих n ∈ N виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1
‖2 +

2τλn+1λ
−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.64)

Доведення. Маємо

‖xn+1 − xαn‖2 =

= ‖xn+1 − xαn+1
‖2 + ‖xαn+1

− xαn‖2 + 2(xn+1 − xαn+1
, xαn+1

− xαn) >

> ‖xn+1 − xαn+1
‖2 + ‖xαn+1

− xαn‖2 − 2‖xn+1 − xαn+1
‖ ‖xαn+1

− xαn‖ >

> (1− ε)‖xn+1 − xαn+1
‖2 +

ε− 1

ε
‖xαn+1

− xαn‖2, (2.65)

де ε > 0. Покладемо в (2.65) ε = 1
2αnλn. Отримаємо

‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλn

2
‖xn+1 − xαn+1

‖2−

− 2− αnλn
αnλn

‖xαn+1
− xαn‖2. (2.66)

В силу правил узгодження значень параметрiв αn, λn при великих номерах

n ∈ N маємо 1−αnλn > 0. З урахуванням другої нерiвностi леми 2.9 з (2.66)

виводимо
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‖xn+1 − xαn‖2 >
2− αnλn

2
‖xn+1 − xαn+1

‖2−

− (2− αnλn)
αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2. (2.67)

для всiх n > n0. Використавши (2.67) в (2.55), отримаємо (для n > n0)

2− αnλn
2

‖xn+1 − xαn+1
‖2 6 (1− αnλn)‖xn − xαn‖2−

−
(

1− τ λn
λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2 −

(
1− 2τ

λn
λn+1

− αnλn
)
‖yn − xn‖2+

+ 2τ
λn
λn+1
‖xn − yn−1‖2 +

(2− αnλn)
αnλn

(αn+1 − αn)2

α2
n

4‖x∗ − z‖2.

Звiдки випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1
‖2 >

2− 2αnλn
2− αnλn

‖xn − xαn‖2−

−
2(1− τλnλ−1

n+1)

2− αnλn
‖xn+1 − yn‖2−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλn)

2− αnλn
‖yn − xn‖2+

+
4τλnλ

−1
n+1

2− αnλn
‖xn − yn−1‖2 +

8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.68)

Перегрупувавши члени в (2.68), отримаємо

‖xn+1 − xαn+1
‖2 +

2τλn+1λ
−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6
2− 2αnλn
2− αnλn

(
‖xn − xαn‖2 +

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
−

−
2(1− 2τλnλ

−1
n+1 − αnλn)

2− αnλn
‖yn − xn‖2−

−
(

1− τλnλ−1
n+1

1− 1
2αnλn

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1

)
‖xn+1 − yn‖2+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

. (2.69)

Оскiльки τ ∈
(
0, 1

3

)
, iснує lim

n→∞
λn > 0 i lim

n→∞
αn = 0, то починаючи з деякого
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номера n1 ∈ N будуть виконуватися нерiвностi

1− 2τλnλ
−1
n+1 − αnλn

2− αnλn
> 0,

1− τλnλ−1
n+1

1− 1
2αnλn

−
2τλn+1λ

−1
n+2

1− αn+1λn+1
> 0,

2− 2αnλn
2− αnλn

< 1− αnλn
2

.

Таким чином, для n > N = max{n0, n1} з (2.69) випливає нерiвнiсть

‖xn+1 − xαn+1
‖2 +

2τλn+1λ
−1
n+2

1− αn+1λn+1
‖xn+1 − yn‖2 6

6

(
1− αnλn

2

)(
‖xn − xαn‖2 −

2τλnλ
−1
n+1

1− αnλn
‖xn − yn−1‖2

)
+

+
8‖x∗ − z‖2

λn

(αn+1 − αn)2

α3
n

,

що i потрiбно було довести.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 2.7. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий

на множинi C оператор та S 6= ∅. Нехай виконуються умови (A2)–(A4).

Тодi для породжених алгоритмом 2.5 послiдовностей (xn), (yn) має мiсце

lim
n→∞
‖xn − x∗‖ = lim

n→∞
‖yn − x∗‖ = 0, (2.70)

де x∗ ∈ H — єдиний розв’язок задачi (2.36).

Доведення. В силу леми 2.4 i нерiвностi (2.64) маємо

‖xn − xαn‖2 + 2τ
λnλ

−1
n+1

1− αnλnµ
‖xn − yn−1‖2 → 0 при n→∞.

Звiдки

lim
n→∞
‖xn − xαn‖ = lim

n→∞
‖yn−1 − xn‖ = 0. (2.71)

З нерiвностi

‖xn − x∗‖ 6 ‖xn − xαn‖+ ‖xαn − x∗‖,

леми 2.10 i (2.71) отримуємо рiвностi (2.70).



79

Зауваження 2.16. Аналогiчний результат має мiсце для модифiкацiї

алгоритму 2.5 з замiною iнструкцiї перерахунку λn на наступну

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖yn−1−yn‖
‖Ayn−1−Ayn‖

}
, якщо Ayn−1 6= Ayn,

λn, iнакше.

де τ ∈
(
0, 1

3

)
.

2.8. Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi розглядались варiацiйнi нерiвностi з операторами, що

дiють в гiльбертовому просторi. Для цих задач запропоновано та обгрун-

товано новi алгоритми екстраградiєнтного типу, якi є модифiкацiями ме-

тоду Л. Д. Попова пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй. Також

отримано новi результати для вiдомих варiантiв методу.

А саме, отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору.

Доведено cильну збiжнiсть алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-

рiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено

лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму екстраполяцiї з минулого для ва-

рiацiйних нерiвностей з операторами, що задовольняють умову типу уза-

гальненої сильної монотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптив-

ний варiант алгоритму. Запропоновано регуляризованi варiанти алгоритму

та доведено теореми про їх сильну збiжнiсть.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в [3, 9, 10,12,15].
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РОЗДIЛ 3

АЛГОРИТМ ОПЕРАТОРНОЇ ЕКСТРАПОЛЯЦIЇ ДЛЯ

ВАРIАЦIЙНИХ НЕРIВНОСТЕЙ В ГIЛЬБЕРТОВОМУ

ПРОСТОРI

Роздiл присвячено дослiдженню нових iтерацiйних алгоритмiв для розв’-

язання варiацiйних нерiвностей в гiльбертових просторах. Данi алгоритми

є модификацiями вiдомого «forward-reflected-backward algorithm», що за-

пропонований в [115]. За об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного

кроку обчислень алгоритми має перевагу над екстаградiєнтним методом

Корпелевич та методом екстраполяцiї з минулого. Схеми даного типу ще

вiдомi пiд назвою «optimistic gradient descent ascent» [55,117,118].

Роздiл побудовано таким чином. В пiдроздiлi 3.1 розглянуто алгоритм

операторної екстраполяцiї та прокоментовано лiтературу, що присвячено

дослiдженню його збiжностi. В пiдроздiлi 3.2 доведено слабку збiжнiсть

алгоритму операторної екстраполяцiї та отримано сублiнiйну оцiнку ефе-

ктивностi для функцiї зазору. Сильну збiжнiсть алгоритму операторної

екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей з рiвномiрно монотонними опе-

раторами доведено в пiдроздiлi 3.3. Лiнiйну швидкiсть збiжностi алгоритму

операторної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей з операторами, що

задовольняють умову типу узагальненої сильної монотонностi, доведено в

пiдроздiлi 3.4. В пiдроздiлi 3.5 запропоновано та дослiджено адаптивний ва-

рiант алгоритму. В пiдроздiлi 3.6 запропоновано регуляризований варiант

алгоритму та доведено теорему про його сильну збiжнiсть. Для регуляри-

зацiї використано схему Гальперна.
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3.1. Алгоритм операторної екстраполяцiї

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (2.1) розглянемо iтерацiйний

Алгоритм 3.1. Обираємо x0 = x1 ∈ C, λn, µn > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

mn = µn (Axn − Axn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та

перейти до 1.

Правило зупинки в алгоритмi обґрунтовується так: при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо

xn = PC (xn − λnAxn) ,

звiдки xn ∈ S.

Зауваження 3.1. Даний алгоритм при µn = λn−1 запропонований в [115]

пiд назвою «forward-reflected-backward algorithm». За об’ємом необхiдних

для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень вiн має перевагу над екс-

таградiєнтним методом Корпелевич та методом екстраполяцiї з минуло-

го. Схеми даного типу ще вiдомi пiд назвою «optimistic gradient descent

ascent» [55, 117, 118]. Дослiдженню та розробцi модифiкацiй цього методу

присвячено роботи [1,4–9,116,131]. Модифiкацiї з брегманiвською вiдстан-

ню дослiджено в [7–9], варiанти для задач в просторах Банаха запропоно-

ванi в [1, 5, 6]. Регуляризованi методи дослiджено в [4]. У дисертацiї уто-

чнюються та узагальнюються результати вказаних робiт.

Зауваження 3.2. Якщо C = H, то алгоритм 3.1 з µn = λn = λ можна
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записати так:

xn+1 = xn − 2λAxn + λAxn−1 або

 xn = zn − λAxn−1,

zn+1 = zn − λAxn.

Тобто, у цiй ситуацiї алгоритм 3.1 спiвпадає з агоритмом екстраполяцiї з

минулого.

3.2. Слабка збiжнiсть та сублiнiйна оцiнка ефективностi

Припустимо додатково, що оператор A є псевдомонотонним.

Лема 3.1. Для породженої алгоритмом 3.1 з µn = λn−1 послiдовностi

(xn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) + λnL‖xn+1 − xn‖2 6

6 ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) + λn−1L‖xn − xn−1‖2−

− (1− λn−1L− λnL) ‖xn+1 − xn‖2, (3.1)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2 (λnAxn + λn−1 (Axn − Axn−1) , z − xn+1) . (3.2)

З псевдомонотонностi оператора A випливає

(λnAxn + λn−1 (Axn − Axn−1) , z − xn+1) = λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn+1) + λn (Axn+1, z − xn+1)︸ ︷︷ ︸
60

6

6 λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) + λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.3)
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Застосуємо (3.3) для оцiнки правої частини (3.2) та отримаємо

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) + 2λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.4)

Оцiнимо зверху вираз 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) в (3.4). Маємо

2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) 6 2λn−1 ‖Axn − Axn−1‖ ‖xn − xn+1‖ 6

6 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ 6

6 λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 .

Отримаємо

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) + λnL‖xn+1 − xn‖2 6

6 ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) + λn−1L‖xn − xn−1‖2−

− (1− λn−1L− λnL) ‖xn+1 − xn‖2,

що i треба було довести.

Зауваження 3.3. Для монотонних операторiв нерiвнiсть леми 3.1 отри-

мана в [1, 115].

Перейдемо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 3.1 з µn = λn−1.

Припустимо, що

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1
2L .

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Vn = ‖z − xn‖2 + 2λn−1(Axn−1 − Axn, xn − z) + λn−1L‖xn − xn−1‖2,

де z ∈ S.

Нехай z′ ∈ S. Беремо таке δ > 0, що 1−λn−1L−λnL > δ для всiх n ∈ N.

З нерiвностi (3.1) випливає

Vn+1 6 Vn − δ‖xn+1 − xn‖2,
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де Vn = ‖z′ − xn‖2 + 2λn−1(Axn−1 − Axn, xn − z′) + λn−1L‖xn − xn−1‖2.

Покажемо, що Ln > 0 для всiх n ∈ N. Маємо

Vn = ‖z′ − xn‖2 + 2λn−1(Axn−1 − Axn, xn − z′) + λn−1L‖xn − xn−1‖2 >

> ‖xn − z′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 − Axn‖ ‖xn − z′‖+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 >

> ‖xn − z′‖2 − 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn − z′‖+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 >

> (1− λn−1L) ‖xn − z′‖2 > 0.

З леми 2.2 випливає iснування границi

lim
n→∞

(
‖z′ − xn‖2 + 2λn−1(Axn−1 − Axn, xn − z′) + λn−1L‖xn − xn−1‖2

)
та ∞∑

n=1

‖xn+1 − xn‖2 < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1(Axn−1 − Axn, xn − z′) + λn−1L‖xn − xn−1‖2

)
= 0,

то послiдовностi
(
‖z′ − xn‖2

)
збiгаються для всiх z′ ∈ S.

Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать

множинi S. Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до де-

якої точки z ∈ E. Ясно, що z ∈ C. Покажемо, що z ∈ S. Маємо

(xn+1 − xn + λnAxn + λn−1 (Axn − Axn−1) , y − xn+1) > 0 ∀y ∈ C.

Припустимо, що оператор A монотонний. Виводимо оцiнку

(Ay, y − xn) + (Axn, xn − xn+1) > (Axn, y − xn+1) >

>
1

λn
(xn − xn+1, y − xn+1)−

λn−1

λn
(Axn − Axn−1, y − xn+1) ∀y ∈ C.

З lim
n→∞
‖xn − xn−1‖ = 0 та лiпшицевостi оператора A випливає

lim
n→∞
‖Axn − Axn−1‖ = 0.
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Таким чином,

lim inf
n→∞

(Ay, y − xn) > 0 ∀y ∈ C.

З iншого боку

(Ay, y − z) = lim
k→∞

(Ay, y − xnk) > lim inf
n→∞

(Ay, y − xn) > 0 ∀y ∈ C.

Отже, z ∈ S.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до z. Мiркуємо вiд

супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk
) така, що xmk

→ z′ слакбо

та z 6= z′. Ясно, що z′ ∈ S. Маємо

2 (xn, z − z′) = ‖z′ − xn‖2 − ‖z − xn‖2 + ‖z‖2 − ‖z′‖2
.

Звiдки випливає iснування границi lim
n→∞

(xn, z − z′). Отримаємо

(z, z − z′) = lim
k→∞

(xnk, z − z′) = lim
k→∞

(xmk
, z − z′) = (z′, z − z′) ,

тобто, ‖z − z′‖ = 0. Звiдки випливає z = z′, що i необхiдно було довести.

Таким чином, має мiсце

Теорема 3.1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — монотонний та L-лiпшицевий

на множинi C оператор та S 6= ∅. Припустимо, що

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1
2L .

Тодi породжена алгоритмом 3.1 з µn = λn−1 послiдовнiсть (xn) слабко

збiгається до розв’язку варiацiйної нерiвностi (2.1).

У випадку обмеженостi допустимої множини C доведемо, що алгоритму

3.1 з µn = λn = 1
2L необхiдно зробити O

(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання

точки x ∈ C з

gap (x) 6 ε,

де ε > 0, D = supa,b∈C ‖a− b‖ < +∞.
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Нехай µn = λn−1. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiвнiсть

− 2 (λnAxn +mn, y − xn+1) 6

6 ‖y − xn‖2 − ‖xn+1 − xn‖2 − ‖y − xn+1‖2 ∀y ∈ C. (3.5)

Перепишемо (3.5) таким чином

‖y − xn‖2 − ‖y − xn+1‖2 >

> 2λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λn (Axn+1 − Axn, xn+1 − y) +

+ 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − y) + 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn+1 − xn) +

+ ‖xn+1 − xn‖2. (3.6)

Сумуючи (3.6) по n вiд 1 до N , отримуємо

‖y − x1‖2 − ‖y − xN+1‖2 >

> 2
N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λN (AxN+1 − AxN , xN+1 − y) +

+
N∑
n=1

(
2λn−1 (Axn − Axn−1, xn+1 − xn) + ‖xn+1 − xn‖2

)
. (3.7)

Лiпшицевiсть оператора A та умова λn ∈
(
0, 1

2L

]
дають

N∑
n=1

(
2λn−1 (Axn − Axn−1, xn+1 − xn) + ‖xn+1 − xn‖2

)
>

>
N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+ ‖xn+1 − xn‖2

)
=

=
N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+

1

2
‖xn+1 − xn‖2 +

+
1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+
1

2
‖xN+1 − xN‖2 >

1

2
‖xN+1 − xN‖2 .



87

Використовуючи останню оцiнку в (3.7), отримуємо

‖y − x1‖2 − ‖y − xN+1‖2 > 2
N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)−

− 2λN (AxN+1 − AxN , xN+1 − y) +
1

2
‖xN+1 − xN‖2 >

> 2
N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− 2λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
1

2
‖xN+1 − xN‖2 > 2

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− λNL ‖xN+1 − y‖2 .

Приходимо до нерiвностi

2
N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y)− λNL ‖xN+1 − y‖2 +

+ ‖y − xN+1‖2 6 ‖y − x1‖2 ∀y ∈ C. (3.8)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn (Axn+1, xn+1 − y) >
N∑
n=1

λn (Ay, xn+1 − y) =

=

(
N∑
n=1

λn

)
(Ay, zN+1 − y) , (3.9)

де zN+1 =
∑N
n=1 λnxn+1∑N

n=1 λn
. Враховуючи оцiнку (3.9) в (3.8), приходимо до нерiв-

ностi

2

(
N∑
n=1

λn

)
(Ay, zN+1 − y) + (1− λNL) ‖xN+1 − y‖2 6 ‖y − x1‖2 ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C

(Ay, zN+1 − y) 6
supy∈C ‖y − x1‖2

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце
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Теорема 3.2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена обмежена множина, A : H → H — монотонний та L-

лiпшицевий на множинi C оператор. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що

породжена алгоритмом 3.1 з λn = µn = 1
2L, тобто,

xn+1 = PC
(
xn − 1

2LAxn −
1

2L (Axn − Axn−1)
)

= PC
(
xn − 1

2L (2Axn − Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) 6
L supy∈C ‖x1 − y‖2

N
,

де zN+1 = 1
N

∑N
n=1 xn+1.

3.3. Сильна збiжнiсть

Припустимо, що оператор A : H → H є рiвномiрно монотонним на

обмежених пiдмножинах множини C ⊆ H. Тодi варiацiйна нерiвнiсть (2.1)

має єдиний розв’язок z̄ ∈ C.

Покажемо, що породжена алгоритмом 3.1 з µn = λn−1 послiдовнiсть

(xn) сильно збiгається до z̄.

Осклiльки множина {xn} ∪ {z̄} ⊆ C обмежена, то якщо iснує така зро-

стаюча функцiя φ : [0,+∞) → [0,+∞), φ(0) = 0 та φ(t) > 0 для t > 0,

що

(Axn+1, z̄ − xn+1) 6 −φ (‖z̄ − xn+1‖) .

Замiсть нерiвностi леми 3.1 запишемо її уточнену версiю

2λnφ (‖z̄ − xn+1‖) +

+ ‖xn+1 − z̄‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z̄) + λnL‖xn+1 − xn‖2 6

6 ‖xn − z̄‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z̄) + λn−1L‖xn − xn−1‖2−

− (1− λn−1L− λnL) ‖xn+1 − xn‖2. (3.10)
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Перепишемо (3.10) у виглядi

2λnφ (‖z̄ − xn+1‖) 6

6
(
‖xn − z̄‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z̄) + λn−1L‖xn − xn−1‖2

)
−

−
(
‖xn+1 − z̄‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z̄) + λnL‖xn+1 − xn‖2

)
−

− (1− λn−1L− λnL) ‖xn+1 − xn‖2. (3.11)

Нерiвнiсть (3.11) та припущення 0 < infn λn 6 supn λn <
1

2L дають
∞∑
n=1

λnφ (‖z̄ − xn+1‖) < +∞ та lim
n→∞

φ (‖z̄ − xn+1‖) = 0.

Отже, ‖z̄ − xn+1‖ → 0 та ‖z̄ − xn+1‖ → 0.

Таким чином, має мiсце

Теорема 3.3. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непоро-

жня опукла замкнена множина, A : H → H — рiвномiрно монотонний

на обмежених пiдмножинах множини C ⊆ H та L-лiпшицевий на мно-

жинi C оператор, z̄ ∈ C — єдиний розв’язок варiацiйної нерiвностi (2.1).

Припустимо, що

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1
2L .

Тодi породжена алгоритмом 3.1 з µn = λn−1 послiдовнiсть (xn) сильно

збiгається до точки z̄.

3.4. Лiнiйна швидкiсть збiжностi

Припустимо, що iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi

(2.1), а оператор A задовольняє умову

(Ax, x− z) > µ‖x− z‖2 ∀x ∈ C (3.12)

для деякого µ > 0.

Розглянемо варiант алгоритму 3.1 з лiнiйною швидкiстю збiжностi для

варiацiної нерiвностi (2.1), де лiпшицевий оператор A задовольняє (3.12).
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Алгоритм 3.2. Для x1 = x0 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв

xn ∈ C за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC

(
xn − 1

2LAxn −
1

2(L+µ) (Axn − Axn−1)
)
.

Покажемо, що

‖xn+1 − z‖2 = O

((
1− µ

L+ µ

)n)
.

Розглянемо схему

xn+1 = PC (xn − αAxn − β (Axn − Axn−1)) ,

де x1 = x0 ∈ C, α > 0, β > 0.

Нехай z — розв’язок варiацiйної нерiвностi (2.1). Маємо

‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2 (αAxn + β (Axn − Axn−1) , z − xn+1) . (3.13)

З умови (3.12) випливає

(αAxn + β (Axn − Axn−1) , z − xn+1) = α (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ β (Axn − Axn−1, z − xn+1) + α (Axn+1, z − xn+1) 6

6 α (Axn − Axn+1, z − xn+1) + β (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ β (Axn − Axn−1, xn − xn+1)− αµ‖xn+1 − z‖2. (3.14)

Застосуємо (3.14) для оцiнки правої частини (3.13) та отримаємо

(1 + 2αµ) ‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2α (Axn − Axn+1, z − xn+1) + 2β (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ 2β (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.15)

Оцiнимо зверху вираз 2β (Axn − Axn−1, xn − xn+1) в (3.15). Маємо
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2β (Axn − Axn−1, xn − xn+1) 6 2β ‖Axn − Axn−1‖ ‖xn − xn+1‖ 6

6 2βL ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ 6

6 βL ‖xn − xn−1‖2 + βL ‖xn − xn+1‖2 .

Отримаємо

(1 + 2αµ) ‖xn+1 − z‖2 + 2α (Axn − Axn+1, xn+1 − z) + αL‖xn+1 − xn‖2 6

6 ‖xn − z‖2 + 2β (Axn−1 − Axn, xn − z) + βL‖xn − xn−1‖2−

− (1− αL− βL) ‖xn+1 − xn‖2.

Покладемо α = 1
2L :(

1 +
µ

L

)
‖xn+1 − z‖2 +

1

L
(Axn − Axn+1, xn+1 − z) +

1

2
‖xn+1 − xn‖2 =

=
(

1 +
µ

L

)(
‖xn+1 − z‖2 +

1

L
(
1 + µ

L

) (Axn − Axn+1, xn+1 − z) +

+
1

2
(
1 + µ

L

)‖xn+1 − xn‖2

)
6

6 ‖xn − z‖2 + 2β (Axn−1 − Axn, xn − z) + βL‖xn − xn−1‖2−

−
(

1

2
− βL

)
‖xn+1 − xn‖2.

Покладемо β = 1

2L(1+ µ
L)

. Тодi для

Wn = ‖xn − z‖2 +
1

L
(
1 + µ

L

) (Axn−1 − Axn, xn − z) +
1

2
(
1 + µ

L

)‖xn − xn−1‖2

маємо (
1 +

µ

L

)
Wn+1 6 Wn −

(
1

2
− 1

2
(
1 + µ

L

)) ‖xn+1 − xn‖2 6 Wn.

Звiдси

Wn+1 6
(

1 +
µ

L

)−1

Wn 6 ... 6
(

1 +
µ

L

)−n
‖x1 − z‖2. (3.16)

Окiльки
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Wn = ‖xn − z‖2+

+
1

L
(
1 + µ

L

) (Axn−1 − Axn, xn − z) +
1

2
(
1 + µ

L

)‖xn − xn−1‖2 >

> ‖xn − z‖2−

− 1

L
(
1 + µ

L

) ‖Axn−1 − Axn‖ ‖xn − z‖+
1

2
(
1 + µ

L

) ‖xn−1 − xn‖2 >

> ‖xn − z‖2−

− 1(
1 + µ

L

) ‖xn − xn−1‖ ‖xn − z‖+
1

2
(
1 + µ

L

) ‖xn−1 − xn‖2 >

>

(
1− 1

2
(
1 + µ

L

)) ‖xn − z‖2 >
1

2
‖xn − z‖2 ,

то з (3.16) випливає

‖xn+1 − z‖2 6

(
1− µ

L+ µ

)n
2‖x1 − z‖2.

Таким чином, має мiсце

Теорема 3.4. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня

опукла замкнена множина, A : H → H — L-лiпшицевий на множинi C

оператор, iснує єдиний розв’язок z ∈ C варiацiйної нерiвностi (2.1) та

виконується умова (3.12). Тодi для породженої алгоритмом 3.2 послiдов-

ностi (xn) виконується оцiнка

‖xn+1 − z‖2 6

(
1− µ

L+ µ

)n
2‖x1 − z‖2, n > 1.

Зауваження 3.4. З теореми 3.4 випливає оцiнкa

‖xn+1 − z‖2 6 e−
µ
2Ln2 ‖x1 − z‖2 .

Зауваження 3.5. Для задачi пошуку нуля µ-сильно монотонного та L-

лiпшицевого оператора A (випадок нерiвностi (2.1) без обмежень, C = H)

в роботi [117] для алгоритму

xn+1 = xn − 1
4LAxn −

1
4L (Axn − Axn−1)
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отримана оцiнка

‖xn+1 − z‖2 6
(

1− µ

4L

)n
1024

L2

µ2
‖x1 − z‖2, n > 1.

3.5. Адаптивний алгоритм операторної екстраполяцiї

Розглянемо алгоритм операторної екстраполяцiї з адаптивним вибором

параметрiв λn.

Алгоритм 3.3 (Адаптивний алгоритм). Обираємо x0 = x1 ∈ C,

τ ∈
(
0, 1

2

)
та число λ1 = λ0 > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

mn = λn−1 (Axn − Axn−1) ,

xn+1 = PC (xn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше перейти до 3.

3. Обчислити

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти до 1.

Зауваження 3.6. Послiдовнiсть (λn), що задається на третьому етапi

iтерацiйного кроку в алгоритмi 2, незростаюча та обмежена знизу числом

min
{
λ1,

τ
L

}
. Отже, iснує границя lim

n→∞
λn > 0.

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Wn = ‖z − xn‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) + τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2,

де z ∈ S.

Має мiсце

Лема 3.2. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 3.3,

виконується нерiвнiсть

Wn+1 6 Wn −
(

1− τ λn−1

λn
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − xn‖2.
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Доведення. Нехай z ∈ S. Як i в доведеннi леми 3.1 приходимо до нерiв-

ностi

‖z − xn+1‖2 6 ‖z − xn‖2 − ‖xn+1 − xn‖2+

+ 2λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) + 2λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.17)

Використовуючи правило обчислення λn+1, оцiнимо зверху доданок

2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1)

в нерiвностi (3.17). Маємо

2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) 6 2λn−1 ‖Axn − Axn−1‖ ‖xn − xn+1‖ 6

6 2τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ 6

6 τ
λn−1

λn
‖xn − x−1‖2 + τ

λn−1

λn
‖xn − xn+1‖2 .

Приходимо до нерiвностi

‖z − xn+1‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) + τ
λn
λn+1
‖xn+1 − xn‖2 6

6 ‖z − xn‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) + τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2−

−
(

1− τ λn−1

λn
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − xn‖2,

що i потрiбно було довести.

Сформулюємо основний результат про збiжнiсть алгоритму 3.3.

Теорема 3.5. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина

гiльбертового простору H, A : H → H — монотонний та лiпшицевий

оператор, S 6= ∅. Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом

3.3, слабко збiгається до деякої точки z ∈ S.
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Доведення. Нехай z′ ∈ S. Для функцiї Ляпунова

Wn = ‖z′ − xn‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z′) + τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2,

має мiсце нерiвнiсть леми 3.2

Wn+1 6 Wn −
(

1− τ λn−1

λn
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − xn‖2.

Оскiльки iснує границя lim
n→∞

λn > 0, то

1− τµλn−1

λn
− τ λn

λn+1
→ 1− 2τµ ∈ (0, 1) при n→∞.

Покажемо, що Wn > 0 для всiх достатньо великих n ∈ N. Маємо

Wn = ‖xn − z′‖2
+ 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z′) + τ

λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 >

> ‖xn − z′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 − Axn‖ ‖xn − z′‖+ τ
λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 >

> ‖xn − z′‖2 − 2τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn − z′‖+ τ

λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 >

>

(
1− τ λn−1

λn

)
‖xn − z′‖2

.

Оскiльки iснує таке n0 ∈ N, що 1 − τ λn−1λn
> 0 для всiх n > n0, то Wn > 0

починаючи з n0.

Тепер з леми 2.2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
‖z′ − xn‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z′) + τ

λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2

)
та ∞∑

n=1

(
1− τ λn−1

λn
− τ λn

λn+1

)
‖xn+1 − xn‖2 < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z′) + τ

λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2

)
= 0,
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то збiгаються послiдовностi (‖z′ − xn‖) для всiх z′ ∈ S.

Далi, мiркуваннями з доведення теореми 3.1, прийдемо до потрiбного

результату.

Зауваження 3.7. Для операторного рiвняння

знайти x ∈ H : Ax = 0

алгоритм 3.3 дає такий iтерацiйний процес
xn+1 = xn − λnAxn − λn−1 (Axn − Axn−1) ,

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

3.6. Регуляризований алгоритм операторної екстраполяцiї

Спираючись на вiдомий метод Гальперна апроксимацiї нерухомих то-

чок нерозтягуючих операторiв [24, 67] побудуємо такий регуляризований

варiант алгоритму (3.1).

Алгоритм 3.4 (Регуляризований алгоритм). Задаємо елементи y ∈
H, x0 = x1 ∈ C, послiдовнiсть додатнiх чисел (λn) та таку послiдовнiсть

(αn), що

αn ∈ (0, 1) , lim
n→∞

αn = 0,
∞∑
n=1

αn = +∞.

Iтерацiї. Генеруємо послiдовнiсть (xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αny + (1− αn)xn − λnAxn−

− (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1)) .

Вiдносно додатнiх параметрiв λn припустимо виконання такої умови:

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1
2L . (3.18)

Доведемо, що послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 3.4, сильно

збiгається до проєкцiї точки y на множину S.
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Зауваження 3.8. Для пошуку нормального розв’язку операторного рiв-

няння Ax = 0 можна використати схему

xn+1 = (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1) .

Зауваження 3.9. Для гладкої сiдлової задачi

min
x∈C

max
y∈D

L (x, y)

алгоритм 3.4 має вигляд
xn+1 = PC (αnx+ (1− αn)xn − λn∇1L (xn, yn)−

− (1− αn)λn−1 (∇1L (xn, yn)−∇1L (xn−1, yn−1))) ,

yn+1 = PD (αny + (1− αn) yn + λn∇2L (xn, yn) +

+ (1− αn)λn−1 (∇2L (xn, yn)−∇2L (xn−1, yn−1))) .

Перейдемо до доведення сильної збiжностi алгоритму 3.4.

Має мiсце

Лема 3.3. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 3.4,

виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
‖xn+1 − xn‖2 6

6 (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2−

−
(

1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(

1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , (3.19)

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

(xn+1 − αny − (1− αn)xn + λnAxn+
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+ (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1) , z − xn+1) > 0. (3.20)

Монотоннiсть оператора A та включення z ∈ S дає

(λnAxn + (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1) , z − xn+1) =

= λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn+1) + λn (Axn+1, z − xn+1)︸ ︷︷ ︸
60

6

6 λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.21)

Використавши (3.21) в (3.20), отримаємо

0 6 2 (xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1) +

+ 2λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ 2 (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ 2 (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) . (3.22)

Оцiнимо зверху доданок 2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) в (3.22). Маємо

2λn−1 (Axn − Axn−1, xn − xn+1) 6 2λn−1 ‖Axn − Axn−1‖ · ‖xn − xn+1‖ 6

6 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ · ‖xn+1 − xn‖ 6

6 λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 .

Перетворимо доданок 2 (xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1) в (3.22). Маємо

2 (xn+1 − αny − (1− αn)xn, z − xn+1) = ‖αny + (1− αn)xn − z‖2−

− ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn+1 − αny − (1− αn)xn‖2 . (3.23)

Для перетворення рiзницi

‖αny + (1− αn)xn − z‖2 − ‖αny + (1− αn)xn − xn+1‖2



99

в (3.23) використаємо таку тотожнiсть

‖αu+ (1− α) v − w‖2 = ‖v − w − α (v − u)‖2 =

= ‖v − w‖2 − 2α (v − w, v − u) + α2 ‖v − u‖2 =

= ‖v − w‖2 − α ‖v − u‖2 − α ‖v − w‖2 + α ‖u− w‖2 + α2 ‖v − u‖2 ,

де u, v, w ∈ H, α > 0. Отримаємо рiвнiсть

‖αny + (1− αn)xn − z‖2 − ‖αny + (1− αn)xn − xn+1‖2 =

= ‖xn − z‖2 − αn ‖xn − y‖2 − αn ‖xn − z‖2 +

+ αn ‖y − z‖2 + α2
n ‖xn − y‖

2−

− ‖xn − xn+1‖2 + αn ‖xn − y‖2 + αn ‖xn − xn+1‖2−

− αn ‖y − xn+1‖2 − α2
n ‖xn − y‖

2 =

= (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2 +

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2 .

Прийшли до нерiвностi

0 6 (1− αn) ‖xn − z‖2 − (1− αn) ‖xn − xn+1‖2 +

+ αn ‖y − z‖2 − αn ‖y − xn+1‖2 − ‖xn+1 − z‖2 +

+ 2λn (Axn − Axn+1, z − xn+1) +

+ 2 (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1, z − xn) +

+ (1− αn)λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + (1− αn)λn−1L ‖xn − xn+1‖2 . (3.24)

Перегрупуємо члени в (3.24) та отримаємо

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
‖xn+1 − xn‖2 6

6 (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+αn ‖y − z‖2−αn ‖y − xn+1‖2−
(

1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−
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− (1− αn)
(

1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 ,

що й потрiбно було довести.

Лема 3.4. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 3.4,

виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 + 2λn (Axn − Axn+1, xn+1 − z) +
1

2
‖xn+1 − xn‖2 6

6 (1− αn)
(
‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +

1

2
‖xn − xn−1‖2

)
+

+ 2αn (y − z, xn+1 − z)−
(

1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2−

− (1− αn)
(

1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 , (3.25)

де z ∈ S.

Доведення. Застосуємо елементарну нерiвнiсть

‖a+ b‖2 6 ‖a‖2 + 2 (b, a+ b) .

Маємо

‖y − z‖2 = ‖y − xn+1 + xn+1 − z‖2 6

6 ‖y − xn+1‖2 + 2 (y − z, xn+1 − z) . (3.26)

Використавши (3.26) в нерiвностi (3.19), отримаємо (3.25), що i потрiбно

було довести.

Доведемо обмеженiсть послiдовностi (xn).

Лема 3.5. Нехай виконана умова (3.18). Тодi породжена алгоритмом

3.4 послiдовнiсть (xn) є обмеженою.

Доведення. Оскiльки

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1
2L , lim

n→∞
αn = 0,
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то iснує такий номер n0 > 1, що

1

2
− αn − (1− αn)λn−1L =

1

2
− λn−1L− αn (1− λn−1L) > 0 (3.27)

та

(1− αn)
(

1

2
− λn−1L

)
> 0. (3.28)

З (3.19) та (3.27), (3.28) випливає, що для n > n0 виконується нерiвнiсть

ξn+1 6 (1− αn) ξn + αn ‖y − z‖2 , (3.29)

де

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +
1

2
‖xn − xn−1‖2 , z ∈ S.

Оцiнимо знизу ξn. Маємо

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +
1

2
‖xn − xn−1‖2 >

> ‖xn − z‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 − Axn‖ ‖xn − z‖+
1

2
‖xn−1 − xn‖2 >

> ‖xn − z‖2 − 2λn−1L ‖xn−1 − xn‖ ‖xn − z‖+
1

2
‖xn−1 − xn‖2 >

> (1− λn−1L) ‖xn − z‖2 +

(
1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 > 0. (3.30)

З нерiвностей (3.29), (3.30) та леми 2.3 випливає обмеженiсть послiдов-

ностей (ξn) та (xn), що i потрiбно було довести.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 3.6. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина

гiльбертового простору H, A : H → H — монотонний та лiпшицевий на

множинi C оператор, S 6= ∅, y ∈ H, виконується умова (3.18). Тодi

послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 3.4, сильно збiгається до

точки z = PSy.

Доведення. Нехай z = PSy. З леми 3.5 випливає iснування такого числа

M > 0, що

|(y − z, xn+1 − z)| 6M
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для всiх n > 1. Тодi з леми 3.4 випливає нерiвнiсть

ξn+1 − ξn + αnξn +

(
1

2
− αn − (1− αn)λn−1L

)
‖xn+1 − xn‖2 +

+ (1− αn)
(

1

2
− λn−1L

)
‖xn − xn−1‖2 6 2αnM, (3.31)

де ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) + 1
2 ‖xn − xn−1‖2.

Розглянемо числову послiдовнiсть (ξn). Можливi два варiанти:

a) iснує номер n̄ > 1 такий, що ξn+1 6 ξn для всiх n > n̄;

b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що ξnk+1 > ξnk для

всiх k > 1.

Спочатку розглянемо варiант a). В цьому випадку iснує lim
n→∞

ξn. Оскiль-

ки ξn+1 − ξn → 0, αn → 0 та виконуються нерiвностi (3.31), то при n→∞
маємо

‖xn+1 − xn‖ → 0. (3.32)

Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать

множинi S. Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до де-

якої точки w ∈ H. Ясно, що w ∈ C. Покажемо, що w ∈ S. Маємо

(xnk+1 − αnky − (1− αnk)xnk + λnkAxnk+

+ (1− αnk)λnk−1 (Axnk − Axnk−1) , y − xnk+1) > 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

(Ay, y − xnk) + (Axnk, xnk − xnk+1) > (Axnk, y − xnk+1) >

>
1

λnk
(αnk (y − xnk) + xnk − xnk+1, y − xnk+1)−

− (1− αnk)
λnk−1

λnk
(Axnk − Axnk−1, y − xnk+1) ∀y ∈ C.

З lim
n→∞

αn = 0, обмеженостi послiдовностi (xn), (3.32) та лiпшицевостi

оператора A випливає

lim inf
k→∞

(Ay, y − xnk) > 0 ∀y ∈ C.
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З iншого боку

(Ay, y − w) = lim
k→∞

(Ay, y − xnk) = lim inf
k→∞

(Ay, y − xnk) > 0 ∀y ∈ C.

Отже, w ∈ S.

Доведемо, що

lim sup
n→∞

(y − z, xn+1 − z) 6 0. (3.33)

Розглянемо таку пiдпослiдовнiсть (xnk), що

lim
k→∞

(y − z, xnk − z) = lim sup
n→∞

(y − z, xn+1 − z) .

Можна вважати, що xnk ⇀ w ∈ S. Тодi отримуємо

lim
k→∞

(y − z, xnk − z) = (y − z, w − z) = (y − PSy, w − PSy) 6 0,

чим доводимо (3.33).

Тепер з (3.33), нерiвностi

ξn+1 6 (1− αn) ξn + 2αn (y − z, xn+1 − z) ,

що виконується для достатньо великих n, та леми 2.4 робимо висновок, що

ξn = ‖xn − z‖2 + 2λn−1 (Axn−1 − Axn, xn − z) +
1

2
‖xn − xn−1‖2 → 0.

З (3.30) отримуємо

lim
n→∞
‖xn − z‖ = 0.

Розглянемо варiант b). В цьому випадку iснує неспадна послiдовнiсть

номерiв (mk) з властивостями (лема 2.5):

i) mk → +∞;

ii) ξmk+1 > ξmk
для всiх k > n1;

iii) ξmk+1 > ξk для всiх k > n1.
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З нерiвностi леми 3.4, (3.30) та ii) випливає(
1

2
− αmk

− (1− αmk
)λmk−1L

)
‖xmk+1 − xmk

‖2 +

+ (1− αmk
)

(
1

2
− λmk−1L

)
‖xmk

− xmk−1‖2 6 2αmk
M.

Звiдки

lim
k→∞
‖xmk+1 − xmk

‖ = lim
k→∞
‖xmk

− xmk−1‖ = 0.

Мiркуваннями, що подiбнi вищевикладеним, доводимо, що слабкi частковi

границi послiдовностi (xmk
) належать множинi S. З тотожностi

(y − z, xmk+1 − z) = (y − z, xmk
− z) + (y − z, xmk+1 − xmk

)

отримуємо

lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) = lim sup
k→∞

(y − z, xmk
− z) .

Як i ранiше отримуємо нерiвнiсть

lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) 6 0.

Далi маємо

ξmk+1 6 (1− αmk
) ξmk

+ 2αmk
(y − z, xmk+1 − z) 6

6 (1− αmk
) ξmk+1 + 2αmk

(y − z, xmk+1 − z) .

Звiдки, ураховуючи умову iii), отримуємо

ξk 6 ξmk+1 6 2 (y − z, xmk+1 − z) .

Таким чином,

lim sup
k→∞

ξk 6 2 lim sup
k→∞

(y − z, xmk+1 − z) 6 0.

Отже, limn→∞ ξn = 0 та, в свою чергу, limn→∞ ‖xn − z‖ = 0, що i потрiбно

було довести.
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Зауваження 3.10. Важливим питанням є дослiдження асимптотичної

поведiнки алгоритму 3.4 у ситуацiї C = H:

xn+1 = αny + (1− αn)xn − λnAxn − (1− αn)λn−1 (Axn − Axn−1) .

А саме, питання про поведiнку норми ‖Axn‖. На нашу думку повинна ви-

конуватись оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1

n

)
.

Зауважимо, що в роботi [180] для екстраградiєнтного методу отримана

оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1√
n

)
,

а в роботi [181] отримана оцiнка

‖Axn‖ = O

(
1

n

)
для екстраградiєнтного методу з регуляризацiєю Гальперна yn = xn + 1

n+2 (x0 − xn)− 1
8LAxn,

xn+1 = xn + 1
n+2 (x0 − xn)− 1

8LAyn.

Зауваження 3.11. Параметри λn алгоритму 3.1 задавалась виходячи

з умови (3.18). Тобто, явно використовувалась iнформацiя про констан-

ти лiпшицевостi оператора A. Схема з статей [1, 131] дозволяє побудувати

модифiкацiю алгоритму 3.4 з адаптивним вибором величини λn, що не ви-

магає знання лiпшицевих констант операторiв та процедур типу лiнiйного

пошуку.

Зауваження 3.12. Вiдштовхуючись вiд результатiв робiт [1, 3, 131] мо-

жна отримати аналог алгоритму 3.4 з узагальненою проєкцiю Альбера для

розв’язання варiацiйних нерiвностей в рiвномiрно опуклих та рiвномiрно

гладких банахових просторах. Дане питання докладно розглянемо в роздi-

лi 4.



106

3.7. Висновки до роздiлу 3

У роздiлi дослiджено новi iтерацiйнi алгоритми для розв’язання варiа-

цiйних нерiвностей в гiльбертових просторах. Данi алгоритми є модифика-

цiями вiдомого «forward-reflected-backward algorithm», що запропонований

в [115].

А саме, доведено слабку збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї

та отримано сублiнiйну оцiнку ефективностi для функцiї зазору. Доведено

сильну збiжнiсть алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей з рiвномiрно монотонними операторами. Доведено лiнiйну швид-

кiсть збiжностi алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей з операторами, що задовольняють умову типу узагальненої силь-

ної монотонностi. Запропоновано та обгрунтовано адаптивний варiант ал-

горитму. Запропоновано регуляризований варiант алгоритму та доведено

теорему про його сильну збiжнiсть. Для регуляризацiї використано схему

Гальперна.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в [4–9,11–14].
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РОЗДIЛ 4

МЕТОДИ З ДИВЕРГЕНЦIЄЮ БРЕГМАНА ТА В

БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ

У пiдроздiлi 4.1 дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з ми-

нулого та операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’-

язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими оператора-

ми, що дiють в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. Основнi

результати: оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

У пiдроздiлi 4.2 дослiджено новi алгоритми для розв’язання варiацiй-

них нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами, що дiють в

2-рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просторах. Пер-

ший алгоритм — варiант методу операторної екстраполяцiї, що використо-

вує узагальнену проєкцiю Альбера замiсть метричної. Другий алгоритм є

адаптивним варiантом першого, де використовується правило поновлення

величини кроку, що не вимагає знання лiпшицевих констант та лiнiйного

пошуку. Основнi результати: оцiнка ефективностi в термiнах функцiї за-

зору та теорема про слабку збiжнiсть методу. Також встановлена слабка

збiжнiсть адаптивного варiанту методу, де використовується правило по-

новлення величини кроку, що не вимагає знання лiпшицевих констант та

лiнiйного пошуку.

4.1. Алгоритми з дивергенцiєю Брегмана

Розглянемо варiанти алгоритмiв з дивергенцiєю Брегмана для розв’-

язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операто-

рами, що дiють в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi.
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Нехай E — скiнченновимiрний дiйсний лiнiйний простiр. Введемо у цьо-

му просторi норму ‖·‖ (не обов’язково евклiдову). E∗ — спряжений простiр.

Для a ∈ E∗ та b ∈ E через 〈a, b〉 позначимо значення линiйної функцiї a в

точцi b. Спряжена норма на E∗ позначається ‖·‖∗.
Нехай C ⊆ E — непорожня замкнена та опукла множина,A— оператор,

що дiє з E в E∗. Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

знайти x ∈ C : 〈Ax, y − x〉 > 0 ∀y ∈ C, (4.1)

множину розв’язкiв якої позначимо S.

Перейдемо до опису результатiв.

4.1.1. Допомiжнi вiдомостi та алгоритми. Введемо необхiднi для

алгоритмiв конструкцiї.

Нехай ϕ : E → R ∪ {+∞} — власна замкнена опукла функцiя, що

диференцiйовна на dom(∂ϕ). Дивергенцiя Брегмана (вiдстань Брегмана),

що вiдповiдає функцiї ϕ, задається формулою [169]

V (a, b) = ϕ (a)− ϕ (b)− 〈∇ϕ (b) , a− b〉 ∀a ∈ dom(ϕ), b ∈ dom(∂ϕ).

Припустимо, що виконанi такi умови:

• функцiя ϕ власна замкнена та опукла;

• функцiя ϕ диференцiйовна на dom(∂ϕ);

• C ⊆ dom(ϕ);

• на множинi C функцiя ϕ є сильно опуклою вiдносно норми ‖·‖ з

константою сильної опуклостi σ > 0.

Зрозумiло, що

V (a, b) > σ
2 ‖a− b‖

2 ∀a ∈ C ∀b ∈ C ∩ dom(∂ϕ).

та

V (a, b) = 0 ⇔ a = b.
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Має мiсце корисна 3-точкова тотожнiсть [169]:

V (a, c) = V (a, b) + V (b, c) + 〈∇ϕ (b)−∇ϕ (c) , a− b〉 ,

де a ∈ dom(ϕ), b, c ∈ dom(∂ϕ).

Розглянемо два основних приклади дивергенцiй Брегмана. Для

ϕ (·) = 1
2 ‖·‖

2
2 ,

де ‖·‖2 — евклiдова норма, маємо

V (x, y) = 1
2 ‖x− y‖

2
2 .

Для ймовiрносного симплексу

∆m =

{
x ∈ Rm : xi > 0,

m∑
i=1

xi = 1

}
та функцiї вiд’ємної ентропiї

ϕ (x) =
m∑
i=1

xi lnxi

(за нерiвнiстю Пiнскера [182] вона сильно опукла з константою 1 вiдно-

сно `1-норми на симплексi ∆m) отримуємо дивергенцiю Кульбака–Лейблера

[169]

V (x, y) =
m∑
i=1

xi ln

(
xi
yi

)
,

де x ∈ ∆m, y ∈ ∆m
+ = {x ∈ Rm : xi > 0,

∑m
i=1 xi = 1}.

Розглянемо сильно опуклi задачi мiнiмiзацiї вигляду

PC
x (a) = argminy∈C {− 〈a, y − x〉+ V (y, x)} , (4.2)

де a ∈ E∗, x ∈ dom(∂ϕ). Вiдомо [169], що задача (4.2) має єдиний розв’язок

z ∈ C ∩ dom(∂ϕ), причому

−〈a, y − z〉+ 〈∇ϕ (z)−∇ϕ (x) , y − z〉 > 0 ∀y ∈ C.
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Останню нерiвнiсть, ураховуючи 3-точкову тотожнiсть, можна записати у

виглядi

V (y, z) 6 V (y, x)− V (y, z)− 〈a, y − z〉 ∀y ∈ C.

Зауваження 4.1. Точка PC
x (a) в евклiдовому випадку спiвпадає з ев-

клiдовою метричною проєкцiєю

PC (x+ a) = argminy∈C ‖y − (x+ a)‖2 .

Зауваження 4.2. Для ймовiрносного симплексу ∆m та дивергенцiї Куль-

бака–Лейблера маємо [169]

P∆m

x (a) =

(
x1e

a1∑m
j=1 xje

aj
,

x2e
a2∑m

j=1 xje
aj
, . . . ,

xme
am∑m

j=1 xje
aj

)
, a ∈ Rm, x ∈ ∆m

+ .

Зауваження 4.3. Часто вiдображення PC
x : E∗ → C ∩ dom(∂ϕ) назива-

ють прокс-вiдображенням [183] та позначають PC
x (a) через Mirrx(a) [184].

Припустимо, що виконанi такi умови:

• множина C ⊆ E – опукла та замкнена;

• оператор A : E → E∗ – монотонний на C, тобто

〈Ax− Ay, x− y〉 > 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax− Ay‖∗ 6 ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

• множина S непорожня.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 6 0 ∀y ∈ C. (4.3)

Множину розв’язкiв задачi (4.3) позначимо Sd. Множина Sd опукла та за-

мкнена. Для монотонних операторiв A завжди маємо S ⊆ Sd. В наших

умовах маємо Sd = S.

Перший з розглянутих алгоритмiв має вигляд.
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Алгоритм 4.1 (Екстраполяцiя з минулого). Для x1 = y0 ∈ C ∩
dom(∂ϕ) генерируємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C ∩ dom(∂ϕ) за

допомогою iтерацiйної схеми yn = PC
xn

(−λnAyn−1) ,

xn+1 = PC
xn

(−λnAyn) ,

де λn > 0.

Зауваження 4.4. Алгоритм 4.1 запропоновано в [155]. В роботах [9,104–

109] дослiджувалась його збiжнiсть та прононувались деякi модифiкацiї.

При виконаннi для деякого n ∈ N в алгоритмi 4.1 рiвностей

yn = yn−1 = xn або xn+1 = xn = yn (4.4)

має мiсце включення yn ∈ S. Дiйсно, рiвнiсть

xn+1 = PC
xn

(−λnAyn)

рiвносильна нерiвностi

〈Ayn, y − xn+1〉+
〈∇ϕ(xn+1)−∇ϕ(xn), y − xn+1〉

λn
> 0 ∀y ∈ C.

З другої рiвностi (4.4) випливає

〈Ayn, y − yn〉 > 0 ∀y ∈ C,

тобто, yn ∈ S.

Аналогiчно, з

〈Ayn−1, y − yn〉+
〈∇ϕ(yn)−∇ϕ(xn), y − yn〉

λn
> 0 ∀y ∈ C

при першiй рiвностi в (4.4) отримуємо yn ∈ S.

Далi припустимо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (4.4) не має мiсця.

Другий з розглянутих алгоритмiв має вигляд.
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Алгоритм 4.2 (Операторна екстраполяцiя). Обираємо x0 = x1 ∈
C ∩ dom(∂ϕ), λn, µn > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

xn+1 = PC
xn

(−λnAxn − µn(Axn − Axn−1)) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та

перейти до 1.

Зауваження 4.5. Алгоритм 4.2 запропоновано в [9]. Алгоритм 4.2 є мо-

дификацiєю методу з попереднього роздiлу, що використовує дивергенцiю

Брегмана замiсть квадрату евклiдової норми.

Правило зупинки в алгоритмi 4.2 обґрунтовується так: при виконаннi

xn+1 = xn = xn−1

маємо

xn = PC
xn

(−λnAxn) ,

звiдки xn ∈ S.

Наведемо двi версiї алгоритму 4.2.

Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на стандартному симплексi:

знайти x ∈ ∆m : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ ∆m.

Обираючи дивергенцiю Кульбака–Лейблера та µn = λn = λ > 0, одержує-

мо таку версiю:

xn+1
i =

xni e
−λ(2Axn−Axn−1)i∑d

j=1 x
n
j e
−λ(2Axn−Axn−1)j

, i = 1, ...,m,

де (a)i ∈ R — i-та координата вектора a ∈ Rm.

Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть на добутку стандартних симплексiв:

знайти x ∈ ∆m1 ×∆m2 : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ ∆m1 ×∆m2. (4.5)
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За сепарабельною функцiєю

ϕ (x) = ϕ1 (x1) + ϕ2 (x2) =

m1∑
i=1

x1,i lnx1,i +

m2∑
i=1

x2,i lnx2,i,

де x = (x1, x2) = (x1,1, x1,2, . . . x1,m1︸ ︷︷ ︸
x1

, x2,1, x2,2, . . . x2,m2︸ ︷︷ ︸
x2

) ∈ Rm1×Rm2, побуду-

ємо дивергенцiю Брегмана на C = ∆m1 ×∆m2:

V (x, y) = V1 (x1, y1) + V2 (x2, y2) =

m1∑
i=1

x1,i ln
x1,i

y1,i
+

m2∑
i=1

x2,i ln
x2,i

y2,i
.

Алгоритм 4.2 для нерiвностi (4.5) з таким вибором дивергенцiї та µn =

λn = λ > 0 приймає вигляд:

xn+1
k,i =

xnk,i exp
(
−λ (2Axn − Axn−1)k,i

)
∑mk

j=1 x
n
k,j exp

(
−λ (2Axn − Axn−1)k,j

) , k = 1, 2, i = 1, . . . ,mk,

де (a)k,i —
(∑k−1

t=1 mt + i
)
-та координата вектора a ∈ Rm1 × Rm2.

4.1.2. Cублiнiйнi оцiнки ефективностi. У випадку обмеженостi

множини C доведемо, що алгоритмам необхiдно зробити O
(

1
ε

)
iтерацiй

для отримання точки x ∈ C з

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 6 ε.

Почнемо з аналiзу алгоритму 4.1.

Для породжених алгоритмом 4.1 послiдовностей (xn) та (yn) мають мi-

сце нерiвностi

−λn 〈Ayn−1, y − yn〉 6 V (y, xn)− V (yn, xn)− V (y, yn) ∀y ∈ C. (4.6)

−λn 〈Ayn, y − xn+1〉 6 V (y, xn)−V (xn+1, xn)−V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (4.7)

З (4.7) випливає
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V (y, xn+1) 6 V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, y − xn+1〉 =

= V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+

+ λn 〈Ayn, y − yn〉 .

Урахувавши монотонность оператора A, отримаємо

V (y, xn+1) 6 V (y, xn)− V (xn+1, xn) + λn 〈Ayn, yn − xn+1〉+

+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (4.8)

З (4.6) випливає

−V (xn+1, xn) 6 λn 〈Ayn−1, xn+1 − yn〉 − V (yn, xn)− V (xn+1, yn) . (4.9)

Оцiнимо зверху −V (xn+1, xn) в (4.8) за допомогою (4.9). Отримаємо

V (y, xn+1) 6 V (y, xn)− V (xn+1, yn)− V (yn, xn) +

+ λn 〈Ayn − Ayn−1, yn − xn+1〉+

+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (4.10)

Оцiнимо зверху доданок λn 〈Ayn − Ayn−1, yn − xn+1〉 в (4.10). Маємо

λn 〈Ayn − Ayn−1, yn − xn+1〉 6 λnL ‖yn−1 − yn‖ ‖xn+1 − yn‖ 6

6
λnL

2
‖yn−1 − yn‖2 +

λnL

2
‖yn − xn+1‖2 6

6 λnL ‖yn−1 − xn‖2 + λnL ‖yn − xn‖2 +
λnL

2
‖yn − xn+1‖2 6

6
2λnL

σ
V (xn, yn−1) +

2λnL

σ
V (yn, xn) +

λnL

σ
V (xn+1, yn).

Приходимо до нерiвностi

V (y, xn+1) 6 V (y, xn)− V (yn, xn)− V (xn+1, yn) +

+
2λnL

σ
V (xn, yn−1) +

2λnL

σ
V (yn, xn) +

λnL

σ
V (xn+1, yn)+

+ λn 〈Ay, y − yn〉 . (4.11)
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Перепишемо (4.11) у виглядi

λn 〈Ay, yn − y〉 6
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V (xn, yn−1)

)
−

−
(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V (xn+1, yn)

)
−

−
(

1− 2λn+1L

σ
− λnL

σ

)
V (xn+1, yn)−

−
(

1− 2λnL

σ

)
V (yn, xn). (4.12)

Припустимо, що λn ∈
(
0, σ3L

]
. Тодi з (4.12) випливає

2λn〈Ay, yn − y〉 6
(
V (y, xn) +

2λnL

σ
V (xn, yn−1)

)
−

−
(
V (y, xn+1) +

2λn+1L

σ
V (xn+1, yn)

)
. (4.13)

Просумувавши (4.13) по n вiд 1 до N отримаємо

2
N∑
n=1

λn〈Ay, yn − y〉 6 V (y, x1) +
2λ1L

σ
V (x1, y0),

та

〈Ay, zN − y〉 6
V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
, (4.14)

де zN =
∑N
n=1 λnyn∑N
n=1 λn

. Переходимо до супремуму по y ∈ C в (4.14)

gap(zN) 6
supy∈C V (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4.1. Нехай C ⊆ E — непорожня опукла замкнена обмежена

множина, A : E → E∗ — монотонний та L-лiпшицевий на множинi C

оператор. Нехай (yn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом 4.1 з

λn = σ
3L, тобто, 

x1 = y0 ∈ C,
yn = PC

xn

(
− σ

3LAyn−1

)
,

xn+1 = PC
xn

(
− σ

3LAyn
)
.
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Тодi для послiдовностi середнiх zN = 1
N

∑N
n=1 yn має мiсце оцiнка

gap (zN) 6
L 3

2σ supy∈C V (y, x1)

N
.

Проаналiзуємо алгоритм 4.2.

Нехай λn ∈
(
0, σ2L

]
, µn = λn−1. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiв-

нiсть

− 〈λnAxn + λn−1(Axn − Axn−1), y − xn+1〉 6

6 V (y, xn)− V (xn+1, xn)− V (y, xn+1) ∀y ∈ C. (4.15)

Перепишемо (4.15) таким чином

V (y, xn)− V (y, xn+1) >

> λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λn 〈Axn+1 − Axn, xn+1 − y〉+

+ λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − y〉+ λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+

+ V (xn+1, xn) . (4.16)

Сумуючи (4.16) по n вiд 1 до N , отримуємо

V (y, x1)− V (y, xN+1) >

>
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λN 〈AxN+1 − AxN , xN+1 − y〉+

+
N∑
n=1

(λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) . (4.17)

Лiпшицевiсть оператора A дає

N∑
n=1

(λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+ V (xn+1, xn)) >

>
N∑
n=1

(
−λn−1L

2
‖xn − xn−1‖2 − λn−1L

2
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
>
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>
N∑
n=1

(
−σ

4
‖xn − xn−1‖2 − σ

4
‖xn − xn+1‖2 +

σ

2
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=
N∑
n=1

(
−σ

4
‖xn − xn−1‖2 +

σ

4
‖xn+1 − xn‖2

)
=
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 .

Використовуючи останню оцiнку в (4.17), отримуємо

V (y, x1)− V (y, xN+1) >

>
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λN 〈AxN+1 − AxN , xN+1 − y〉+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 >

>
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
σ

4
‖xN+1 − xN‖2 >

>
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 −
λNL

2
‖xN+1 − y‖2 .

Приходимо до нерiвностi

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 −
λNL

2
‖xN+1 − y‖2 +

+ V (y, xN+1) 6 V (y, x1) ∀y ∈ C. (4.18)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 >
N∑
n=1

λn 〈Ay, xn+1 − y〉 =

=

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉 , (4.19)

де zN+1 =
∑N
n=1 λnxn+1∑N

n=1 λn
. Враховуючи оцiнку (4.19) в (4.18), приходимо до

нерiвностi(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉+

(
σ

2
− λNL

2

)
‖xN+1 − y‖2 6 V (y, x1) ∀y ∈ C,
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звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C
〈Ay, zN+1 − y〉 6

supy∈C V (y, x1)∑N
n=1 λn

.

Таким чином, має мiсце

Теорема 4.2. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом

4.2 з λn = µn = σ
2L, тобто,

xn+1 = PC
xn

(
− σ

2L (2Axn − Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) 6
L 2
σ supy∈C V (y, x1)

N
,

де zN+1 = 1
N

∑N
n=1 xn+1.

Зауваження 4.6. Припустимо, що замiсть лiпшицевостi A виконана та-

ка умова:

• оператор A : E → E∗ — вiдносно лiпшицевий на C (з константою

L > 0), тобто

〈Ax− Ay, x− z〉 6 LV (x, y) + LV (z, x),

де x, y ∈ C ∩ dom(∂ϕ), z ∈ C;

Якщо оператор A : E → E∗ — L-лiпшицевий на C, то вiн є L
σ -вiдносно

лiпшицевим на C [185]. Дiйсно,

〈Ax− Ay, x− z〉 6 ‖Ax− Ay‖∗‖x− z‖ 6 L‖x− y‖‖x− z‖ 6

6
L

2
‖x− y‖2 +

L

2
‖x− z‖2 6

L

σ
V (x, y) +

L

σ
V (z, x).

Актуальною є задача отримання оцiнок для алгоритмiв 4.1 та 4.2 в класi

вiдносно лiпшицевих монотонних операторiв.

Зауваження 4.7. У роботi [9] побудованi адаптивнi варiанти алгоритмiв

4.1, 4.2.
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4.2. Алгоритм операторної екстраполяцiї в банахових

просторах

Розглянемо результати для алгоритму операторної екстраполяцiї розв’-

язання варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими операторами,

що дiють в 2-рiвномiрно опуклих та рiвномiрно гладких банахових просто-

рах.

4.2.1. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi. Спочатку на-

гадаємо декiлька понять та фактiв геометрiї банахових просторiв та нелi-

нiйного аналiзу, що необхiднi для формулювання та доведення результа-

тiв [122,123,186–188].

Нехай E — дiйсний банаховий простiр з нормою ‖·‖, E∗ — спряжений

до E простiр, 〈x∗, x〉 — значення функцiоналу x∗ ∈ E∗ на елементi x ∈ E.

Норму в E∗ будемо позначати ‖·‖∗.
Нехай

SE = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} .

Банаховий простiр E називають строго опуклим, якщо для всiх x, y ∈ SE
та x 6= y маємо ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.

Модуль опуклостi простору E визначається таким чином

δE (ε) = inf

{
1−

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : x, y ∈ SE, ‖x− y‖ = ε

}
∀ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають рiвномiрно опуклим, якщо

δE (ε) > 0 для всiх ε ∈ (0, 2] .

Банаховий простiр E називають 2-рiвномiрно опуклим, якщо iснує таке

c > 0, що

δE (ε) > cε2 для всiх ε ∈ (0, 2] .
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Очевидно, що 2-рiвномiрно опуклий простiр є рiвномiрно опуклим. Вi-

домо, що рiвномiрно опуклий банаховий простiр рефлексивний [186].

Банаховий простiр E називають гладким, якщо границя

lim
t→0

‖x+ ty‖ − ‖x‖
t

(4.20)

iснує для всiх x, y ∈ SE. Банаховий простiр E називають рiвномiрно глад-

ким, якщо границя (4.20) iснує рiвномiрно за x, y ∈ SE.

Вiдомо, що гiльбертовi простори та простори Lp (1 < p 6 2) є 2-

рiвномiрно опуклими та рiвномiрно гладкими (простори Lp рiвномiрно глад-

кi для p ∈ (1,∞)) [186].

Основну iнформацiю про монотоннi оператори та варiацiйнi нерiвно-

стi в банахових просторах можна знайти в [29,31, 122]. Згадаємо лише два

мотивацiйних приклади монотонних операторiв, що дiють у банахових про-

сторах [122].

Для p > 2, визначимо оператор A за допомогою формули

Au = |u (x)|p−2 u (x)

∫
R3

|u (y)|p

‖x− y‖2

dy.

Оператор A потенцiйний, монотонний та дiє Lp
(
R3
)

з Lq
(
R3
)
, де p−1 +

q−1 = 1. Зауважимо, що оператор A є градiєнтом опуклого функцiоналу

F (u) =
1

2p

∫
R3

∫
R3

|u (x)|p |u (y)|p

‖x− y‖2

dx dy.

Нехай G ⊆ Rn — обмежена область. Диференцiальний вираз

Au = −
n∑
i=1

∂
∂xi

(
ai

(
x,
∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p−1

) ∣∣∣ ∂u∂xi ∣∣∣p−2
∂u
∂xi

)
+ a0

(
x, |u|p−1

)
|u|p−2 u,

де p > 1, функцiї ai (x, s), i = 0, 1, ..., n, вимiрнi по x для всiх s ∈ [0,+∞)

та неперервнi по s для майже всiх x ∈ G, |ai (x, s)| 6 M для всiх s ∈
[0,+∞) та майже всiх x ∈ G, задає монотонний оператор, що дiє з простору

Соболєва W 1
0,p (G) в

(
W 1

0,p (G)
)∗.
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Розглянемо варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ax, y − x〉 > 0 ∀y ∈ C, (4.21)

де C — непорожня пiдмножина 2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно глад-

кого банахового простору E, A — оператор, що дiє з E в E∗. Множину

розв’язкiв (4.21) позначимо S.

Припустимо, що виконанi такi умови:

• множина C ⊆ E – опукла та замкнена;

• оператор A : E → E∗ – монотонний на C, тобто

〈Ax− Ay, x− y〉 > 0 ∀x, y ∈ C,

та лiпшицевий на C (з константою L > 0), тобто

‖Ax− Ay‖∗ 6 L ‖x− y‖ ∀x, y ∈ C;

• множина S непорожня.

Розглянемо дуальну варiацiйну нерiвнiсть:

x ∈ C : 〈Ay, x− y〉 6 0 ∀y ∈ C. (4.22)

Множину розв’язкiв задачi (4.22) позначимо Sd. Зауважимо, що множина

Sd опукла та замкнена [31, 122]. Нерiвнiсть (4.22) називають слабким або

дуальним формулюванням (4.21) (або нерiвнiстю типу Мiнтi), а розв’язки

нерiвностi (4.22) – слабкими розв’язками (4.21). Для монотонних операто-

рiв A завжди маємо S ⊆ Sd. В наших умовах маємо Sd = S [31].

Багатозначний оператор J : E → 2E
∗, що дiє за правилом

Jx =
{
x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2

∗

}
,

називають нормалiзованим дуальным вiдображенням [186]. Вiдомо, що [186]:

• якщо простiр E гладкий, то вiдображення J однозначне;
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• якщо простiр E строго опуклий, то вiдображення J iн’єктивне та

строго монотонне;

• якщо простiр E рефлексивний, то вiдображення J сюр’єктивне;

• якщо простiр E рiвномiрно гладкий, то вiдображення J рiвномiрно

неперервне на обмежених пiдмножинах E.

Нехай E — гладкий банаховий простiр. Розглянемо введений Я. I. Аль-

бером [122,123] функцiонал

φ (x, y) = ‖x‖2 − 2 〈Jy, x〉+ ‖y‖2 ∀x, y ∈ E.

З означення φ випливає корисна 3-точкова тотожнiсть:

φ (x, y)− φ (x, z)− φ (z, y) = 2 〈Jz − Jy, x− z〉 ∀x, y, z ∈ E.

Якщо простiр E строго опуклий, то для x, y ∈ E маємо

φ (x, y) = 0⇔ x = y.

Нехай E — рiвномiрно опуклий та рiвномiрно гладкий банаховий про-

стiр, (xn), (yn) — обмеженi послiдовностi елементiв E. Тодi має мiсце [123]

‖xn − yn‖ → 0 ⇔ ‖Jxn − Jyn‖∗ → 0 ⇔ φ (xn, yn)→ 0. (4.23)

Лема 4.1 (Aoyama K., Kohsaka F., [187]). Нехай E — 2-рiвномiрно

опуклий та гладкий банаховий простiр. Тодi для деякого µ > 1 виконує-

ться нерiвнiсть

φ (x, y) >
1

µ
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ E. (4.24)

Для банахових просторiв `p, Lp та Wm
p (1 < p 6 2) маємо µ = 1

p−1

[188]. Для гiльбертового простору нерiвнiсть (4.24) перетворюється на то-

тожнiсть з µ = 1.
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Використовуючи функцiонал φ можна визначити новий оператор проє-

ктування. Нехай K — непорожня замкнена та опукла пiдмножина рефле-

ксивного, строго опуклого та гладкого простору E. Вiдомо [122, 123], що

для кожного x ∈ E iснує єдиний елемент z ∈ K такий, що

φ (z, x) = inf
y∈K

φ (y, x) .

Цей елемент z позначають ΠKx, а вiдповiдний оператор

ΠK : E → K

називають узагальненою проєкцiєю E на K (узагальненою проєкцiєю Аль-

бера) [122,123].

Зауваження 4.8. Якщо E — гiльбертовий простiр, то ΠK спiвпадає з

метричною проєкцiєю на множину K.

Лема 4.2 (Alber Y. I., [123]). Нехай K — замкнена та опукла пiд-

множина рефлексивного, строго опуклого та гладкого простору E, x ∈ E,

z ∈ K. Тодi

z = ΠKx ⇔ 〈Jz − Jx, y − z〉 > 0 ∀y ∈ K.

Нерiвнiсть леми 4.2 рiвносильна такiй [123]:

φ (y,ΠKx) + φ (ΠKx, x) 6 φ (y, x) ∀y ∈ K.

Варiацiйну нерiвнiсть (4.21) можна сформулювати як задачу пошуку

нерухомої точки [123]:

x = ΠCJ
−1 (Jx− λAx) , (4.25)

де λ > 0. Формулювання (4.25) веде до iтерацiйної схеми

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λAxn) , (4.26)
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яка вивчалась в [82] для обернено сильно монотонних операторiв A : E →
E∗. Але для лiпшицевих монотонних операторiв схема (4.26) в загальному

випадку не збiгається.

Основним елементом алгоритмiв є обчислення за даними точками x ∈ E
та x∗ ∈ E∗ нової точки

x+ = ΠKJ
−1 (Jx− x∗) .

З леми 4.2 та 3-точкової тотожностi випливає фундаментальна для аналiзу

алгоритмiв нерiвнiсть

φ
(
y, x+

)
6 φ (y, x)− φ

(
x+, x

)
+ 2

〈
x∗, y − x+

〉
∀y ∈ K.

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (4.21) пропонуємо наступний ал-

горитм.

Алгоритм 4.3 (Операторна екстраполяцiя). Обираємо x0 = x1 ∈
E, λn > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

mn = λn−1 (Axn − Axn−1) ,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше покласти n := n + 1 та

перейти до 1.

Зауваження 4.9. Алгоритм 4.3 є модификацiєю методу з попереднього

роздiлу для задач в банахових просторах, що використовує узагальнену

проєкцiю Альбера [123] замiсть метричної.

Правило зупинки обґрунтовується тотожнiстю (4.25), що рiвносильна

варiацiйнiй нерiвностi (4.21). Дiйсно, при виконаннi xn+1 = xn = xn−1 має-

мо xn = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn), звiдки yn ∈ S.

У випадку C = E варiацiйна нерiвнiсть (4.21) набуває вигляду опера-

торного рiвняння

знайти x ∈ E : Ax = 0 (4.27)
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Для (4.27) алгоритм 4.3 дає такий iтерацiйний процес

Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn − Axn−1) , (4.28)

який збiжний лише за умови монотонностi оператора A.

Метод

Jxn+1 = Jxn − λnAxn

у цьому випадку може слабко збiгатись лише в ергодичному розумiннi [123].

А за об’ємом необхiдних для здiйснення iтерацiйного кроку обчислень про-

цес (4.28) має переваги над екстаградiєнтним методом
Jx

n+
1
2

= Jxn − λnAxn,

Jxn+1 = Jxn − λnAxn+
1
2
,

та неявним методом, що використовує резольвенту

xn+1 = (J + λnA)−1 Jxn.

Схему (4.28) можна подати у виглядi двоетапного процесу

Jxn = Jyn − λn−1Axn−1,

Jyn+1 = Jyn − λn−1Axn.

4.2.2. Cублiнiйна оцiнка ефективностi та слабка збiжнiсть. У

випадку обмеженостi множини C доведемо, що алгоритму 4.3 необхiдно

зробити O
(
LD2

ε

)
iтерацiй для отримання точки x ∈ C з

gap (x) = sup
y∈C
〈Ay, x− y〉 6 ε,

де ε > 0, D2 = supa,b∈C φ (a, b) < +∞.

Теорема 4.3. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом

4.3. Припустимо, що λn ∈
(

0, 1
2µL

]
. Тодi для послiдовностi чезарiвських
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середнiх zN+1 =
∑N
n=1 λnxn+1∑N

n=1 λn
має мiсце нерiвнiсть

gap (zN+1) 6
supy∈C φ (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
.

Теорема 4.4. Нехай (xn) — послiдовнiсть, що породжена алгоритмом

4.3 з λn = 1
2µL, тобто,

xn+1 = ΠCJ
−1
(
Jxn − 1

2µL (2Axn − Axn−1)
)
.

Тодi має мiсце оцiнка

gap (zN+1) 6
Lµ supy∈C φ (y, x1)

N
,

де zN+1 = 1
N

∑N
n=1 xn+1.

Доведення теореми 4.3. Для послiдовностi (xn) має мiсце нерiвнiсть

− 2 〈λnAxn +mn, y − xn+1〉 6

6 φ (y, xn)− φ (xn+1, xn)− φ (y, xn+1) ∀y ∈ C. (4.29)

Перепишемо (4.29) таким чином

φ (y, xn)− φ (y, xn+1) >

> 2λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − 2λn 〈Axn+1 − Axn, xn+1 − y〉+

+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − y〉+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+

+ φ (xn+1, xn) . (4.30)

Сумуючи (4.30) по n вiд 1 до N , отримуємо

φ (y, x1)− φ (y, xN+1) >

> 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − 2λN 〈AxN+1 − AxN , xN+1 − y〉+

+
N∑
n=1

(2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+ φ (xn+1, xn)) . (4.31)
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Лiпшицевiсть оператора A та нерiвнiсть (4.24) дає

N∑
n=1

(2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn+1 − xn〉+ φ (xn+1, xn)) >

>
N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+

1

µ
‖xn+1 − xn‖2

)
=

=
N∑
n=1

(
−2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖+

1

2µ
‖xn+1 − xn‖2 +

+
1

2µ
‖xn − xn−1‖2

)
+

1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 >

1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 .

Використовуючи останню оцiнку в (4.31), отримуємо

φ (y, x1)− φ (y, xN+1) >

> 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − 2λN 〈AxN+1 − AxN , xN+1 − y〉+

+
1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 >

> 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − 2λNL ‖xN+1 − xN‖ ‖xN+1 − y‖+

+
1

2µ
‖xN+1 − xN‖2 >

> 2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λNL ‖xN+1 − y‖2 .

Приходимо до нерiвностi

2
N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 − λNL ‖xN+1 − y‖2 +

+ φ (y, xN+1) 6 φ (y, x1) ∀y ∈ C. (4.32)

Використовуючи монотоннiсть оператора A, отримуємо

N∑
n=1

λn 〈Axn+1, xn+1 − y〉 >
N∑
n=1

λn 〈Ay, xn+1 − y〉 =
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=

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉 , (4.33)

де zN+1 =
∑N
n=1 λnxn+1∑N

n=1 λn
. Враховуючи оцiнку (4.33) в (4.32), приходимо до

нерiвностi

2

(
N∑
n=1

λn

)
〈Ay, zN+1 − y〉+

(
1

µ
− λNL

)
‖xN+1 − y‖2 6 φ (y, x1) ∀y ∈ C,

звiдки випливає

gap (zN+1) = sup
y∈C
〈Ay, zN+1 − y〉 6

supy∈C φ (y, x1)

2
∑N

n=1 λn
,

що i потрiбно було довести.

Перейдемо до доведення слабкої збiжностi алгоритму 4.3.

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Vn = φ (z, xn)− 2 〈mn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1) ,

де z ∈ S.

Має мiсце

Лема 4.3. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 4.3,

виконується нерiвнiсть

Vn+1 6 Vn − (1− µλn−1L− µλnL)φ (xn+1, xn) ,

де z ∈ S.

Доведення. Нехай z ∈ S. Маємо

φ (z, xn+1) 6 φ (z, xn)− φ (xn+1, xn) + 2 〈λnAxn +mn, z − xn+1〉 . (4.34)

Монотоннiсть оператора A дає

〈λnAxn +mn, z − xn+1〉 = 〈λnAxn + λn−1 (Axn − Axn−1) , z − xn+1〉 =



129

= λn 〈Axn − Axn+1, z − xn+1〉+ λn−1 〈Axn − Axn−1, z − xn+1〉+

+ λn 〈Axn+1, z − xn+1〉︸ ︷︷ ︸
60

6 λn 〈Axn − Axn+1, z − xn+1〉+

+ λn−1 〈Axn − Axn−1, z − xn〉+ λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 . (4.35)

Використавши (4.35) в (4.34), отримаємо

φ (z, xn+1) 6 φ (z, xn)− φ (xn+1, xn) + 2λn 〈Axn − Axn+1, z − xn+1〉+

+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, z − xn〉+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 . (4.36)

Оцiнимо зверху доданок 2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 в (4.36). Маємо

2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 6

6 2λn−1 ‖Axn − Axn−1‖∗ ‖xn − xn+1‖ 6 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ 6

6 λn−1L ‖xn − xn−1‖2 + λn−1L ‖xn − xn+1‖2 6 µλn−1Lφ (xn, xn−1) +

+ µλn−1Lφ (xn+1, xn) .

Приходимо до нерiвностi

φ (z, xn+1) + 2λn 〈Axn − Axn+1, xn+1 − z〉+ µλnLφ (xn+1, xn) 6

6 φ (z, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1)−

− (1− µλn−1L− µλnL)φ (xn+1, xn) ,

що й потрiбно було довести.

Теорема 4.5. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина

2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :

E → E∗ — монотонний та лiпшицевий на множинi C оператор, S 6=
∅. Припустимо, що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно

слабко неперервне та послiдовнiсть (λn) така, що

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1

2µL
.
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Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 4.3, слабко збiгається

до деякої точки z ∈ S.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Беремо таке δ > 0, що 1−µλn−1L−µλnL > δ

для всiх n ∈ N . З нерiвностi леми 4.3 випливає

Vn+1 6 Vn − δφ (xn+1, xn) ,

де Vn = φ (z′, xn) + 2 〈mn, xn − z′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1).

Покажемо, що Vn > 0 для всiх n ∈ N. Маємо

Vn = φ (z′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1) >

>
1

µ
‖xn − z′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 − Axn‖∗ ‖xn − z

′‖+

+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 >

>
1

µ
‖xn − z′‖2 − 2λn−1L ‖xn − xn−1‖ ‖xn − z′‖+ λn−1L ‖xn−1 − xn‖2 >

>

(
1

µ
− λn−1L

)
‖xn − z′‖2 > 0.

З леми 2.2 випливає iснування границi

lim
n→∞

(φ (z′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1))

та ∞∑
n=1

φ (xn+1, xn) < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞

φ (xn+1, xn) = lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ µλn−1Lφ (xn, xn−1)) = 0,

то послiдовностi (φ (z′, xn)) збiгаються для всiх z′ ∈ S.
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Покажемо, що всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать

множинi S. Розглянемо пiдпослiдовнiсть (xnk), що слабко збiгається до де-

якої точки z ∈ E. Ясно, що z ∈ C. Покажемо, що z ∈ S. Маємо

〈Jxn+1 − Jxn + λnAxn + λn−1 (Axn − Axn−1) , y − xn+1〉 > 0 ∀y ∈ C.

Звiдки, використовуючи монотоннiсть оператора A, виводимо оцiнку

〈Ay, y − xn〉+ 〈Axn, xn − xn+1〉 > 〈Axn, y − xn+1〉 >

>
1

λn
〈Jxn − Jxn+1, y − xn+1〉 −

λn−1

λn
〈Axn − Axn−1, y − xn+1〉 ∀y ∈ C.

З lim
n→∞
‖xn − xn−1‖ = 0 та лiпшицевостi оператора A випливає

lim
n→∞
‖Axn − Axn−1‖∗ = 0.

Завдяки рiвномiрнiй неперервностi на обмежених множинах нормалiзова-

ного дуального вiдображення J отримуємо lim
n→∞
‖Jxn − Jxn+1‖∗ = 0. Таким

чином,

lim inf
n→∞

〈Ay, y − xn〉 > 0 ∀y ∈ C.

З iншого боку

〈Ay, y − z〉 = lim
k→∞
〈Ay, y − xnk〉 > lim inf

n→∞
〈Ay, y − xn〉 > 0 ∀y ∈ C.

Отже, z ∈ S.

Покажемо, що послiдовнiсть (xn) слабко збiгається до z. Мiркуємо вiд

супротивного. Нехай iснує пiдпослiдовнiсть (xmk
) така, що xmk

⇀ z′ та

z 6= z′. Ясно, що z′ ∈ S. Маємо

2 〈Jxn, z − z′〉 = φ (z′, xn)− φ (z, xn) + ‖z‖2 − ‖z′‖2
.

Звiдки випливає iснування границi lim
n→∞
〈Jxn, z − z′〉. Завдяки секвенцiйнiй

слабкiй неперервностi нормалiзованого дуального вiдображення J отрима-

ємо

〈Jz, z − z′〉 = lim
k→∞
〈Jxnk, z − z′〉 = lim

k→∞
〈Jxmk

, z − z′〉 = 〈Jz′, z − z′〉 ,
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тобто, 〈Jz − Jz′, z − z′〉 = 0. Звiдки випливає z = z′, що i необхiдно було

довести.

Параметри λn алгоритму 4.3 задавалась виходячи з умови

0 < inf
n
λn 6 sup

n
λn <

1

2µL
.

Тобто, використовувалась iнформацiя про константи лiпшицевостi опера-

тора A.

Вiдштовхуючись вiд алгоритму 4.3 та робiт [95,109,153,168] у статтi [131]

побудудовано алгоритм з адаптивним вибором величини λn, що не вимагає

знання лiпшицевих констант та процедур типу лiнiйного пошуку. У данiй

роботi доведемо збiжнiсть даного алгоритму за допомогою ляпуновського

аналiзу.

Припустимо, що вiдома лише константа µ > 1 з нерiвностi (4.24).

Алгоритм 4.4 (Адаптивна версiя). Обираємо x0 = x1 ∈ E, τ ∈(
0, 1

2µ

)
та число λ1 = λ0 > 0. Покладаємо n = 1.

1. Обчислити

mn = λn−1 (Axn − Axn−1) ,

xn+1 = ΠCJ
−1 (Jxn − λnAxn −mn) .

2. Якщо xn+1 = xn = xn−1, то СТОП, iнакше перейти до 3.

3. Обчислити

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.

Покласти n := n+ 1 та перейти до 1.

Зауваження 4.10. Для операторного рiвняння (4.27) алгоритм 4.4 дає

такий iтерацiйний процес
Jxn+1 = Jxn − λnAxn − λn−1 (Axn − Axn−1) ,

λn+1 =

 min
{
λn, τ

‖xn+1−xn‖
‖Axn+1−Axn‖∗

}
, якщо Axn+1 6= Axn,

λn, iнакше.
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Послiдовнiсть (λn), що задається на третьому етапi iтерацiйного кроку

в алгоритмi 4.4, незростаюча та обмежена знизу числом min
{
λ1,

τ
L

}
. Отже,

iснує lim
n→∞

λn > 0.

В якостi функцiї Ляпунова оберемо

Wn = φ (z, xn)− 2 〈mn, xn − z〉+ τµ
λn−1

λn
Lφ (xn, xn−1) ,

де z ∈ S.

Лема 4.4. Для послiдовностi (xn), що породжена алгоритмом 4.4,

виконується нерiвнiсть

Wn+1 6 Wn −
(

1− τµλn−1

λn
− τµ λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) .

Доведення. Нехай z ∈ S. Як i в доведеннi леми 4.3 приходимо до нерiв-

ностi

φ (z, xn+1) 6 φ (z, xn)− φ (xn+1, xn) + 2λn 〈Axn − Axn+1, z − xn+1〉+

+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, z − xn〉+ 2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 . (4.37)

Використовуючи правило обчислення λn+1, оцiнимо зверху доданок

2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉

в нерiвностi (4.37). Маємо

2λn−1 〈Axn − Axn−1, xn − xn+1〉 6 2λn−1 ‖Axn − Axn−1‖∗ ‖xn − xn+1‖ 6

6 2τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn+1 − xn‖ 6

6 τ
λn−1

λn
‖xn − xn−1‖2 + τ

λn−1

λn
‖xn − xn+1‖2 6

6 τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1) + τµ

λn−1

λn
φ (xn+1, xn) .

Приходимо до нерiвностi
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φ (z, xn+1) + 2λn 〈Axn − Axn+1, xn+1 − z〉+ τµ
λn
λn+1

φ (xn+1, xn) 6

6 φ (z, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1)−

−
(

1− τµλn−1

λn
− τµ λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) ,

що i потрiбно було довести.

Має мiсце

Теорема 4.6. Нехай C — непорожня опукла та замкнена пiдмножина

2-рiвномiрно опуклого та рiвномiрно гладкого банахового простору E, A :

E → E∗ — монотонний та лiпшицевий оператор, S 6= ∅. Припустимо,

що нормалiзоване дуальне вiдображення J секвенцiйно слабко неперервне.

Тодi послiдовнiсть (xn), що породжена алгоритмом 4.4, слабко збiгається

до деякої точки z ∈ S.

Доведення. Нехай z′ ∈ S. Для функцiї Ляпунова

Wn = φ (z′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1) ,

має мiсце нерiвнiсть леми 4.4

Wn+1 6 Wn −
(

1− τµλn−1

λn
− τµ λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) .

Оскiльки iснує границя lim
n→∞

λn > 0, то

1− τµλn−1

λn
− τµ λn

λn+1
→ 1− 2τµ ∈ (0, 1) при n→∞.

Покажемо, що Wn > 0 для всiх достатньо великих n ∈ N. Маємо

Wn = φ (z′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ τµ
λn−1

λn
φ (xn, xn−1) >

>
1

µ
‖xn − z′‖2 − 2λn−1 ‖Axn−1 − Axn‖∗ ‖xn − z

′‖+

+ τ
λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 >
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>
1

µ
‖xn − z′‖2 − 2τ

λn−1

λn
‖xn − xn−1‖ ‖xn − z′‖+ τ

λn−1

λn
‖xn−1 − xn‖2 >

>

(
1

µ
− τ λn−1

λn

)
‖xn − z′‖2

.

Оскiльки iснує таке n0 ∈ N, що 1
µ − τ

λn−1
λn

> 0 для всiх n > n0, то Wn > 0

починаючи з n0.

Тепер з леми 2.2 можемо зробити висновок, що iснує границя

lim
n→∞

(
φ (z′, xn) + 2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ τµ

λn−1

λn
φ (xn, xn−1)

)
та ∞∑

n=1

(
1− τµλn−1

λn
− τµ λn

λn+1

)
φ (xn+1, xn) < +∞.

Звiдки отримуємо обмеженiсть послiдовностi (xn) та

lim
n→∞

φ (xn+1, xn) = lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0.

Оскiльки

lim
n→∞

(
2λn−1 〈Axn−1 − Axn, xn − z′〉+ τµ

λn−1

λn
φ (xn, xn−1)

)
= 0,

то збiгаються послiдовностi (φ (z′, xn)) для всiх z′ ∈ S.

Далi, мiркуваннями доведення теореми 4.5, прийдемо до результату.

Зауваження 4.11. У зв’язку з проведеним дослiдженням вкажемо на

два питання. По-перше, всi результати отриманi для класу 2-рiвномiрно

опуклих i рiвномiрно гладких банахових просторiв, який не мiстить ва-

жливих для застосувань просторiв Lp i Wm
p (2 < p < +∞). Дуже бажано

позбавитися цього обмеження. По-друге, для можливостi ефективного за-

стосування алгоритмiв для нелiнiйних задач у банахових просторах необхi-

днi швидкi та стiйкi алгоритми обчислення узагальненої проєкцiї Альбера

для широкого набору множин.
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4.3. Висновки до роздiлу 4

Дослiджено варiанти алгоритмiв екстраполяцiї з минулого та оператор-

ної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’язання варiацiйних

нерiвностей з монотонними та лiпшицевими операторами, що дiють в скiн-

ченновимiрному дiйсному лiнiйному просторi. Основнi результати: O
(

1
ε

)
-

оцiнки ефективностi в термiнах функцiї зазору.

Для варiацiйних нерiвностей з монотонними, лiпшицевими оператора-

ми, що дiють в 2-рiвномiрно опуклому та рiвномiрно гладкому банахово-

му просторi, доведено теореми про слабку збiжнiсть двох варiантiв методу

операторної екстраполяцiї та O
(

1
ε

)
-оцiнку ефективностi в термiнах функцiї

зазору.

Основнi результати даного роздiлу опублiковано в [1, 2, 5–9].
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РОЗДIЛ 5

ЕКСПЕРИМЕНТИ

Нижче описано експерименти, проведенi для перевiрки теорем 2.2, 2.4,

3.2 та 3.4, що мiстять оцiнки швидкостi збiжностi розглянутих алгоритмiв.

Розглянуто бiлiнiйнi та квадратичнi сiдловi задачi.

Програмна реалiзацiя здiйснена на мовi Python 3.8.5 з використанням

NumPy 1.26. Експерименти проводились на пристрої з 64-розрядною опе-

рацiйною системою Windows 7 Ultimate, процесором Intel(R) Core(TM) i5-

3230M, 2.6GHz та оперативною пам’яттю (RAM) 6 ГБ. Результати прове-

дених експериментiв пiдтверджують теоретичнi оцiнки.

Також проведено експерименти з навчанням простих GANs за допомо-

гою двох рандомiзованих варiантiв методу з експоненцiйним усереденням.

Для експериментiв було створено Deep Convolutional Generative Adversari-

al Network (DCGAN). Для її побудови використано Keras Sequential API з

навчальним циклом tf.GradientTape.

Навчання мереж проводилось за допомогою обчислювальних можливо-

стей Google Colab з використанням GPU типу T4.

5.1. Бiлiнiйна сiдлова задача

Розглянемо задачу:

min
x∈∆n

max
y∈∆m

〈Kx, y〉 (5.1)

де K — дiйсна матриця m× n, ∆n = {x ∈ Rn :
∑n

i=1 xi = 1, xi > 0}, ∆m =

{y ∈ Rm :
∑n

i=1 yi = 1, yi > 0} — стандартнi симплекси.
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Функцiя зазору (2.9) для задачi (5.1) обчислюється так

gap (x, y) = max
i

(Kx)i −min
j

(K∗y)j.

Для (5.1) варiанти алгоритмiв з теорем 2.2 та 3.2 мають вигляд

x1 = p0 ∈ ∆n, y1 = q0 ∈ ∆m,

pk = P∆n

(
xk − 1

3‖K‖sK
∗qk−1

)
,

qk = P∆m

(
yk + 1

3‖K‖sKpk−1

)
,

xk+1 = P∆n

(
xk − 1

3‖K‖sK
∗qk

)
,

yk+1 = P∆m

(
yk + 1

3‖K‖sKpk

)
,

(5.2)

та 
x1 = x0 ∈ ∆n, y1 = y0 ∈ ∆m,

xk+1 = P∆n

(
xk − 1

2‖K‖s (2K∗yk −K∗yk−1)
)
,

yk+1 = P∆m

(
yk + 1

2‖K‖s (2Kxk −Kxk−1)
)
,

(5.3)

вiдповiдно. Тут ‖K‖s =
√
λmax(K∗K) — спектральна норма матрицi K.

Елементи матрицi K генерувались випадково. Використали рiвномiр-

ний розподiл на {−5,−4, ..., 4, 5}.
В експериментах за стартову точку обирали

(x1, y1) =

(
1

n
, ...,

1

n
,

1

m
, ...,

1

m

)
∈ ∆n ×∆m.

Для проєктування на симплекс використовувався перший алгоритм ро-

боти [189].

Для (5.2) динамiка зменшення значення gap (zN), де

zN =

(
1
N

N∑
k=1

pk,
1
N

N∑
k=1

qk

)
,

подана на Рис. 5.1–5.4.

Для (5.3) динамiка зменшення значення gap (zN) де

zN =

(
1

N−1

N∑
k=2

xk,
1

N−1

N∑
k=2

yk

)
,
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подана на Рис. 5.5–5.8.

Наведенi графiки демонструють вiдповiднiсть результатiв розрахункiв

теоретичним оцiнкам.

В Таблицi 5.1 вказано за яких час алгоритмами досягалось виконання

нерiвностi gap (zN) < 0, 01.

Таблиця 5.1

Час, потрiбний для gap (zN) < 0, 01, секунди

Розмiрнiсть K Алгоритм (5.2) Алгоритм (5.3)

100× 100 5.64 1.85

200× 200 22.48 6.38

100× 300 28.08 7.46

500× 500 131.82 44.16

Рис. 5.1. Алгоритм (5.2), розмiрнiсть K — 100× 100.
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Рис. 5.2. Алгоритм (5.2), розмiрнiсть K — 200× 200.

Рис. 5.3. Алгоритм (5.2), розмiрнiсть K — 100× 300.
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Рис. 5.4. Алгоритм (5.2), розмiрнiсть K — 500× 500.

Рис. 5.5. Алгоритм (5.3), розмiрнiсть K — 100× 100.
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Рис. 5.6. Алгоритм (5.3), розмiрнiсть K — 200× 200.

Рис. 5.7. Алгоритм (5.3), розмiрнiсть K — 100× 300.
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Рис. 5.8. Алгоритм (5.3), розмiрнiсть K — 500× 500.

5.2. Квадратична сiдлова задача

Розглянемо задачу квадратичну сiдлову задачу:

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(α
2
‖x‖2

2 + 〈a, x〉+ 〈Kx, y〉 − 〈b, y〉 − α

2
‖y‖2

2

)
, (5.4)

де K — дiйсна матриця m× n, a ∈ Rn, b ∈ Rm, α > 0.

Задача (5.4) має єдиний розв’язок та рiвносильна системi лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянь: αIn×n K∗

−K αIm×m

 x

y

 = −

 a

b

 ,

де In×n — одинична матриця n× n.

Зауважимо, що до задачi вигляду (5.4) зводиться задача `2-регуляризованої

`2-регресiї. Дiйсно, задачу

1

2
‖Kx− b‖2

2 +
λ

2
‖x‖2

2 → min
x∈Rn

,

де b ∈ Rm, K : Rn → Rm — лiнiйний оператор, λ > 0, можна записати у
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сiдловому виглядi

min
x∈Rn

max
y∈Rm

(
〈Kx, y〉+

λ

2
‖x‖2

2 −
1

2
‖y‖2

2 − 〈b, y〉
)
.

Для (5.4) варiанти алгоритмiв з теорем 2.4 та 3.4 мають вигляд

x1 = p0 ∈ Rn, y1 = q0 ∈ Rm,

pk = xk − 1

3
√
‖K‖2s+α2

(K∗qk−1 + a+ αpk−1) ,

qk = yk + 1

3
√
‖K‖2s+α2

(Kpk−1 − b− αqk−1) ,

xk+1 = xk − 1

3
√
‖K‖2s+α2

(K∗qk + a+ αpk) ,

yk+1 = yk + 1

3
√
‖K‖2s+α2

(Kpk − b− αqk) ,

(5.5)

та 

x1 = x0 ∈ Rn, y1 = y0 ∈ Rm,

xk+1 = xk − 1

2
√
‖K‖2s+α2

(K∗yk + a+ αxk)− 1

2
(√
‖K‖2s+α2+α

)×
× (K∗yk −K∗yk−1 + αxk − αxk−1) ,

yk+1 = yk + 1

2
√
‖K‖2s+α2

(Kxk − b− αyk) + 1

2
(√
‖K‖2s+α2+α

)×
× (Kxk −Kxk−1 − αyk + αyk−1) ,

(5.6)

вiдповiдно.

Елементи матрицi K генерувались випадково. Використали рiвномiр-

ний розподiл на {−5,−4, ..., 4, 5}. Розглядали випадок a = 0, b = 0 та

α = 0, 1. Тодi x = 0, y = 0 — єдиний розв’язок (5.4).

В експериментах за стартову точку обирали

(x1, y1) = (1, ..., 1, 1, ..., 1) ∈ Rn × Rm.

Для (5.5) динамiка зменшення значення ∆N , де

∆N =
√
‖xN‖2

2 + ‖yN‖2
2,

подана на Рис. 5.9–5.12. Для (5.6) динамiка зменшення значення ∆N подана

на Рис. 5.13–5.16. Наведенi графiки демонструють вiдповiднiсть результа-

тiв розрахункiв теоретичним оцiнкам теорем 2.4, 3.4.
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Рис. 5.9. Алгоритм (5.5), розмiрнiсть K — 100× 100.

Рис. 5.10. Алгоритм (5.5), розмiрнiсть K — 100× 300.
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Рис. 5.11. Алгоритм (5.5), розмiрнiсть K — 200× 200.

Рис. 5.12. Алгоритм (5.5), розмiрнiсть K — 500× 500.



147

Рис. 5.13. Алгоритм (5.6), розмiрнiсть K — 100× 100.

Рис. 5.14. Алгоритм (5.6), розмiрнiсть K — 100× 300.
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Рис. 5.15. Алгоритм (5.6), розмiрнiсть K — 200× 200.

Рис. 5.16. Алгоритм (5.6), розмiрнiсть K — 500× 500.



149

В Таблицi 5.2 вказано за яких час алгоритмами досягалось виконання

нерiвностi ∆N < 0, 001.

Таблиця 5.2

Час, потрiбний для ∆N < 0, 001, секунди

Розмiрнiсть K Алгоритм (5.5) Алгоритм (5.6)

100× 100 2.95 1.41

200× 200 3.99 2.99

500× 500 103.55 63.17

5.3. Змагальнi породжуючi мережi

Задача навчання GAN [53] формулюється як стохастична сiдлова зада-

ча

min
x∈Rp

max
y∈Rq

L(x, y), L(x, y) = Eξl(x, y, ξ),

де ξ — випадкова величина.

Нехай

w = (x, y) ∈ Rp × Rq, Fξ(w) = (∇xl(x, y, ξ),−∇yl(x, y, ξ)).

Розглянемо двi модифiкацiї методу екстраполяцiї з минулого, що вiдомi пiд

назвою стохастичний оптимiстичний градiєнтний метод (stochastic optimi-

stic gradient method, SOG) [190]:

wn+1 = wn − λ((1 + α)Fξn(wn)− αFξn−1(wn−1)),

wn+1 = wn − λ((1 + α)Fξn(wn)− αFξn(wn−1)),

де λ > 0 — величина кроку, α > 0 — параметр, що задає степiнь «оптимi-

зму», ξn — випадковi величини. Цi схеми обчислювально простiшi за сто-

хастичний екстраградiєнтний метод [58]. Але вони бiльш чутливi до стоха-

стичних шумiв [57].
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Для зменшення впливу шуму можна використати експоненцiйне усере-

днення (exponential moving average, EMA) стохастичних градiєнтiв [191].

Це усереднення має вигляд:

Fn =

Fξ0(w0), n = 0 ,

(1− β)Fξn(wn) + βFn−1, n 6= 0 ,

де β ∈ [0, 1]. Будемо використовувати рiзнi значення β, разом з β = 0.9 (як

рекомендують в [190]).

В роботi [190] запропоновано новi алгоритми з експоненцiйним усере-

дненням (Optimistic EMA gradients):

— метод Omega:

wn+1 = wn − λ((1 + α)Fξn(wn)− αFn−1);

— метод Omega M:

wn+1 = wn − λ((1 + α)Fn − αFn−1).

Автори [190] не отримали теоретичних гарантiй збiжностi. Але проде-

монстрували задовiльну роботу алгоритмiв на модельних бiлiнiйних, ква-

дратичних та лiнiйно-квадратичних стохастичних iграх.

Продемонструємо поведiнку даних методiв при навчаннi найпростiших

генеруючих змагальних нейронних мереж та порiвняємо з методом SOG.

Для експериментiв було створено Deep Convolutional Generative Adver-

sarial Network (DCGAN), архiтектура якої вказана на Рис. 5.17.

Для побудови мереж використано Keras Sequential API з навчальним

циклом tf.GradientTape.

Генератор використовує шари tf.keras.layers.Conv2DTranspose (шари пiд-

вищення дискретизацiї) для створення зображення з шуму. I генератор, i

дискримiнатор визначаються за допомогою Keras Sequential API.
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Рис. 5.17. Архiтектури: генератор (a), дискримiнатор (b).

За допомогою описаних алгоритмiв проводилось тренування по генеру-

ванню рукописних цифр за допомогою набору MNIST.

Цiловi функцiї генератора та дискримiнатора такi (див. пiдроздiл 1.3.3):

LG(x, y) = Ez∼µ log (1−Dy (Gx(z))) ,

LD(x, y) = Eu∼pdata logDy(u) + Ez∼µ log (1−Dy (Gx(z))) .

Розмiр мiнi-батчiв — 256 зображень. В алгоритмах обирали λ = 0.001.

Навчання проводилось за допомогою можливостей Google Colab з ви-

користанням GPU типу T4.

Наведемо результати роботи генератора через 500 епох навчання (Рис.

5.18–5.24). Також наведемо графiки змiни цiльових функцiй генератора та

дискримiнатора (Рис. 5.25–5.31).
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Рис. 5.18. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 0.1, β = 0.1:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).

Рис. 5.19. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 0.1, β = 0.5:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).

Рис. 5.20. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 0.5, β = 0.1:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).
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Рис. 5.21. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 0.5, β = 0.9:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).

Рис. 5.22. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 1.0, β = 0.1:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).

Рис. 5.23. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 1.0, β = 0.5:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).
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Рис. 5.24. Синтетичнi цифри, згенерованi пiсля 500 епох з α = 1.0, β = 0.9:

SOG (a), Omega (b), Omega M (c).

Рис. 5.25. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 0.1, β = 0.1.
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Рис. 5.26. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 0.1, β = 0.5.

Рис. 5.27. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 0.5, β = 0.1.
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Рис. 5.28. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 0.5, β = 0.9.

Рис. 5.29. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 1.0, β = 0.1.
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Рис. 5.30. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 1.0, β = 0.5.

Рис. 5.31. Змiна цiльових функцiй генератора та дискримiнатора за 500

епох з α = 1.0, β = 0.9.
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5.4. Висновки до роздiлу 5

У даному роздiлi описано експерименти, проведенi для перевiрки тео-

рем 2.2, 2.4, 3.2 та 3.4, що мiстять оцiнки швидкостi збiжностi розглянутих

алгоритмiв. Розглядались бiлiнiйнi та квадратичнi сiдловi задачi. Резуль-

тати проведених експериментiв пiдтверджують теоретичнi оцiнки.

Також проведено експерименти з навчанням простих GANs за допо-

могою двох рандомiзованих варiантiв методу екстраполяцiї з минулого з

експоненцiйним усереденням. Результати мають попереднiй характер. За-

уважимо, що задача про теоретичнi гарантiї збiжностi цих варiантiв є вiд-

критою.
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ВИСНОВКИ

В данiй роботi розроблено та теоретично обгрунтовано новi алгоритми

для розв’язання варiацiйних нерiвностей. Зокрема, отримано такi новi ре-

зультати:

— доведено теореми сильної збiжностi алгоритму екстраполяцiї з ми-

нулого та алгоритму операторної екстраполяцiї для варiацiйних не-

рiвностей в гiльбертовому просторi, що задовольняють умову рiв-

номiрної монотонностi;

— доведено теореми слабкої збiжностi та сублiнiйнi оцiнки швидкостi

збiжностi алгоритмiв;

— розроблено та теоретично обгрунтовано адаптивнi та регуляризова-

нi варiанти алгоритму екстраполяцiї з минулого та алгоритму опе-

раторної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому

просторi;

— отримано лiнiйнi оцiнки швидкостi збiжностi алгоритму екстрапо-

ляцiї з минулого та алгоритму операторної екстраполяцiї для ва-

рiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi, що задовольняють

умову узагальненої сильної монотонностi;

— розроблено варiанти алгоритму екстраполяцiї з минулого та алгори-

тму операторної екстраполяцiї з дивергенцiєю Брегмана для розв’-

язання варiацiйних нерiвностей з монотонними та лiпшицевими опе-

раторами, що дiють в скiнченновимiрному дiйсному лiнiйному про-

сторi;

— розроблено та теоретично обгрунтовано варiант алгоритму опера-

торної екстраполяцiї для варiацiйних нерiвностей в 2-рiвномiрно

опуклому та рiвномiрно гладкому банаховому просторi.
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Окремi результати роботи були впровадженi у навчальний процес ка-

федри обчислювальної математики факультету комп’ютерних наук та кi-

бернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

У подальшому одержанi результати можуть бути використанi при розробцi

алгоритмiв для сiдлових задач, варiацiйних нерiвностей, iгрових задач, що

пов’язанi з моделями математичної економiки та машинним навчанням.
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Матерiали конференцiй:

11. Kharkov O., Semenov V. The regularized operator extrapolation method.

Information Technology and Implementation (Satellite): Conference Pro-

ceedings, November 21, 2023, Kyiv, Ukraine. P. 269–270.

12. Харьков О., Семенов В. Швидкiсть збiжностi нових алгоритмiв для

варiацiйних нерiвностей. Modeling, control and information technologi-

es: Proceedings of VI International scientific and practical conference.

P. 159–160. https://doi.org/10.31713/MCIT.2023.048.

13. Семенов В. В., Харьков О. С. Швидкiсть збiжностi методу опера-

торної екстраполяцiї. Матерiали Всеукраїнської наукової конферен-

цiї «Сучаснi проблеми прикладної математики та комп’ютерних на-

ук», присвяченої 50-рiччю кафедри теорiї оптимальних процесiв, 7-9

листопада 2023, Львiв. С. 203–205.

14. Semenov V., Kharkov O. The regularized operator extrapolation algori-

thm for monotone variational inequalities. Intelligent Solutions–S: Pro-

ceedings of the International Symposium, September 28, 2023, Kyiv–
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Uzhorod, Ukraine. P. 88–90.

15. Семенов В., Харьков О. Лiнiйна швидкiсть збiжностi алгоритмiв

екстраполяцiї з минулого та операторної екстраполяцiї для варiацiй-

них нерiвностей. Математика та iнформацiйнi технологiї. Матерiали

мiжнародної наукової конференцiї, присвяченої 55-рiччю факульте-

ту математики та iнформатики, 28-30 вересня 2023 р. — Чернiвцi:

Чернiвецький нац. ун-т, 2023. С. 301–302.

16. Kharkov O. S., Semenov V. V. The regularized operator extrapolation

method for variational inequalities and saddle point problems. XXXVIII

International Conference «Problems of decision making under uncertai-

nties (PDMU-2023)». Abstracts. September 11-15, 2023, Polyana, Ukrai-

ne. P. 55.

17. Semenov V., Denysov S., Kharkov O. About weak convergence of the

operator extrapolation method. XXXVII International Conference «Prob-

lems of decision making under uncertainties (PDMU-2022)». Abstracts.

November 23-25, 2022, Sheki–Lankaran, Republic of Azerbaijan. P. 98.

18. Semenov V., Siryk D., Kharkov O. About convergence of the operator

extrapolation method. XXXVI International Conference «Problems of

decision making under uncertainties (PDMU-2021)». Abstracts. May

11-14, 2021, Skhidnytsia, Ukraine. P. 91.

19. Denisov S. V., Kharkov O., Semenov V., Vedel Ya. About regularized

adaptive extra-proximal algorithm for equilibrium problems in Hadamard

spaces. XXXV International Conference «Problems of decision making

under uncertainties (PDMU-2020)». Abstracts. May 11-15, 2020, Baku–

Sheki, Republic of Azerbaijan. P. 32.

Апробацiя результатiв дисертацiї

Матерiали дисертацiйної роботи доповiдались та обговорювались на на-

укових конференцiях:
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— X International Conference «Information Technology and Implementati-

on – 2023» (Київ, 20-21 листопада 2023);

— 18th International Conference «Mathematical Modeling and Simulation

Systems» (MODS2023) (Чернiгiв, 13-15 листопада 2023);

— VI International Scientific-Practical Conference «Modeling, control and

information technology» (Рiвне, 9-11 листопада 2023);

— XXVII Всеукраїнська наукова конференцiя «Сучаснi проблеми при-

кладної математики та комп’ютерних наук» (Львiв, 7-9 листопада

2023);

— Мiжнародна наукова конференцiя «Математика та iнформацiйнi

технологiї», присвячена 55-рiччю факультету математики та iнфор-

матики (Чернiвцi, 28-30 вересня 2023);

— III International Scientific Symposium «Intelligent Solutions» (Satelli-

te) (Київ–Ужгород, 28 вересня 2023);

— Мiжнародний науковий симпозiум «Питання оптимiзацiї обчислень

(ПОО–XLVIII)», який присвячений 100-рiччю вiд дня народження

академiка В. М. Глушкова (Львiв, 19-22 вересня 2023);

— XXXVIII International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Поляна, 11-15 вересня 2023);

— XXXVII International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Шекi–Ленкорань, Азербайджан, 23-25 листопада 2022);

— IХ Мiжнародна конференцiя «Обчислювальна та прикладна мате-

матика», присвячена 100-рiччю академiка Iвана Iвановича Ляшка

(Київ, 10-11 жовтня 2022);

— Мiжнародна наукова конференцiя «Питання оптимiзацiї обчислень

(ПОО–XLVII)», присвячена 30-рiччю незалежностi України (Львiв,

21-24 вересня 2021);

— XXXVI International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Схiдниця, 11-14 травня 2021);
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— XXXV International Conferences «Problems of decision making under

uncertainties» (Баку–Шекi, Азербайджан, 11-15 травня 2020).

А також доповiдались та обговорювались на таких семiнарах:

— науковий семiнар кафедри обчислювальної математики факультету

комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унi-

верситету iменi Тараса Шевченка (Київ, 2023).


