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АНОТАЦIЯ

Джога А. С. Аналiз стратегiй послiдовного розподiлу ресурсiв у стоха-
стичному середовищi. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопи-
су.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 124 — Системний аналiз. — Київський нацiональний унiверситет
iменi Тараса Шевченка; Мiнiстерство освiти i науки України, Київський
нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2023.

Дисертацiйне дослiдження присвячене вивченню асимптотичних вла-
стивостей стратегiйпослiдовного розподiлу ресурсiв у стохастичному сере-
довищi зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Розглядається сере-
довище, яке представлене моделлю стохастичного багаторукого бандита.
Головною метою роботи є здiйснення асимптотичного аналiзу стратегiй та
розробка алгоритмiв їх застосування. Також вивчається вплив додаткової
iнформацiї на ефективнiсть стратегiй.

Розглядається задача послiдовного прийняття рiшення в умовах не-
визначеностi у контекстi взаємодiї мiж суб’єктом, що приймає рiшення,
так званим агентом, i зовнiшнiм середовищем. Ця взаємодiя вiдбувається
протягом скiнченого горизонту. На кожному кроцi агент обирає дiю iз за-
даної множини та у вiдповiдь отримує винагороду вiд середовища. Метою
агента є послiдовний вибiр таких дiй, якi призводять до найбiльшої мо-
жливої сукупної винагороди за весь горизонт. Основним ускладненням в
цiй задачi є те, що параметри процесу винагороди не вiдомi заздалегiдь.

У наведеному оглядi лiтератури бiльшiсть результатiв, опублiкованих
до цього часу робiт за даною темою, зосередженi на аналiзi середовища
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зi спостереженнями, якi мають розподiл Бернуллi чи нормальний. Варто
звернути увагу, що бета-розподiл є бiльш вiдповiдним вiдображенням ви-
падкової поведiнки вiдсоткiв i пропорцiй, тож може бути бiльш корисним
у моделюваннi клiнiчних випробувань, в системах маршрутизацiї мере-
жi тощо. Отже, в нашiй роботi розглядається стохастичне середовище зi
спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Для аналiзу оцiнок ефектив-
ностi стратегiй використовуються оцiнки хвостiв субгауссових випадкових
величин та їх властивостi.

Були розглянутi стратегiя на базi надiйного iнтервалу, баєсова та жадi-
бна стратегiї. Адаптовано алгоритми для цих стратегiй та отримано асим-
птотичнi оцiнки очiкуваних сукупних втрат для кожної з них. Наведено
асимптотичний аналiз баєсової стратегiї у стохастичному середовищi з
додатковою iнформацiєю та побудовано новий алгоритм з використанням
зваження вибiрки для зменшення шуму. Проведено математичне моде-
лювання запропонованих у роботi алгоритмiв стратегiй у стохастичному
середовищi з рiзними параметрами розподiлiв та кiлькiстю дiй. Одержанi
чисельнi результатипоказали,що стратегiї є асимптотично оптимальними
згiдно з отриманими оцiнками верхнiх границь втрат.

Результати проведеної роботи мають теоретичне значення та можли-
вiсть практичного застосування. Отриманi рiшення дозволяють будувати
оцiнки ефективностi стратегiї у середовищi з бета-розподiлом, яке пред-
ставлене моделлю стохастичного багаторукого бандита. Подiбнi моделi
мають великий потенцiал використання в адаптивнiй маршрутизацiї для
мiнiмiзацiї затримок у мережi, динамiчному цiноутвореннi, клiнiчних ви-
пробуваннях тощо.

Ключовi слова: послiдовний розподiл ресурсiв, теорiя прийняття рiшень,
асимптотичний аналiз, задача багаторукого бандита, iмовiрнiснi нерiвно-
стi, баєсовий пiдхiд, випадковi процеси.
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SUMMARY

Dzhoha A. S. Sequential resource allocation in a stochastic environment. ––
Qualification scientific work in the form of manuscript.

Thesis for doctor of philosophy degree in speciality 124 –– System analysis. ––
Taras Shevchenko National University of Kyiv; Ministry of Education and Science
of Ukraine, Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, 2023.

The focus of this dissertation study lies in the asymptotic analysis of policies
within the context of sequential resource allocation tasks in a stochastic envi-
ronment. This environment is characterized by a collection of beta distributions
with unknown parameters, resembling a stochastic multi-armed bandit model.
The central aim of this study is twofold: firstly, to conduct an asymptotic anal-
ysis of policies and adapt algorithms tailored to the specific environment; and
secondly, to explore the impact of contextual information on the effectiveness of
these strategies.

The problem at hand pertains to decision-making under uncertainty, involv-
ing a sequential interaction between a decision-maker (referred to as the agent)
and the stochastic environment. This interaction unfolds over a finite time hori-
zon. At each step, the agent selects an action from a predefined set and, in return,
receives a reward from the environment. The agent’s objective is to consistently
select actions that maximize the cumulative reward over the entire horizon. The
primary challenge in this task is the lack of prior knowledge regarding the pa-
rameters governing the reward process.

It’s noteworthy that most existing literature on this topic has predominantly
focused on analyzing environments with observations following Bernoulli or
normal distributions. Nevertheless, the beta distribution offers a more suitable
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representation for modeling random behavior related to percentages and propor-
tions, making it especially relevant for applications such as clinical trial simula-
tions and network routing systems. Therefore, our work delves into a stochastic
environment where observations follow a beta distribution. To assess the effi-
ciency of these strategies, we employ estimates of the tails of sub-Gaussian ran-
dom variables and their associated properties.

The strategies under consideration encompass those based on confidence in-
tervals, Bayesian methods, and greedy approaches. We adapt algorithms tailored
to these strategies and derive asymptotic estimates of regrets. Mathematical mod-
eling of these strategy algorithms is conducted within a stochastic environment
featuring various distribution parameters and action counts. Our numerical re-
sults affirm that these strategies are asymptotically optimal, as substantiated by
the upper bounds estimates.

The outcomes of this work hold both theoretical significance and practical
applicability. The obtained estimates facilitate evaluations of strategy effective-
ness in an environment characterized by a beta distribution, as exemplified by
the stochastic multi-armed bandit model. Such models exhibit great potential
in diverse applications, including adaptive routing to minimize network delays,
dynamic pricing, and clinical trials, among others.

Key words: sequential resource allocation, decision-making theory, asymp-
totic analysis, multi-armed bandit problem, probabilistic inequalities, Bayesian
inference, stochastic process.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйне дослiдження присвячене аналiзу
стратегiй послiдовного розподiлу ресурсiв у стацiонарному стохастично-
му середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Стохастичне
середовище представлене моделлю багаторукого бандита зi скiнченним
горизонтом. Головну увагу придiлено побудовi алгоритмiв стратегiй для
середовища, що дослiджується. Наводиться асимптотичний аналiз ефе-
ктивностi стратегiй.

У сучасному свiтi питання послiдовного розподiлу ресурсiв вимагає
ефективних методiв та iнструментiв для отримання максимальної користi
та оптимiзацiї витрат. За останнi 15 рокiв кiлькiсть дослiджень у цьому
напрямку значно зросла, що пов’язано з розвитком цифрових технологiй
та їх стрiмким поширенням на рiзнi сфери нашого життя. Задача багатору-
кого бандита ([14]), що виникла в теорiї ймовiрностей i статистицi, є однi-
єю з ключових концепцiй, яка має безпосереднє застосування в задачах
послiдовного розподiлу ресурсiв, де прийняття рiшень вiдбувається в умо-
вах невизначеностi. Адаптивнi стратегiї послiдовного розподiлу ресурсiв у
середовищi, яке представлене моделлю багаторукого бандита, використо-
вуються у багатьох сучасних системах, таких як адаптивнi маршрутизацiї
для мiнiмiзацiї затримок у мережi ([9, 37, 61]), динамiчне цiноутворення
([22, 58, 66]), системи рекомендацiй ([21, 73, 57]), клiнiчнi випробування
([20, 76, 2]) тощо.

Так, наприклад, у клiнiчних дослiдженнях стандартною практикою те-
стування нових лiкарських препаратiв та лiкувальних методик на цей час
є рандомiзоване контрольоване випробування, де пацiєнтiв випадковим
чином розподiляють на двi або декiлька груп з рiзними протоколами дiй
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(лiкування) для визначення найкращого методу (лiкiв) чи пiдтвердження
ефективностi обраного. Такий пiдхiд цiлком задовольняє цiлям наукових
дослiджень, але при цьому практично iгнорує iнтереси окремого пацiєн-
та, оскiльки не всi учасники мають змогу отримати ефективне лiкування
пiд час проведення випробувань. Останнiм часом набувають популярностi
дослiдження, якi розглядають адаптивнi стратегiї призначення лiкування
пiд час клiнiчних випробувань ([75, 77]), що дозволяє динамiчно вивчати
ефективнiсть дослiджуваних лiкарських препаратiв чи методiв протягом
усього випробування та вiдповiдно коригувати поточний протокол лiку-
вання для кожної групи пацiєнтiв. Такi пiдходи дозволяють досягти ада-
птивностiшляхом використанняметодiв, розроблених на основi проблеми
багаторукого бандита.

Бiльшiсть результатiв, опублiкованих до цього часу, здебiльшого зо-
середженi на аналiзi середовища зi спостереженнями, якi мають розподiл
Бернуллi чи нормальний. У той час бета-розподiл є бiльш вiдповiдним вiд-
ображенням випадкової поведiнки вiдсоткiв i пропорцiй, тож може бути
бiльш корисним у моделюваннi клiнiчних випробувань чи в системах мар-
шрутизацiї мережi. Томупитанняпошуку ефективнихметодiв розв’язання
задач багаторукого бандита залишається актуальним.

Ця дисертацiйна робота дослiджує стратегiї послiдовного розподiлу ре-
сурсiв у стохастичному середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-
розподiл, використовуючи оцiнки хвостiв субгауссових випадкових вели-
чин та їх властивостi. Потенцiал цього пiдходу демонструється в однiй з
опублiкованих статей ([34]), де наведено симуляцiю експерименту з ви-
користанням набору даних, отриманих у результатi реальних клiнiчних
випробувань.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiйну роботу виконано в рамках державних бюджетних дослiдни-
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цьких наукових тем № 19БП015-05 «Розробка алгоритмiв i програмного
забезпечення оптимiзацiї сучасних систем зв’язку та систем керування
запасами» (номер державної реєстрацiї 0119U100305) та 23БФ015-01 «Роз-
робка стохастичних моделей, статистичних методiв для аналiзу та опти-
мiзацiї систем у медичнiй та соцiально-економiчнiй сферах» (номер дер-
жавної реєстрацiї 0123U101997) кафедриприкладної статистикифакультету
комп’ютерних наук та кiбернетикиКиївського нацiонального унiверситету
iменi Тараса Шевченка.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-
слiдження асимптотичних властивостей стратегiй послiдовного розподiлу
ресурсiв у стацiонарному стохастичному середовищi зi спостереженнями,
якi мають бета-розподiл. Основними завданнями даної роботи є:

• асимптотичний аналiз ефективностi стратегiї на базi надiйного iн-
тервалу, баєсової та жадiбної стратегiй;

• побудова алгоритмiв стратегiй, якi дослiджуються, для середовища
зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл;

• дослiдження середовища з додатковою iнформацiєю;
• моделювання оцiнок отриманих з асимптотичного аналiзу ефе-
ктивностi стратегiй.

Об’єктом дослiдження є стратегiї послiдовного розподiлу ресурсiв у стоха-
стичному середовищi.Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi
цих об’єктiв, тобто граничнi властивостi ефективностi стратегiй.

Методи дослiдження. У роботi застосовуються методи теорiї ймовiр-
ностей, математичної статистики, системного аналiзу та теорiї iнформа-
цiї. Для чисельного моделювання використовуються мова програмування
Python [74] та статистичний пакет R [64].

Наукова новизна отриманих результатiв. Наукова новизна цiєї
дисертацiйної роботи полягає в розширеннi та застосуваннi вiдомих ре-
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зультатiв для асимптотичного аналiзу стратегiй послiдовного розподiлу
ресурсiв. Дослiджується стохастичне середовище зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл. В аналiзi використовуються оцiнки хвостiв субгаус-
сових випадкових величин та їх властивостi. Основними результатами є:

• адаптовано алгоритм для стратегiї на базi надiйного iнтервалу та
отримано асимптотичну оцiнку очiкуваних сукупних втрат;

• побудовано алгоритм для баєсової стратегiї, отримано асимптоти-
чну оцiнку очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неопти-
мальностi дiй, отримано баєсову асимптотичну оцiнку очiкуваних
сукупних втрат без залежностi вiд неоптимальностi дiй та припу-
щень щодо апрiорного розподiлу;

• отримано оцiнку ефективностi жадiбної стратегiї для випадку з
двома дiями та оптимальним вибором кiлькостi дослiджень про-
стору варiантiв;

• наведено асимптотичний аналiз баєсової стратегiї у стохастично-

му середовищi з додатковою iнформацiєю та побудовано новий алго-
ритм з використанням зваження вибiрки для зменшення шуму;

• проведено моделювання розглянутих у роботi алгоритмiв стратегiй
для пiдтвердження отриманих результатiв;

• для математичного моделювання та побудови графiкiв було роз-
роблено програмне забезпечення та бiблiотеки, якi опублiкованi як
ресурс з вiдкритим кодом [28, 29].

Практичне значення отриманих результатiв. Отриманi резуль-
тати даної роботи дозволяють будувати оцiнки ефективностi стратегiї у
середовищi з бета-розподiлом, яке представлене моделлю стохастичного
багаторукого бандита. Подiбнi моделi мають широке застосування в ада-
птивнiй маршрутизацiї для мiнiмiзацiї затримок у мережi, динамiчному
цiноутвореннi, клiнiчних випробуваннях тощо.
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Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiйної роботи
одержанi здобувачем самостiйно. За результатами наукової працi здобу-
вача було опублiковано чотири роботи у фахових виданнях [26, 27, 36, 34].
Двi роботи [36, 34] опублiкованi у спiвавторствi з науковим керiвником
доцентом Розорою I. В., у яких Розорi I. В. належить загальне керiвництво
роботою.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Результати дослiдження допо-
вiдалися та обговорювалися на наступних всеукраїнських та мiжнародних
конференцiях:

1. VIII Всеукраїнська науково-практична конференцiя «Iнформацiй-
нi технологiї — 2021. Математичне моделювання та обчислювальнi
методи», 20 травня 2021 року.

2. «XXХVI International Conference Problems of Decision Making under
Uncertainties», 11-14 травня 2021 року, секцiйна доповiдь.

3. «8th International Congress of Computational Engineering and Sciences
ESCO», Пльзень, Чеська Республiка, 13-17 червня 2022 року,
секцiйна доповiдь.

4. «Baltic-Nordic-Ukrainian Workshop on Survey Statistics», Тарту, Есто-
нiя, 23-26 серпня 2022 року, секцiйна доповiдь.

5. «XXХVII International Conference Problems of Decision Making under
Uncertainties», 23-25 листопада 2022 року, секцiйна доповiдь.

6. «6th Baltic-Nordic-Ukrainian Conference on Survey Statistics», Гельсiн-
кi, Фiнляндiя, 21-25 серпня 2023 року, секцiйна доповiдь.

Публiкацiї. За результатами дослiдження опублiковано
• 4 статтi у перiодичних фахових виданнях [26, 27, 36, 34], два з
яких [36, 34] iндексуються в наукометричних базах Scopus та Web of
Science i входять до квартилiв Q2 та Q4 вiдповiдно, iншi два [26, 27]
— науковi фаховi видання України;
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• 6 тез доповiдей на конференцiях [35, 31, 32, 33, 30, 25].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi
вступу, сьоми основних роздiлiв з пiдроздiлами, висновкiв, списку вико-
ристаних джерел (80 найменувань) i додатку, який мiстить список публiка-
цiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв.
Повний обсяг дисертацiї становить 131 сторiнок, основний текст займає
108 сторiнок.

Змiст роботи. У першому роздiлi наведено огляд лiтератури та ре-
зультати, отриманi iншими авторами за розглянутою тематикою. Наво-
диться стислий огляд послiдовного аналiзу, а також мiсце в ньому по-
слiдовного розподiлу ресурсiв. Описується сучасний стан вивчення задач
подiбних до тих, що розглядаються в роботi.

У другому роздiлi надаються основнi загальнi означення та деякi дода-
тковi твердження, якi використано в дисертацiйнiй роботi. Розглядається
послiдовний розподiл ресурсiв у середовищi, яке представлене моделлю
стохастичного багаторукого бандита. Моделюється послiдовнiсть прийня-
ття рiшення в умовах невизначеностi у контекстi взаємодiї мiж суб’єктом,
що приймає рiшення за допомогою деякої стратегiї, i зовнiшнiм середови-
щем. Ця взаємодiя вiдбувається протягом T крокiв, що є горизонтом. На
кожному кроцi t обирається дiя It iз заданої множини {1, . . . , N}, у вiдпо-
вiдь середовище видає винагороду ξt ∈ {x ∈ R : x ⩾ 0 }. Метою стратегiї
є послiдовний вибiр таких дiй, якi призводять до найбiльшої можливої
сукупної винагороди

∑T
t=1 ξt. Модель стохастичного багаторукого банди-

та задається N -вимiрним вектором v = (Q1, . . . , QN), де для кожної дiї Qi

позначає розподiл iмовiрностей з математичним сподiванням µi. Параме-
три розподiлiв не вiдомi заздалегiдь. У цiй моделi винагорода кожної дiї
є незалежною та однаково розподiленою. Оптимальна стратегiя для будь-
якої стохастичної моделi — це стратегiя вибору дiї з найвищою очiкуваною
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винагородою за весь горизонт.
У пiдроздiлi 2.1 наведено опис середовища зi спостереженнями, якi ма-

ють Бернуллi- та бета-розподiл та сформульованi наступнi означення.
Означення 2.1. Клас середовища зi спостереженнями, якi мають розподiл

Бернуллi, задається наступним чином:

VBern = { (Bern(pi))i=1,...,N : p ∈ [0, 1]N },

де для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини (ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)

мають розподiл Бернуллi з параметром pi (ξt ∼ Bern(pi)), який задається
розподiлом

fξt(k; pi) =


pi якщо k = 1,

1− pi якщо k = 0,

0 iнакше,

для k ∈ {0, 1} з параметром 0 ⩽ pi ⩽ 1.
Означення 2.2. Клас середовища зi спостереженнями, якi мають бета-

розподiл, задається наступним чином:

VBeta = { (Beta(αi, βi))i=1,...,N : α, β ∈ RN ∧ αi > 0 ∧ βi > 0 },

де для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини (ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)

мають бета-розподiл з параметрами αi, βi (ξt ∼ Beta(αi, βi)) та щiльнiсть
розподiлу ξt має вигляд:

fξt(x;αi, βi) =
1

B(αi, βi)
xαi−1(1− x)βi−1

для x ∈ [0, 1] з параметрами αi > 0, βi > 0 i бета-функцiєю

B(αi, βi) =

1∫
0

xαi−1(1− x)βi−1 dx.

Означення 2.3. Позначимо множину дiй черезM = {1, . . . , N}. Нехай для
t ∈ {1, . . . , T}: Ωt = (M × R)t ⊂ R2t, Ft = B(Ωt) та κt — це ймовiрнiсне
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ядро ([62]) вiд (Ωt−1,Ft−1) до (M, 2M), що є функцiєю κt : Ωt−1×2M → [0, 1].
Тодi стратегiя κ у стохастичному середовищi класу V є послiдовнiстю
(κ1, κ2, . . . , κT ).
Означення 2.4. Маємо стратегiю κ у стохастичному середовищi класу V ,
яка взаємодiє з моделлю багаторукого бандита

v = (Qi : i ∈ {1, . . . , N}) ∈ V ,

деQi — це ймовiрнiсна мiра на (R,B(R)). На кожному кроцi t ∈ {1, . . . , T},
маємо послiдовну взаємодiю мiж агентом, який приймає рiшення за допо-

могою стратегiї κ, i зовнiшнiм стохастичним середовищем, представленим
моделлю v з наступними припущеннями:

• умовний розподiл винагороди ξt за умови, що маємо
I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, It, є QIt майже напевно;

• умовний розподiл iмовiрностей дiї It за умови, що маємо
I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, є таким розподiлом майже напевно:

κt( · | I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1).

Розглядається параметрична модель багаторукого бандита, у якiй роз-
подiлQi залежить вiд деякогоневiдомогопараметра θi, якийнабуває значе-
ння з множиниΘ. Нехай θ = (θ1, . . . , θN) ∈ ΘN , тодi параметрична модель
стохастичного багаторукого бандита задається наступним чином:

v = vθ = (vθ1, vθ2, . . . , vθN ) .

Параметрична модель стохастичного багаторукого бандита у класично-

му пiдходi описується наступним чином:
• θ ∈ ΘN розглядається як невiдомий параметр;
• для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини
(ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)—незалежнi однаковорозподiленi, з роз-
подiлом iмовiрностей vθi i математичним сподiванням µi;
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• використовується позначення Pθ (Eθ вiдповiдно).
Параметрична модель стохастичного багаторукого бандита з точки

зору баєсового аналiзу описується наступним чином:
• параметр θ розглядається як випадкова величина з деяким апрiор-
ним розподiлом Π0 на ΘN ;

• для всiх i ∈ {1, . . . , N} за умови θi випадковi величини
(ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)—незалежнi однаковорозподiленi, з роз-
подiлом iмовiрностей vθi i математичним сподiванням µi;

• використовується позначення PΠ0
(EΠ0

вiдповiдно).
За замовчуванням використовується класичний аналiз, P
(E вiдповiдно).

Пiдроздiл 2.2присвячено асимптотичномуаналiзу втрат.Наведеноозна-
чення втрат для стацiонарного стохастичного середовища. Отримано фун-
кцiю очiкуваних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй для випад-
ку середовища, що дослiджується. Надана оцiнка ефективностi стратегiї
на основi рiвномiрного дослiдження. Показанi приклади неоптимальних
стратегiй та пошуку нижньої границi у найгiршому випадку.

Неоптимальнiстю дiї i у стацiонарному стохастичному середовищi бу-
демо називати наступний вираз:

max
j=1,...,N

(µj − µi) .

Означення 2.5 ([54]). У загальному випадку очiкуванi сукупнi втрати E [L]

при використаннi стратегiїκ, яка визначає послiдовнiсть вибору дiй Iκ1 , . . . , I
κ
T

на горизонтi T , мають вигляд

E [Lκ(T )] = E

[
max

i=1,...,N

T∑
t=1

ξi,t −
T∑
t=1

ξIκt ,t

]
,

де ξi,t — це винагорода отримана вiд середовища на кроцi t при виборi дiї i.

Означення 2.6. У стацiонарному стохастичному середовищi очiкуванi су-

купнi втратиEθ [L] за T крокiв при використаннi стратегiї κ визначаються
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як

Eθ [L
κ(T )] = Eθ

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt

]
= T max

i=1,...,N
µi − Eθ

[
T∑
t=1

ξt

]
.

Означення 2.7 ([55]). З точки зору баєсового аналiзу у стацiонарному сто-

хастичному середовищi очiкуванi сукупнi втрати EΠ0
[L] за T крокiв при

використаннi стратегiї κ визначаються як

EΠ0
[Lκ(T )] = EΠ0

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt

]
=

= EΠ0

[
EΠ0

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt | θ

]]
=

= EΠ0
[Eθ [L

κ(T )]] .

Лема 2.1. У середовищi, яке представлене моделлю стацiонарного стохасти-

чного багаторукого бандита, зi скiнченим горизонтом T i кiлькiстю дiй N ,

очiкуванi сукупнi втрати E [L] з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй при

використаннi стратегiї κ визначаються як

E [Lκ(T )] =
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
.

Означення 2.9 ([54]). Стратегiя κ є рiвномiрно ефективною, якщо її втрати
задовольняють

∀θ ∈ ΘN , ∀α ∈ (0, 1] : lim
T→∞

E [Lκ(T )]

T α
= 0.

Означення 2.10 ([54, 17]). Стратегiя κ є асимптотично оптимальною, якщо

lim sup
T→∞

E [Lκ(T )]

log(T )
⩽

N∑
i=2

(µ1 − µi)

DKL(vθi, vθ1)
,

де перша дiя є оптимальною без втрати загальностi таDKL — розходження
Кульбака-Ляйблера.
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Теорема 2.1. Розглядаються двi моделi багаторукого бандита v+ i v− з дiями

(1/2, (1 + C)/2) та (1/2, (1 − C)/2) вiдповiдно, де C > 0 — деяка стала. У

стохастичному середовищi маємо наступну нижню границю у найгiршому

випадку для будь-якої стратегiї:

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

log(C2T )

16C
.

У пiдроздiлi 2.3 наведенi iмовiрнiснi нерiвностi для асимптотичного ана-
лiзу втрат та отриманi додатковi властивостi, якi далi використовуються
для дослiдження ефективностi стратегiй.
Означення2.12 ([16]). Центрована випадкова величина η єσ-субгауссовою,
якщо для всiх λ ∈ R iснує σ > 0, що має мiсце нерiвнiсть

E [exp(λη)] ⩽ exp

(
λ2σ2

2

)
.

Наслiдок 2.2. Нехай η — центрована випадкова величина, яка має бета-

розподiл. Тодi η є 1/2-субгауссовою випадковою величиною.

Теорема 2.2 ([16]). Нехай η — σ-субгауссова випадкова величина. Тодi для всiх

ε ⩾ 0 виконується наступна нерiвнiсть:

P(η ⩾ ε) ⩽ exp

(
− ε2

2σ2

)
.

Наслiдок 2.3. Розглянемо незалежнi однаково розподiленi випадковi величини

η1, η2, . . . , ηn, якi мають бета-розподiл з математичним сподiванням µ. Тодi

для всiх ε ⩾ 0 мають мiсце наступнi нерiвностi:

P

(
1

n

n∑
j=1

ηj ⩾ µ+ ε

)
⩽ exp

(
−2nε2

)
та

P

(
1

n

n∑
j=1

ηj ⩽ µ− ε

)
⩽ exp

(
−2nε2

)
.
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У третьому роздiлi наведено асимптотичний аналiз стратегiї на базi
надiйного iнтервалу у середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-
розподiл. Адаптовано алгоритм та покращено оцiнку ефективностi стра-
тегiї для даного випадку. Проведено чисельнi експерименти та наведенi
отриманi данi.
Алгоритм 3.1. Алгоритм стратегiї на базi надiйного iнтервалу для середо-

вища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ N , то покласти It = t та перейти до кроку 5.
Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} покласти

Ui(t) =

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

.

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N Ui(t).
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Теорема 3.2. При використаннi стратегiї на базi надiйного iнтервалу за

алгоритмом 3.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ 2
N∑
i=2

(µ1 − µi) +
1

2

N∑
i=2

log(T )

µ1 − µi
.

У четвертому роздiлi розглядається баєсова стратегiя у середовищi
зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Розроблено алгоритм для
нашого випадку на базi iснуючого алгоритму для середовища зi спосте-
реженнями, якi мають розподiл Бернуллi. Отримано оцiнку ефективностi
стратегiї з точки зору баєсового аналiзу. Описано пiдхiд з марковськими
процесами прийняття рiшень. Показанi результати чисельних експери-
ментiв.
Алгоритм 4.1. Алгоритм баєсової стратегiї у загальному випадку.
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Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ N , то покласти It = t та перейти до кроку 5.
Крок 3. Зробити оцiнку параметра θ̂ = L (· | I1, ξ1, . . . , It−1, ξt−1).
Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂i.
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Наслiдок 4.1. Нехай використовується наступна iєрархiчна модель для ал-

горитму баєсової стратегiї в середовищi зi спостереженнями (ξt), якi мають

бета-розподiл:

ηt|ξt ∼ Bern(ξt), t = 1, . . . , T,

ξt ∼ Beta(αIt, βIt).

Тодi маємо наступну нерiвнiсть:

Eθ [L(T )] ⩽

(
N∑
i=2

1

(µ1 − µi)2

)2

log(T ).

Теорема 4.3. Розглядається стохастичне середовище зi спостереженнями,

якi мають бета-розподiл. При використаннi баєсової стратегiї за алгори-

тмом 4.1 має мiсце наступна нерiвнiсть для баєсових втрат:

EΠ0
[L(T )] ⩽ 8N + 4

√
NT log(T ).

У п’ятому роздiлi розглядається жадiбна стратегiя у середовищi зi спо-
стереженнями, якi мають бета-розподiл. Наведено асимптотичний аналiз
верхньої границi втрат. Отримано оцiнку ефективностi стратегiї для випад-
ку з двома дiями та оптимальним вибором кiлькостi дослiджень простору
варiантiв. Отримано оцiнку ефективностi стратегiї у загальному випадку.
Наведенi результати проведених чисельних експериментiв.
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Алгоритм 5.1. Алгоритм жадiбної стратегiї з фiксованою кiлькiстю C

дослiджень кожної дiї. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим
горизонтом T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має деякий
розподiл з невiдомим математичним сподiванням µi. Вибираючи дiю It,
модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It та, як результат,
реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти C та t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ CN , то покласти

It = (t mod N) + 1

та перейти до кроку 4.
Крок 3. Призначити

It = argmax
i=1,...,N

∑t
s=1 1{Is = i }ξs∑t
s=1 1{Is = i }

.

Крок 4. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 5. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Теорема 5.1. Розглядається середовище з двома дiями та неоптимальнiстю

∆µ = |µ1−µ2|. Тодi при використаннiжадiбної стратегiї має мiсце наступна

нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ C∆µ+ (T − 2C)∆µ exp
(
−C (∆µ)2

)
.

Наслiдок 5.1. При оптимiзацiї кiлькостi дослiджень простору варiантiв

жадiбна стратегiя має наступну оцiнку втрат у середовищi з двома дiями

та неоптимальнiстю ∆µ:

E [L(T )] ⩽
1

∆µ
+

1

∆µ
log
(
T (∆µ)2

)
.

Теорема 5.2. Для стохастичного середовища з кiлькiстю дiй N при викори-
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станнi жадiбної стратегiї має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ C
N∑
i=2

(µ1 − µi) + (T − CN)
N∑
i=2

(µ1 − µi) exp
(
−C (µ1 − µi)

2
)
.

Шостий роздiл присвячений опису математичного моделювання, яке
використовується для чисельних експериментiв у попереднiх роздiлах ди-
сертацiї. Також наведено результати чисельних експериментiв, у яких по-
рiвнюються розглянутi стратегiї у середовищi зi спостереженнями, якi ма-
ють бета-розподiл:

• стратегiя на базi надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1;
• баєсова стратегiя за алгоритмом 4.2;
• жадiбна стратегiя за алгоритмом 5.1.

У сьомому роздiлi розглядається середовище, у якому процес винаго-
роди кожної дiї залежить вiд деякої додаткової iнформацiї. На прикладi
моделi клiнiчного випробування з адаптивними стратегiями, де кожна дiя
представлена окремим препаратом, що дослiджується, на результат може
впливати певна iнформацiящодо суб’єкта випробування як, наприклад, вi-
кова категорiя чи цiлий набiр даних. Запропоновано нове формулювання
проблеми, де додаткова iнформацiя це iнше спостереження та представле-
на результатом послiдовного кластерного аналiзу.

У пiдроздiлi 7.1 наведено асимптотичний аналiз баєсової стратегiї у се-
редовищi з додатковою iнформацiєю та спостереженнями, якi мають бета-
розподiл. Отримано асимптотичну оцiнку очiкуваних сукупних втрат з
залежнiстю вiд неоптимальностi дiй та у загальному випадку.
Теорема 7.1. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та додатковою iнформацiєю K . Кожна дiя i ∈
{1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням µy,i

за умови iнформацiї y ∈ {1, . . . , K}. Тодi при використаннi баєсової стратегiї
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за алгоритмом 7.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ 14
√
KNT.

Теорема 7.2. При використаннi баєсової стратегiї за алгоритмом 7.1 маємо

наступну оцiнку верхньої границi втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi

дiй:

E [L(T )] ⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=2

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

K log

(
T

K

)
.

У пiдроздiлi 7.2 розглянено вплив помилкової класифiкацiї. Адаптовано
алгоритм для баєсової стратегiї.
Теорема 7.3. У найгiршому випадку, коли маємо високу невпевненiсть в кла-

сифiкацiї на кожному кроцi, при використаннi баєсової стратегiї за алгори-

тмом 7.2 маємо наступну оцiнку з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй:

E [L(T )] ⩽
T

N

N∑
i=2

max
y=1,...,K

(µy,1 − µy,i) .

У висновках сформульовано основнi результати дослiдження.

Автор дисертацiї висловлює щиру вдячнiсть своєму науковому керiвнику —

доценту Розорi Iринi Василiвнi — за постiйну пiдтримку, важливi поради та

безсцiнну допомогу в роботi; професору Лебєдєву Євгену Олександровичу — за

вiру та заохочення, допомогу з обранням напрямку дослiдження та форму-

люванням перших задач; усьому колективу кафедри прикладної статистики

за всебiчну допомогу пiд час навчання. Окрему подяку автор висловлює своїй

дружинi за пiдтримку та надану можливiсть.
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РОЗДIЛ 1
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Нарис iсторiї вивчення питання послiдовного розподiлу

ресурсiв

Задача багаторукого бандита вiдноситься до областi послiдовного роз-
подiлу ресурсiв, яка розглядається в теорiї послiдовного аналiзу. Вивчення
цiєї проблеми належить до загальної концепцiї навчання з пiдкрiпленням,
що є однiєю з галузей у сферi штучного iнтелекту.

Узагальнено задачу багаторукого бандита можна описати як пошук
компромiсу у виборi мiж дослiдженням простору варiантiв i використан-
ням найоптимальнiшого варiанту з ранiше вiдомих для прийняття рiшень
у реальномучасi в умовахневизначеностi. Знаходження балансумiждослi-
дженням та використанням є вкрай важливим для досягнення оптималь-
ного результату з найменшими втратами в довгостроковiй перспективi.
Адже система, яка завжди вибирає дослiдження нових варiантiв, нехтує
можливiстю отримання переваг вiд вже здобутих знань. З iншого боку, си-
стема, яка тiльки використовує попереднi знання, не в змозi адаптуватися
до значних змiн у зовнiшньому середовищi для досягнення оптимального
результату чи його покращення з часом. Ця проблема вiдома як дилема
мiж дослiдженням та використанням та до її розв’язку можна наблизитись
за допомогою адаптивної стратегiї послiдовного розподiлу ресурсiв.

Як початок сучасної iсторiї послiдовного аналiзу можна зазначити до-
слiдження перевiрки статистичних гiпотез, проведеного A. Wald [78], для
знаходження методiв отримання статистичних висновкiв з нефiксованим
числом випробувань контролю якостi продукцiї. Теоретичнi дослiдження
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у послiдовному аналiзi та їх застосування знайшли вiдображення в робо-
тах G. Barnard, F. Anscombe, C. Stein, J. Wolfowitz, W. Thompson, H. Robbins
та iнших.

Успiх теорiї послiдовного аналiзу в областi перевiрки статистичних гi-
потез дав поштовх дослiдження послiдовного оцiнювання. J. Haldane [46]
та C. Stein [70] описали, як деякi проблеми точкового та iнтервального оцi-
нювання можна розв’язувати за допомогою послiдовного аналiзу. У своїй
роботi C. Stein продемонстрував, що використовуючи цi дослiдження мо-
жливо отримати надiйний iнтервал з довжиною, яка задана експеримен-
татором та не залежить вiд дисперсiї розподiлу.

Iнша теорiя, яка витiкає з теорiї послiдовного аналiзу та є фундамен-
тальною для багатьох класiв задач багаторукого бандита, це теорiя опти-
мальної зупинки. Виокремлення цього напрямку започаткували роботи
A. Wald & J. Wolfowitz [79] та K. Arrow, D. Blackwell & M. Girshick [6], при-
свяченi дослiдженню задач послiдовної перевiрки статистичних гiпотез.
У цих роботах для розв’язку проблеми оптимальної зупинки був запро-
понований баєсовий пiдхiд. Була представлена модель, де умовна осо-
ба, що приймає рiшення, спостерiгає послiдовнiсть {Rn,Fn, n ⩾ 1} при
E |Rn| < ∞ для усiх n, де n це горизонт, Rn — винагорода та Fn — фiльтра-
цiя. На кожному кроцi потрiбно зробити вибiр: зупинити вiдбiр вибiрки
та отримати доступну винагороду Rn чи продовжити генерацiю з метою
отримати бiльшу винагороду в майбутньому. В цьому випадку оптималь-
не правило зупинки N можливо знайти через максимiзацiю очiкуваної
винагороди E[RN ]. Для пошуку N можемо вiдштовхуватися вiд рiвняння

Vn = max (Vn,E [Vn+1 | Fn]) , n = 1, 2, . . . ,

де V — функцiя цiнностей (також дивись пiдроздiл 4.4). Проблему опти-
мальної зупинки у загальному виглядi описав J. Snell [69], а R. Bellman [11]
створив роздiл математики, присвячений методам
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розв’язування багатокрокових задач оптимального керування — динамi-
чне програмування.

Подальшi дискусiї, присвяченi послiдовному розподiлу ресурсiв, були
розвинутi у роботах W. Thompson [72] та H. Robbins [65], де автори аналi-
зували задачу багаторукого бандита. Розглядався експеримент, де особа,
що приймає рiшення, на кожному кроцi послiдовно обирає одну з двох
дiй (дворукий бандит), та спостерiгає послiдовнiсть винагород ξ1, . . . , ξn. З
кожною дiєю пов’язаний розподiл, параметри якого не вiдомi заздалегiдь.
Головноюметою експерименту булопошук стратегiї, при якiйпослiдовний
вибiр дiй призводить до найбiльшої можливої сукупної винагороди за n

крокiв
∑n

t=1 ξt. Результатом роботи стали опис математичної моделi задачi
багаторукого бандита та формалiзацiя поняття ефективностi цих страте-
гiй. Цi дослiдження послужили початком вивчення задачi багаторукого
бандита як окремого напрямку.

Згодом задачу багаторукого бандита почали дослiджувати в контекстi
рiзних середовищ: стацiонарне стохастичне, де процеси винагороди ко-
жної дiї в моделi багаторукого бандита розглядаються як незалежнi одна-
ково розподiленi випадковi величини; нестацiонарне, де параметри дiй
моделi змiнюються з часом; марковське, де процес винагороди описаний
ланцюгом Маркова; змагальне, де вiдсутнi будь-якi припущення щодо ха-
рактеру процесiв, пов’язаних з дiями в моделi; та iншi.

Один з важливих проривiв в цiй областi був зроблений у роботi J. Gitti-
ns & D. Jones [44]. Автори цiєї роботи використовували теорiю динамiчного
програмування з геометричним знецiнюванням для розв’язку задачi бага-
торукого бандита, яку описав H. Robbins. Результатом роботи став узагаль-
нений розв’язок задачi багаторукого бандита за допомогою, так званих, iн-
дексiв динамiчного розподiлу, що дозволило звести поставлену задачу до
параметризованого сiмейства розв’язкiв проблеми оптимальної зупинки.
Недолiком цiєї роботи є те, що запропонована стратегiя не є оптимальною
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на скiнченному горизонтi.
Бiльш детальний огляд розвитку послiдовного аналiзу та опис раннiх

робiт, присвячених проблемi багаторукого бандита, можна знайти у робо-
тах B. Ghosh та P. Sen [43], D. Siegmund [67].

У данiй роботi найбiльшу увагу придiляється стратегiї послiдовного
розподiлу ресурсiв у середовищi, яке представлене моделлю стацiонар-
ного стохастичного багаторукого бандита зi скiнченним горизонтом. До-
датково, в роздiлi 2 ми використовуємо зв’язок з моделлю змагального
багаторукого бандита для пошуку нижньої границi. В роздiлi 4 наводи-
ться опис марковської моделi. Розглянемо цi середовища бiльш детально
у наступному пiдроздiлi.

1.2. Класифiкацiя та аналiз iснуючих середовищ

Задача багаторуких бандитiв — це послiдовна взаємодiя мiж суб’єктом,
що приймає рiшення, так званим агентом, та зовнiшнiм середовищем. Ця
взаємодiя вiдбувається протягом T крокiв, де T — натуральне число, що
називається горизонтом. На кожному кроцi t = 1, 2, . . . , T агент обирає дiю
It iз заданої множини {1, 2, . . . , N}, у вiдповiдь середовище видає вина-
городу ξt ∈ R⩾0, де R⩾0 := {x ∈ R : x ⩾ 0 }. Вибiр дiї It залежить вiд
iсторiї попереднiх виборiв i їх результатiв. Метою агента є послiдовний ви-
бiр таких дiй iз заданої множини, якi призводять до найбiльшої можливої
сукупної винагороди за T крокiв.

Ключовим моментом у данiй проблемi є те, що середовище не вiдоме
для агента, тобто невiдомий розподiл винагород кожної дiї моделi. Все, що
агенту вiдомо, це те, що справжнє середовище належить до певного класу
середовищ.

Однiєю зметрик вимiрювання ефективностi стратегiї агента єйого втра-
ти L(T ) за T крокiв, що є рiзницею мiж очiкуваною винагородою при
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виборi оптимальної дiї на кожному кроцi та винагородою при виборi дiй
вiдповiдно до прийнятої стратегiї. Вперше ця метрика була запропонована
у роботi T. Lai & H. Robbins [54]. Сукупнi втрати є функцiєю вiд часу та мо-
жуть бути визначенi як втрати знецiнювання на нескiнченному горизонтi,
або як сума втрат на скiнченному горизонтi. Чим швидше цiльова страте-
гiя у процесi використання наближається до оптимальної, тим повiльнiше
зростають сукупнi втрати. Оптимальна стратегiя зводить до мiнiмуму су-
купнi втрати за будь-який часовий горизонт T .

За рiзними властивостями задачу багаторукого бандита можна подi-
лити на багато категорiй. За кiлькiстю крокiв розглядають моделi зi скiн-
ченним i нескiнченним горизонтом. За кiлькiстю дiй проблему можна
подiлити на моделi з двома дiями,N дiями та нескiнченною кiлькiстю дiй.
З точки зору стацiонарностi середовища видiляють моделi стацiонарнi,
де розподiл iмовiрностей винагород фiксований i незалежний, та неста-
цiонарнi — розподiл iмовiрностей дiй може змiнюватись з часом. Також
виокремлюють моделi, де процес винагороди кожної дiї має залежнiсть
вiд додаткової iнформацiї.

За характером процесу винагороди та враховуючи аналiз ефективно-
стi стратегiй виокремлюють три фундаментальнi постановки проблеми:
стохастичну, змагальну i марковську.

Стохастична модель. У цiй моделi винагорода кожної дiї є неза-
лежною та однаково розподiленою. Оптимальна стратегiя для будь-якої
стохастичної моделi — це стратегiя вибору дiї з найвищою очiкуваною
винагородою за весь горизонт.

Очiкуванi сукупнi втрати E [L] при використаннi стратегiї κ, яка визна-
чає послiдовнiсть вибору дiй Iκ1 , . . . , I

κ
T на горизонтi T , мають вигляд

E [Lκ(T )] = E

[
max

i=1,...,N

T∑
t=1

ξi,t −
T∑
t=1

ξIκt ,t

]
,
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де ξi,t — це винагорода отримана вiд середовища на кроцi t при виборi дiї i.
Одною з перших запропонованих стратегiй для розв’язання задачi ба-

гаторукого бандита у стохастичному середовищi була баєсова стратегiя
([65]). У баєсових стратегiях прийняття рiшення засновано на поточному
апостерiорному розподiлi параметрiв дiй. В роботах [49, 3] автори показа-
ли, що баєсова стратегiя є асимптотично оптимальною для середовища зi
спостереженнями, якi мають розподiл Бернуллi. Оптимальнiсть баєсової
стратегiї в середовищах зi спостереженнями, якi мають розподiл з одним
параметром, залежить вiд вибору апрiорного розподiлу ([51]).

В роботi [4] було показано, що у випадку середовища зi спостереження-
ми, якi мають нормальний розподiл, баєсова стратегiя не є оптимальною
за мiнiмаксом (дивись наступний пункт зi змагальною моделлю).

У 2002 роцi в роботах [8, 59] автори представили стратегiю на базi надiй-
ного iнтервалу з використанням принципу «оптимiзму в умовах невизна-
ченостi». Автори показали, що ця стратегiя є асимптотично оптимальною
для випадку, коли носiй функцiй розподiлiв, пов’язаних з дiями, є обме-
женим. Ця стратегiя на кожному кроцi t для всiх дiй i обчислює значення
iндексу Ui(t) на основi верхньої границi надiйного iнтервалу за нерiвнiстю
Чебишева, яке з великою ймовiрнiстю є завищеною оцiнкою невiдомого
математичного сподiвання розподiлу, пов’язаного з дiєю i. На кожному
кроцi вибирається дiя з найбiльшим значенням Ui(t).

В роботах [41, 53] була запропонована модифiкацiя, яка використо-
вує нерiвнiсть Чернова [19] для побудови iндексу (оцiнки). Цей варiант
стратегiї є також асимптотично оптимальним, але потребує додаткового
розв’язування задачi оптимiзацiї пiд час роботи алгоритму.

Бiльшiсть результатiв, опублiкованих до цього часу, здебiльшого зосе-
редженi на аналiзi середовища зi спостереженнями, якi мають розподiл
Бернуллi чи нормальний.
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Змагальнамодель. У такiймоделi процес винагородне є випадковим.
Послiдовнiсть винагородможна розглядати як вибранi умовним супротив-
ником. За характером взаємодiї супротивника видiляють два випадки: су-
противник вибирає послiдовнiсть винагород на початку горизонту, тобто
вiн не займається вивченням стратегiї агента; супротивник обирає вина-
городи на кожному кроцi, що часто формулюють в термiнах теорiї iгор, а
також використовують критерiй мiнiмаксу.

Як метрика вимiрювання ефективностi у змагальнiй моделi найчастi-
ше використовуються втрати за найгiршим для обраної стратегiї сцена-
рiєм. Нехай P — це множина усiх можливих послiдовностей з множини
{1, . . . , N} × {1, . . . , T} на [0, 1] для усiх T ∈ N, тодi очiкуванi втрати за
найгiршим для обраної стратегiї κ сценарiєм на послiдовностi P ∈ P :

sup
P∈P

E
[
Lκ,P (T )

]
.

За таких умов найкраща стратегiя та, яка досягає найменших втрат за
найгiршим сценарiєм.

Найменшi очiкуванi втрати у найгiршому випадку, якi може отримати
будь-яка стратегiя κ з усiх можливихK, виражається через мiнiмакс втрати:

inf
κ∈K

sup
P∈P

E
[
L(T )κ,P

]
.

Основною стратегiєю для змагального багаторукого бандита є алго-
ритм на основi роботи P. Auer та iнших [59]. Цей алгоритм призначає
зваженi ймовiрностi кожнiй дiї на кожному кроцi. Цi зваженi ймовiрностi
оновлюються вiдповiдно до результатiв попереднiх виборiв дiй та втрат.
Для оцiнювання дiй використовується критерiй ваги у виглядi експоненцi-
альної функцiї. Експонентне зростання допомагає значно збiльшити вагу
кращих дiй. Ця та подiбнi стратегiї ([40, 71]) не є оптимальними у випадку
стохастичного середовища.
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Марковська модель. У марковських моделях кожна дiя асоцiйована
з ланцюгом Маркова, а перехiд до нового стану вiдбувається, коли цю дiю
вибирають. Ця модель була розглянута у роботi J. Gittins [45], де вiн довiв,
що найоптимальнiша стратегiя — це стратегiя вибору найвищого iндексу
динамiчного розподiлу.

В iншому варiантi моделi марковських бандитiв перехiд дiї у новий стан
вiдбувається на кожному кроцi незалежно вiд того, вибрана ця дiя чи нi
(англ. restless markov bandit). Ця модель вперше була представлена у роботi
P. Whittle [80]. У даному випадку проблема не має загального розв’язку.

У стандартнiй марковськiй моделi дiя i = 1, 2, . . . , N описується незвi-
дним неперiодичним ланцюгом Маркова з дискретним часом, який при-
ймає значення у скiнченнiй множинi станiв Si, ris — винагорода у станi
s ∈ Si, Pi = {pi(s, s′), s, s′ ∈ Si} — матриця ймовiрностей переходу дiї i.
Метою моделi є пошук послiдовностi дiй, яка призводить до найбiльшої
можливої сукупної винагороди.

Знаходження оптимальної стратегiї у марковськiй моделi може вимага-
ти забагато обчислення у зв’язку з потенцiйно великим простором станiв.
Розв’язки для випадку дворукого бандита були наведенi у роботах [39, 12].

На вiдмiну вiд згаданих вище робiт далi ми будемо дослiджувати ста-
цiонарне стохастичне середовище зi спостереженнями, якi мають бета-
розподiл. У асимптотичному аналiзi ефективностi стратегiй ми використо-
вуємо оцiнки хвостiв субгауссових випадкових величин та їх властивостi
(дивись роботи В. Булдигiна та Ю. Козаченка [16], Ю. Козаченка, О. Пого-
рiляка, I. Розори та А. Тегзи [1]).

Описання загальних методiв пошуку асимптотичних оцiнок, якi ви-
користовуються в данiй дисертацiї, мiстяться у виданнях [14, 68], присвя-
чених аналiзу моделi багаторукого бандита. Отриманi ранiше результати
аналiзу стратегiй, якi ми розглядаємо, наведено на початку вiдповiдних
роздiлiв.
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РОЗДIЛ 2
ПОСЛIДОВНИЙ РОЗПОДIЛ РЕСУРСIВ У СТОХАСТИЧНОМУ

СЕРЕДОВИЩI

У даному роздiлi розглядаються стратегiї послiдовного розподiлу ре-
сурсiв у середовищi, яке представлене моделлю стохастичного багатору-
кого бандита. Подається опис середовища зi стацiонарним стохастичним
розподiлом та розглядаються його основнi властивостi. Наводиться асим-
птотичний аналiз ефективностi стратегiй. Опис середовища та стратегiй,
якi розглядаються у даному роздiлi, опублiковано у статтi [27].

Роздiл побудовано наступним чином. В пiдроздiлi 2.1 наведено опис
середовища зi спостереженнями, якi мають Бернуллi- та бета-розподiл з
необхiдним мiнiмумом вiдомостей стосовно послiдовного аналiзу, та фа-
кти,що вiдiграють важливу роль у доведеннi основних результатiв роздiлу.
Описується модель багаторукого бандита та її властивостi у середовищi,
що розглядаються. Надаються класи середовищ. Порiвнюються баєсовий
i класичний пiдходи до аналiзу втрат та описуються вiдповiднi параме-
тричнi моделi. Пiдроздiл 2.2 присвячений асимптотичному аналiзу втрат.
Наводиться функцiя втрат для стацiонарного стохастичного середовища.
Отримано функцiю очiкуваних втрат iз залежнiстю вiд неоптимальностi
дiй. Надається оцiнка ефективностi стратегiї на основi рiвномiрного роз-
подiлу. Показанi приклади неоптимальних стратегiй та пошуку нижньої
границi у найгiршому випадку. В пiдроздiлi 2.3 наведенi iмовiрнiснi нерiв-
ностi для асимптотичного аналiзу втрат та отриманi додатковi властиво-
стi, якi будуть використовуватись для дослiдження ефективностi стратегiй.
Надаються означення субгауссових випадкових величин та їх основнi вла-
стивостi. Отриманi результати порiвнюються з нерiвнiстю Чебишева.
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2.1. Математична модель багаторукого бандита у стохастичному

середовищi

Нехай задано ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,P). Далi вважаємо, що усi
випадковi величини розглядаються на ньому.

Розглядається послiдовний розподiл ресурсiв у середовищi, яке пред-
ставлене моделлю стохастичного багаторукого бандита. Моделюється по-
слiдовнiсть прийняття рiшення в умовах невизначеностi у контекстi взає-
модiї мiж суб’єктом,щоприймає рiшення, так званим агентом, i зовнiшнiм
середовищем. Ця взаємодiя вiдбувається протягом T крокiв, де T — нату-
ральнечисло,щоназивається горизонтом.На кожномукроцi t = 1, 2, . . . , T

агент обирає дiю It iз заданої множини {1, 2, . . . , N}, у вiдповiдь середови-
ще видає винагороду ξt ∈ R⩾0. Вибiр дiї It залежить вiд iсторiї попереднiх
виборiв i їх результатiв:

(I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1).

Метоюагента єпослiдовнийвибiр такихдiй iз заданоїмножини {1, 2, . . . , N},
якi призводять до найбiльшої можливої сукупної винагороди за T крокiв,
тобто

∑T
t=1 ξt.

Модель стохастичного багаторукого бандита задаєтьсяN -вимiрним ве-
ктором v = (Q1, Q2, . . . , QN), де N — це кiлькiсть можливих дiй; кожна дiя
Qi характеризується розподiлом iмовiрностей з математичним сподiван-
ням µi. При виборi дiї It, модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного
з дiєю It та, як результат, реалiзацiя вибiрки стає доступною для агента.

Таким чином, стратегiя агента—це вiдображення з множини виборiв та
їх результатiв в множину дiй. Агент будує стратегiю послiдовної взаємодiї
з середовищем для збiльшення сукупної винагороди. Вiдповiдно, середо-
вище — це вiдображення з послiдовностi виборiв у винагороду. I агент, i
середовище можуть приймати рiшення (тобто обирати дiї чи винагороди
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вiдповiдно) випадковим чином.
Основним ускладненням у проблемi багаторукого бандита є те, що мо-

дель v не вiдома заздалегiдь. Агент може знати тiльки клас середовища V ,
до якого належить модель v ∈ V .

2.1.1. Опис класiв середовищ i стратегiй послiдовного розподiлу

ресурсiв

Уцьому роздiлi ми розглядаємо класи середовищ зi стацiонарними сто-
хастичними розподiлами. Додамо означення даних класiв у наступному
виглядi:

V = {v = (Qi : i ∈ {1, . . . , N}) : Qi ∈ Qi ∀i ∈ {1, . . . , N} },

де ми припускаємо, що для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} iснує множина роз-
подiлiв Qi.

Означення 2.1. Клас середовища зi спостереженнями, якi мають розподiл

Бернуллi, задається наступним чином:

VBern = { (Bern(pi))i=1,...,N : p ∈ [0, 1]N },

де для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини (ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)

мають розподiл Бернуллi з параметром pi (ξt ∼ Bern(pi)), який задається
розподiлом

fξt(k; pi) =


pi якщо k = 1,

1− pi якщо k = 0,

0 iнакше,
для k ∈ {0, 1} з параметром 0 ⩽ pi ⩽ 1.

Означення 2.2. Клас середовища зi спостереженнями, якi мають бета-

розподiл, задається наступним чином:

VBeta = { (Beta(αi, βi))i=1,...,N : α, β ∈ RN ∧ αi > 0 ∧ βi > 0 },
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де для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини (ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)

мають бета-розподiл з параметрами αi, βi (ξt ∼ Beta(αi, βi)) та щiльнiсть
розподiлу ξt має вигляд:

fξt(x;αi, βi) =
1

B(αi, βi)
xαi−1(1− x)βi−1

для x ∈ [0, 1] з параметрами αi > 0, βi > 0 i бета-функцiєю

B(αi, βi) =

1∫
0

xαi−1(1− x)βi−1 dx.

Результатом взаємодiї агента з середовищем є наступна скiнченна су-
купнiсть елементiв:

(I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , IT , ξT ).

Тобто, послiдовнiсть виборiв дiй (It)t=1,...,T визначає стратегiю агента. Вве-
демо фiльтрацiю Ft ⊂ F наступним чином:

Ft = σ (I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It, ξt) , (2.1)

де Fs ⊂ Ft, ∀s < t, s, t ∈ {1, . . . , T}.
Для недетермiнованої стратегiї вiдбiр It здiйснюється з розподiлу ймо-

вiрностей на системi дiй {1, . . . , N}, який єFt−1-вимiрним. Додамо означе-
ння стратегiї агента для нашого випадку з середовищем, яке представлене
моделлю стацiонарного стохастичного багаторукого бандита.

Найменшою борелєвою σ-алгеброю на множенi B будемо позначати
B(B).

Означення 2.3. Позначимо множину дiй черезM = {1, . . . , N}. Нехай для
t ∈ {1, . . . , T}: Ωt = (M × R)t ⊂ R2t, Ft = B(Ωt) та κt — це ймовiрнiсне
ядро ([62]) вiд (Ωt−1,Ft−1) до (M, 2M), що є функцiєю κt : Ωt−1×2M → [0, 1].
Тодi стратегiя κ у стохастичному середовищi класу V є послiдовнiстю
(κ1, κ2, . . . , κT ).
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Означення 2.4. Маємо стратегiю κ у стохастичному середовищi класу V ,
яка взаємодiє з моделлю багаторукого бандита

v = (Qi : i ∈ {1, . . . , N}) ∈ V ,

деQi — це ймовiрнiсна мiра на (R,B(R)). На кожному кроцi t ∈ {1, . . . , T},
маємо послiдовну взаємодiю мiж агентом, який приймає рiшення за допо-

могою стратегiї κ, i зовнiшнiм стохастичним середовищем, представленим
моделлю v з наступними припущеннями:

• умовний розподiл винагороди ξt за умови, що маємо
I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, It, є QIt майже напевно;

• умовний розподiл дiї It за умови, що маємо
I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, є таким розподiлом iмовiрностей майже
напевно:

κt( · | I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1).

2.1.2. Опис параметричної моделi багаторукого бандита

Ми розглядаємо параметричну модель багаторукого бандита, у якiй
розподiл Qi залежить вiд деякого невiдомого параметра θi, який набуває
значення з множини Θ. Нехай

θ = (θ1, . . . , θN) ∈ ΘN ,

тодi параметрична модель стохастичного багаторукого бандита задається
наступним чином:

v = vθ = (vθ1, vθ2, . . . , vθN ) .

В данiй роботi у бiльшостi випадкiв ми використовуємо параметричну
модель, де θ розглядається як невiдомий параметр за класичним пiдходом
статистики. Додатково, у роздiлi 4мирозглядаємопараметричнумодель за
баєсовим пiдходом, тобто розглядаємо параметр θ як випадкову величину
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з деякого апрiорного розподiлу Π. Наведемо рiзницю мiж цими двома
пiдходами з точки зору моделi стохастичного багаторукого бандита та
позначення, яке будемо використовувати далi.

Параметрична модель стохастичного багаторукого бандита у класично-

му пiдходi описується наступним чином:
• θ ∈ ΘN розглядається як невiдомий параметр;
• для всiх i ∈ {1, . . . , N} випадковi величини
(ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)—незалежнi однаковорозподiленi, з роз-
подiлом iмовiрностей vθi i математичним сподiванням µi;

• використовується позначення Pθ (Eθ вiдповiдно).
Параметрична модель стохастичного багаторукого бандита з точки

зору баєсового аналiзу описується наступним чином:
• параметр θ розглядається як випадкова величина з деяким апрiор-
ним розподiлом Π0 на ΘN ;

• для всiх i ∈ {1, . . . , N} за умови θi випадковi величини
(ξt : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i)—незалежнi однаковорозподiленi, з роз-
подiлом iмовiрностей vθi i математичним сподiванням µi;

• використовується позначення PΠ0
(EΠ0

вiдповiдно).
За замовчуванням будемо використовувати класичний аналiз, P
(E вiдповiдно).

2.2. Асимптотичний аналiз ефективностi стратегiй

Головною метою агента в представленiй моделi є максимiзацiя очiку-
ваної сукупної винагороди E

[∑T
t=1 ξt

]
, що еквiвалентно мiнiмiзацiї очiку-

ваних сукупних втрат за T крокiв.

Означення 2.5 ([54]). У загальному випадку очiкуванi сукупнi втрати E [L]

привикористаннi стратегiїκ, яка визначаєпослiдовнiсть виборудiй Iκ1 , . . . , IκT
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на горизонтi T , мають вигляд

E [Lκ(T )] = E

[
max

i=1,...,N

T∑
t=1

ξi,t −
T∑
t=1

ξIκt ,t

]
,

де ξi,t — це винагорода отримана вiд середовища на кроцi t при виборi дiї i.

Використовуючи фiльтрацiю Ft ⊂ F , автори [54] y загальному випад-
ку виразили функцiю втрат через залежнiсть вiд неоптимальностi дiй з
припущенням, що середовище має принаймнi одну неоптимальну дiю.
Значення неоптимальностi дiй корисно у асимптотичному аналiзу пошу-
ку границь та буде введено для нашого випадку далi. Додамо означення
втрат для середовища, яке представлене моделлю стацiонарного стохасти-
чного багаторукого бандита.

Оптимальна стратегiя для будь-якої стацiонарної стохастичної моделi
— це стратегiя вибору дiї з найвищою очiкуваною винагородою за весь
горизонт.

Зауваження 2.1. Ми робимо припущення, що математичне сподiвання
iснує i є скiнченним для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} з мiрою ймовiрностi
Qi та визначене як

µi =

∞∫
−∞

x dQi(x).

Означення 2.6. У стацiонарному стохастичному середовищi очiкуванi су-

купнi втрати Eθ [L] за T крокiв при використаннi стратегiї κ визначаються
як

Eθ [L
κ(T )] = Eθ

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt

]
= T max

i=1,...,N
µi − Eθ

[
T∑
t=1

ξt

]
.

Означення 2.7 ([55]). З точки зору баєсового аналiзу у стацiонарному сто-

хастичному середовищi очiкуванi сукупнi втрати EΠ0
[L] за T крокiв при
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використаннi стратегiї κ визначаються як

EΠ0
[Lκ(T )] = EΠ0

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt

]
=

= EΠ0

[
EΠ0

[
T max

i=1,...,N
µi −

T∑
t=1

ξt | θ

]]
=

= EΠ0
[Eθ [L

κ(T )]] .

Апостерiорним розподiлом параметра θ на кроцi t є умовний розпо-
дiл iмовiрностей θ за умови, що маємо iсторiю попереднiх виборiв та їх
результатiв

I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, It, ξt

i визначається як

Πt (θ) = L (θ | I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It−1, ξt−1, It, ξt) .

Зауваження 2.2. У випадку, коли є потреба явно виразити середовище у
визначеннi втрат, будемо використовувати iндекс: LV .

Неоптимальнiстю дiї i у стацiонарному стохастичному середовищi бу-
демо називати наступний вираз:

max
j=1,...,N

(µj − µi) . (2.2)

Тепер отримаємо очiкуванi сукупнi втрати через залежнiсть вiд неопти-
мальностi дiй, якi будемо використовувати далi. Так як ми розглядаємо
випадок зi стацiонарним стохастичним середовищим i скiнченим гори-
зонтом T та скiнченою кiлькiстю дiй N , нам буде достатньо скористатися
правилом повного математичного сподiвання для суми неоптимальностi
дiй.

Означення 2.8. НехайB — випадкова подiя. Її iндикаторною величиною 1B
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є двозначна випадкова величина, яка позначається як

1B(ω) =

1 якщо ω ∈ B,

0 якщо ω /∈ B.

Лема 2.1. У середовищi, яке представлене моделлю стацiонарного стохасти-

чного багаторукого бандита, зi скiнченим горизонтом T i кiлькiстю дiй N ,

очiкуванi сукупнi втрати E [L] з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй при

використаннi стратегiї κ визначаються як

E [Lκ(T )] =
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
.

Доведення. Оскiльки для будь-якого кроку t ∈ {1, . . . , T} виконується

N∑
i=1

1{It = i } = 1,

маємо наступний вираз очiкуваних сукупних втрат з означення 2.6:

E [Lκ(T )] = T max
i=1,...,N

µi − E

[
T∑
t=1

ξt

]
=

= T max
i=1,...,N

µi − E

[
T∑
t=1

N∑
i=1

ξt1{It = i }

]
=

= E

[
T∑
t=1

N∑
i=1

(
max

i=1,...,N
µi − ξt

)
1{It = i }

]
=

=
N∑
i=1

T∑
t=1

E
[(

max
i=1,...,N

µi − ξt

)
1{It = i }

]
.

Використовуючи правило повного математичного сподiвання та те, що
математичне сподiвання випадкової величини ξt на кроцi t за умови It
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дорiвнює µIt , з останньої рiвностi маємо

E [Lκ(T )] =
N∑
i=1

T∑
t=1

E
[(

max
i=1,...,N

µi − ξt

)
1{It = i }

]
=

=
N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
E
[(

max
i=1,...,N

µi − ξt

)
1{It = i } | It

]]
=

=
N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{It = i } E

[(
max

i=1,...,N
µi − ξt

)
| It
]]

=

=
N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{It = i }

(
max

i=1,...,N
µi − µIt

)]
=

=
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
.

Що i треба було довести.

Таким чином, ми отримали очiкуванi сукупнi втрати з залежнiстю вiд
неоптимальностi дiї i ∈ {1, . . . , N} помноженої на очiкувану кiлькiсть
виборiв цiєї дiї i за весь часовий горизонт T .

За визначенням очiкуваних сукупних втрат E [Lκ] видiлимо їх насту-
пнi властивостi для будь-якої стратегiї κ у стацiонарному стохастичному
середовищi:

• E [Lκ] ⩾ 0, що випливає з означення втрат з залежнiстю вiд неопти-
мальностi дiй (лема 2.1), де

max
j=1,...,N

(µj − µi) ⩾ 0,

E
[
1{It = i }

]
⩾ 0

за визначенням;
• якщовиконуєтьсяE [Lκ] = 0, це свiдчить,що агент знає оптимальну
дiю заздалегiдь, тобто

P
(
µIt = max

i=1,...,N
µi

)
= 1

для всiх t = 1, 2, . . . , T ;
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• з означення 2.6 видно, що

E [Lκ] ⩽ T max
i=1,...,N

µi.

Якщомиприпустимо,що винагорода приймає значення в границях за-
мкненого промiжку ξt ∈ [0, 1], тодi маємо E [Lκ] ⩽ T . Таким чином, наша
головна мета це знаходження стратегiй, для яких втрати як мiнiмум су-
блiнiйнi на горизонтi T для будь-якої моделi багаторукого бандита v ∈ V
заданого класу V , тобто

lim
T→∞

E [Lκ
V(T )]

T
= 0

як приклад формулювання мети для знаходження стратегiї κ з сублiнiй-
ними втратами. Iснуючi асимптотичнi оцiнки розглянемо у наступному
пунктi.

Зауваження 2.3. Для випадку стацiонарної стохастичної моделi, коли ви-
падкова величина ξt ∈ [a, b] приймає значення не на вiдрiзку [0, 1], ми
можемо застосувати нормування:

ξ′t =
ξt − a

b− a
.

2.2.1. Асимптотичнi оцiнки

У данiй дисертацiї ми розглядаємо параметричнi моделi з розподiлами
з експоненцiйного сiмейства ([50]), тобто для розподiлу ймовiрностi дiї i,
який характеризується одним параметром θi, щiльнiсть розподiлу може
бути представлена за допомогою деяких функцiй η(θ), T (x), A(θ), h(x) у
наступному виглядi:

fξ(x; θi) = h(x)exp (η(θi) · T (x) + A(θi)) .

Це дозволяє використовувати розходженняКульбака-Ляйблера [52] (що
також називають вiдносною ентропiєю) як оцiнку того, наскiльки одна
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ймовiрнiсна мiра Q1 вiдрiзняється вiд iншої Q2:

DKL(Q1, Q2) =


∫
log
(
dQ1

dQ2
(ω)
)
dQ1(ω) якщо Q1 ≪ Q2,

∞ iнакше,

де Q1 ≪ Q2 позначає абсолютну неперервнiсть Q1 за Q2.

Зауваження 2.4. Розходження Кульбака-Ляйблера не вiдповiдає вимогам
статистичної метрики, бо є асиметричною мiрою.

Приклад 2.1. Для розподiлу Бернуллi, який входить в експоненцiйне сi-
мейство, розходження Кульбака-Ляйблера має вигляд

DKL
(
Bern(p1),Bern(p2)

)
= p1 log

(
p1
p2

)
+ (1− p1) log

(
1− p1
1− p2

)
,

де p1, p2 — параметри першого та другого розподiлiв Бернуллi вiдповiдно.
Якщо використовувати значення p1 = 1/4 та p2 = 1/2, то легко побачити,
що

DKL
(
Bern(p1),Bern(p2)

)
̸= DKL

(
Bern(p2),Bern(p1)

)
.

Означення 2.9 ([54]). Стратегiя κ є рiвномiрно ефективною, якщо її втрати
задовольняють

∀θ ∈ ΘN , ∀α ∈ (0, 1] : lim
T→∞

E [Lκ(T )]

T α
= 0.

Далi припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати загально-
стi, тобто argmaxi=1,...,N µi = 1. Автори [54] показали, що для рiвномiрно
ефективних стратегiй кiлькiсть виборiв кожної неоптимальної дiї i має як
мiнiмум логарифмiчну складнiсть:

lim inf
T→∞

E
[∑T

t=1 1{It = i }

]
log(T )

⩾
1

DKL(vθi, vθ1)
. (2.3)

Використовуючи очiкуванi сукупнi втрати з залежнiстю вiд неоптималь-
ностi дiї (лема 2.1), отримаємо

lim inf
T→∞

E [Lκ(T )]

log(T )
⩾

N∑
i=2

(µ1 − µi)

DKL(vθi, vθ1)
.
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Таким чином маємо нижню границю для будь-якої стратегiї.

Означення 2.10 ([54, 17]). Стратегiя κ є асимптотично оптимальною, якщо

lim sup
T→∞

E [Lκ(T )]

log(T )
⩽

N∑
i=2

(µ1 − µi)

DKL(vθi, vθ1)
,

де перша дiя є оптимальною без втрати загальностi.

У наступних роздiлах розглядаються асимптотично оптимальнi стра-
тегiї у середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл.

2.2.2. Приклад неоптимальних стратегiй

Для стохастичної моделi стратегiя розв’язку задачi полягає у пошуку
балансу мiж дослiдженням простору варiантiв i використанням оптималь-
ного варiанту з вже вiдомих для отримання найбiльшої можливої сукупної
винагороди за вiдведений горизонт. Якщо стратегiя передбачає тiльки до-
слiдження, вона може бути ефективною лише у простих випадках.

Приклад 1. Стратегiя з рiвномiрним дослiдженням дiй буде ефектив-
ною, коли усi дiї з заданої множини {1, . . . , N} є оптимальними, тобто
µ1 = µ2 = · · · = µN . Iнакше втрати набувають лiнiйну складнiсть:

E [L(T )] =
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
=

=
T

N

N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi) .

Приклад 2. Стратегiя, яка використовує тiльки iснуючi знання, не-
хтуючи дослiдженням можливих змiн у середовищi може зазнати зна-
чних втрат. Наприклад, стратегiя моделi стохастичного дворукого бандита
з двома дiями (N = 2), яка за першi два кроки вибирає першу та другу дiї
вiдповiдно, а на всiх iнших кроках t ∈ {3, 4, . . . , T} використовує найкращу
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дiю за вибiрковим середнiм,

It =

t якщо t ⩽ N,

argmaxi=1,...,N

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

iнакше,

може отримати лiнiйнi втрати. Для прикладу вiзьмемо розподiли Бернуллi
з параметрами p1 = 1/2 та p2 < 1/2 для першої та другої дiй вiдповiдно.
Тодi з iмовiрнiстю p1p2, стратегiя отримає винагороди 0 та 1 за першу та
другу дiї вiдповiдно, i буде змушена обирати неоптимальну другу дiю
на всiх iнших кроках t ∈ {3, . . . , T}. Звiдси втрати набувають наступного
вигляду:

E [L(T )] ⩾ p1p2

(
1

2
− p2

)
(T − 1) .

Нацихприкладах видно,щодлядосягненнябалансумiждослiдженням
i використанням потрiбно використовувати вiдведений горизонт бiльш
ефективно.

2.2.3. Приклад пошуку нижньої границi втрат

В продовження попереднього прикладу аналiзу стратегiй у середо-
вищi зi спостереженнями, якi мають розподiл Бернуллi, з двома дiями,
розглянемо моделi багаторукого бандита з параметрами дiй p1 = 1/2 та
p2 = (1± C)/2 для пошуку нижньої границi у найгiршому випадку при
використаннi будь-якої стратегiї, де C > 0 — деяка стала.

Будемо використовувати метод пошуку нижньої границi з роботи [42],
де у 2017 роцi автори показали логарифмiчну складнiсть алгоритмiв у се-
редовищi зi спостереженнями, якi мають розподiл Бернуллi у загальному
випадку зN ⩾ 2, та застосуванням моделi змагальних багаторуких банди-
тiв. Було запропоновано використання нерiвностi Bretagnolle-Huber. Через
те, що у нашому випадку тiльки двi дiї, аналiз є значно простiшим та
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ґрунтується тiльки на розходженнi Кульбака-Ляйблера в додаток до вико-
ристання нерiвностi Bretagnolle-Huber.

Означення 2.11. Нехай K — множина усiх стратегiй. Очiкуванi сукупнi
втрати у найгiршому випадку у середовищi класу V визначаються за до-
помогою мiнiмаксу наступним чином:

inf
κ∈K

sup
v∈V

E [Lκ
v(T )] .

Лема 2.2 (Нерiвнiсть Bretagnolle-Huber, альтернатива нерiвностi Пiнскера,
[13]). Маємо наступну нерiвнiсть для деяких ймовiрнiсних мiр Q1 i Q2 на

вимiрному просторi (Ω,F) для подiї B ∈ F :

Q1(B) +Q2(B
c) ⩾

1

2
exp (−DKL(Q1, Q2)) ,

де DKL — розходження Кульбака-Ляйблера та Bc = Ω \B.

Теорема 2.1. Розглядаються двi моделi багаторукого бандита v+ i v− з дiями

(1/2, (1 + C)/2) та (1/2, (1 − C)/2) вiдповiдно, де C > 0 — деяка стала. У

стохастичному середовищi маємо наступну нижню границю у найгiршому

випадку для будь-якої стратегiї:

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

log(C2T )

16C
.

Доведення. Моделi наведенi в таблицi 2.1 для ясностi.
Нехай v− =

(
Q−

1 , Q
−
2

)
— перша модель з розподiлами Бернуллi Q−

i для
двох дiй та v+ =

(
Q+

1 , Q
+
2

)
— друга модель. Позначимо через Pv−t

та Pv+t

ймовiрнiснi мiри для першої та другої моделi вiдповiдно до означень 2.3 та
2.4 для усiх t ∈ {1, . . . , T}. Так як максимум бiльше нiж середнє значення,
маємо

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

⩾
1

2

(
E [Lv−(T )] + E [Lv+(T )]

)
=

=
C

4

T∑
t=1

(
Pv−t

(It = 2) + Pv+t
(It = 1)

)
.
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Застосувавши нерiвнiсть Bretagnolle-Huber (лема 2.2) до останнього виразу,
отримаємо наступну оцiнку:

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

C

8

T∑
t=1

exp
(
−DKL

(
Pv−t

,Pv+t

) )
. (2.4)

Використовуючи визначення для розподiлу Бернуллi та декомпозицiю
спiльних розподiлiв у розходженнi Кульбака-Ляйблера до вiдособлених
розподiлiв, отримаємо

DKL

(
Pv−t

,Pv+t

)
=

2∑
i=1

Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is = i }

]
DKL

(
Q−

i , Q
+
i

)
,

де
DKL

(
Q−

1 , Q
+
1

)
= 0,

звiдки маємо

DKL

(
Pv−t

,Pv+t

)
=

= Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

]
DKL

(
Q−

2 , Q
+
2

)
=

= Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

](
1 + C

2
log

(
1 + C

1− C

)
+

1− C

2
log

(
1− C

1 + C

))
.

Таким чином приходимо до наступної нерiвностi:

DKL

(
Pv−t

,Pv+t

)
= C log

(
1 + C

1− C

)
Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

]
=

= C log

(
1 +

2C

1− C

)
Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

]
⩽

⩽
2C2

1− C
Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

]
.

Використовуючи обмеження C ⩽ 1/2, отримаємо з останньої нерiвностi
наступну оцiнку:

DKL

(
Pv−t

,Pv+t

)
⩽ 4C2 Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

]
. (2.5)
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Отже, якщо пiдставити оцiнку (2.5) в (2.4), маємо

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

⩾
C

8

T∑
t=1

exp

(
−4C2 Ev−t

[
t∑

s=1

1{Is =2 }

])
⩾

⩾ T
C

8
exp

(
−4C2 Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

])
. (2.6)

Зазначимо тепер, що

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾ E [Lv−(T )] ⩾

C

2
Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

]
, (2.7)

оскiльки втрати C/2 виникають при використаннi першої моделi, коли
обирається друга дiя.

Отже, знову, враховуючи те, що максимум бiльший за середнє значен-
ня, пiдставимо (2.6) i (2.7) та отримаємо

max
(
E [Lv−(T )] ,E [Lv+(T )]

)
⩾

⩾
1

2

(
CT

8
exp

(
−4C2 Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

])
+

C

2
Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

])
=

=
C

4

(
T

4
exp

(
−4C2 Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

])
+ Ev−T

[
T∑
t=1

1{It =2 }

])
⩾

⩾ min
x=0,...,T

C

4

(
T

4
exp

(
−4C2x

)
+ x

)
⩾

log(C2T )

16C
.

Що i треба було довести.

Зауваження 2.5. Теореми 2.1 достатньо для знаходження оцiнки очiкува-
них сукупних втрат у найгiршому випадку за означенням 2.11 у середо-
вищi з двома дiями зi спостереженнями, якi мають розподiл Бернуллi. У
такому випадку застосовується iдея перевiрки статистичних гiпотез з ви-
користанням принципу компромiсу i методу мiнiмаксу. Намiр — показати
складнiсть на прикладi двох моделей, якi одночасно є схожi та конкурентi.
Опис надається у роботах [14, 68].
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Таблиця 2.1
Параметри моделей з розподiлом Бернуллi для пошуку нижньої границi

у найгiршому випадку

Модель Дiя 1 Дiя 2

v+ 1/2 (1 + C)/2

v− 1/2 (1− C)/2

2.3. Iмовiрнiснi нерiвностi для асимптотичного аналiзу верхньої

границi втрат

У наступних роздiлах розглядаються асимптотично оптимальнi стра-
тегiї у середовищi, яке представлене моделлю стохастичного багаторукого
бандита зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Для пошуку верх-
ньої границi ми будемо використовувати оцiнки хвостiв субгауссових ви-
падкових величин та їх властивостi ([16, 1]). Розглянемо поширенi нерiв-
ностi, щоб отримати властивостi та оцiнки для нашого випадку, якi будемо
використовувати в асимптотичному аналiзi.

Означення2.12 ([16]). Центрована випадкова величина η єσ-субгауссовою,
якщо для всiх λ ∈ R iснує σ > 0, що має мiсце нерiвнiсть

E [exp(λη)] ⩽ exp

(
λ2σ2

2

)
.

Наслiдок 2.1. Нехай η1, η2, . . . , ηn — незалежнi однаково розподiленi

σ-субгауссовi випадковi величини. Тодi має мiсце наступна адитивна власти-

вiсть:

η1 + η2 + · · ·+ ηn є
√
nσ2-субгауссова випадкова величина.

Доведення. Згiдно з означенням 2.12 та незалежнiстю однаково розпо-
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дiлених величин маємо

E [exp (λ (η1 + η2 + · · ·+ ηn))] =
n∏

j=1

E [exp (ληj)] . (2.8)

Оскiльки експоненцiальна функцiя монотонно зростає, отримаємо з остан-
ньої рiвностi наступну оцiнку:

E [exp (λ (η1 + η2 + · · ·+ ηn))] ⩽
n∏

j=1

exp

(
λ2σ2

2

)
= exp

λ2
(√

nσ2
)2

2

 ,

що доводить наслiдок.

Наслiдок 2.2. Нехай η — центрована випадкова величина, яка має бета-

розподiл. Тодi η є 1/2-субгауссовою випадковою величиною.

Доведення. ЛемаХефдинга [48] стверджує,щодля випадкової величини
η з розподiлом, який має носiй функцiї x ∈ [a, b], для всiх λ ∈ R має мiсце
наступна нерiвнiсть:

E [exp(λη)] ⩽ exp

(
λE [η] +

λ2(b− a)2

8

)
.

Використовуючи центровану випадкову величину, яка має бета-розподiл,
згiдно з лемою Хефдинга отримаємо

E [exp(λη)] ⩽ exp

(
λ2(1/2)2

2

)
,

що доводить наслiдок.

Пiдсумуємо властивостi незалежних однаково розподiлених
σ-субгауссових випадкових величин ηj , якi будуть корисними далi у дано-
му та наступних роздiлах на додаток до наданих теорем:

• E [ηj] = 0;
• η1 + · · ·+ ηi + · · ·+ ηn є

√
nσ2-субгауссова випадкова величина;

• Cηj — |C|σ-субгауссова випадкова величина, де C ∈ R — деяка
стала.
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Теорема 2.2 ([16]). Нехай η — σ-субгауссова випадкова величина. Тодi для всiх

ε ⩾ 0 виконується наступна нерiвнiсть:

P(η ⩾ ε) ⩽ exp

(
− ε2

2σ2

)
.

Наслiдок 2.3. Розглянемо незалежнi однаково розподiленi випадковi величини

η1, η2, . . . , ηn, якi мають бета-розподiл з математичним сподiванням µ. Тодi

для всiх ε ⩾ 0 мають мiсце наступнi нерiвностi:

P

(
1

n

n∑
j=1

ηj ⩾ µ+ ε

)
⩽ exp

(
−2nε2

)
та

P

(
1

n

n∑
j=1

ηj ⩽ µ− ε

)
⩽ exp

(
−2nε2

)
.

Доведення. Згiдно з властивостями σ-субгауссових випадкових вели-
чин та того, що ηj − µ є 1/2-субгауссовою випадковою величиною, отри-
маємо наступну оцiнку ймовiрностi з першої нерiвностi за допомогою
теореми 2.2:

P

(
1

n

n∑
j=1

ηj ⩾ µ+ ε

)
= P

(
1

n

n∑
j=1

(ηj − µ) ⩾ ε

)
⩽ exp

− ε2

2

(√
n/4

n

)2

 ,

що доводить наслiдок для першої нерiвностi. Друга нерiвнiсть доводиться
аналогiчно.

Зауваження 2.6. Замiсть оцiнки хвостiв субгауссових випадкових величин
можна використовувати нерiвнiсть Чебишева:

P (|η − E [η] | ⩾ ε) ⩽
Var [η]

ε2
,

яка визначена для всiх ε > 0, де η — деяка випадкова величина з математи-
чним сподiванням E [η] та дисперсiєю Var [η], якi iснують i є скiнченними.
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Приклад 2.2. Для нашого випадку з незалежними однаково розподiле-
ними випадковими величинами η1, η2, . . . , ηn з середнiм значенням µ та
стандартним вiдхиленням σ оцiнка Чебишева для всiх ε > 0 виглядає
наступним чином:

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

ηj − µ
∣∣∣⩾ ε

)
⩽

σ2

nε2
.

Оцiнка 1
n

∑n
j=1 ηj є незмiщеною оцiнкою теоретичного середнього значен-

ня µ з дисперсiєю

Var

[
1

n

n∑
j=1

ηj

]
= E

(1

n

n∑
j=1

ηj − µ

)2
 =

σ2

n
.

Для бета-розподiлу за деякими параметрами α i β маємо наступнi ха-
рактеристики:

µ =
α

α + β
∈ (0, 1),

та
σ2 =

αβ

(α + β)2(α + β + 1)
=

(1− µ)µ

α + β + 1
< (1− µ)µ ∈ (0, 0.25).

Тодi для пошуку верхньої границi у середовищi зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл, за допомогою нерiвностi Чебишева маємо наступну
нерiвнiсть для всiх ε > 0:

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

ηj − µ
∣∣∣⩾ ε

)
⩽

1

4nε2
. (2.9)

Наслiдок 2.4. Нехай η1, η2, . . . , ηn—незалежнi однаково розподiленi випадковi

величини з деяким бета-розподiлом з математичним сподiванням µ. Тодi для

всiх ε > 0 оцiнка хвостiв за допомогою нерiвностi з наслiдку 2.3

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

ηj − µ
∣∣∣⩾ ε

)
⩽ exp

(
−2nε2

)
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є бiльш строгою, нiж за допомогою нерiвностi Чебишева (2.9)

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
j=1

ηj − µ
∣∣∣⩾ ε

)
⩽

1

4nε2
.

Доведення. Щоб показати, що оцiнка за допомогою нерiвностi з на-
слiдку 2.3 є бiльш точною, нiж за допомогою нерiвностi Чебишева (2.9),
достатньо показати, що для всiх x > 0 виконується

exp (−x) ⩽
1

2x
⩽

1

ex
,

де x = 2nε2. Спочатку позбавимося експоненти та отримаємо

x− log(x)− 1 ⩾ 0.

Зазначимо, що для всiх x > 1 виконується

(x− log(x))′ = 1− 1/x > 0,

тобто маємо строго зростаючу функцiю. Для всiх x < 1 маємо

(x− log(x))′ = 1− 1/x < 0,

тобто строго спадну функцiю, та x = 1 є єдиним розв’язком

x− log(x)− 1 = 0.

Таким чином, оцiнка за допомогою нерiвностi з наслiдку 2.3 є бiльш стро-
гою, нiж за допомогою нерiвностi Чебишева (2.9).

Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi був розглянутий послiдовний розподiл ресурсiв у сто-
хастичному середовищi, яке представлене моделлю стохастичного багато-
рукого бандита. Надано математичну модель середовища вiдповiдно до
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розподiлу винагород та їх характеристик. Наданi означення класiв середо-
вищ зi спостереженнями, якi мають Бернуллi та бета-розподiл вiдповiдно.
Цi означення будуть використовуватися далi в аналiзi стратегiй. Основни-
ми результатами даного роздiлу є:

• Отримано функцiю очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд
неоптимальностi дiй.

• Наведенi оцiнки ефективностi стратегiї на основi рiвномiрного роз-
подiлу у стохастичному середовищi.

• Наведенi приклади неоптимальних стратегiй.
• Отримана нижня границя у найгiршому випадку для середовища
з двома дiями.

• Наведенi ймовiрнiснi нерiвностi для асимптотичного аналiзу втрат
та отриманi їх додатковi властивостi.

• Отриманi оцiнки хвостiв за допомогою субгауссових випадкових
величиндля середовищазi спостереженнями, якiмають бета-розподiл.
Доведено, що цi оцiнки є бiльш строгими в порiвняннi з нерiвнiстю
Чебишева.
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РОЗДIЛ 3
АНАЛIЗ СТРАТЕГIЇ НА БАЗI НАДIЙНОГО IНТЕРВАЛУ

Даний роздiл присвячений асимптотичному аналiзу стратегiї на базi
надiйного iнтервалу у середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-
розподiл. Наведено асимптотичний аналiз верхньої границi. Покращено
оцiнку ефективностi стратегiї для даного випадку. Проведено чисельнi
експерименти та наведенi отриманi данi. Результати даного роздiлу опу-
блiкованi у статтi [34].

3.1. Попереднi вiдомостi та опис стратегiї

Як згадувалось ранiше, розглядається послiдовний розподiл ресурсiв у
середовищi, яке представлене моделлю стохастичного багаторукого бан-
дита. Моделюється послiдовнiсть прийняття рiшення в умовах невизна-
ченостi у взаємодiї мiж агентом та зовнiшнiм середовищем за допомогою
обраної стратегiї. Ця взаємодiя вiдбуваєтьсяпротягомT крокiв.На кожному
кроцi t = 1, 2, . . . , T агент обирає дiю It iз заданої множини {1, 2, . . . , N}, у
вiдповiдь середовище видає винагороду ξt ∈ R⩾0.

Стратегiяна базi надiйного iнтервалу з використаннямпринципу«опти-
мiзму в умовах невизначеностi» була представлена у 2002 роцi у роботi [8],
де автори показали, що вона є асимптотично оптимальною за означенням
2.10. Використовуючи розходження Кульбака-Ляйблера автори отримали
наступний результат.

Теорема 3.1 ([8]). Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим го-

ризонтом T i кiлькiстю дiй N . Нехай носiй функцiй розподiлiв, пов’язаних з

дiями, є обмеженим. Припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати
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загальностi, тодi при використаннi стратегiї на базi надiйного iнтервалу

має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ 8

(
N∑
i=2

log (T )

µ1 − µi

)
+

(
1 +

π2

3

) N∑
i=2

(µ1 − µi) .

Ця стратегiя на кожному кроцi t ∈ {1, . . . , T} для всiх дiй i ∈ {1, . . . , N}
обчислює значення iндексу Ui(t) на базi верхньої границi надiйного iнтер-
валу, яке з великою ймовiрнiстю є завищеною оцiнкою невiдомого матема-
тичного сподiвання розподiлу, пов’язаного з дiєю i. На початку алгоритму
стратегiя вибирає кожну дiю один раз, а потiм на кожному наступному
кроцi t — дiю з найбiльшим значенням Ui(t):

It =

t якщо t ⩽ N,

argmaxi=1,...,N Ui(t) iнакше.

Для отримання значення Ui(t) нерiвнiсть оцiнки хвостiв представлена
у виглядi надiйного iнтервалу та використана його верхня границя як
сума вибiркового середнього та межи похибки. На прикладi нерiвностi
Хефдинга [48] значення iндексу виглядає наступним чином:

Ui(t) =

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }︸ ︷︷ ︸

використання

+

√
λ

log(t− 1)∑t−1
s=1 1{Is = i }︸ ︷︷ ︸

дослiдження

, (3.1)

де λ — деяка стала, яка вiдповiдає за темп дослiдження. Це рiвняння добре
показує компромiс у виборi мiж дослiдженням простору варiантiв i вико-
ристанням найоптимальнiшого варiанту з ранiше вiдомих для прийняття
рiшень у реальному часi в умовах невизначеностi. Перша частина рiвнян-
ня (3.1) (вибiркове середнє) вiдповiдає за вибiр кращої дiї на даний час, а
межа похибки — за дослiдження. Вибiр дiї i вiдбувається, якщо її вибiркове
середнє достатньо велике, що може свiдчити про можливу оптимальнiсть
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дiї, та/або, якщомежа похибки завелика — це може означати, що дiя i недо-
статньо дослiджена на горизонтi T . Параметр λ допомагає контролювати
цей баланс. Можна зазначити, що в (3.1) при

t → ∞,

t−1∑
s=1

1{Is = i } ≪ log(t− 1),

маємо √
λ

log(t− 1)∑t−1
s=1 1{Is = i }

→ ∞,

що вказує на те, що неоптимальнiсть дiї i має як мiнiмум логарифмiчну
складнiсть (нерiвнiсть (2.3)).

3.2. Алгоритм стратегiї для середовища зi спостереженнями, якi

мають бета-розподiл

Розглянемо хвостову оцiнку з наслiдку 2.3 для незалежних однаково
розподiлених випадкових величин η1, η2, . . . , ηn, якi мають бета-розподiл з
математичним сподiванням µ, у виглядi надiйного iнтервалу, де для всiх
δ ∈ [0, 1] з ймовiрнiстю щонайменше 1− δ маємо

µ ∈

[
1

n

n∑
j=1

ηj −
√

log(1/δ)

2n
,
1

n

n∑
j=1

ηj +

√
log(1/δ)

2n

]
,

Звiдси оцiнка ймовiрностi для верхньої границi хвоста є

P

(
µ ⩾

1

n

n∑
j=1

ηj +

√
log(1/δ)

2n

)
⩽ δ (3.2)

для всiх δ ∈ (0, 1). Отже, треба обрати δ та показати, що, коли n є ви-
падковою величиною у нерiвностi (3.2), δ все ще залишається оцiнкою
ймовiрностi, оскiльки маємо випадкову величину

∑t−1
s=1 1{Is = i } в (3.1).
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Лема 3.1. Розглянемо незалежнi однаково розподiленi випадковi величини

η1, η2, . . . на випадковому просторi (Ω,F ,P), якi мають бета-розподiл з ма-

тематичним сподiванням µ. Нехай n : Ω → {1, 2, . . . } — деяка випадкова

величина. Тодi для всiх δ ∈ (0, 1) маємо

P

(
µ ⩾

1

n

n∑
j=1

ηj +

√
log(1/δ)

2n

)
⩽ δ.

Доведення. Використовуючи правило повного математичного сподiва-
ння та нерiвнiсть (3.2), де n є сталою, отримаємо

P

(
µ ⩾

1

n

n∑
j=1

ηj +

√
log(1/δ)

2n

)
=

=
∞∑
i=1

E

[
1{n= i }1{∑i

j=1(µ−ηj)⩾
√

i log(1/δ)
2

}
]
=

=
∞∑
i=1

E

[
E

[
1{n= i }1{∑i

j=1(µ−ηj)⩾
√

i log(1/δ)
2

}
] ∣∣∣ n] =

=
∞∑
i=1

E

[
1{n= i } E

[
1{∑i

j=1(µ−ηj)⩾
√

i log(1/δ)
2

}
] ∣∣∣ n] ⩽

⩽
∞∑
i=1

E
[
1{n= i }δ

]
= δ,

що i треба було довести.

На скiнченному горизонтi T для середовища зi спостереженнями (ξt),
якi мають бета-розподiл, з оцiнки (3.2) та леми 3.1 маємо наступний iндекс
для дiї i, використовуючи стратегiю на базi надiйного iнтервалу:

Ui(t) =

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

, (3.3)

де вiрогiдний рiвень обрано δ = 1/T 2.
Отже, пропонується наступний алгоритм.

Алгоритм 3.1. Алгоритм стратегiї на базi надiйного iнтервалу для сере-

довища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Розглядається стоха-
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стичне середовище зi скiнченим горизонтом T i кiлькiстю дiйN . Кожна дiя
i ∈ {1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням
µi. Вибираючи дiю It, модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з
дiєю It та, як результат, реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ N , то покласти It = t та перейти до кроку 5.
Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} покласти

Ui(t) =

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

.

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N Ui(t).
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

3.3. Асимптотичний аналiз верхньої границi втрат

Використовуючи загальнiметоди асимптотичного аналiзуподiбних ал-
горитмiв на базi надiйного iнтервалу, описаних в роботах [14, 56], отрима-
ємо наступну верхню границю для нашого випадку за допомогою оцiнки
хвостiв субгауссових випадкових величин.

Теорема 3.2. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має бета-розподiл з невi-

домим математичним сподiванням µi. Припустимо, що перша дiя є опти-

мальною без втрати загальностi. Тодi при використаннi стратегiї на базi

надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ 2
N∑
i=2

(µ1 − µi) +
1

2

N∑
i=2

log(T )

µ1 − µi
.
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Доведення. Згiдно з алгоритмом 3.1 для оцiнки математичного сподi-
вання з послiдовностi винагород (ξt)

T
t=1 виразимо верхню границю дiї i на

кроцi t наступним чином:

Ui(t) =


∞ якщо

∑t−1
s=1 1{Is = i } = 0,∑t−1

s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1

s=1 1{Is = i }
iнакше.

Для того, щоб отримати верхню границю очiкуваних сукупних втрат, буде-
мо використовувати визначення втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi
дiй з леми 2.1

E [L(T )] =
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
. (3.4)

Наша мета полягає в знаходженнi оцiнки очiкуваної кiлькостi виборiв не-
оптимальної дiї i > 1 за весь горизонт T .

Так як, мета стратегiї — максимiзацiя очiкуваної сукупної винагороди∑T
t=1 ξt, що веде до необхiдностi визначення оптимальної дiї якомога ра-

нiше, отже, до мiнiмiзацiї обсягу вибiрки
∑T

t=1 1{It = i } для неоптимальної
дiї i > 1.

Нехай Bi — подiя, за якої виконуються наступнi двi умови:
1. Значення оцiнки верхньої границi Ui(T ) дiї i > 1 з обсягом вибiрки

ci є меншим нiж математичне сподiвання µ1 оптимальної дiї.
2. Оцiнка верхньої границi U1(t) оптимальної дiї на кожному кроцi не

є недооцiненою вiдносно її математичного сподiвання µ1.
Отже, маємо

Bi =

{
Ui(T ) < µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

}
∩

{
µ1 < min

t=1,...,T
U1(t)

}
.

Ми зацiкавленнi мати високоймовiрну подiю Bi з найменшим можливим
розмiром вибiрки ci. Використовуючи правило повного математичного
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сподiвання для очiкуваного обсягу вибiрки

E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
=

= E

[
T∑
t=1

1{It = i }

∣∣∣Bi

]
P (Bi) + E

[
T∑
t=1

1{It = i }

∣∣∣Bc
i

]
P (Bc

i ) ⩽

⩽ (ci + T P (Bc
i )) ,

(3.5)

отримаємо наступну оцiнку втрат, пiдставляючи (3.5) в (3.4):

E [L(T )] =
N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
=

⩽
N∑
i=2

(µ1 − µi) (ci + P (Bc
i )T ) ,

(3.6)

де Bc
i = Ω \Bi та за визначенням

Bc
i =

{
Ui(T ) ⩾ µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

}
∪

{
µ1 ⩾ min

t=1,...,T
U1(t)

}
. (3.7)

Знайдемо оцiнку ймовiрностi другої подiї в (3.7) за допомогою оцiнок хво-
стiв субгауссових випадкових величин з леми 2.3:

P
(
µ1 ⩾ min

t=1,...,T
U1(t)

)
⩽

⩽
T∑
t=1

P (µ1 ⩾ U1(t)) =

=
T∑
t=1

P

(
µ1 ⩾

∑t−1
s=1 1{Is =1 }ξs∑t−1
s=1 1{Is =1 }

+

√
log(T )∑t−1

s=1 1{Is =1 }

)
⩽

⩽
T∑
t=1

exp

−2

(√
log(T )∑t−1

s=1 1{Is =1 }

)2 t−1∑
s=1

1{Is =1 }

 =

=
T∑
t=1

exp
(
− log(T 2)

)
=

1

T
.
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Пiдставивши цю оцiнку в (3.6), отримаємо

E [L(T )] ⩽
N∑
i=2

(µ1 − µi) (ci + P (Bc
i )T ) ⩽

⩽
N∑
i=2

(µ1 − µi)

(
ci + 1 + P

(
Ui(T ) ⩾ µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)
T

)
.

(3.8)
Отже, щоб позбутися останньої випадковостi

P

(
Ui(T ) ⩾ µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)

для оцiнки очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi
дiй, скористаємося означенням неоптимальностi дiї з (2.2) та лемою 2.3:

P

(
Ui(T ) ⩾ µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)
=

= P

(
Ui(T ) ⩾ µi + (µ1 − µi)

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)
=

= P

(∑T
t=1 1{It = i }ξt∑T
t=1 1{It = i }

+

√
log(T )∑T
t=1 1{It = i }

⩾ µi + (µ1 − µi)
∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)

= P

(∑T
t=1 1{It = i }ξt∑T
t=1 1{It = i }

⩾ µi +

(
µ1 − µi −

√
log(T )∑T
t=1 1{It = i }

)∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)

⩽ exp

−2ci

µ1 − µi −

√
log(T )

ci

2
 .

(3.9)
Щоб обрати ci, мiнiмiзуємо оцiнку сукупних втрат через розв’язок насту-
пного рiвняння:

exp

−2ci

µ1 − µi −

√
log(T )

ci

2
 =

1

T
,
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де ми отримуємо

ci =

(
3± 2

√
2
)
log(T )

2 (µ1 − µi)
2 .

Вiзьмемо найменший за значенням розв’язок та зробимо наближення до
цiлого:

ci =
log(T )

2 (µ1 − µi)
2 (3.10)

Тепер залишається пiдставити оцiнку ймовiрностi (3.9) зi значенням
1/T та (3.10) в (3.8):

E [L(T )] ⩽
N∑
i=2

(µ1 − µi)

(
ci + 1 + P

(
Ui(T ) ⩾ µ1

∣∣∣ T∑
t=1

1{It = i } = ci

)
T

)
=

=
N∑
i=2

(µ1 − µi)

(
log(T )

2 (µ1 − µi)
2 + 1 + 1

)
=

= 2
N∑
i=2

(µ1 − µi) +
1

2

N∑
i=2

log(T )

µ1 − µi
.

Що i треба було довести.

Таким чином, ми отримали верхню границю очiкуваних сукупних
втрат для стратегiї на базi надiйного iнтервалу для середовища зi спо-
стереженнями, якi мають бета-розподiл. Ця оцiнка є асимптотично опти-
мальною за означенням 2.10.

3.4. Чисельнi експерименти

Уцьомупiдроздiлi представленi результати емпiричних тестiв для стра-
тегiї на базi надiйного iнтервалу у стохастичному середовищi зi спостере-
женнями, якi мають бета-розподiл. Для цього було розроблено програмне
забезпечення [28, 29] з iмплементацiєю алгоритму 3.1 для середовища кла-
су VBeta з означення 2.2. Бiльш детальний опис математичного моделюва-
ння надається у роздiлi 6.
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Мета експериментiв — показати властивостi та асимптотичну поведiн-
ку наведеної стратегiї у середовищах з рiзними параметрами. Результати
всiх експериментiв агрегованi з 10000 незалежних тестiв i зображенi на
рисунках 3.1 та 3.2. На цих графiках можна побачити зворотну залежнiсть
мiж часомпотрiбнимна пошук оптимальної дiї та рiзницеюматематичних
сподiвань мiж дiями й пряму залежнiсть мiж часом пошуку оптимальностi
та кiлькiстю дiй в середовищi. Також на рисунках наведено верхнi границi
згiдно з теоремою 3.2, якi пiдтверджують отриманi теоретичнi результати.
Теоретична верхня границя досить близько апроксимує емпiричнi резуль-
тати. Використанi параметри середовищ наведенi в таблицi 3.1.

Таблиця 3.1
Параметри дiй середовищ з бета-розподiлом для експериментiв зi

стратегiєю на базi надiйного iнтервалу

Модель v ∈ VBeta µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6

vA 0.33 0.15
vB 0.29 0.71
vC 0.33 0.71
vD 0.29 0.15 0.56 0.71
vE 0.29 0.15 0.56 0.31 0.39 0.71
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(а) Сукупнi втрати на кожному кроцi

(б) Розподiли дiй

Рис. 3.1: Результати експериментiв у середовищi зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл, для стратегiї на базi надiйного iнтервалу. Демон-
струють рiзницю в асимптотичнiй поведiнцi в залежностi вiд параметрiв
розподiлiв дiй. Середовища A та B мають по двi дiї. Рiзниця математичних
сподiвань першого середовища дорiвнює 0.18, другого — 0.43.
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(а) Сукупнi втрати на кожному кроцi

(б) Сукупнi втрати на горизонтi T

Рис. 3.2: Результати експериментiв у стохастичному середовищi зi спосте-
реженнями, якi мають бета-розподiл, для стратегiї на базi надiйного iнтер-
валу. Демонструють рiзницю в асимптотичнiй поведiнцi в залежностi вiд
кiлькостi дiй: (C) двi, (D) чотири та (E) шiсть. Усi варiанти середовищ (С, D
та E) мають однакове математичне сподiвання оптимальної дiї.
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Висновки до роздiлу 3

В цьому роздiлi була дослiджена стратегiя на базi надiйного iнтервалу
для випадку середовища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл.
Зокрема, були отриманi наступнi результати:

• Адаптовано алгоритм для середовища зi спостереженнями, якi ма-
ють бета-розподiл.

• Отримана асимптотична оцiнка очiкуваних сукупних втрат.
• Проведено чисельнi експерименти, якi пiдтверджують теоретичнi
результати.

Серед напрямкiв подальшого дослiдження видiлимо наступнi:
• Дослiдити вплив вибору значення вiрогiдного рiвня, який було по-
кладено δ = 1/T 2 в алгоритмi 3.1. Даний вибiр був продиктований
загальними рекомендацiями для подiбних алгоритмiв, отже, зали-
шається питання оптимальностi для нашого випадку.

• Розглянути альтернативний алгоритм розроблений в роботах [41,
53], де замiсть нерiвностi Чебишева використовується нерiвнiсть
Чернова [19] та iндекс виглядає наступним чином:

Ui(t) = sup
q∈[0,1]

{
q : DKL

(∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

, q

)
⩽

log(t)∑t−1
s=1 1{Is = i }

}
.

(3.11)
Цей варiант стратегiї є також асимптотично оптимальним за озна-
ченням 2.10. Для реалiзацiї даного алгоритму потрiбно розв’язувати
задачуоптимiзацiї в (3.11). ОскiлькирозходженняКульбака-Ляйблера
є опуклою функцiєю, ми можемо скористатися методом бiсекцiї чи
Ньютона.
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РОЗДIЛ 4
АНАЛIЗ БАЄСОВОЇ СТРАТЕГIЇ

У даному роздiлi розглядається баєсова стратегiя у середовищi зi спо-
стереженнями, якi мають бета-розподiл. Розроблено алгоритм для нашого
випадку на базi iснуючого алгоритму для середовища зi спостереження-
ми, якi мають розподiл Бернуллi. Отримано оцiнку ефективностi стратегiї з
точки зору баєсового аналiзу. Описано пiдхiд з марковськими процесами
прийняття рiшень. Показанi результати чисельних експериментiв. Опис
баєсової стратегiї та марковських процесiв прийняття рiшень, якi розгля-
даються у даному роздiлi, опублiковано у статтях [27, 36].

4.1. Попереднi вiдомостi та опис стратегiї

Розглянемо невiдомий параметр θ як випадкову величину з вiдбору
вибiрки з деякого апрiорного розподiлуΠ. На кожному кроцi t = 1, 2, . . . , T

стратегiя обирає дiю It iз заданоїмножинивiдповiднодопов’язаних зними
розподiлiв

vθ = (vθ1, vθ2, . . . , vθN ) .

У вiдповiдь середовище видає винагороду ξt ∈ R⩾0. Позначимо апостерi-
орний розподiл параметра θ на кроцi t як

Πt (θ) = L (θ | I1, ξ1, . . . , It, ξt) ,

де апостерiорний розподiл параметра θi пiсляm спостережень дiї i є

πi
t = L (θi|ξi,1, . . . , ξi,m) ,

де ξi,s — це s-спостереження при виборi дiї i. У баєсових стратегiях вибiр
дiї заснований на поточному апостерiорному розподiлi параметра θ. В ро-
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ботi [65] була запропонована асимптотично оптимальна баєсова стратегiя
з наступним алгоритмом.

Алгоритм 4.1. Алгоритм баєсової стратегiї. Розглядається стохастичне се-
редовище зi скiнченим горизонтом T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈
{1, . . . , N} має розподiл з iснуючим та скiнченним математичним спо-
дiванням µi. Вибираючи дiю It, модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу,
пов’язаного з дiєю It та, як результат, реалiзацiя вибiрки стає доступною
для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ N , то покласти It = t та перейти до кроку 5.
Крок 3. Зробити оцiнку параметра θ̂ = L (· | I1, ξ1, . . . , It−1, ξt−1).
Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂i.
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Таким чином, на кожному кроцi маємо баєсове прийняття рiшення та
вiдбiр з кожного апрiорного розподiлу з обранням дiї з найбiльшим зна-
ченням для поточної оцiнки невiдомого параметра.

Використовуючи класичний аналiз була отримана наступна оцiнка
одночасно у двох роботах [49, 3].

Теорема 4.1 ([49, 3]). Розглядається стохастичне середовище зi спостереже-

ннями, якi мають розподiл Бернуллi, зi скiнченим горизонтом T та кiлькiстю

дiй N . Припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати загальностi.

Вiзьмемо рiвномiрний розподiл для апрiорного розподiлу Π0. Тодi при викори-

станнi баєсової стратегiї за алгоритмом 4.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

Eθ [L(T )] ⩽

(
N∑
i=2

1

(µ1 − µi)2

)2

log(T ).
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Для загального випадку була отримана наступна нерiвнiсть ([15]):

Eθ [L(T )] ⩽ 14
√
NT. (4.1)

У наступному пiдроздiлi ми використаємо отриманi результати для
розробки алгоритму для середовища зi спостереженнями, якi мають бета-
розподiл.

З точки зору баєсового аналiзу, були отриманi наступнi важливi для
нашого випадку результати.

Теорема 4.2 ([14]). Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим го-

ризонтом T i кiлькiстю дiй N . Нехай розподiли дiй мають носiй функцiй

x ∈ [0, 1]. Тодi при використаннi баєсової стратегiї за алгоритмом 4.1 iснує

апрiорний розподiл Π0 для якого має мiсце наступна нерiвнiсть:

EΠ0
[L(T )] ⩾

1

20

√
NT.

4.2. Алгоритм стратегiї для середовища зi спостереженнями, якi

мають розподiл Бернуллi

Уцьомупiдроздiлi мипобудуємо алгоритм для середовища зi спостере-
женнями, якi мають бета-розподiл, на базi алгоритму 4.1 з використанням
розподiлу Бернуллi. Покажемо, що результати з теореми 4.1 релевантнi
для нашого випадку.

Розглянемо наступну iєрархiчну модель для середовища зi спостере-
женнями (ξt), якi мають бета-розподiл:

ηt|ξt ∼ Bern(ξt), t = 1, . . . , T,

ξt ∼ Beta(αIt, βIt).
(4.2)

Отже, маємо внутрiшнє середовище зi спостереженнями (ηt), якi мають
розподiл Бернуллi. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} маємо послiдовнiсть

{ ηt ∈ {0, 1} : t ∈ {1, . . . , T} ∧ It = i }
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випадкових величин Бернуллi з ймовiрнiстю успiху θi. Звичайним спряже-
ним апрiором у такому випадку є щiльнiсть бета-розподiлу. Припустимо,
що в нас m реалiзацiй вибiрки (xm) для дiї i, з яких маємо s успiшних
результатiв (подiя {1}). Тодi функцiя правдоподiбностi для θi є

p(x1, . . . , xm|θi) = θsi (1− θi)
m−s.

Використовуючи щiльнiсть бета-розподiлу

p(θi) =
1

B(α0, β0)
θα0−1
i (1− θi)

β0−1 ,

для всiх θi ∈ [0, 1] i бета-функцiю

B(α0, β0) =

1∫
0

xα0−1(1− x)β0−1 dx,

отримаємо наступну апостерiорну ймовiрнiсть:

p(θi|x1, . . . , xm) =
p(x1, . . . , xm|θi)p(θi)

C
,

де C — це стала для виконання умови нормування та

C = B(α0 + s, β0 +m− s).

Задамо α0 = β0 = 1 i таким чином отримаємо рiвномiрний розподiл
Unif(0, 1) на початку алгоритму:

πi
0 = Beta(1, 1).

Отже, на кроцi t виводиться наступний апостерiорний розподiл:

πi
t = Beta

(
t∑

s=1

1{Is = i }1{ηs =1 } + 1,
t∑

s=1

1{Is = i } −
t∑

s=1

1{Is = i }1{ηs =1 } + 1

)
.

Таким чином, маємо наступний алгоритм.

Алгоритм 4.2. Алгоритм баєсової стратегiї для середовища зi спостере-

женнями, якi мають бета-розподiл. Розглядається стохастичне середовище
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зi скiнченим горизонтом T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N}
має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням µi. Вибираючи
дiю It, модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It та, як
результат, реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} покласти αi = 1, βi = 1.
Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} виконати вiдбiр

θ̂i ∼ Beta(αi, βi).

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂i.
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Виконати вiдбiр ηt ∼ Bern(ξt).
Крок 7. Покласти

αIt = αIt + ηt,

βIt = βIt + (1− ηt).

Крок 8. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-
шити t на 1 та перейти до кроку 3.

Наслiдок 4.1. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та спостереженнями, якi мають бета-розподiл.

Припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати загальностi. Вiзьме-

мо рiвномiрний розподiл для апрiорного розподiлу Π0. Тодi при використаннi

баєсової стратегiї за алгоритмом 4.2 має мiсце наступна нерiвнiсть:

Eθ [L(T )] ⩽

(
N∑
i=2

1

(µ1 − µi)2

)2

log(T ).

Доведення. Маємо iєрархiчну модель для середовища зi спостережен-
нями (ξt), якi мають бета-розподiл:

ηt|ξt ∼ Bern(ξt), t = 1, . . . , T,
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ξt ∼ Beta(αIt, βIt).

Зазначимо, що ймовiрнiсть успiшного результату (ηt = 1) дорiвнює мате-
матичному сподiванню µIt бета-розподiлу поточної дiї It:

P (ηt = 1) = P (ηt = 1, 0 ⩽ ξt ⩽ 1) =

=

1∫
0

ξt
1

B(αIt, βIt)
ξ
αIt−1
t (1− ξt)

βIt−1 dξt = µIt.

Таким чином маємо властивостi середовища зi спостереженнями, якi ма-
ють розподiл Бернуллi з математичним сподiванням (µi : i ∈ {1, . . . , N})
як i в роботi [49], що доводить наслiдок.

Зауважимо, що ми можемо виводити апостерiорний розподiл на кроцi
t без використання розподiлу Бернуллi наступним чином:

πi
t = Beta

(
t∑

s=1

1{Is = i }ξs + 1,
t∑

s=1

1{Is = i } −
t∑

s=1

1{Is = i }ξs + 1

)
,

aле це потребує окремого аналiзу. Наведемо цей алгоритм i зробимо по-
рiвняння з алгоритмом 4.2 за допомогою математичного моделювання.

Алгоритм 4.3. Алгоритм баєсової стратегiї без вибiрки з розподiлу Бер-

нуллi. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизонтом T i
кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим
математичним сподiванням µi. Вибираючи дiю It, модель виконує вiдбiр
ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It та, як результат, реалiзацiя вибiрки
стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} покласти αi = 1, βi = 1.
Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} виконати вiдбiр

θ̂i ∼ Beta(αi, βi).

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂i.
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Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Покласти

αIt = αIt + ξt,

βIt = βIt + (1− ξt).

Крок 7. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-
шити t на 1 та перейти до кроку 3.

4.3. Баєсiв аналiз верхньої границi втрат

Використовуючи загальнi методи асимптотичного аналiзу подiбних
баєсових алгоритмiв, описаних в роботах [68, 10], отримаємо наступну
верхню границю для нашого випадку.

Теорема 4.3. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та спостереженнями, якi мають бета-розподiл.

Припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати загальностi. Тодi

при використаннi баєсової стратегiї за алгоритмом 4.1 має мiсце наступна

нерiвнiсть для баєсових очiкуваних сукупних втрат:

EΠ0
[L(T )] ⩽ 8N + 4

√
NT log(T ).

Доведення. Використаємо результати з оцiнки хвостiв субгауссових ви-
падкових величин для випадкових величин з бета-розподiлом з попере-
днього роздiлу, де ми отримали iндекс верхньої границi надiйного iнтер-
валу (3.3) з вiрогiдним рiвнем δ = 1/T 2,

Ui(t) =

∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

,

для середовища зi спостереженнями (ξt).
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Нагадаємо, що маємо фiльтрацiю (2.1)

Ft = σ (I1, ξ1, I2, ξ2, . . . , It, ξt) ,

де Fs ⊂ Ft, ∀s < t, s, t ∈ {1, . . . , T}. Тодi баєсовi очiкуванi сукупнi втрати з
означення 2.7 можна виразити наступним чином:

EΠ0
[Lκ(T )] = E

[
T∑
t=1

(µ1 − µIt)

]
=

= E

[
T∑
t=1

E [µ1 − µIt | Ft−1]

]
=

= E

[
T∑
t=1

E [µ1 − UIt(t) + UIt(t)− µIt | Ft−1]

]
.

(4.3)

З означення 2.4 маємо наступне твердження для алгоритму 4.1:

P
(
argmax
j=1,...,N

µj = · | Ft−1

)
= P (It = · | Ft−1) ,

а тому з (4.3)

EΠ0
[Lκ(T )] = E

[
T∑
t=1

E [µ1 − U1(t) + UIt(t)− µIt | Ft−1]

]
=

= E

[
T∑
t=1

(E [µ1 − U1(t) | Ft−1] + E [UIt(t)− µIt | Ft−1])

]
=

= E

[
T∑
t=1

(µ1 − U1(t)) +
T∑
t=1

(UIt(t)− µIt)

]
.

(4.4)

Нехай B — випадкова подiя, за якої виконується умова∣∣∣∣∣
∑t−1

s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

− µi

∣∣∣∣∣ <
√

log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

для всiх i ∈ {1, . . . , N} та t ∈ {1, . . . , T}. Разом з (4.4) та використовуючи
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правило повного математичного сподiвання маємо

EΠ0
[Lκ(T )] = E

[
T∑
t=1

(µ1 − U1(t)) +
T∑
t=1

(UIt(t)− µIt)
∣∣∣B]P (B)+

+ E

[
T∑
t=1

(µ1 − U1(t)) +
T∑
t=1

(UIt(t)− µIt)
∣∣∣Bc

]
P (Bc) ,

(4.5)

де Bc = Ω \ B. Зазначимо, що перша сума у першому доданку (4.5) є
вiд’ємною за умови B, тодi оцiнимо перший доданок наступним чином:

P (B)E

[
T∑
t=1

(UIt(t)− µIt)
∣∣∣B] =

= P (B)E

[
T∑
t=1

N∑
i=1

1{It = i }(Ui(t)− µi)
∣∣∣B] =

= P (B)E

[
T∑
t=1

N∑
i=1

1{It = i }

(∑t−1
s=1 1{Is = i }ξs∑t−1
s=1 1{Is = i }

+

√
log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

− µi

)∣∣∣B] ⩽

⩽ P (B)E

[
T∑
t=1

N∑
i=1

1{It = i }

√
4 log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

∣∣∣B] =

= P (B)E

[
N∑
i=1

T∑
t=1

1{It = i }

√
4 log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

∣∣∣B] ⩽

⩽ E

[
N∑
i=1

T∑
t=1

1{It = i }

√
4 log(T )∑t−1
s=1 1{Is = i }

∣∣∣B] ⩽

⩽ E

 N∑
i=1

∑T
s=1 1{Is = i }∫

0

√
4 log(T )

x
dx
∣∣∣B
 =

= E

 N∑
i=1

√√√√16 log(T )
T∑

s=1

1{Is = i }

∣∣∣B
 ⩽

=
√
16NT log(T ). (4.6)

Для першої суми у другому доданку за умови Bc з (4.5) маємо

E

[
T∑
t=1

(µ1 − U1(t))
∣∣∣Bc

]
P (Bc) =
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= E

[
T∑
t=1

(
µ1 −

∑t−1
s=1 1{Is =1 }ξs∑t−1
s=1 1{Is =1 }

−
√

log(T )∑t−1
s=1 1{Is =1 }

)∣∣∣Bc

]
P (Bc) ⩽

⩽ 2E

[
T∑
t=1

(
µ1 −

∑t−1
s=1 1{Is =1 }ξs∑t−1
s=1 1{Is =1 }

)∣∣∣Bc

]
P (Bc) ⩽

⩽ 2T P (Bc) . (4.7)

Далi, використаємо оцiнку ймовiрностi для верхньої границi хвоста (3.2)

P

(
µ ⩾

1

n

n∑
j=1

ηj +

√
log(1/δ)

2n

)
⩽ δ, ∀δ ∈ (0, 1),

для випадкових величин (ηj), якi мають бета-розподiл. Маємо T крокiв iN
дiй, тодi за визначенням подiїB та вiрогiдним рiвнем δ = 1/T 2 отримаємо
з нерiвностi (4.7) наступне:

E

[
T∑
t=1

(µ1 − U1(t))
∣∣∣Bc

]
P (Bc) ⩽ 4N. (4.8)

Аналогiчно для другої суми у другому доданку за умови Bc з (4.5) маємо

E

[
T∑
t=1

(UIt(t)− µIt)
∣∣∣Bc

]
P (Bc) =

= E

[
T∑
t=1

(∑t−1
s=1 1{Is = It }ξs∑t−1
s=1 1{Is = It }

+

√
log(T )∑t−1

s=1 1{Is = It }
− µIt

)∣∣∣Bc

]
P (Bc) ⩽

⩽ 2E

[
T∑
t=1

(∑t−1
s=1 1{Is = It }ξs∑t−1
s=1 1{Is = It }

− µIt

)∣∣∣Bc

]
P (Bc) ⩽

⩽ 2T P (Bc) ⩽ 4N. (4.9)

А отже, з (4.6), (4.8) та (4.9) випливає, що оцiнка втрат (4.5) набуває

EΠ0
[Lκ(T )] ⩽

√
16NT log(T ) + 8N,

що i треба було довести.
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4.4. Марковськi процеси прийняття рiшень

В продовження баєсового аналiзу, розглянемо пiдхiд до описання мо-
делi за допомогою марковських процесiв прийняття рiшень (МППР).

У загальному випадкумодель багаторукого бандита може бути описана
за допомогою МППР ([63]). Позначимо через∆(B) множину всiх iмовiрнi-
сних розподiлiв групиB, через S та I —множини станiв та дiй вiдповiдно.
Нехай P — деяке стохастичне ядро, яке задає ймовiрнiсть P (s, i, s′) того,
що дiя i в станi s на кроцi t призведе до стану s′ на кроцi t+1. Для кожного
стану s ∈ S та дiї i ∈ I маємо P (s, i, ·) ∈ ∆(S). Нехай R — деяке стоха-
стичне ядро, яке задає стохастичнi винагороди R(s, i, s′, ·) ∈ ∆([0, 1]). Тодi
можна задати МППР четвiркою (S, I, P, R).

Коли агент знаходиться у станi s ∈ S та вибирає дiю i ∈ I , вiдбувається
перехiд донового стану s′ ∼ P (·|s, i) та отримання винагороди r ∼ R(·|s, i).
Мета агента — знайти стратегiю (функцiю, яка вказує, яку дiю вибрати
вiдповiдно до поточного стану), яка максимiзує очiкувану винагороду у
МППР з невiдомими параметрами. Ця взаємодiя агента з середовищем
зображена на рисунку 4.1.

Рис. 4.1: Взаємодiя агента зi стохастичним середовищем.

Стацiонарна стохастична модель багаторукого бандита може бути опи-
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сана як МППР з одним станом s0, тодi для стохастичного ядра, яке задає
винагороди, маємо R(·|s0, i) = vθi .

За допомогою МППР побудуємо модель баєсового багаторукого бан-
дита, розглянутого у попередньому пiдроздiлi, де поточний стан — це
поточний апостерiорний розподiл Π, а вiдбiр θ робиться з апрiорного роз-
подiлу Π0. Таким чином, агент обирає дiю i у станi Π, отримує винагороду
r ∼ vθi , та, враховуючиновi спостереження, виводить новий апостерiорний
розподiл Π′.

Пошук оптимальної стратегiї у цiйМППРмоделi є можливимметодами
динамiчного програмування, де функцiя цiнностей V для нескiнченого
горизонту та деякого коефiцiєнта знецiнювання γ ∈ (0, 1] має вигляд

V (Π) = EΠ0

[ ∞∑
t=1

γt−1ξt

]
,

чи для скiнченного горизонту T

V (Π, T ) = EΠ0

[
T∑
t=1

ξt

]
.

Нехай Ar
i — деякий оператор перетворення апостерiорного розподiлу:

Π′ = Ar
i (Π) .

Тодi, з теорiї марковських процесiв прийняття рiшень маємо оптимальну
стратегiю з наступним рекурсивним алгоритмом:

V (Π) = max
i∈I

(
Eθi∼πi

[µ(θi)] + γ Er∼vθi ,θi∼πi
[V (Ar

i (Π))]
)
,

та для скiнченного горизонту:

V (Π, t) = max
i∈I

(
Eθi∼πi

[µ(θi)] + γ Er∼vθi ,θi∼πi
[V (Ar

i (Π) , t− 1)]
)
,

за умови, що V (Π, 0) = 0.
Знаходження оптимальної стратегiї у МППР моделi може вимагати

забагато обчислення у зв’язку з потенцiйно великим простором станiв.
Розв’язки для випадку дворукого бандита були наведенi у роботах [39, 12].
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4.5. Чисельнi експерименти

У цьому пiдроздiлi представленi результати емпiричних тестiв для бає-
сової стратегiї у стохастичному середовищi зi спостереженнями, якi мають
бета-розподiл. Для цього було розроблено програмне забезпечення [28, 29]
з iмплементацiєю алгоритмiв 4.2 i 4.3 для середовища класу VBeta з означе-
ння 2.2. Бiльш детальний опис математичного моделювання надається у
роздiлi 6.

Мета експериментiв — показати властивостi та асимптотичну поведiн-
ку наведеної стратегiї у середовищах з рiзними параметрами та порiвняти
алгоритм 4.2 з 4.3. Результати всiх експериментiв агрегованi з 10000 неза-
лежних тестiв i зображенi на рисунку 4.2.

Як i у випадку стратегiї на базi надiйного iнтервалу, на цих графi-
ках можна побачити зворотну залежнiсть мiж часом потрiбним на пошук
оптимальної дiї та рiзницею математичних сподiвань мiж дiями й пряму
залежнiсть мiж часом пошуку оптимальностi та кiлькiстю дiй в середови-
щi. Також зазначимо, що цей алгоритм має значно бiльше розсiювання з
експериментiв (вiдхилення) в порiвняннi зi стратегiєю на базi надiйного
iнтервалу. Використанi параметри середовищ наведенi в таблицi 4.1.

Таблиця 4.1
Параметри дiй середовищ з бета-розподiлом для експериментiв з

використанням баєсової стратегiї

Модель v ∈ VBeta µ1 µ2 µ3 µ4 µ5 µ6

vB 0.29 0.71
vC 0.33 0.71
vD 0.29 0.15 0.56 0.71
vE 0.29 0.15 0.56 0.31 0.39 0.71
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(а) Сукупнi втрати алгоритмiв 4.2 (κBern) та 4.3 (κBeta)

(б) Сукупнi втрати алгоритму 4.2

Рис. 4.2: Результати експериментiв у середовищi зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл для баєсової стратегiї.
(а) Результати алгоритмiв 4.2 (κBern) та 4.3 (κBeta) у середовищi (B).
(б) Результати алогритма 4.2 в залежностi вiд кiлькостi дiй: (C) двi, (D)
чотири та (E) шiсть; з однаковим матем. сподiванням оптимальної дiї.
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Висновки до роздiлу 4

В цьому роздiлi була дослiджена баєсова стратегiя для випадку середо-
вища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Зокрема, були отри-
манi наступнi результати:

• Розроблено алгоритм для середовища зi спостереженнями, якi ма-
ють бета-розподiл.

• Отримано асимптотичну оцiнку очiкуваних сукупних втрат з зале-
жнiстю вiд неоптимальностi дiй.

• Отриманобаєсову асимптотичнуоцiнкуочiкуваних сукупнихвтрат
без залежностi вiд неоптимальностi дiй та припущень щодо апрi-
орного розподiлу.

• Проведено чисельнi експерименти, якi демонструють пошук опти-
мальних дiй за допомогою розглянутих алгоритмiв.

Серед напрямкiв подальшого дослiдження видiлимо наступнi:
• Дослiдити асимптотичнуповедiнку, отриману зматематичногомо-
делювання, для чого проаналiзувати вiдхилення, яке є значно бiль-
шим в порiвняннi зi стратегiєю на базi надiйного iнтервалу.

• Зробити асимптотичний аналiз алгоритму 4.3, отримати оцiнку очi-
куваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй.
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РОЗДIЛ 5
АНАЛIЗ ЖАДIБНОЇ СТРАТЕГIЇ

Даний роздiл присвячений асимптотичному аналiзу жадiбної страте-
гiї у середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Наведено
асимптотичний аналiз верхньої границi. Отримано оцiнку ефективностi
стратегiї для випадку з двома дiями та оптимальним вибором кiлькостi
дослiджень простору варiантiв. Отримано оцiнку ефективностi стратегiї
у загальному випадку. Наведенi результати проведених чисельних екс-
периментiв. Значна частина результатiв даного роздiлу опублiкована у
статтi [26].

5.1. Попереднi вiдомостi та опис стратегiї

Першi приклади жадiбної стратегiї з’явилися у роботi [65], де було по-
казано, що за деяких умов втрати можуть бути сублiнiйними. Ця стратегiя
характеризується фiксованою кiлькiстю C дослiджень кожної дiї в першiй
фазi дослiдження простору варiантiв i вибором емпiрично кращої дiї для
використання у другiй фазi. Алгоритм вибору дiї It на кроцi t:

It =

(t mod N) + 1 якщо t ⩽ CN,

argmaxi=1,...,N

∑t
s=1 1{Is = i }ξs∑t
s=1 1{Is = i }

iнакше,

для середовища зi спостереженнями (ξt).
Алгоритм стратегiї виглядає наступним чином.

Алгоритм 5.1. Алгоритм жадiбної стратегiї з фiксованою кiлькiстю C до-

слiджень кожної дiї. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим
горизонтом T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має деякий
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розподiл з невiдомим математичним сподiванням µi. Вибираючи дiю It,
модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It та, як результат,
реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти C та t = 1.
Крок 2. Якщо t ⩽ CN , то покласти

It = (t mod N) + 1

та перейти до кроку 4.
Крок 3. Призначити

It = argmax
i=1,...,N

∑t
s=1 1{Is = i }ξs∑t
s=1 1{Is = i }

.

Крок 4. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 5. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Якщо горизонт T вiдомий наперед, ми можемо мiнiмiзувати верхню гра-
ницю для отримання сублiнiйних втрат. Для моделi з розподiлом Бернуллi
автори роботи [68] показали наступну оцiнку:

E [L(T )] ⩽ T 2/3 (N log T )1/3 ,

де C була обрана наступним чином:

C = (T/N)2/3 (log T )1/3 .

Варiацiєю цiєї стратегiї без залежностi вiд кiлькостi крокiв T є стратегiя,
яка займається дослiдженням та використанням протягом усього гори-
зонту. Задається додатковий параметр 0 < ε < 1, та на кожному кроцi з
ймовiрнiстю ε вiдбувається дослiдження простору варiантiв, вибираючи
рiвномiрно випадково, та з ймовiрнiстю 1− ε використовується найкраща
дiя за вибiрковим середнiм:

It =

i ∼ Unif({1, N}) з ймовiрнiстю ε,

argmaxi=1,...,N

∑t
s=1 1{Is = i }ξs∑t
s=1 1{Is = i }

iнакше,
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де Unif({a, b}) — дискретний рiвномiрний розподiл з параметрами b ⩾ a.
Втрати цiєї стратегiї лiнiйнi, так як ми змушеннi продовжувати дослiджу-
вати варiанти. Границя знизу становить щонайменше

E [L(T )] ⩾

(
ε
1

N

N∑
i=1

max
j=1,...,N

(µj − µi)

)
T.

В [8] було показано,щоможливо отримати логарифмiчну складнiсть, якщо
замiсть сталого значення ε використовувати спадну послiдовнiсть (εt). Для
вибору кроку послiдовностi потрiбно знати наперед значення

min
i=2,...,N

(µ1 − µi) ,

де перша дiя є оптимальною без втрати загальностi.

5.2. Асимптотичний аналiз верхньої границi втрат у випадку

двох дiй

Для випадку середовища з двома дiями позначимо неоптимальнiсть як

∆µ = |µ1 − µ2|.

Теорема 5.1. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , двома дiями та неоптимальнiстю∆µ. Кожна дiя i має бета-розподiл

з невiдомим математичним сподiванням µi. Тодi при використаннi жадiбної

стратегiї за алгоритмом 5.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ C∆µ+ (T − 2C)∆µ exp
(
−C (∆µ)2

)
.

Доведення. Припустимо, що перша дiя є оптимальною без втрати за-
гальностi. Для аналiзу втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй (ле-
ма 2.1) нам потрiбно оцiнити очiкувану кiлькiсть вибору другої дiї алго-
ритмом за всi T крокiв. Ймовiрнiсть того, що друга дiя матиме найбiльше
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вибiркове середнє пiсля 2C крокiв дослiджень є

P

(∑2C
t=1 1{It =2 }ξt∑2C
t=1 1{It =2 }

⩾

∑2C
t=1 1{It =1 }ξt∑2C
t=1 1{It =1 }

)
.

Тодi, вiдповiдно до протоколу алгоритму 5.1, кожна дiя вибирається рiв-
но C разiв пiд час дослiдження i (T − 2C) разiв пiд час використання з
ймовiрнiстю отримання найбiльшого середнього, тобто маємо

E

[
T∑
t=1

1{It =2 }

]
=

= C + (T − 2C)P

(∑2C
t=1 1{It =2 }ξt∑2C
t=1 1{It =2 }

⩾

∑2C
t=1 1{It =1 }ξt∑2C
t=1 1{It =1 }

)
=

= C + (T − 2C)P

(∑2C
t=1 1{It =2 }ξt∑2C
t=1 1{It =2 }

− µ2 −

(∑2C
t=1 1{It =1 }ξt∑2C
t=1 1{It =1 }

− µ1

)
⩾ ∆µ

)
=

= C + (T − 2C)P

(∑2C
t=1 1{It =2 } (ξt − µ2)∑2C

t=1 1{It =2 }
−
∑2C

t=1 1{It =1 } (ξt − µ1)∑2C
t=1 1{It =1 }

⩾ ∆µ

)
,

(5.1)

де ξt−µIt є центрованою випадковою величиною з бета-розподiлом. Згiдно
з лемою 2.3 i властивостями незалежних однаково розподiлених субгаус-
сових випадкових величин отримаємо наступну оцiнку ймовiрностi з (5.1):

P

(∑2C
t=1 1{It =2 } (ξt − µ2)∑2C

t=1 1{It =2 }
−
∑2C

t=1 1{It =1 } (ξt − µ1)∑2C
t=1 1{It =1 }

⩾ ∆µ

)
⩽

⩽ exp

− (∆µ)2

2
(
1/
√
2C
)2
 = exp

(
−C (∆µ)2

)
.

Звiдси разом з (5.1) та використовуючи лему 2.1 маємо

E [L(T )] =
2∑

i=1

(µ1 − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
⩽

⩽ ∆µ
(
C + (T − 2C) exp

(
−C (∆µ)2

))
,

що i треба було довести.
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Верхня границя з теореми 5.1 добре вiдображає складнiсть знаходже-
ння балансу мiж дослiдженням i використанням. Якщо C занадто мала,
тодi стратегiя недостатньо займається дослiдженням простору варiантiв та
ймовiрнiсть вибору неоптимальної дiї збiльшується, як i значення правої
частини нерiвностi. Якщо C завелика, ми збiльшуємо лiву частину нерiв-
ностi, яка безпосередньо вiдповiдає за втрати вiд дослiдження.

Наслiдок 5.1. При оптимiзацiї кiлькостi дослiджень простору варiантiв

жадiбна стратегiя має наступну оцiнку втрат у середовищi зi спостереже-

ннями, якi мають бета-розподiл, зi скiнченим горизонтом T , двома дiями та

неоптимальнiстю ∆µ:

E [L(T )] ⩽
1

∆µ
+

1

∆µ
log
(
T (∆µ)2

)
.

Доведення. Мiнiмiзуємо оцiнку сукупних втрат з теореми 5.1

E [L(T )] ⩽ C∆µ+ (T − 2C)∆µ exp
(
−C (∆µ)2

)
⩽

⩽ C∆µ+ T∆µ exp
(
−C (∆µ)2

)
за допомогою

C =
1

(∆µ)2
log
(
T (∆µ)2

)
,

що доводить наслiдок.

Отже, з наслiдку 5.1 маємо наступну формулу знаходження кiлькостi
дослiджень простору варiантiв для оптимiзацiї ефективностi стратегiї для
випадку з двома дiями:

C =
1

(∆µ)2
log
(
T (∆µ)2

)
. (5.2)

5.3. Асимптотичний аналiз верхньої границi втрат у загальному

випадку

Теорема 5.2. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T i кiлькiстю дiй N . Кожна дiя i має бета-розподiл з невiдомим мате-
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матичним сподiванням µi. Припустимо, що перша дiя є оптимальною без

втрати загальностi. Тодi при використаннi жадiбної стратегiї за алгори-

тмом 5.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ C
N∑
i=2

(µ1 − µi) + (T − CN)
N∑
i=2

(µ1 − µi) exp
(
−C (µ1 − µi)

2
)
.

Доведення. Згiдно протоколу алгоритму 5.1, кожна дiя вибирається рiв-
но C разiв пiд час дослiдження i (T − CN) разiв пiд час використання з
ймовiрнiстю отримання найбiльшого середнього, тобто маємо

E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
=

= C + (T − CN)P (ICN+1 = i) =

⩽ C + (T − CN)P

(∑CN
t=1 1{It = i }ξt∑CN
t=1 1{It = i }

⩾ max
j∈{1,...,N}\{i}

∑CN
t=1 1{It = j }ξt∑CN
t=1 1{It = j }

)
⩽

⩽ C + (T − CN)P

(∑CN
t=1 1{It = i }ξt∑CN
t=1 1{It = i }

⩾

∑CN
t=1 1{It =1 }ξt∑CN
t=1 1{It =1 }

)
=

= C + (T − CN)P

(∑CN
t=1 1{It = i }ξt∑CN
t=1 1{It = i }

− µi −

(∑CN
t=1 1{It = i }ξt∑CN
t=1 1{It = i }

− µ1

)
⩾ µ1 − µi

)
=

= C + (T − CN)P

(∑CN
t=1 1{It = i } (ξt − µi)∑CN

t=1 1{It = i }
−
∑CN

t=1 1{It =1 } (ξt − µ1)∑CN
t=1 1{It =1 }

⩾ µ1 − µi

)
,

(5.3)

де ξt−µIt є центрованою випадковою величиною з бета-розподiлом, згiдно
з лемою 2.3 отримаємо наступну оцiнку ймовiрностi з (5.3):

P

(∑CN
t=1 1{It = i } (ξt − µi)∑CN

t=1 1{It = i }
−
∑CN

t=1 1{It =1 } (ξt − µ1)∑CN
t=1 1{It =1 }

⩾ µ1 − µi

)
⩽

⩽ exp

− (µ1 − µi)
2

2
(
1/
√
CN

)2
 = exp

(
−C (µ1 − µi)

2
)
.
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Звiдси разом з (5.3) та використовуючи лему 2.1 маємо

E [L(T )] =
N∑
i=1

(µ1 − µi)E

[
T∑
t=1

1{It = i }

]
⩽

⩽
N∑
i=1

(µ1 − µi)
(
C + (T − CN) exp

(
−C (µ1 − µi)

2
))

,

що i треба було довести.

5.4. Чисельнi експерименти

У цьому пiдроздiлi представленi результати емпiричних тестiв для жа-
дiбної стратегiї. Дляцього булорозробленопрограмне забезпечення [28, 29]
з iмплементацiєю алгоритму 5.1 для середовищакласуVBeta з означення 2.2.
Бiльш детальний опис математичного моделювання надається у роздiлi 6.

Мета експериментiв — показати властивостi та асимптотичну поведiн-
ку наведеної стратегiї у середовищах з рiзними параметрами. Результати
всiх експериментiв агрегованi з 10000 незалежних тестiв i зображенi на ри-
сунку 5.1. На графiку показанi результати використання жадiбної стратегiї
з оптимальною кiлькiстю дослiджень згiдно з (5.2) та верхня границя згiдно
з теоремою 5.1.

Використанi параметри середовищ i додаткова iнформацiя результатiв
наведенi в таблицi Б.1.

З отриманих результатiв експериментiв можна побачити пiдтвердже-
ння теоретичних результатiв з теореми 5.1 та наслiдку 5.1. Теоретична
верхня границя досить близько апроксимує емпiричнi результати.
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Рис. 5.1: Результати експериментiв у стохастичному середовищi зi спо-
стереженнями, якi мають бета-розподiл, для жадiбної стратегiї, якi були
агрегованi з 10000 незалежних тестiв. Демонструють залежнiсть сукупних
втрат вiд неоптимальностi ∆µ у середовищi з двома дiями. Результати
пiдтверджують теоретичнi висновки щодо отриманої верхньої границi в
теоремi 5.1 при використаннi оптимiзацiї кiлькостi дослiдженнь згiдно з
(5.2).
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Висновки до роздiлу 5

В цьому роздiлi була дослiджена жадiбна стратегiя для випадку се-
редовища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Зокрема, були
отриманi наступнi результати:

• Отримано асимптотичну оцiнку очiкуваних сукупних втрат з зале-
жнiстю вiд неоптимальностi дiй.

• Отримано оцiнку ефективностi стратегiї для випадку з двома дiями
та оптимальним вибором кiлькостi дослiджень простору варiантiв.

• Отримано оцiнку ефективностi стратегiї у загальному випадку.
• Проведено чисельнi експерименти, якi пiдтверджують отриманi те-
оретичнi результати.

Недолiком жадiбної стратегiї в порiвняннi з баєсовою та стратегiєю
на базi надiйного iнтервалу є те, що ймовiрнiсть отримання лiнiйних су-
купних втрат значно бiльше, якщо вибiр кiлькостi дослiджень простору
варiантiв не є оптимальним. На заданому кроцi ця стратегiя зовсiм при-
пиняє дослiдження, коли iншi стратегiї продовжують в певному обсязi в
залежностi вiд межi похибки.

Перевагою стратегiї є те, що алгоритм 5.1 не залежить вiд розподiлу
середовища.
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РОЗДIЛ 6
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ПОРIВНЯННЯ СТРАТЕГIЙ

Даний роздiл присвячений описуматематичногомоделювання, яке ви-
користовується для чисельних експериментiв у попереднiх роздiлах дисер-
тацiї. Також наведено результати чисельних експериментiв, у яких порiв-
нюються розглянутi стратегiї у середовищi зi спостереженнями, якi мають
бета-розподiл:

• стратегiя на базi надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1;
• баєсова стратегiя за алгоритмом 4.2;
• жадiбна стратегiя за алгоритмом 5.1.

6.1. Опис iмплементацiї програмного забезпечення

Наведемо головнi реалiзованi модулi програмного забезпечення для
математичного моделювання та опишемо взаємодiю основних компонен-
тiв. Весь програмний код математичного моделювання, обробки результа-
тiв та побудови графiкiв опублiковано як ресурс з вiдкритим кодом [28, 29].
Протягом роботи використовувалися мови програмування Python [74] та
R [64].

Для початку нам необхiдно створити загальнi моделi для середовищ
i стратегiй з метою подальшого перевикористання при реєстрацiї рiзних
класiв та унiфiкацiї взаємодiї мiж середовищем та стратегiєю.

Реалiзацiя iнтерфейсiв середовищ наведена в лiстингу 6.1. Використо-
вується iмплементацiя моделi багаторукого бандита з Бернуллi- та бета-
розподiлом.
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Лiстинг 6.1: Стохастичне середовище
1 c l a s s BetaBandit ( Environment ) :

2 de f __init__( s e l f , a lphas : np . ndarray , betas : np . ndarray , hor i zon : i n t ) :

3 s e l f . a lphas = alphas

4 s e l f . betas = betas

5
6 de f draw ( s e l f , t : int , a c t i on : i n t ) -> f l o a t :

7 re turn np . random . beta ( a=s e l f . a lphas [ a c t i on ] , b=s e l f . betas [ a c t i on ] )

8
9 c l a s s Bernou l l iBand i t ( Environment ) :

10 de f __init__( s e l f , means : np . ndarray , hor i zon : i n t ) :

11 s e l f . means = means

12
13 de f draw ( s e l f , t : int , a c t i on : i n t ) -> f l o a t :

14 re turn np . random . binomial (n=1, p=s e l f . means [ a c t i on ] )

В функцiї draw виконується вiдбiр вибiрки за допомоги бiблiотеки
NumPy [5], де використовується генераторпсевдовипадковихчиселPCG-64

описаний в роботi [60]. Для розподiлу Бернуллi ми використовуємо Бiно-
мiальний розподiл з параметрами ймовiрностi успiху p та кiлькостi випро-
бувань n = 1.

В лiстингу 6.2 наведена реалiзацiя стратегiї на базi надiйного iнтервалу
за алгоритмом 3.1. Функцiя select використовується для вибору наступної
дiї за допомоги функцiї index, де реалiзовано iндекс Ui(t) з (3.3).

Лiстинг 6.2: Стратегiя на базi надiйного iнтервалу
1 c l a s s UCB( Po l i cy ) :

2 de f __init__( s e l f , num_actions : int , hor i zon : i n t ) :

3 s e l f . num_actions = num_actions

4 s e l f . hor i zon = hor izon

5 s e l f . cumulative_rewards = np . z e r o s ( num_actions )

6 s e l f . act ions_count = np . z e r o s ( num_actions )

7
8 de f s e l e c t ( s e l f , t : i n t ) -> in t :

9 i f t < s e l f . num_actions :

10 re turn t

11 a c t i on s = np . arange ( s e l f . num_actions )



97

12 i ndexes = np . array ( [ s e l f . index ( t=t , ac t i on=i ) f o r i in a c t i on s ] )

13 idx = np . where ( indexes == np .max( indexes ) )

14 best_act ions = ac t i on s [ idx ]

15 re turn np . random . cho i c e ( best_act ions )

16
17 de f update ( s e l f , t : int , a c t i on : int , reward : f l o a t ) :

18 s e l f . cumulative_rewards [ a c t i on ] += reward

19 s e l f . act ions_count [ a c t i on ] += 1

20 re turn

21
22 de f index ( s e l f , t , a c t i on ) -> f l o a t :

23 mean = s e l f . cumulative_rewards [ a c t i on ] / s e l f . act ions_count [ a c t i on ]

24 con f idence_rad ius = math . s q r t (math . l og ( s e l f . hor i zon ) / (2 * s e l f .

act ions_count [ a c t i on ] ) )

25 re turn mean + conf idence_rad ius

В лiстингу 6.3 наведена реалiзацiя баєсової стратегiї за алгоритмом 4.2.
Функцiя select виконує вiдбiр вибiрки з кожного розподiлу дiї та вико-
ристовується для вибору наступної дiї. Функцiя update виводить новий
апостерiорний розподiл за допомогою iєрархiчної моделi з (4.2).

Лiстинг 6.3: Баєсова стратегiя
1 c l a s s Bayesian ( Po l i cy ) :

2 de f __init__( s e l f , name , num_actions : int , hor i zon : i n t ) :

3 s e l f . num_actions = num_actions

4 s e l f . hor i zon = hor izon

5 s e l f . alpha_0 = 1 .0

6 s e l f . beta_0 = 1 .0

7 s e l f . a lphas = np . z e r o s ( num_actions )

8 s e l f . betas = np . z e r o s ( num_actions )

9 s e l f . act ions_count = np . z e r o s ( num_actions )

10
11 de f s e l e c t ( s e l f , t : i n t ) -> in t :

12 samples = np . z e ro s ( s e l f . num_actions )

13 f o r i in range ( s e l f . num_actions ) :

14 alpha = s e l f . a lphas [ i ] + s e l f . alpha_0

15 beta = s e l f . betas [ i ] + s e l f . beta_0

16 samples [ i ] = np . random . beta ( alpha , beta )

17 re turn i n t (np . argmax ( samples ) )
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18
19 de f update ( s e l f , t : int , a c t i on : int , reward : f l o a t ) :

20 reward = np . random . binomial (n = 1 , p = reward )

21 s e l f . a lphas [ a c t i on ] = s e l f . a lphas [ a c t i on ] + reward

22 s e l f . betas [ a c t i on ] = s e l f . betas [ a c t i on ] + (1 . 0 - reward )

23 s e l f . act ions_count [ a c t i on ] += 1

В лiстингу 6.4 наведена реалiзацiя жадiбної стратегiї за алгоритмом 5.1.
Функцiї select та update виконують фiксовану кiлькiсть дослiджень кожної
дiї в першiй фазi дослiдження простору варiантiв i роблять вибiр емпi-
рично кращої дiї для використання у другiй фазi. Кiлькiсть дослiджень
контролюється через параметр num_explorations.

Лiстинг 6.4: Жадiбна стратегiя
1 c l a s s Exp lo r eF i r s t ( Po l i cy ) :

2 de f __init__( s e l f , num_actions : int , hor i zon : int , num_explorations : i n t ) :

3 s e l f . num_actions = num_actions

4 s e l f . num_explorations = num_explorations

5 s e l f . explorat ion_cumulat ive_rewards = np . z e ro s ( num_actions )

6 s e l f . best_act ion = None

7
8 de f s e l e c t ( s e l f , t : i n t ) -> in t :

9 i f t < s e l f . num_explorations * s e l f . num_actions :

10 re turn t % s e l f . num_actions

11 i f s e l f . best_act ion i s None :

12 s e l f . best_act ion = in t (np . argmax ( s e l f .

explorat ion_cumulat ive_rewards ) )

13 re turn s e l f . best_act ion

14
15 de f update ( s e l f , t : int , a c t i on : int , reward : f l o a t ) :

16 i f t < s e l f . num_explorations * s e l f . num_actions :

17 s e l f . explorat ion_cumulat ive_rewards [ a c t i on ] += reward

Маємо наступний алгоритм взаємодiї мiж будь-якою стратегiєю та
будь-яким середовищем за допомогою розглянутих модулiв.

Алгоритм 6.1. Взаємодiя мiж стратегiєю та середовищем на скiнченому
горизонтi T .
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Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Призначити наступну дiю вiдповiдно до стратегiї:

It = select(t = t).
Крок 3. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It:

ξt = draw(t = t, action = It).
Крок 4. Оновити отриманi емпiричнi результати (вiдповiдно до страте-

гiї: iндекс на базi надiйного iнтервалу, апостерiорний розподiл чи
вибiркове середнє):

update(t = t, reward = ξt).
Крок 5. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-

шити t на 1 та перейти до кроку 2.

Таким чином, маємо реалiзацiю основних компонентiв математичного
моделювання та алгоритм для отримання результатiв, який має бути про-
зорим. Iмплементацiю взаємодiї, обробки результатiв, побудови графiкiв
та iнших модулiв дивись в роботах опублiкованих як ресурс з вiдкритим
кодом [28, 29].

6.2. Чисельнi експерименти

У цьому пiдроздiлi представленi результати емпiричних тестiв для роз-
глянутих стратегiй у стохастичному середовищi зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл. Результати всiх експериментiв агрегованi з 10000 не-
залежних тестiв i зображенi на рисунку 6.1.

Спочатку на рисунку 6.1а порiвнюються асимптотично оптимальнi
стратегiї за означенням 2.10 в середовищах з рiзною кiлькiстю дiй, але
однаковим математичним сподiванням оптимальної дiї:

• стратегiя на базi надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1, використо-
вується означення κUCB;

• баєсова стратегiя за алгоритмом4.2, використовується означенняκBayes.
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На графiку можна побачити, що баєсова стратегiя має значно меншi суку-
пнi втрати в порiвнянi зi стратегiєю на базi надiйного iнтервалу. Це може
бути обумовлено впливом вибору значення вiрогiдного рiвня, який було
покладено δ = 1/T 2 в алгоритмi 3.1 для стратегiї на базi надiйного iнтер-
валу. Цей параметр вiдповiдає за темп дослiдження простору варiантiв i
може значно впливати на ситуацiю. Знаходження оптимального значен-
ня може бути наступним кроком в дослiдженнi. Використанi параметри
середовищ наведенi в таблицi 3.1.

На наступному рисунку 6.1б розглядається середовище з двома дiями
та рiзною неоптимальнiстю ∆µ = |µ1 − µ2| для наступних iмплементацiй
стратегiй:

• жадiбна стратегiя за алгоритмом 3.1 та вибором оптимальної кiль-
костi дослiдження простору варiантiв вiдповiдно до (5.2), викори-
стовується означення κExploit;

• стратегiя на базi надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1, використо-
вується означення κUCB;

• баєсова стратегiя за алгоритмом4.2, використовується означенняκBayes.
На графiку можна побачити, що баєсова стратегiя всеще має значно меншi
сукупнi втрати, але значно бiльше вибiркове стандартне вiдхилення. Для
покращення ситуацiї з вiдхиленням, можна дослiдити вибiр початкового
апрiорного розподiлу.



101

(а) Результати експериментiв з однаковим математичним сподiванням оптимальної дiї
та в залежностi вiд кiлькостi дiй: (C) двi, (D) чотири та (E) шiсть

(б) Представлення мiнливостi даних, один вус представляє одне стандартне вiдхилення

Рис. 6.1: Результати експериментiв у середовищi зi спостереженнями, якi
мають бета-розподiл, для розглянутих стратегiй: на базi надiйного iнтре-
валу (κUCB), баєсової (κBayes) та жадiбної (κExploit).
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Висновки до роздiлу 6

У цьому роздiлi був наданий детальний опис математичного моделю-
вання та алгоритм взаємодiї мiж агентом та середовищем для вивчення
ефективностi стратегiй, якi були розглянутi у попереднiх роздiлах.

Ми порiвняли наступнi алгоритми у середовищах з рiзною кiлькiстю
дiй та неоптимальнiстю:

• стратегiя на базi надiйного iнтервалу за алгоритмом 3.1;
• баєсова стратегiя за алгоритмом 4.2;
• жадiбна стратегiя за алгоритмом 3.1.

Наведемо наступнi властивостi та вiдмiнностi цих стратегiй:
• Ефективнiсть стратегiї на базi надiйного iнтервалу залежить вiд
вибору вiрогiдного рiвня. У математичному моделюваннi ця стра-
тегiя показала однi з найкращих результатiв якщо брати до уваги
сукупнi втрати та вибiркове вiдхилення разом.

• Баєсова стратегiя показала найкращi результатищодо вибiркового
середнього сукупних втрат. Також ця стратегiя додатково має кiль-
ка переваг, а саме: можливiсть обрання апрiорного розподiлу, що
повинно значно покращити результати, коли є яснiсть вибору; кра-
ща стiйкiсть до затримок винагороди ([18]). У випадку присутностi
затримок, баєсова стратегiя продовжує виконувати вiдбiр вибiрки,
коли поведiнка (вибiр наступної дiї) стратегiї на базi надiйного iн-
тервалу є детермiнованою.

• Жадiбна стратегiя, яка не є асимптотично оптимальною у загаль-
ному випадку, показала найгiршi результати. Цей метод має кiлька
переваг — це доступнiсть i легкiсть застосування.
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РОЗДIЛ 7
СТОХАСТИЧНЕ СЕРЕДОВИЩЕ З ДОДАТКОВОЮ IНФОРМАЦIЄЮ

У даному роздiлi розглядається середовище, у якому процес винаго-
роди кожної дiї залежить вiд деякої додаткової iнформацiї. На прикладi
моделi клiнiчного випробування з адаптивними стратегiями, де кожна дiя
представлена окремим препаратом, що дослiджується, на результат може
впливати певна iнформацiя щодо суб’єкта випробування як, наприклад,
вiкова категорiя чи цiлий набiр даних.

Ми пропонуємо нове формулювання проблеми, де додаткова iнфор-
мацiя це iнше спостереження та представлена результатом послiдовного
кластерного аналiзу з високою компактнiстю та роздiльнiстю ([24, 7]) (чи
багатокласовою класифiкацiєю). У цiй дисертацiї наша увага зосереджена
на моделi багаторукого бандита, тому використовуємо один з найпростi-
ших алгоритмiв кластерного аналiзу в чисельних експериментах та опу-
скаємо деталi його дослiдження. Бiльш детальний розгляд послiдовного
кластерного аналiзу наведено у нашiй статтi [36].

У пiдроздiлi 7.1 ми наведемо асимптотичний аналiз баєсової страте-
гiї у стацiонарному стохастичному середовищi з додатковою iнформацiєю
та спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Отримаємо асимптотичну
оцiнку очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй
та у загальному випадку. У пiдроздiлi 7.2 розглядаються вплив помилкової
класифiкацiї та можливiсть зменшення цього впливу. Ми пропонуємо ада-
птований алгоритм в пiдроздiлi 7.3. У пiдроздiлi 7.4 наведено чисельний
експеримент.

Результати даного роздiлу опублiкованi у статтi [36].
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7.1. Аналiз баєсової стратегiї для середовища з додатковою

iнформацiєю

Нехай маємо спостереження випадкової величини Yt ∈ {1, . . . , K}
на кожному кроцi t = 1, 2, . . . , T , яка представляє додаткову iнформацiю,
що доступна на початку кроку. Агент обирає дiю It iз заданої множини
{1, 2, . . . , N}, у вiдповiдь середовище видає винагороду ξt з деякого роз-
подiлу PIt |Yt

, пов’язаного з дiєю It за умови Yt. Припускаємо, що маємо
незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, а математичне спо-
дiвання iснує i є скiнченним:

µYt,It := µ(It |Yt) =

∞∫
−∞

x dPIt |Yt
(x).

Тобто вибiр дiї залежить вiд iсторiї попереднiх виборiв i їх результатiв:

(Y1, I1, ξ1, Y2, I2, ξ2, . . . , Yt−1, It−1, ξt−1).

Для нашого випадку з кластеризацiєю додаткової iнформацiї, ми роби-
мо припущення, що множина класiв {1, . . . , K} є скiнченною i незмiнною.
Додамо означення очiкуваних сукупних втрат вiдповiдно.

Означення 7.1. У стацiонарному стохастичному середовищi з додатковою

iнформацiєю очiкуванi сукупнi втрати E [L] за T крокiв визначаються на-
ступним чином:

E [L(T )] = E

[
K∑
y=1

max
i=1,...,N

(
T∑
t=1

1{Yt = y } (µy,i − ξt)

)]
.

Побудуємо алгоритм, якийдлякожної додаткової iнформацiї y ∈ {1, . . . , K}
використовує окрему баєсову стратегiю на базi алгоритму 4.2.

Алгоритм 7.1. Алгоритм баєсової стратегiї для середовища з додатковою

iнформацiєю та спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Розглядається
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стохастичне середовище зi скiнченим горизонтом T , кiлькiстю додаткової
iнформацiїK та дiйN . На початку кроку маємо спостереження випадкової
величини Yt ∈ {1, . . . , K}. Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має бета-розподiл
з невiдомим математичним сподiванням за умови Yt. Вибираючи дiю It,
модель виконує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It за умови Yt та,
як результат, реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} та y ∈ {1, . . . , K} покласти

αy,i = 1, βy,i = 1.

Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} виконати вiдбiр

θ̂Yt,i ∼ Beta(αYt,i, βYt,i).

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂Yt,i.
Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Виконати вiдбiр ηt ∼ Bern(ξt).
Крок 7. Покласти

αYt,It = αYt,It + ηt,

βYt,It = βYt,It + (1− ηt).

Крок 8. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-
шити t на 1 та перейти до кроку 3.

Отримаємо оцiнки сукупних втрат для загального випадку та з зале-
жнiстю вiд неоптимальностi дiй.

Теорема 7.1. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та додатковою iнформацiєю K . Кожна дiя i ∈
{1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням µy,i
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за умови iнформацiї y ∈ {1, . . . , K}. Тодi при використаннi баєсової стратегiї

за алгоритмом 7.1 має мiсце наступна нерiвнiсть:

E [L(T )] ⩽ 14
√
KNT.

Доведення. Використаємо результати (4.1) для баєсової стратегiї у сере-
довищi без додаткової iнформацiї з означенням сукупних втрат 2.6 через
приведення до означення втрат у середовищi з додатковою iнформацi-
єю 7.1. Зазначимо,що кiлькiсть використаних крокiв (горизонт) для кожної
додаткової iнформацiї y є

∑T
t=1 1{Yt = y }. Отже, маємо

E [L(T )] =
T∑
t=1

max
i=1,...,N

µYt,i − E

[
T∑
t=1

ξt

]
=

=
K∑
y=1

E

[
max

i=1,...,N

T∑
t=1

1{Yt = y } (µYt,i − ξt)

]
=

=
K∑
y=1

(
E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }

]
max

i=1,...,N
µy,i − E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }ξt

])
⩽

⩽
K∑
y=1

14

√√√√N E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }

]
=

= 14E

 K∑
y=1

√√√√N

T∑
t=1

1{Yt = y }

 . (7.1)

Для того, щоб виразити оцiнку через горизонт T замiсть останньої
випадковостi

∑T
t=1 1{Yt = y }, скористаємось тим, що функцiя

√
x є опукла

вгору. Через нерiвнiсть Єнсена отримаємо

K∑
y=1

√√√√N
T∑
t=1

1{Yt = y } =
√
NK

∑K
y=1

√∑T
t=1 1{Yt = y }

K
⩽

√
KNT,

та пiдставимо в (7.1). Тепер маємо

E [L(T )] ⩽ 14E

 K∑
y=1

√√√√N
T∑
t=1

1{Yt = y }

 ⩽ 14E
[√

KNT
]
= 14

√
KNT.
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Що i треба було довести.

Теорема 7.2. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та додатковою iнформацiєю K . Кожна дiя i ∈
{1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням µy,i

за умови додаткової iнформацiї y ∈ {1, . . . , K}. Припустимо, що перша дiя

є оптимальною без втрати загальностi. Вiзьмемо рiвномiрний розподiл для

апрiорного розподiлу Π0. Тодi при використаннi баєсової стратегiї за алгори-

тмом 7.1 маємо наступну оцiнку верхньої границi втрат з залежнiстю вiд

неоптимальностi дiй:

E [L(T )] ⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=2

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

K log

(
T

K

)
.

Доведення. Використаємо результати наслiдку 4.1 для баєсової стратегiї
у середовищi без додаткової iнформацiї з означенням сукупних втрат з
леми 2.1 через приведення до означення втрат у середовищi з додатковою
iнформацiєю. Як i в доведеннi попередньої теореми зазначимо, що кiль-
кiсть використаних крокiв (горизонт) для кожної додаткової iнформацiї y
є
∑T

t=1 1{Yt = y }. Отже, маємо

E [L(T )] =
T∑
t=1

max
i=1,...,N

µYt,i − E

[
T∑
t=1

ξt

]
=

=
K∑
y=1

E

[
max

i=1,...,N

T∑
t=1

1{Yt = y } (µYt,i − ξt)

]
=

=
K∑
y=1

(
E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }

]
max

i=1,...,N
µy,i − E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }ξt

])
⩽

⩽
K∑
y=1

(
N∑
i=1

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

log

(
E

[
T∑
t=1

1{Yt = y }

])
⩽

⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=1

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

E

[
K∑
y=1

log

(
T∑
t=1

1{Yt = y }

)]
. (7.2)
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Для того, щоб виразити сукупнi втрати через горизонт T , оцiнимо
K∑
y=1

log

(
T∑
t=1

1{Yt = y }

)
за допомогою того, що горизонт можна виразити через

T =
K∑
y=1

T∑
t=1

1{Yt = y }

та того, що максимальний добуток
K∏
y=1

T∑
t=1

1{Yt = y }

виникає при рiвних доданках. Отже, маємо
K∑
y=1

log

(
T∑
t=1

1{Yt = y }

)
= log

(
K∏
y=1

T∑
t=1

1{Yt = y }

)
⩽ log

(
T

K

)K

.

Пiдставимо цю оцiнку в (7.2) та отримаємо

E [L(T )] ⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=1

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

E

[
K∑
y=1

log

(
T∑
t=1

1{Yt = y }

)]
⩽

⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=1

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

log

(
T

K

)K

.

Що доводить теорему.

7.2. Аналiз впливу помилкової класифiкацiї

В продовження теми середовища з додатковою iнформацiєю у цьо-
му пiдроздiлi ми припускаємо, що доступне для стратегiї спостереження
Ŷt є результатом послiдовного кластерного аналiзу з кiлькiстю класiв K .
Справжнє спостереження додаткової iнформацiї Yt, яке породжує множи-
ну розподiлiв (PYt,i : i ∈ {1, . . . , N}) на кроцi t, не є доступним для страте-
гiї. Таким чином вибiр дiї залежить вiд iсторiї спостережень класифiкацiї
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поточної додаткової iнформацiї, попереднiх виборiв та їх результатiв:

(Ŷ1, I1, ξ1, Ŷ2, I2, ξ2, . . . , Ŷt−1, It−1, ξt−1).

Розглянемо вплив помилкової класифiкацiї на стратегiю. У випадку
Ŷt ̸= Yt при значнiй рiзницi в математичному сподiваннi µŶt,At

≫ µYt,At

(µŶt,At
≪ µYt,At

) ми будемо недооцiнювати (переоцiнювати) параметр роз-
подiлу PŶt,At

використовуючи вибiрку з PYt,At
.

Зробимо припущення,що у процесi винагородимає мiсце ґауссiвський
шум. Будемо використовувати наступну iєрархiчну модель:

ηt ∼ Bern
(
θ′
Ŷt,At

)
,

θ′
Ŷt,At

∼ N (µŶt,At
, σ2

t , a = 0, b = 1),

де N (µ, σ2
t , a, b) — усiчений нормальний розподiл з щiльнiстю

f(x;µ, σ2, a, b) =
1

σ

φ
(
x−µ
σ

)
Φ
(
b−µ
σ

)
− Φ

(
a−µ
σ

)
,

у якому φ(·) та Φ(·) — щiльнiсть та функцiя розподiлу стандартного нор-
мального розподiлу вiдповiдно. Знайдемощiльнiсть розподiлу випадкової
величини ηt за умови θ′

Ŷt,At
:

fηt|θ′Ŷt,At

(x|p) =
1∫

0

(px+(1− p)(1−x))
exp(−(p− µŶt,At

)2/(2σ2
t ))

√
2πσt

(
Φ
(
1−µŶt,At

σt

)
− Φ

(−µŶt,At

σt

)) dp.

Зробимо пiдстановку

u = p− µŶt,At
, du = dp

та виразимо через два iнтеграли наступним чином:

fηt|θ′Ŷt,At

(x|p) =
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= (µŶt,At
x+ (1− µŶt,At

)(1− x))

1−µŶt,At∫
−µŶt,At

exp(−u2/(2σ2
t ))√

2πσt

(
Φ
(
1−µŶt,At

σt

)
− Φ

(−µŶt,At

σt

)) du +

+
(2x− 1)

√
2πσt

(
Φ
(
1−µŶt,At

σt

)
− Φ

(−µŶt,At

σt

)) 1−µŶt,At∫
−µŶt,At

exp(−u2/(2σ2
t )) du,

що дає щiльнiсть усiченого нормального розподiлу у першому iнтегралi.
Обчислимо другий iнтеграл:

fηt|θ′Ŷt,At

(x|p) = µŶt,At
x+ (1− µŶt,At

)(1− x) +

+ (2x− 1)
σ2
t exp(−u2/(2σ2

t ))√
2πσt

(
Φ
(
1−µŶt,At

σt

)
− Φ

(−µŶt,At

σt

))
∣∣∣∣∣∣
1−µŶt,At

−µŶt,At

+

+ µŶt,At
x+ (1− µŶt,At

)(1− x) +

+ (2x− 1)
σt

(
exp(−µ2

Ŷt,At
/(2σ2

t ))− exp(−(1− µŶt,At
)2/(2σ2

t ))
)

√
2π
(
Φ
(
1−µŶt,At

σt

)
− Φ

(−µŶt,At

σt

)) .

Таким чином, приходимо до наступної щiльностi розподiлу випадкової
величини ηt:

fηt(x) =



(1− µŶt,At
)−

σt

(
exp(−µ2

Ŷt,At
/(2σ2

t ))−exp(−(1−µŶt,At
)2/(2σ2

t ))
)

√
2π

(
Φ

(
1−µ

Ŷt,At
σt

)
−Φ

(
−µ

Ŷt,At
σt

)) якщо x = 0,

µŶt,At
+

σt

(
exp(−µ2

Ŷt,At
/(2σ2

t ))−exp(−(1−µŶt,At
)2/(2σ2

t ))
)

√
2π

(
Φ

(
1−µ

Ŷt,At
σt

)
−Φ

(
−µ

Ŷt,At
σt

)) якщо x = 1,

0 iнакше.

При σt → 0 отримана функцiя збiгається з щiльнiстю розподiлу Бер-
нуллi з параметром µŶt,At

. Якби в нас був доступ до σt, ми могли б зважити
вибiрку для зменшення шуму у спосiб, подiбний до середнього зваження
з оберненої дисперсiєю ([47]):∑T

t=1 1{It = i }ηt/σ
2
t∑T

t=1 1{It = i }/σ
2
t .

Побудуємо алгоритм на базi цих результатiв у наступному пiдроздiлi.
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7.3. Алгоритм з урахуванням коефiцiєнта ймовiрностi

правильної класифiкацiї

Нехай на початку кожного кроку додатково до поточного класу Ŷt ма-
ємо ймовiрнiсть правильної класифiкацiї λt ∈ [0, 1]. Застосуємо метод по-
дiбний до середнього зваження з оберненою дисперсiєю, який зважує ви-
бiрку обернено пропорцiйно до дисперсiї (чи прямо пропорцiйно до влу-
чностi 1/σ2). Для нашого випадку будемо вважати отриману ймовiрнiсть
правильної класифiкацiї влучнiстю. Отже, обчислимо параметри баєсової
стратегiї алгоритму 7.1 для дiї i наступним чином:

αŶt,i
= α0 +

t∑
s=1

1{Ŷt = y}1{It = i }λsηs,

βŶt,i
= β0 +

t∑
s=1

1{Ŷt = y}1{It = i }λs(1− ηs),

що використаємо у наступному алгоритмi.

Алгоритм 7.2. Алгоритм баєсової стратегiї з урахуванням коефiцiєнта

ймовiрностi правильної класифiкацiї для середовища з додатковою iнформа-

цiєю та спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Розглядається стоха-
стичне середовище зi скiнченим горизонтом T , кiлькiстю додаткової iн-
формацiї K та дiй N . На початку кроку маємо спостереження випадкових
величин Ŷt та λt. Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N} має бета-розподiл з невiдомим
математичним сподiванням за умови Yt. Вибираючи дiю It, модель вико-
нує вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It за умови Yt та, як результат,
реалiзацiя вибiрки стає доступною для стратегiї.
Крок 1. Покласти t = 1.
Крок 2. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} та y ∈ {1, . . . , K} покласти

αy,i = 1, βy,i = 1.
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Крок 3. Для кожної дiї i ∈ {1, . . . , N} виконати вiдбiр

θ̂Ŷt,i
∼ Beta(αŶt,i

, βŶt,i
).

Крок 4. Призначити It = argmaxi=1,...,N θ̂Ŷt,i
.

Крок 5. Виконати вiдбiр ξt з розподiлу, пов’язаного з дiєю It.
Крок 6. Виконати вiдбiр ηt ∼ Bern(ξt).
Крок 7. Покласти

αŶt,It
= αŶt,It

+ λtηt,

βŶt,It
= βŶt,It

+ λt(1− ηt).

Крок 8. Якщо t > T , то закiнчити виконання алгоритму. Iнакше — збiль-
шити t на 1 та перейти до кроку 3.

Проаналiзуємо цей алгоритм у найгiршому випадку, коли маємо висо-
ку невпевненiсть в класифiкацiї на кожному кроцi.

Теорема 7.3. Розглядається стохастичне середовище зi скiнченим горизон-

том T , кiлькiстю дiй N та додатковою iнформацiєю K . На початку кроку

маємо спостереження випадкових величин Ŷt та λt. Кожна дiя i ∈ {1, . . . , N}
має бета-розподiл з невiдомим математичним сподiванням µy,i за умови

iнформацiї y ∈ {1, . . . , K}. Припустимо, що перша дiя є оптимальною без

втрати загальностi. Вiзьмемо рiвномiрний розподiл для апрiорного розподiлу

Π0. Нехай маємо λt = 0 на кожному кроцi t. Тодi при використаннi баєсової

стратегiї за алгоритмом 7.2 маємо наступну оцiнку з залежнiстю вiд не-

оптимальностi дiй:

E [L(T )] ⩽
T

N

N∑
i=2

max
y=1,...,K

(µy,1 − µy,i) .

Доведення. Згiдно протоколу алгоритму 7.2 маємо αy,i = βy,i = 1 для
всiх y ∈ {1, . . . , K} та i ∈ {1, . . . , N} на всiх кроках, тобто стандартний
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рiвномiрний розподiл. Таким чином, на кожному кроцi t

E
[
1{It = i } | Ŷt

]
= E

[
1{It = i } |Yt

]
=

1

N
. (7.3)

Так як для всiх t ∈ [T ] виконується

K∑
y=1

N∑
i=1

1{Yt = y }1{It = i } = 1,

то виразимо сукупнi втрати наступним чином:

E [L(T )] =
T∑
t=1

µYt,1 − E

[
T∑
t=1

ξt

]
=

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y }1{It = i } (µYt,1 − ξt)

]
.

Отже, використовуючиправилоповногоматематичного сподiвання та (7.3)
отримаємо наступну оцiнку втрат з останньої рiвностi:

E [L(T )] =
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
E
[
1{Yt = y }1{It = i } (µYt,1 − ξt) |Yt, It

]]
=

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y }1{It = i } E [(µYt,1 − ξt) |Yt, It]

]
=

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y }1{It = i } (µYt,1 − µYt,It)

]
=

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y }1{It = i }

]
(µy,1 − µy,i) =

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
E
[
1{Yt = y }1{It = i } |Yt

]]
(µy,1 − µy,i) =

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y } E

[
1{It = i } |Yt

]]
(µy,1 − µy,i) =

=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

1

N
E
[
1{Yt = y }

]
(µy,1 − µy,i) =
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=
K∑
y=1

N∑
i=1

T∑
t=1

1

N
E
[
1{Yt = y }

]
(µy,1 − µy,i) ⩽

⩽
1

N

N∑
i=1

max
y=1,...,K

(µy,1 − µy,i)
K∑
y=1

T∑
t=1

E
[
1{Yt = y }

]
=

=
T

N

N∑
i=1

max
y=1,...,K

(µy,1 − µy,i) .

Що i треба було довести.

У випадку високої впевненостi λt = 1 та вiдсутностi помилкової класи-
фiкацiї на кожному кроцi t маємо результати з теореми 7.2:

E [L(T )] ⩽ max
y=1,...,K

(
N∑
i=2

1

(µy,1 − µy,i)
2

)2

K log

(
T

K

)
.

7.4. Чисельнi експерименти

У даному експериментi ми демонструємо потенцiал використання ко-
ефiцiєнта ймовiрностi правильної класифiкацiї для баєсової стратегiї в се-
редовищi з рiзним вiдсотком неправильної класифiкацiї. Маємо декiлька
етапiв алгоритму:

1. Послiдовний кластерний аналiз за результатом класифiкацiї пото-
чної додаткової iнформацiї Ŷt. ЗастосовуєтьсяметодK-найближчих
сусiдiв ([24, 38]).

2. Отримання коефiцiєнта ймовiрностi правильної класифiкацiї з не-
чiткого кластерного аналiзу ([23]):

λt =
K∑
y=1

(∥xt − ĉŶt
∥

∥xt − ĉy∥

)−2/(l−1)

∈ [0, 1],

де xt — об’єкт поточної додаткової iнформацiї, ĉy — центроїд класу y
та l — коефiцiєнт нечiткостi.

3. Використання баєсової стратегiї для середовища з додатковою iн-
формацiєю.
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Ми розглядаємо випадки додаткової iнформацiї з двома класами по 10
дiй у кожному у виглядi послiдовного кластерного аналiзу, приклад яких
наведено на рисунку 7.1а. Математичнi сподiвання (параметри розподi-
лiв) дiй згенерованi випадковим чином. Мета експериментiв — порiвняти
роботу алгоритмiв баєсової стратегiї без урахування коефiцiєнта λt 7.1 та
з урахуванням за алгоритмом 7.2 в середовищах з рiзними вiдсотками
правильної класифiкацiї.

Результати всiх експериментiв агрегованi з 10000 незалежних тестiв i
зображенi на рисунку 7.1б. На цих графiках можна побачити, що баєсова
стратегiя, яка використовує коефiцiєнт ймовiрностi правильної класифiка-
цiї, має до 5% меншi сукупнi втрати.

Висновки до роздiлу 7

У цьому роздiлi був наданий опис математичної моделi багаторукого
бандита у середовищi, у якому процес винагороди кожної дiї залежить вiд
деякої додаткової iнформацiї. Зокрема, булиотриманi наступнi результати:

• Наведено асимптотичний аналiз баєсової стратегiї у стохастично-
му середовищi з додатковою iнформацiєю та спостереженнями, якi
мають бета-розподiл. Отриманi оцiнки верхньої границi очiкуваних
сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй та у загаль-
ному випадку.

• Розглянуто вплив помилкової класифiкацiї та спосiб зменшення
цього впливу. Побудовано новий алгоритм з використанням зваже-
ння вибiрки для зменшенняшуму у спосiб, подiбний до середнього
зваження з оберненою дисперсiєю.

• Проведено чисельнi експерименти, якi пiдтверджують теоретичнi
результати.
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(а) Додактова iнформацiя у виглядi кластерiв

(б) Сукупнi втрати на кроках з правильною класифiкацiєюпоточної додаткової iнформацiї

Рис. 7.1: Результати експериментiв в середовищах з рiзними вiдсотками
правильної класифiкацiї (точнiстю) в середньому на горизонтi: 100%, 95%
та 90%. Використовуються баєсовi стратегiї за алгоритмом 7.1 (κBayes) та
стратегiя з коефiцiєнтом λt за алгоритмом 7.2 (κNew).
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ВИСНОВКИ

У роботi були розглянутi асимптотичнi властивостi стратегiй у стоха-
стичному середовищi зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл. Засто-
совану технiку доведень, запровадженнi означення, допомiжнi тверджен-
ня та леми можна використовувати для подальших дослiджень в цьому та
сумiжних напрямках. Серед отриманих результатiв дисертацiйної роботи
слiд видiлити наступнi:

1. Розглянуто стохастичне середовище та наведено означення кла-
сiв для рiзних випадкiв розподiлiв. Отримано функцiю очiкуваних
сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптимальностi дiй у даному се-
редовищi. Зроблено аналiз прикладiв неоптимальних стратегiй та
простих випадкiв.

2. Адаптовано алгоритм для стратегiї на базi надiйного iнтервалу.
Отримана асимптотична оцiнка очiкуваних сукупних втрат. По-
казано, що дана стратегiя є асимптотично оптимальною для роз-
глянутого випадку середовища.

3. Побудовано алгоритм для баєсової стратегiї. Отримано асимптоти-
чну оцiнку очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неопти-
мальностi дiй. Отримано баєсову асимптотичну оцiнку очiкуваних
сукупних втрат без залежностi вiд неоптимальностi дiй та припу-
щень щодо апрiорного розподiлу. Показано, що баєсова стратегiя є
асимптотично оптимальною для розглянутого випадку середови-
ща.

4. Отримано оцiнку ефективностi стратегiї для випадку з двома дiями
та оптимальним вибором кiлькостi дослiджень простору варiантiв
для жадiбної стратегiї.
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5. Наведено асимптотичний аналiз баєсової стратегiї у стохастичному
середовищi з додатковою iнформацiєю. Отриманi оцiнки верхньої
границi очiкуваних сукупних втрат з залежнiстю вiд неоптималь-
ностi дiй та у загальному випадку. Побудовано новий алгоритм з
використанням зваження вибiрки для зменшення шуму у спосiб,
подiбний до середнього зваження з оберненою дисперсiєю.

6. Проведено моделювання запропонованих у роботi алгоритмiв стра-
тегiй у стохастичному середовищi з рiзними параметрами розпо-
дiлiв та кiлькiстю дiй. Одержанi чисельнi результати показали, що
стратегiї є асимптотично оптимальними згiдно з отриманими оцiн-
ками верхнiх границь втрат.

7. Розроблено програмне забезпечення та бiблiотеки, якi опублiкова-
нi як ресурс з вiдкритим кодом [28, 29]. Використовувалися мови
програмування Python [74] та R [64] з додатковими бiблiотеками,
якi знаходяться пiд лiцензiями BSD-3, PSF i MIT у вiльному доступi
для наукових дослiджень.

Також варто зазначити, що потенцiал розроблених стратегiй для се-
редовища зi спостереженнями, якi мають бета-розподiл, демонструється в
однiй з опублiкованих статей ([34]), де наведено симуляцiю експерименту з
використанням набору даних, отриманих у результатi реальних клiнiчних
випробувань.
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Додаток Б
Параметри середовищ та результати для жадiбної стратегiї

Таблиця Б.1
Параметри дiй середовищ з бета-розподiлом для експериментiв з
жадiбною стратегiєю, значення сукупних втрат за результатами,

агрегованими з 10000 незалежних тестiв, та верхня границя згiдно з
теоремою 5.1 при використаннi оптимiзацiї (5.2)

∆µ Результати, L(T ) Верхня границя, L(T ) α1 β1 α2 β2

0.01 4.47 10.80 115 117 117 114
0.02 7.73 30.17 113 120 119 112
0.03 10.95 36.45 112 120 119 109
0.05 18.56 38.33 111 120 120 106
0.1 23.09 33.14 100 122 122 100
0.2 18.61 23.44 100 150 150 100
0.3 14.99 18.32 90 165 160 85
0.4 13.01 15.33 77 175 175 75
0.5 11.08 12.97 65 200 200 67
0.6 10.13 11.52 55 220 215 55
0.7 9.06 10.31 45 250 225 40
0.8 8.79 9.33 30 270 240 27
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