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Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi òà îá ðóíòóâàííþ íàáëèæåíèõ îïòè-

ìàëüíèõ êåðóâàíü ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê äëÿ

øèðîêèõ êëàñiâ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ

äæåðåë òà äîäàòêiâ.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïðîâåäåíî àíàëiç ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë çà òåìîþ äè-

ñåðòàöiéíèõ äîñëiäæåíü.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ðåçóëüòàòè òåîði¨ åâîëþöié-

íèõ ðiâíÿíü, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçïîäiëåíèìè ñèñòåìàìè òà òåîði¨

óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåð-

òàöi¨.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òå-

ïëîâèìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ. Òàêi

ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi-

÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, äå êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòî-

ðà, à òàêîæ êîåôiöi¹íòè öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëà çàëåæàòü âiä ôóíêöié âèäó

a(xε ), ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð. Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî, ùî öiëüîâèé ôóíêöiî-



3

íàë ¹ â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì i íå ¹ êâàäðàòè÷íèì ïðè ε > 0. Ââàæàþ÷è,

ùî ïðè ïåðåõîäi äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ âiäïîâiäíà ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íà

çàäà÷à äîïóñêà¹ ôîðìóëó òî÷íîãî ñèíòåçó, â öüîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ i îá-

 ðóíòîâó¹òüñÿ íàáëèæåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. Çîêðåìà,

â ïåðøîìó i äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå

ðîçïîäiëåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó íà ñêií÷åííîìó òà íå-

ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè

â ãîëîâíié ÷àñòèíi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî ôóí-

êöiîíàëó ÿêîñòi. Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëè-

æåíå ðîçïîäiëåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî

êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi. Â ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi ïîáó-

äîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè åâîëþöiéíîãî âêëþ÷åííÿ

ç íåàâòîíîìíèìè çáóðåííÿìè â êîåôiöi¹íòàõ.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äè-

ôóçiéíèìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè ç íåëiíiéíèìè òà ìíîãîçíà÷íèìè çáó-

ðåííÿìè. Òàêi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çà-

äà÷ äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì òèïó ðåàêöi¨-

äèôóçi¨, ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü

ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Ó âñiõ çàäà÷àõ öüîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çî-

ñåðåäæåíå êåðóâàííÿ u(t), êâàäðàòè÷íèé öiëüîâèé ôóíêöiîíàë òà çáóðåí-

íÿ âèäó εF (y), äå y - ôàçîâà çìiííà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð. Íà îñíî-

âi ôîðìóë òî÷íîãî (ïàðàìåòðè÷íîãî çà íàÿâíîñòi îáìåæåíü) ñèíòåçó äëÿ
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ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ áóäó¹òüñÿ i îá ðóíòîâó¹òüñÿ íàáëèæåíå êåðó-

âàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñëàáêî-íåëiíiéíî¨ çàäà÷i.

Ó ïåðøîìó i äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé

îáìåæåíèé ñèíòåç òà íàáëèæåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì

ïðè íåëiíiéíîñòi òà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi. Ó òðåòüîìó ïiäðîç-

äiëi ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé îáìåæåíèé ñèíòåç äëÿ çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëàáêî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâî-

ãî ðiâíÿííÿ òà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi

ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåð-

íåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ åâîëþöiéíîãî âêëþ÷åííÿ ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó ç

ìíîãîçíà÷íèì íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó çáóðåííÿì.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè-

÷íèìè i ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ó ñåêòîðàëüíèõ îáëàñòÿõ iç êâàäðàòè-

÷íèìè êðèòåðiÿìè ÿêîñòi òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè ¹ îäåðæàííÿ òî÷íèõ i íàáëèæåíü ôîðìóë îïòèìàëüíèõ êåðó-

âàíü äëÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Ïðèíöèïîâà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñè-

ñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç ðîçãëÿíóòèìè íåëîêàëüíèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè íå ¹ ïîâíîþ, ùî íå äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèõiäíó çàäà÷ó äî

çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi îäíîâèìiðíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çà äîïî-

ìîãîþ ìåòîäó Ôóð'¹. ×àñòêîâó äåêîìïîçèöiþ ìîæíà ïðîâåñòè, âèêîðèñòî-

âóþ÷è áiîðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè ôóíêöié. Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíà

çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òî÷íîãî òà ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî êåðóâàííÿ äëÿ çàäà-

÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íåëîêàëü-

íèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði ç êâàäðàòè÷íèì öiëüîâèì

ôóíêöiîíàëîì. Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî



5

êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâè-

ìè óìîâàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðÿäè Ôóð'¹-Áåññåëÿ, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî

çëi÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíèõ çàäà÷, ÿêi, â ñèëó ÷àñòêîâî¨

äåêîìïîçèöi¨, ¹ çàëåæíèìè ìiæ ñîáîþ. Âèäiëåíî êëàñ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié,

äëÿ ÿêèõ äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü âiäïîâiäíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à

ç ìiíiìàëüíîþ åíåðãi¹þ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç íåëîêàëüíèìè êðà-

éîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði.

Ó øîñòîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî ìiíi-

ìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëó âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáî-

ëi÷íèõ çàäà÷ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âèìiðþ¹òüñÿ íå ñàìà

âåëè÷èíà, ÿêà îïèñó¹ äîñëiäæóâàíå ÿâèùå, à ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äåÿêå çíà÷åí-

íÿ âiä ðîçâ'ÿçêó iç îïåðàòîðîì, ùî âèçíà÷à¹ ñïîñiá âèìiðþâàííÿ. Ïðîáëåìà

óñêëàäíÿ¹òüñÿ íå ëèøå ÷åðåç íàÿâíiñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåôiöi¹íòiâ òèïó

a(xε ), ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, â ãîëîâíié ÷àñòèíi îïåðàòîðà, òà íåâiäîìèõ

ôóíêöi¨, ÿêi âõîäÿòü äî ðiâíÿííÿ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ, à ùå é ÷åðåç òå, ùî

ñïîñòåðåæåííÿ ¹ íåëiíiéíèì (ìà¹ îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèöi¨), ùî ¹ â ïåâíî-

ìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiäíîøåííþ äî ëiíiéíîãî âèïàäêó (ε = 0). Ââàæàþ÷è,

ùî ïðè ïåðåõîäi äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ ñïîñòåðåæåííÿ ñòà¹ ëiíiéíèì,

ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü òðàäèöiéíèì ìiíiìàêñíèì ïiäõîäîì äëÿ çíàõîäæåí-

íÿ ðîçâ'ÿçêó. Íà îñíîâi òî÷íî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè äëÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i

(ε = 0) ó ïåðøîìó òà äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ïîáóäîâàíi òà îá ðóíòîâàíi íà-

áëèæåíi ìiíiìàêñíi îöiíêi ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãi-

ïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ ñïî-

ñòåðåæåííÿõ. Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíi òà îá ðóíòîâàíi íàáëèæåíi

ìiíiìàêñíi îöiíêè äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi-
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¹íòàìè òà ç íåëiíiéíèì ñòîõàñòè÷íèì ñïîñòåðåæåííÿì. Ó ÷åòâåðòîìó ïiä-

ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðiîäè÷íèõ

çà ÷àñîì ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êðàéîâèìè óìîâàìè Íåéìàíà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåð-

íåíîãî çâ'ÿçêó, ìiíiìàêñíå îöiíþâàííÿ, øâèäêî êîëèâíi êîåôiöi¹íòè, óñå-

ðåäíåííÿ, ìàëèé ïàðàìåòð, ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ,
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This thesis is devoted to the construction and substantiation of approximate

optimal controls in the feedback form and guaranteed estimates for wide classes

of distributed systems with small parameter.

The thesis consists of an introduction, six sections, a list of used literature

and additions.

In Chapter 1, the analysis of literature sources on the topic of the thesis

research is carried out.

In Chapter 2, it is presented the basic concepts and results of evolutionary

equation theory, optimal control of distributed systems and the homogenization

theory for di�erential operators used in the thesis.

Chapter 3 deals with the optimal control problems of thermal and wave

processes in microhomogeneous media. Such processes are described by initial

boundary value problems for parabolic and hyperbolic equations, where the

coe�cients of the di�erential operator, as well as the coe�cients of the objective

functional depend on functions of the form a(xε ), ε > 0 is a small parameter.

In this case, we consider that the objective functional is perturbed in some

sense and it is not quadratic at ε > 0. We assume that the corresponding

linear-quadratic problem with averaged parameters admits the exact synthesis

formula. Under such assumption, in this chapter we construct and substantiate

approximate control in the form of feedback.

In particular, in the �rst and second sections, an approximate distributed

control in the feedback form is constructed and substantiated for the opti-

mal control problem, which consists of a parabolic equation with rapidly osci-

llating coe�cients in the main part of the di�erential operator and a non-

quadratic quality criterion on a �nite and in�nite time interval. In the third

section, the approximate distributed control in the feedback form is constructed
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and substantiated for the optimal control problem consisting of a hyperbolic

equation with rapidly oscillating coe�cients in the main part of the di�erenti-

al operator and a non-quadratic objective functional. In the fourth section,

the approximate control in the feedback form is constructed and substanti-

ated for the optimal control problem of evolutionary inclusion solutions with

non-autonomous perturbations in coe�cients.

In Chapter 4, the optimal control problems for di�usion and wave processes

with nonlinear and multivalued perturbations are considered. Such processes

are described by initial boundary value problems for weakly nonlinear parabolic

equations and systems of reaction-di�usion type, weakly nonlinear hyperbolic

equations and evolutionary inclusions of sub-di�erential type. In this chapter,

for all problems we consider the lumped control u(t), the quadratic objective

functional, and the perturbation of the form εF (y), where y is a phase variable,

ε > 0 is a small parameter. On the basis of formulas of exact (parametric in the

presence of restrictions) synthesis for linear-quadratic problems, approximate

feedback control is constructed and substantiated for the corresponding weakly

nonlinear problem. In the �rst and second sections, an approximate bounded

synthesis and an approximate controller are constructed and substantiated for

the optimal control problem, which consists of an equation of reaction-di�usion

type with small parameter at nonlinearity and quadratic quality criterion.In the

third section, an approximate bounded synthesis is constructed and substanti-

ated for the optimal control problem consisting of the weakly nonlinear wave

equation and quadratic objective functional. In the fourth section, the approxi-

mate optimal control in the feedback form is constructed and substantiated for

the evolutionary inclusion of a sub-di�erential type with a multivalued semi-

continuous perturbation.
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Chapter 5 deals with the optimal control problems for elliptic and parabolic

equations in sectorial domains with quadratic objective functionals and non-

local boundary conditions. The main results are obtaining exact and approxi-

mate formulas of optimal control for the corresponding problems. The main

di�culty is that the system of eigenfunctions of the Laplace operator is not

complete under considered nonlocal boundary conditions, and it does not allow

to reduce the initial problem to a number of one-dimensional optimal control

problems by the Fourier method. Partial decomposition can be carried out usi-

ng biorthonormal function systems. In the �rst section, we prove the solvability

of the optimal control problem for elliptic equation with nonlocal boundary

conditions in a circular sector with terminal quadratic cost functional in the

class of distributed controls. In the second section, the optimal control problem

for a parabolic equation with nonlocal boundary conditions is considered. Usi-

ng the Fourier-Bessel series, the problem is reduced to a �nite sequence of

in�nite-dimensional problems which, by virtue of partial decomposition, are

interdependent. We select the class of initial functions for which the solvability

of the corresponding optimal control problems with the quadratic quality cri-

terion is proved. In the third section, the problem with the minimum energy for

a parabolic equation with nonlocal boundary conditions in the circular sector

is solved.

In Chapter 6, the problem of exact and approximate guaranteed estimati-

on for functional from solutions of parabolic and hyperbolic problems with

rapidly oscillating coe�cients. We measure not the value that describes the

system, but some value from the solution with the operator that determines

the method of measurement. The problem is complicated by the presence of a

small parameter in the coe�cients, and as well, by the fact that the observation
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is nonlinear (has a superposition type operator). Such observation is in some

sense perturbed with respect to the linear case (ε = 0). In the �rst and second

sections, on the basis of the exact minimax estimation for the problem with

unperturbed (ε = 0) parameters, the approximate minimax estimations are

constructed and substantiated for parabolic and hyperbolic minimax estimati-

on problems in the deterministic case with nonlinear observation. In the third

section, approximate minimax estimates for parabolic equations with rapidly

oscillating coe�cients and with nonlinear stochastic observation are constructed

and substantiated. In the fourth section, the problem of minimax estimating the

solutions of time-periodic linear parabolic equations with Neumann boundary

conditions is solved.

Key words: optimal control, feedback control, minimax estimation, rapi-

dly oscillating coe�cients, homogenization, small parameter, parabolic equati-

on, wave equation, evolutionary inclusion, reaction-di�usion equation, nonlocal

boundary conditions.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè.

Äëÿ ëþäñòâà ïî÷àòîê ÕÕI ñòîði÷÷ÿ âiäçíà÷èâñÿ óñâiäîìëåííÿì íåîá-

õiäíîñòi çàïðîâàäæåííÿ íîâèõ ðåñóðñîîùàäëèâèõ òåõíîëîãié. Ïiä òàêèìè

òåõíîëîãiÿìè ìè ðîçóìi¹ìî íå ëèøå åêîíîìi÷íiñòü òà åôåêòèâíå âèêîðè-

ñòàííÿ ïðèðîäíèõ i ëþäñüêèõ ðåñóðñiâ, à òàêîæ åêîëîãi÷íiñòü òà ïåðåðî-

áëþâàíiñòü âèðîáëåíî¨ ïðîäóêöi¨. Åíåðãîîùàäëèâiñòü, ðîçðîáêà íîâèõ ñó-

÷àñíèõ ìàòåðiàëiâ, àâòîìàòèçàöiÿ âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ, ðîçâèòîê ìåäè÷íèõ

òà àãðàðíèõ òåõíîëîãié, ïiäâèùåííÿ îáîðîíîçäàòíîñòi � öi âèêëèêè ïîòðå-

áóþòü ðîçðîáêè íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ åôåêòèâíîãî àíàëiçó,

ìîäåëþâàííÿ òà êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè ðiçíî¨ ïðèðîäè. Ïiäâàëèíàìè ðîçðîá-

êè òàêîãî àïàðàòó ñòàâ ñïðàâæíié íàóêîâèé áóì ó ñåðåäèíi ÕÕ ñòîði÷÷ÿ.

Çîêðåìà, ñàìå òîäi âåëèêèé ðîçâèòîê îòðèìàëà òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàíÿ çàâäÿêè ðîçðîáöi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà òà ìåòîäó äèíàìi-

÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ Áåëëìàíà. Çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó îòðèìàíå îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ çàëåæèòü ëèøå âiä ÷àñó òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (òàê çâàíå

ïðîãðàìíå êåðóâàííÿ). Ïîáóäîâàíå çà ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàí-

íÿ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàëåæèòü ëèøå âiä çíà÷åííÿ ôàçîâî¨ çìiííî¨ ó

ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó. Òàêå êåðóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿòîðîì, ñèíòåçîì

àáî êåðóâàííÿì iç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì.

Ó ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðàöÿõ Ë. Ñ. Ïîíòðÿãiíà, R. Bellman, Ì. Ì. Êðà-

ñîâñüêîãî, Á. Ì. Ïøåíè÷íîãî òà ¨õ íàóêîâèõ øêië áóëî çàêëàäåíî îñíîâè

òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè iç çî-

ñåðåäåíèìè ïàðàìåòðàìè. Òàêi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàçâè÷àé

îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ øèðîêèõ

êëàñiâ êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ, ùî îïèñóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿííÿìè, áóëî îäåð-
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æàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi, à òàêîæ çàïðîïîíîâàíî

åôåêòèâíi àëãîðèòìè ïîáóäîâè ïðîãðàìíèõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü. Ïðè

öüîìó ñëiä âiäìiòèòè, ùî êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó ìà¹ ïå-

ðåâàãó íàä ïðîãðàìíèì ç òî÷êè çîðó ïðèêëàäíèõ òà iíæåíåðîíèõ çàäà÷,

îñêiëüêè âîíî âðàõîâó¹ ïîòî÷íi çìiíè ó ñèñòåìi. Ïðîòå äîâåñòè iñíóâàí-

íÿ òàêîãî êåðóâàííÿ äëÿ êîíêðåòíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì âäà¹òüñÿ äàëåêî íå

çàâæäè. Áiëüøå òîãî, çàäà÷à ïîáóäîâè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó â çàãàëüíîìó

âèïàäêó çàëèøà¹üñÿ âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ, ùî ìà¹ çàäîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ëèøå äëÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (äå çâî-

äèòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíîãî àáî àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi) òà äëÿ

ñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi (Î. Ì. Ë¹òîâ). Ïðèðîäíî, ùî

ïðîáëåìè çíàõîäæåííÿ feedback-êåðóâàíü òiëüêè óñêëàäíþþòüñÿ, êîëè ìè

ïåðåõîäèìî äî âèâ÷åíííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ïðîöåñàõ ç ðîç-

ïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè, çîêðåìà, ÿêi îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ. Ñòâîðåííÿ òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì iç ðîçïî-

äiëåíèìè ïàðàìåòðàìè áóëî çäiéñíåíå ó ïðàöÿõ J.-L. Lions, A. Bensoussan,

G. Da Prato, M. C. Delfour, S. K. Mitter, V. Barbu, W. Fleming, R. Rishel, H.

Amann, X. Li, J. Yong, À. Ô. Ôóðñiêîâà, À. I. �ãîðîâà, À. Ã. Áóòêîâñüêîãî,

Ò. Ê. Ñiðàçåòäiíîâà òà áàãàòüîõ iíøèõ. Çîêðåìà, âàðiàöiéíi ìåòîäè ðîçâè-

âàëèñÿ â ðîáîòàõ J.-L. Lions, L. D. Berkovitz, J.-P. Aubin, I. Ekeland, Â. Ñ.

Ìåëüíèêà, Ì. Ç. Çãóðîâñüêîãî, Î. Ì. Íîâiêîâà, Â. I. Iâàíåíêà, V. Barbu, Â.

I. Ïëîòíiêîâà, Â. À. ßêóáîâè÷à, Ê. À. Ëóð'¹. Ó çâ'ÿçêó iç ÷èñëåííèìè ïðè-

êëàäíèìè çàñòîñóâàííÿìè â ìåõàíiöi òà ôiçèöi àêòèâíî ðîçâèâàþòüñÿ ìåòî-

äè ðîçâ'ÿçàííÿ åâîëþöiéíèõ òà îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ ç âèðîäæåíèìè, ðîç-

ðèâíèìè, ñòîõàñòè÷íèìè òà ìíîãîçíà÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè (J.-L. Lions
’
Ã.

Äþâî, V. Barbu, À. À. Òîëñòîíîãîâ, À. Â. Ïëîòíiêîâ, I. À. Äæàëëàäîâà, Ï.
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I. Êîãóò, Ï. Î. Êàñüÿíîâ).

Ïðîáëåìà ñèíòåçó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ñè-

ñòåìàõ, ÿê íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó ÷àñó, òàê i íà ïiâîñi (çàäà÷à îïòèìàëü-

íî¨ ñòàáiëiçàöi¨) ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòàõ A. Bensoussan, À. I. �ãîðîâà, Ì.

Ð. Ðàõiìîâà, Á. Ì. Áóáëèêà, Î. I. Íåâiäîìñüêîãî, Â. Î. Êàïóñòÿíà. Îäíèì

iç ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè ¹ ðåäóêöiÿ äî ñêií÷åííîâèìiðíî¨ çà-

äà÷i, àíàëiç âiäïîâiäíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà, ÿêå äëÿ äå-

ÿêèõ êëàñiâ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ äîïóñêà¹ ðîçâ'ÿçàííÿ i ïîòiì ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä (R. F. Curtain, A. J. Pritchard). ßê ðåçóëüòàò, ìîæíà äîâå-

ñòè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó i âèïèñàòè äëÿ íüîãî äèôåðåíöiàëüíî-

îïåðàòîðíå àáî îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ, êîðèñòó-

þ÷èñü ñïåêòðîì äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà, ìîæíà çâåñòè âèõiäíó çàäà÷ó

äî íåñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìàëî¨ ðîçìiðíî-

ñòi. Öåé ïiäõiä âèÿâëÿ¹òüñÿ îñîáëèâî åôåêòèâíèì çà íàÿâíîñòi îáìåæåíü íà

êåðóâàííÿ, êîëè ç'ÿâëÿ¹òüñÿ òî÷êà ïåðåêëþ÷åííÿ i, ÿê íàñëiäîê, ó ôîðìóëó

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó âõîäèòü äîäàòêîâå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ (ôîðìóëà

ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó). Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè âïåðøå áóëè îäåðæàíi â

ðîáîòàõ À. I. �ãîðîâà, Â. Î. Êàïóñòÿíà, Â. �. Áiëîçüîðîâà.

Âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ, òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ ç ïðîáëåìàòèêîþ òåîði¨ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ¹ ñòâîðåííÿ åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ, àíàëi-

çó òà îïòèìiçàöi¨ ñèñòåì â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi ÿê äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ,

òàê i äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì. Îñíîâè òàêî¨ òåîði¨ áóëè çàïî÷àòêîâàíi ó

ïðàöÿõ Ì. Ì. Êðàñîâñüêîãî, Î. Ã. Íàêîíå÷íîãî, Ô. Ã. Ãàðàùåíêà, Þ. Ê.

Ïîäëèïåíêà, À. Á. Êóðæàíñüêîãî, W. Fleming, R. Rishel, T. Basar. Òåî-

ðåòè÷íi ðåçóëüòàòè â öié ãàëóçi ñòàëè îñíîâîþ äëÿ ðîçðîáêè åôåêòèâíèõ

àëãîðèòìiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îöiíþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ, îïòèìiçàöi¨, äî-
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ñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi òà àíàëiçó ñèñòåì, ùî ïðàöþþòü â óìîâàõ íåâèçíà÷åíî-

ñòi àáî íåïîâíîòè äàíèõ. Îäíèì iç ïîòóæíèõ iíñòðóìåíòiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ

òàêèõ çàäà÷ ñòàâ ìiíiìàêñíèé ïiäõiä, ÿêèé áóâ ðîçâèíåíèé äëÿ ñèñòåì ç

ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè â ðîáîòàõ Î.Ã. Íàêîíå÷íîãî òà éîãî ó÷íiâ.

Ïðè ìîäåëþâàííi êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ó ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ,

ÿê ïðàâèëî, âèíèêàþòü äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ùî

ìiñòÿòü øâèäêî êîëèâíi êîåôiöi¹íòè. Òàêi ïðîöåñè âèíèêàþòü ó êîìïîçè-

òíèõ ìàòåðiàëàõ, ðiçíîìàíiòíèõ äèñïåðñíèõ ñåðåäîâèùàõ, ïðè ôiëüòðàöi¨,

òîùî. Ðîçðàõóíîê õàðàêòåðèñòèê òèïó òåïëîïðîâiäíîñòi àáî åëåêòðîïðî-

âiäíîñòi äëÿ òàêèõ ñåðåäîâèù íàäòî óñêëàäíþ¹òüñÿ ÷åðåç íàÿâíiñòü ìàëîãî

ïàðàìåòðó â êîåôiöi¹íòàõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Öå çóìîâèëî ðîç-

âèòîê àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó òàêèõ ðiâíÿíü i ïðèçâåëî äî ñòâîðåííÿ òåîði¨

óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Íà òåïåðiøíié ÷àñ ïèòàííÿì óñå-

ðåäíåííÿ òà G-çáiæíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè

F. Colombini, S. Spagnolo, Î. À. Îëåéíiê, Â. Â. Æèêîâà, Ñ.Ì. Êîçëîâà, J.-L.

Lions, E. Sanchez-Palencia, G. Dal Maso, Â. Î. Ìàð÷åíêà, �. ß. Õðóñëîâà,

A. Pankov, Ô. Ë. ×åðíîóñüêà òà áàãàòüîõ iíøèõ. Äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì ìåòîäè òåîði¨ óñåðåäíåííÿ ðîçâèâàëèñü ó ðîáîòàõ Ì.Ã.

Äìèòði¹âà, A. Bensoussan, Ó. Å. Ðàéòóìà, G. Papanicolaou, G. Buttazzo,

O. Alvarez, Ë. Ä. Àêóëåíêî, S. Kesavan, S. Migorski, N. S. Papageorgiou, Z.

Denkowski, S. Mortola, Ï.I. Êîãóòà, Ò.À. Ìåëüíèêà, G. Leugering òà iíøèõ.

Çîêðåìà, ïèòàííÿ ïîáóäîâè òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî óñåðåäíåíîãî ñèíòåçó

äëÿ ðÿäó ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ ç îáìåæåíèì çîñåðåäæåíèì êåðó-

âàííÿì ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ Â. Î. Êàïóñòÿíà òà À. Â. Ñóêðåòíî¨, çà

íàÿâíîñòi iìïóëüñíèõ çáóðåíü - â ðîáîòàõ À. Â. Ðóñiíî¨.

Âñå âèêëàäåíå âèùå ãîâîðèòü ïðî âàæëèâiñòü ïðîáëåìè ïîáóäîâè íàáëè-
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æåíèõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíèõ

îöiíîê äëÿ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì iç ìàëèì ïàðàìåòðîì i îáóìîâëþ¹ àêòó-

àëüíiñòü òåìàòèêè äèñåðòàöiéíèõ äîñëiäæåíü.

Çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïîâ'ÿçàíà ç òåìàòèêîþ äîñëiäæåíü êàôåäðè ñèñòåì-

íîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà

êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åí-

êà, òåìà � 16ÁÔ015-02 "Ðîçðîáêà íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ ñèñòåìíîãî

àíàëiçó i òåîði¨ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ"(íîìåð äåðæàâíî¨

ðå¹ñòðàöi¨ 0116U002529) òà òåìà � 19ÁÔ015-02 "Ðîçðîáêà íîâèõ ìàòåìàòè-

÷íèõ ìåòîäiâ àíàëiçó òà îïòèìiçàöi¨ ñèñòåì â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi"(íîìåð

äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0119U100338).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëèæåíèõ

îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê

äëÿ øèðîêèõ êëàñiâ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Îá'¹êò äîñëiäæåíü

Îá'¹êòîì äîñëiäæåíü ¹ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà ãàðàíòîâàíî-

ãî îöiíþâàííÿ äëÿ åëiïòè÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà

âêëþ÷åíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Ïðåäìåò äîñëiäæåíü

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî

çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíi îöiíêè äëÿ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.

Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òåîði¨ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ,

òåîpi¨ îïòèìàëüíîãî êåpóâàííÿ, òåîði¨ ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ, ìåòîäè íå-
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ëiíiéíîãî àíàëiçó, ìåòîäè òåîpi¨ óñåpåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó äèñåðòàöi¨ âïåðøå îòðèìàíî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíî-

ãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðàáî-

ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi

äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî

êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà

òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíî-

ãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ãiïåðáî-

ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi

äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíî-

ãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè åâîëþöiéíîãî

âêëþ÷åííÿ ç íåàâòîíîìíèìè çáóðåííÿìè â êîåôiöi¹íòàõ;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé îáìåæåíèé ñèíòåç òà íàáëè-

æåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè íåëiíiéíîñòi òà êâà-

äðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé îáìåæåíèé ñèíòåç äëÿ çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi ñëàáî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî
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ðiâíÿííÿ òà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi;

� ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó

ç ìíîãîçíà÷íèì íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó çáóðåííÿì;

� ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à çíàõîäæåííÿ òî÷íîãî òà ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî êå-

ðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè åëiïòè÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði ç êâàäðà-

òè÷íèì öiëüîâèì ôóíêöiîíàëîì;

� ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði ç êâà-

äðàòè÷íèì öiëüîâèì ôóíêöiîíàëîì;

� ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à ç ìiíiìàëüíîþ åíåðãi¹þ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði;

� ïîáóäîâàíi òà îáãðóíòîâàíi íàáëèæåíi ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ

âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè

íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ;

� ïîáóäîâàíi òà îáãðóíòîâàíi íàáëèæåíi ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ

âiä ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè

íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ.

� ïîáóäîâàíi òà îáãðóíòîâàíi íàáëèæåíi ìiíiìàêñíi îöiíêè äëÿ ïàðàáî-

ëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ç íåëiíiéíèì ñòîõà-

ñòè÷íèì ñïîñòåðåæåííÿì;

� ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïåðiîäè÷íèõ çà
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÷àñîì ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êðàéîâèìè óìîâàìè Íåéìàíà.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè

âíîñÿòü âàãîìèé âíåñîê ó òåîðiþ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà ãàðàíòîâàíî-

ãî îöiíþâàííÿ äëÿ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì. Ðîçðîáëåíi â ðîáîòi ìåòîäè ìî-

æóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîáóäîâi íàáëèæåíèõ îïòèìàëüíèõ ðåãóëÿòîðiâ

òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê äëÿ êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ó ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðå-

äîâèùàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à.

Âñi îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îòðèìàíi àâòîðîì

ñàìîñòiéíî. Âèçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïëàíó äîñëiäæåíü íàëåæèòü íàóêîâîìó

êîíñóëüòàíòó Îëåêñàíäðó Ãðèãîðîâè÷ó Íàêîíå÷íîìó. Ó ðîáîòàõ, ùî âèêî-

íàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

[1] � ðîçðîáëåíî ìåòîä ïîáóäîâè òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëèæåíîãî ñèíòåçó

äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ; [3] � äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìiíiìàêñíó îöiíêó

ôóíêöiîíàëó âiä ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç

êðàéîâèìè óìîâàìè Íåéìàíà; [4 - 6, 26, 27] � äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëü-

íîãî êåðóâàííÿ òà îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé ñèíòåç äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíèõ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü; [7, 9, 10, 28] � äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ òà îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíèõ åâî-

ëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âêëþ÷åíü; [11, 14 - 18, 29] � äîâåäåíî òåîðåìè ïðî

iñíóâàííÿ òî÷íèõ òà íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ, ùî îïèñóþòüñÿ åëiïòè÷íèìè òà ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ç íåëî-

êàëüíèìè óìîâàìè; [12] � ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíi êåðóâàííÿ

ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáî-

ëi÷íèõ ðiâíÿíü; [20] � äîâåäåíî òåîðåìó ïðî íàáëèæåíèé óñåðåäíåíèé ñèí-
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òåç äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ôóíêöiîíàëó òèïó ñóïåðïîçèöi¨; [22, 31] � äîâåäåíî

òâåðäæåííÿ ïðî åêâiâàëåíòíiñòü çàäà÷i îîöiíþâàííÿ äî çàäà÷i îïòèìàëüíî-

ãî êåðóâàííÿ, ïðî ìiíiìàêñíó îöiíêó ôóíêöiîíàëó âiä ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi-

÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó; [23, 32] � äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìiíiìàêñíó

îöiíêó ôóíêöiîíàëó âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî êî-

ëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ äåòåðìiíîâàíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ i

çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó ïîáóäîâè íàáëèæåíî¨ îöiíêè äëÿ âèõiäíî¨ çàäà-

÷i; [24] � äîâåäåíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ ãàðàíòîâàíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëó

âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè

ïðè íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ñïîñòåðåæåííÿõ i çàïðîïîíîâàíî ïðîöåäóðó

ïîáóäîâè íàáëèæåíî¨ îöiíêè äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà ìiæ-

íàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ, ñåðåä ÿêèõ:

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Dynamical System Modelling and Stability

Investigation: Modelling and Stability DSMSI, Êè¨â, 2003;

� II Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ, ïðèñâÿ÷åíà 90-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåí-

íÿ ÷ëåí-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà¨íè Ã.Ì. Ïîëîæåãî "Îá÷èñëþâàëüíà òà

ïðèêëàäíà ìåòåìàòèêà Êè¨â, 2004;

�Ìiæíàðîäíà øêîëà-ñåìiíàð "Problems of Decision Making under Uncertai-

nties PDMU, Ñõiäíèöÿ, 2006;

�Ìiæíàðîäíà øêîëà-ñåìiíàð "Problems of Decision Making under Uncertai-

nties PDMU, Êè¨â-Ðiâíå, 2008;

�Ìiæíàðîäíà øêîëà-ñåìiíàð "Constructive Methods for Nonlinear Boundary

Value Problems Eger, Hungary, 2009;

� Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Ïðîáëåìè ñòiéêîñòi òà îïòèìiçà-
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öi¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì äåòåðìiíîâàíî¨ òà ñòîõàñòè÷íî¨ ñòðóêòóðè ×åðíiâöi,

2010;

� ÕÕÌiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Problems of Decision Making under Uncertai-

nties PDMU, Brno, Czech republic, 2012;

� Ìiæíàðîäíà ëiòíÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà ïàì'ÿòi Â.À. Ïëîòíiêîâà, Îäå-

ñà, 2013;

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Dynamical System Modelling and Stability

Investigation: Modelling and Stability DSMSI, Êè¨â, 2015;

� ÕÕVIII Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Problems of Decision Making under

Uncertainties PDMU, Brno, Czech republic, 2016;

� ÕÕÕ Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Problems of Decision Making under

Uncertainties PDMU, Vilnius, Lithuania, 2017;

� IV Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ïàì'ÿòi ÷ëåí-êîðåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðà-

¨íè Â.Ñ. Ìåëüíèêà "Nonlinear Analysis and Applications Êè¨â, 2018;

� ÕÕÕII Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Problems of Decision Making under

Uncertainties PDMU-2018, Prague, Czech republic, 2018;

� Scienti�c Seminar of The Department of Information Engineering, Computer

Science and Mathematics, Universita degli Studi dell'Aquila, Aquila, Italy, 2019;

� íàóêîâèé ñåìiíàð êàôåäðè ñèñòåìíîãî àíàëiçó òà òåîði¨ ïðèéíÿòòÿ ði-

øåíü Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êå-

ðiâíèê - ïðîô. Íàêîíå÷íèé Î.Ã., 2020);

� íàóêîâèé ñåìiíàð êàôåäðè çàãàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiî-

íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèê - ïðîô. Ñòàíæè-

öüêèé Î.Ì., 2019);

� íàóêîâèé ñåìiíàð ÍÄÂ ñèñòåìíî¨ ìàòåìàòèêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíîãî

ñèñòåìíîãî àíàëiçó Íàöiîíàëüíîãî òåõíi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Óêðà¨íè "Êè-
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¨âñüêèé ïîëiòåõíi÷íèé iíñòèòóò iìåíi Iãîðÿ Ñiêîðñüêîãî"(êåðiâíèê - ïðîô.

Êàñüÿíîâ Ï.Î., 2019).

Ïóáëiêàöi¨.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 32 íàóêîâèõ ðîáîòàõ. Ç íèõ

1 ìîíîãðàôiÿ [12], 23 ñòàòòi ó ôàõîâèõ âèäàííÿõ, ç ÿêèõ 12 ñòàòåé ó âiò÷è-

çíÿíèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ [2, 3, 5, 6, 8 - 11, 13, 16, 19, 23], 11 ñòàòåé ó

âèäàííÿõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç Scopus òà Web of Science [1,

4, 7, 14, 15, 17, 18, 20 - 22, 24], 6 ñòàòåé [15, 17, 18, 20 - 22] ó iíîçåìíèõ íàóêî-

âèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ÿêi âiäïîâiäàþòü âèìîãàì ÌÎÍ Óêðà¨íè ùîäî

ïóáëiêàöi¨ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöiéíèõ ðîáiò ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ,

çîêðåìà, 5 ñòàòåé îïóáëiêîâàíî áåç ñïiâàâòîðiâ, à òàêîæ 8 òåç äîïîâiäåé íà

ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ.

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi

âñòóïó, øiñòüîõ ðîçäiëiâ, çàãàëüíèõ âèñíîâêiâ, ñïèñêó öèòîâàíî¨ ëiòåðàòóðè,

ùî ìiñòèòü 262 íàçâè, òà äîäàòêiâ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè ñêëàäà¹ 321

ñòîðiíêó äðóêîâàíîãî òåêñòó, ç ÿêèõ 258 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó.

Àâòîp äèñåpòàöi âèñëîâëþ¹ ùèpó ïîäÿêó ñâî¹ìó íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó

ïpîôåñîpó Íàêîíå÷íîìó Îëåêñàíäðó Ãðèãîðîâè÷ó çà áàãàòîði÷íó óâàãó i

ïiäòðèìêó.
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Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè òà ìåòîäèêà ïðîâå-
äåííÿ äèñåðòàöiéíèõ äîñëiäæåíü
Çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ìà-

òåìàòèêè, ìåõàíiêè, ôiçèêè òà iíæåíåði¨ çàâæäè áóëè ïðåäìåòîì öiêàâîñòi

áàãàòüîõ ó÷åíèõ. Äîñëiäæåííÿ ó öié ãàëóçi çàêëàëè áàçèñ äëÿ âèíèêíííÿ

òåîði¨ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ òà âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Òàêi âèäàòíi íàóêîâ-

öi ìèíóëîãî ÿê Áåðíóëëi Ä., Äàëàìáåð Æ., Ëàãðàíæ Æ., Åéëåð Ë. ââà-

æàþòüñÿ ôóíäàòîðàìè öèõ äèñöèïëií. Íå çâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëüêiñòü

îòðèìàíèõ ç òîãî ÷àñó ðåçóëüòàòiâ, ñòðiìêèé ðîçâèòîê òåõíîëîãié ó ÕÕ ñòî-

ði÷÷i âèìàãàâ ðîçðîáêè íîâîãî ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó, çà äîïîìîãîþ ÿêî-

ãî ìîæíà áóëî á çäiéñíþâàòè åôåêòèâíå êåðóâàííÿ ñêëàäíèìè îá'¹êòàìè

òà âèðîáíè÷èìè ïðîöåñàìè. Âëàñíå, êîìïëåêñ ðîçðîáëåíèõ ìàòåìàòè÷íèõ

ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ öèõ ñóòî ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ i íàáóâ íàçâè òåîðiÿ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Ðîçðîáëåíèé êîëåêòèâîì ìàòåìàòèêiâ ïiä êåðiâíèöòâîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãiíà

ïðèíöèï ìàêñèìóìó [122] ñòàâ îäíèì ç ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ó òå-

îði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ i äîçâîëèâ ðîçâ'ÿçóâàòè öiëi êëàñè íîâèõ åêñ-

òðåìàëüíèõ çàäà÷ iç îáìåæåííÿìè íà ôàçîâi çìiííi àáî ïàðàìåòðè êåðóâàí-

íÿ øëÿõîì çâåäåííÿ ¨õ äî ïðîáëåìè ïîøóêó åêñòðåìóìó äåÿêî¨ äîïîìiæíî¨

ôóíêöi¨ � ôóíêöi¨¨ Ïîíòðÿãiíà. Âêëþ÷àþ÷è â ñåáå íåîáõiäíi óìîâè êëàñè-

÷íîãî âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê (L.D. Berkovitz [168]),

ïðèíöèï ìàêñèìóìó äîçâîëèâ îäåðæóâàòè íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi

äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ êåðóâàííÿ, êîëè ñòàí êåðîâàíîãî ïðî-

öåñó â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó îïèñó¹òüñÿ âåêòîðîì ó ñêií÷åíîâèìiðíîìó ïðî-

ñòîði. Òàêi ñèñòåìè íàçèâàþòü ñèñòåìàìè ç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè
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i îïèñóþòü çà äîïîìîãîþ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó

ïîäàëüøîìó ðiçíèì àñïåêòàì òåîði¨ êåðóâàííÿ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòå-

ìàìè áóëî ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò. Çîêðåìà, ïðîáëåìè êåðîâàíîñòi, ñïî-

ñòåðåæóâàíîñòi, ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó âèâ÷àëèñÿ Ì.Ì. Êðàñîâñüêèì

òà éîãî ó÷íÿìè [83], íåîáõiäiíi é äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi äëÿ ëiíié-

íèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç îïóêëèìè iíòåãðàëüíèìè êðèòåði-

ÿìè ÿêîñòi âèâ÷àëèñÿ E.B. Lee, L. Markus [89], ïèòàííÿ ÷èñåëüíî¨ àïðî-

êñèìàöi¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîáîòàõ Ô.Ï. Âàñèëü¹âà

[18]. Óìîâè îïòèìàëüíîñòi â ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïóêëèõ çàäà÷àõ i òåîði¨

iãîð âèâ÷àëèñÿ Á.Ì. Ïøåíè÷íèì [123], â íåîïóêëèõ çàäà÷àõ � F.H. Clarke

[180], â çàäà÷àõ ç ìíîãîçíà÷íîþ òà íå÷iòêîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ � â ðîáîòàõ

À.Â. Ïëîòíiêîâà, Í.Â. Ñêðèïíiê [119]. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó ó âèïàäêó íå-

ñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî ïðîìiæêó áóâ äîñëiäæåíèé ó ðîáîòàõ H. Halkin [200],

âàæëèâi óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó äëÿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì çáóðåííÿì ôàçîâî¨ çìiííî¨ îäåðæàíî â

ðîáîòàõ À.Ì. Ñàìîéëåíêà òà Ì.Î. Ïåðåñòþêà [130], À.À. Àñëàíÿíà [5], Â.À.

Äèõòè [26], äëÿ ðiâíÿíü íà ÷àñîâèõ øêàëàõ � ó ïðàöÿõ Î.Ì. Ñòàíæèöüêîãî

[253], äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì çi ñòîõàñòè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè � ó ïðàöÿõ

I.À. Äæàëëàäîâî¨ [190]. Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè òà ìåòîäè óñåðåäíåííÿ äëÿ

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Â.Î. Ïëîòíiêîâà [118],

Ë.Ä. Àêóëåíêî [1].

Iíøèé ïiäõiä äî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ � ìåòîä äè-

íàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ � áóâ ðîçðîáëåíèé R. Bellman [7]. Íà âiäìiíó âiä

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà àíàëiçi ôóíêöi¨ ñòàíó êåðîâàíî-

ãî ïðîöåñó, â ìåòîäi äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ àíàëiçó¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ÿêà

ïî÷àòêîâèì äàíèì ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ êðèòåðiþ
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ÿêîñòi. Äëÿ äîñèòü øèðîêîãî êëàñó ïðîöåñiâ (òèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïðèí-

öèï îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà) âäà¹òüñÿ âèïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨.

Öå íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Áåëëìàíà. Óìîâè éîãî ðîçâ'ÿçíîñòi ¹ äîñòà-

òíiìè óìîâàìè îïòèìàëüíîñòi ìåòîäó Áåëëìàíà. Êëþ÷îâèì ìîìåíòîì ïðè

çàñòîñóâàííi ìåòîäó Áåëëìàíà ¹ ôîðìà îäåðæàíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-

íÿ. ßêùî ïðè çàñòîñóâàííi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ìè îäåðæó¹ìî êåðóâàííÿ

ó "ïðîãðàìíîìó"âèãëÿäi u = u(t, y0), òîáòî ÿê ôóíêöiþ ÷àñó i ïî÷àòêîâèõ

äàíèõ, òî ïðè çàñòîñóâàííi ìåòîäó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ Áåëëìà-

íà, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çíàõîäèòüñÿ ó âèãëÿäi u = u[t, y(t)], òîáòî ¹

ôóíêöi¹þ ëèøå ÷àñó i ñòàíó ñèñòåìè â öåé ìîìåíò ÷àñó. Òàêà ôîðìà íàçè-

âà¹òüñÿ îáåðíåíèì (feedback) çâ'ÿçêîì, àáî ñèíòåçîì, àáî ðåãóëÿòîðîì, i ¹

çíà÷íî ïðèâàáëèâiøîþ çà ïðîãðàìíó ç òî÷êè çîðó iíæåíåðíèõ çàñòîñóâàíü,

îñêiëüêè äîçâîëÿ¹ çäiéñíþâàòè êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ ç óðàõóâàííÿì âiäõè-

ëåíü, çóìîâëåíèõ çìiíîþ ñòàíó ñèñòåìè â ÷àñi, òîáòî ðåàëiçó¹ êîíöåïöiþ

N. Wiener [240] êåðóâàííÿ îá'¹êòîì íà îñíîâi éîãî ðåàëüíî¨, à íå î÷iêóâàí-

íî¨ ïîâåäiíêè. Öÿ êîíöåïöiÿ ëÿãëà â îñíîâó òåîði¨ ñèñòåì àâòîìàòè÷íîãî

êåðóâàííÿ, ùî ìà¹ øèðîêå êîëî çàñòîñóâàíü � âiä àâòîïiëîòiâ ëiòàëüíèõ

àïàðàòiâ äî ñèñòåì àâòîìàòèçîâàíîãî êåðóâàííÿ âåëèêèìè âèðîáíè÷èìè

ïðîöåñàìè [169]. Ñàìå òîìó, ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Î.À. Ôåëüäáàóìà [141], ìà-

òåìàòè÷íà òåîðiÿ àâòîìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ, çîêðåìà, îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì, àêòèâíî ðîçâèâà¹òüñÿ òà íàñüîãîäíi íàëi÷ó¹

òèñÿ÷i íàóêîâèõ ðîáiò. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ïåðåõiä âiä feedback ôîðìè äî

ïðîãðàìíî¨, ÿê ïðàâèëî, íå ñêëàäà¹ ïðèíöèïîâèõ óñêëàäíåíü. Íàòîìiñòü,

iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ïðîãðàìiíié ôîðìi, âçàãàëi êàæó÷è,

íå ãàðàíòó¹ ìîæëèâîñòi ïðåäñòàâëåííÿ éîãî ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó
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[133]. Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ñòà¹ ìîæëèâèì ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi îáìåæåííü

íà êåðóâàííÿ i âèêîíàííÿ ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòi. Òîäi, ÿêùî ôîðìóëà

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ïðîãðàìíié ôîðìi ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ïî-

÷àòêîâèõ äàíèõ, òî ñïðàâåäëèâèé "ãðàíè÷íèé ïåðåõiä" Êðàñîâñüêîãî [83],

ÿêèé îá ðóíòîâó¹ ïîáóäîâó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó â òàêèõ çàäà÷àõ. Ïðîòå

àíàëiç ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà áóâ i çàëèøà¹òüñÿ îñíîâíèì ìåòîäîì ïðè ïîáó-

äîâi îïòèìàëüíèõ ðåãóëÿòîðiâ. Íàéáiëüøèé ïðîãðåñ òóò áóëî äîñÿãíóòî äëÿ

ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷, òîáòî äëÿ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ùî îïèñóòüñÿ ëi-

íiéíèìè ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç êâàäðàòè÷íèì

êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Çà âiäñóòíîñòi îáìåæåíü òàêà çàäà÷à ìîæå áóòè çâåäåíà

äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ìàòðè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Ðiêêàòi

àáî äî àëãåáðà¨÷íîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ó âèïàäêó íåñêií÷åí-

íîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó (àíàëiòè÷íå êîíñòðóþâàííÿ ðåãóëÿòîðiâ) [34]. Çà

íàÿâíîñòi îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ âèíèêà¹ êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ìàòðè÷íî-

ãî ðiâíÿííÿ òèïó Ðiêêàòi, ÿêà îäåðæàëà çàäîâiëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå äëÿ

ñèñòåì ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi (Î.Ì. Ë¹òîâ [88]). Ñåðåä áàãàòüîõ iíøèõ ðîáiò íà

òåìó ïîáóäîâè êåðóâàíü ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì âiäìiòèìî ðåçóëüòàòè Â.I.

Çóáîâà òà éîãî ó÷íiâ [42], ïðèñâÿ÷åíi ïîáóäîâi îïòèìàëüíèõ ðåãóëÿòîðiâ

äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ðåçóëüòàòè Â.Ì. Êóíöåâè÷à [86] ùî-

äî ñèíòåçó ñèñòåì àâòîìàòè÷íîãî êåðóâàííÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöié Ëÿïó-

íîâà, ìîíîãðàôiþ W. Fleming, R. Rishel [142] ùîäî ðîçâèòêó ìåòîäó äè-

íàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íî-çáóðåíèõ ñèñòåì, äîñëiäæåííÿ

Á.Ì. Áóáëèêà òà Ì.Ô. Êèðè÷åíêà [11] ùîäî îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó â óìîâàõ

íåâèçíà÷åíîñòi, ðîáîòè Â.I. Êîðîáîâà [80], äå ïîáóäîâà äîïóñòèìîãî ñèí-

òåçó çäiéñíþâàëàñü øëÿõîì àíàëiçó ïåâíî¨ äîïîìiæíî¨ ôóíêöi¨ � ôóíêöi¨

êåðîâàíîñòi, à òàêîæ ðîáîòè E.D. Sontag [248],[249], äå iñíóâàííÿ feedback
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êåðóâàííÿ ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ç âëàñòèâîñòÿìè ðîáàñíîñòi òà ñòiéêîñòi êåðîâàíî¨

ñèñòåìè.

Ïðèðîäíî, ùî ñòðiìêèé ðîçâèòîê òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñêií-

÷åííîâèìiðíèì ñèñòåìàìè, ç îäíîãî áîêó, i âåëè÷åçíà êiëüêiñòü ïðèêëà-

äíèõ çàäà÷ (ïðîöåñè òåïëî òà ìàñîîáìiíó, äèôóçiéíi ïðîöåñè, çàäà÷i ãiäðî

òà ãàçîäèíàìiêè, áàãàòîôàçíi áiîõiìi÷íi ñèñòåìè), ç iíøîãî áîêó, çóìîâèëè

ïîÿâó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçïîäiëåíèìè ñèñòåìàìè, äå êåðî-

âàíèé ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè àáî ñèñòåìàìè ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ. Íåñêií÷åííîâèìiðíiñòü ôàçîâîãî ïðîñòîðó òà íåîáìåæåíiñòü îïå-

ðàòîðíèõ êîåôiöi¹íòiâ çóìîâèëè ðÿä ïðèíöèïîâèõ óñêëàäíåíü ïðè ïåðå-

íåñåííi íà öi çàäà÷i îñíîâíèõ ìåòîäiâ êëàñè÷íî¨ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ òåîði¨

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Âèðiøåííþ öèõ ïðîáëåì ïðè âèâîäi íåîáõiäíèõ

óìîâ îïòèìàëüíîñòi òèïó ïðèíöèïó ìàêñèìóìó äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ áóëî ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè Þ. Â. �ãîðîâà [35], Þ. Ì. Âî-

ëiíà [22], Î.I. �ãîðîâà [30], Â.I. Ïëîòíiêîâà [116], [117, 112], Ê.À. Ëóð'¹ [95],

Ò. Ñèðàçåòäiíîâà [133], Â. ßêóáîâè÷à [148] � [150], Î.Ñ. Ìàòâ¹¹âà [97].

Ïàðàëåëüíî ç óçàãàëüíåííÿì ïðèíöèïó ìàêñèìóìó, àêòèâíî ðîçâèâàëèñÿ

iíøi ìåòîäè êåðóâàííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè. Òàê, ìåòîä ìî-

ìåíòiâ äëÿ ñèñòåì ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè áóâ ðîçâèíåíèé â ðîáîòàõ

À.Ã. Áóòêîâñüêîãî [16]. Ìåòîä ôóíêöié Ëÿïóíîâà ïðè ïîáóäîâi ðåãóëÿòî-

ðiâ äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì ðîçãëÿäàâñÿ Â.I. Êîðîáîâèì [81, 82],

C. Prieur [228], Ã.Â. Êîíäðàòü¹âèì [79]. Ïðèíöèïîâî íîâèé ïiäõiä � ìåòîä

âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé � áóâ çàïðîïîíîâàíèé â ðîáîòàõ J.-L. Lions [91],

[226], A. Bensoussan [167]. Öåé ìåòîä äîçâîëèâ îäåðæóâàòè ðåçóëüòàòè ùî-

äî iñíóâàííÿ, àïðîêñèìàöi¨ òà íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi äëÿ øèðîêèõ

êëàñiâ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì, çîêðåìà, âií îõîïëþâàâ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
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êåðóâàííÿ ëiíiéíèìè åëiïòè÷íèìè, ïàðàáîëi÷íèìè òà ãiïåðáîëi÷íèìè ðiâ-

íÿííÿìè ç êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì òà îïóêëîþ ìíîæèíîþ äîïóñòè-

ìèõ êåðóâàíü. Ðîçâèíåííÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ çàãàëüíèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü

òà ñèñòåì ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòàõ Ñ.ß. Ñåðî-

âàéñüêîãî [132], V. Barbu [159], äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ îïåðà-

òîðíèìè òà äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèìè ðiâíÿííÿìè òà âêëþ÷åííÿìè �

ó ïðàöÿõ Â.Ñ. Ìåëüíèêà [99] � [101]. Ó ðîáîòàõ À.Â. Ôóðñiêîâà âàðiàöiéíi

ìåòîäè çàñòîñîâóâàëèñü äî çàäà÷ êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè òèïó Íàâ'¹-Ñòîêñà

[143]. Çàãàëüíà òåîðiÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî çàäàíi

äèôåðåíöiàëüíèìè âêëþ÷åííÿìè â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, áóëà ïîáóäîâàíà â

ðîáîòàõ Â.Ñ. Ìåëüíèêà, Ì.Ç. Çãóðîâñüêîãî, Ï.Î. Êàñüÿíîâà [260], [40], [41],

[261].

Ïåðåíåñåííþ îñíîâíèõ ìåòîäiâ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ íà ñèñòåìè

ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè À.Ã. Áóòêîâñüêîãî [15],

R.F Curtain [183], J. Zabczyk [259], Î.I. �ãîðîâà [191], [30], Ò.Ê. Ñiðàçåò-

äiíîâà [133], Á.Ì. Áóáëèêà òà Î.I. Íåâiäîìñüêîãî [13, 14], W. Fleming, R.

Rishel [142], À.I. Ñóáîòiíà [135]. ßê i â ñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó, íàé-

áiëüø ïîâíî áóâ äîñëiäæåíèé ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèé âèïàäîê, àíàëiç ÿêîãî

ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ òèïó Ðiêêàòi ç îïåðàòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðî-

òå çà íàÿâíîñòi îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ òàêà çàãàëüíà ñõåìà íå äà¹ ñêiëü-

êè íåáóäü åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó.

Ïðîãðåñ ó öüîìó ïèòàííi ìîæíà äîñÿãòè çà ðàõóíîê ðåäóêöi¨ äî ïîñëiäîâ-

íîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ çàäà÷ ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi. Òîäi äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ

äîïóñòèìèõ ìíîæèí êåðóâàíü òà êâàäðàòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ âäà¹òüñÿ ïî-

áóäóâàòè îïòèìàëüíèé ñèíòåç. Òàê, äëÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷, ùî

ñêëàäàþòüñÿ ç ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ òà íàïiââèçíà÷åíîãî êðè-
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òåðiþ ÿêîñòi, â êëàñi îáìåæåíèõ çîñåðåäæåíèõ êåðóâàíü îïòèìàëüíèé ñèí-

òåç íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó áóâ ïîáóäîâàíèé Â.Î. Êàïóñòÿíîì [90], íà

íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó (çàäà÷à îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨) � Î.I.

�ãîðîâèì òà Ò. Ìèõàéëîâîþ [32], [32]. Ñèíòåç îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàâñÿ Ì.Ð. Ðàõiìîâèì [124] - [126]. Ó ðîáî-

òi Â.Î. Êàïóñòÿíà òà Â.�. Áiëîçüîðîâà [8] ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ

ìîäàëüíîãî ñèíòåçó, òîáòî êåðóâàííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì, ùî çàáåçïå÷ó¹

íàïåðåä çàäàíèé ñïåêòð äëÿ âiäïîâiäíî¨ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè.

Ôîðìóëè îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó, ïðî ÿêi éøëîñÿ âèùå, ïðè çàñòîñóâàííi

äî ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ "ïpàöþþòü"â óìîâàõ äåÿêî¨ íåâèçíà÷åíîñòi âèõiäíèõ

äàíèõ. Ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò R.E. Kalman [46], ïîøèðåíèì ¹ ïiäõiä, ÿêèé ïî-

ëÿãà¹ â ïîáóäîâi îöiíêè ñòàíó ñèñòåìè òà ïîáóäîâi ñèíòåçó êåðóâàííÿ, ÿêèé

áóäå äiÿòè íà öþ îöiíêó. Ó âèïàäêó ëiíiéíèõ ñêií÷åííîâèìipíèõ ñèñòåì, íà

ÿêi äiþòü âèïàäêîâi çáópåííÿ ó âèãëÿäi áiëèõ øóìiâ, à ÿêiñòü ïpîöåñó êå-

póâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ñåpåäíüîêâàäpàòè÷íèì êðèòåði¹ì, òàêèé påçóëüòàò

áóëî âñòàíîâëåíî â ðîáîòàõ Ô.Ë. ×åpíîóñüêî, Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî [145].

Êîëè æ ïpî íåêîíòpîëüîâàíi çáópåííÿ âiäîìî ëèøå, ùî âîíè íàëåæàòü äå-

ÿêèì ìíîæèíàì, òî äëÿ ñêií÷åííîâèìipíèõ ñèñòåì âiäïîâiäíi påçóëüòàòè

áóëî îòpèìàíî â pîáîòàõ Á.Ì. Áóáëèêà, Ì.Ô. Êèpè÷åíêà, Î.Ã. Íàêîíå÷íî-

ãî [12], À.Á Êóðæàíñüêîãî [87]. Êëþ÷îâi ðåçóëüòàòè ïî óçàãàëüíåííþ òå-

îði¨ ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ íà ñèñòåìàìè ç pîçïîäiëåíèìè ïàpàìåòpàìè

íàëåæàòü Î.Ã. Íàêîíå÷íîìó. Çîêðåìà, â [106] ïîáóäîâàíî òà îáãpóíòóâà-

íî ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ, âèçíà÷åíèõ íà pîçâ'ÿçêàõ îïåpàòîpíèõ

òà äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíèõ piâíÿíü, ó [107] âiäïîâiäíà òåîðiÿ ðîçâè-

íåíà äëÿ åëiïíè÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ, â [108] íàâåäåíi ïîñòàíîâêè ìiíiìàêñíèõ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷
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àêóñòèêè òà çàïpîïîíîâàíi ìåòîäè ¨õ pîçâ'ÿçàííÿ, â ðîáîòàõ [109], [110] ìi-

íiìàêñíèé ïiäõiä ïîøèðåíèé íà íåñêií÷åííîâèìiðíi ñèñòåìè ç âèïàäêîâè-

ìè çáóðåííÿìè. Iíøi ïiäõîäè äî çàäà÷ ïîçèöiéíîãî êåpóâàííÿ ç îáåpíåíèì

çâ'ÿçêîì â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ðîçâèâàëèñÿ â

ðîáîòàõ Ì.Ì. Êðàñîâñüêîãî [84], À.Î. ×èêðiÿ [146], Â.I. Ìàêñèìîâà [96].

Ó çàñòîñóâàííÿõ âàæëèâèì êëàñîì êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ç ðîçïîäiëåíè-

ìè ïàðàìåòðàìè ¹ ïðîöåñè ç ìàëèì ïàðàìåòðîì. Ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíèõ

çáóðåíü àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äëÿ êåðîâàíèõ ïðîöåñiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè

ðîçâèâàëèñÿ â ðîáîòàõ J.-L. Lions [92], A.Bensoussan [165], À.Á. Âàñèëü¹âî¨[19],

Â.Ô. Áóòóçîâà [20], Â.Î. Êàïóñòÿíà [48], [49], [53]. Iíøèì âàæëèâèì ïiäêëà-

ñîì ïðîöåñiâ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ¹ ïðîöåñè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâè-

ùàõ. Êîåôiöi¹íòè, ùî îïèñóþòü ëîêàëüíi õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ ïðîöåñiâ,

ìiñòÿòü øâèäêî êîëèâíi ôóíêöi¨ âèäó a(ε−1x), äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Âèÿâèëîñü, ùî åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì ïðè äîñëiäæåííi òàêèõ çàäà÷ ¹

çàìiíà â ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi øâèäêî êîëèâíèõ êîåôiöi¹íòiâ íà ïåâíi óñåðå-

äíåíi êîíñòàíòè. Àíàëiç öi¹¨ ïðîöåäóðè i ñêëàäà¹ îñíîâó òåîði¨ óñåðåäíåííÿ,

ÿêà ðîçâèâàëàñÿ â ðîáîòàõ S. Spagnolo [188], Î.À. Îëåéíiê, Â.Â. Æèêîâà,

Ñ.Ì. Êîçëîâà [38], [37], E. Sanchez-Palencia [131], Ì.Ñ. Áàõâàëîâà, Ã.Ï. Ïà-

íàñåíêî [6], Â.Î. Ìàð÷åíêî, �.ß Õðóñëîâà [98], A. Pankov [234] òà áàãàòüîõ

iíøèõ. Äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåpóâàííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìà-

ìè ìåòîäè òåîði¨ óñåðåäíåííÿ âèêîðèñòîâóâàëèñü â ðîáîòàõ À.Á. Âàñèëü¹âî¨

[19], A. Bensoussan [165], [165], Ó.Å. Ðàéòóìà [127], G. Buttazzo [171], Ë.Ä.

Àêóëåíêî [1], S. Kesavan [219], S. Migorski [230], N.S. Papageorgiou [235], Z.

Denkowski, S. Mortola [187], Â.Î. Êàïóñòÿíà [48], Ï.I. Êîãóòà [75], [76], [77],

Ï.Î. Êàñüÿíîâà [74], G. Leugering [222].

Ïðîòå, íå äèâëÿ÷èñü íà äîñÿãíóòèé çíà÷íèé ïðîãðåñ ó öié ãàëóçi, äëÿ áà-
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ãàòüîõ ïðîöåñiâ, ùî îïèñóþòüñÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì, ïðîáëåìà ïîáóäîâè òà åôåêòèâíî¨ àïðîêñèìàöi¨ îïòèìàëüíèõ

êåðóâàíü ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê äîíåäàâíà çà-

ëèøàëàñÿ âiäêðèòîþ. Ñàìå ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ïîáóäîâè òà îá ðóíòóâàííþ

íàáëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê äëÿ øèðîêèõ

êëàñiâ çáóðåíèõ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì i ïðèñâÿ÷åíà äàíà äèñåðòàöiéíà ðîáî-

òà.

Ñïî÷àòêó â äèñåðòàöi¨ äîñëiäæóþòüñÿ íîâi êëàñè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ òåïëîâèìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðå-

äîâèùàõ. Ðàíiøå äëÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ ç íàïiâèçíà÷åíèì êèòå-

ði¹ì ÿêîñòi, ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà

çîñåðåäæåíèì êåðóâàííÿì g(x)u(t), äå ôóíêöiÿ g ôiêñîâàíà, ïîáóäîâà i îá-

 ðóíòóâàííÿ íàáëèæåíîãî óñåðåäíåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó áåç îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ â ïàðàáîëi÷íîìó âèïàäêó

ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòàõ Î.Ã. Íàêîíå÷íîãî òà Î.À. Êàïóñòÿí [47], â ãiïåð-

áîëi÷íîìó � â ðîáîòàõ À.Â. Ñóêðåòíî¨ [137]. Âèïàäîê îáìåæåíîãî êåðóâàí-

íÿ ðîçãëÿäàâñÿ â ðîáîòàõ Î.À. Êàïóñòÿí òà À.Â. Ñóêðåòíî¨ [209], [136]. Ó

âèïàäêó êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðiþ òà ðîçïîäiëåíîãî êåðóâàííÿ u(t, x) âiä-

ïîâiäíi ðåçóëüòàòè îäåðæàíi â ðîáîòàõ À.Â. Ðóñiíî¨ [128], [129]. Â óñiõ âè-

ùåçãàäàíèõ ðîáîòàõ âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä Ôóð'¹, ÿêèé â ñèëó ëiíiéíî-

êâàäðàòè÷íî¨ ñòðóêòóðè âèõiäíî¨ çàäà÷i ãàðàíòóâàâ ¨¨ ïîâíå ðîçùåïëåí-

íÿ, à îòæå, çâîäèâ äîñëiäæåííÿ äî àíàëiçó ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ îäíîâè-

ìiðíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Çîêðåìà, äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i âñòà-

íîâëþâàëàñü ôîðìóëà òî÷íîãî ñèíòåçó. Íàòîìiñòü ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

ðîçãëÿäàþòüñÿ ïàðàáîëi÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi ðiâíÿííÿ ç öiëüîâèì ôóíêöiî-

íàëîì, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ÿêîãî ¹ ôóíêöi¹þ òèïó Êàðàòåîäîði òà íå
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¹, âçàãàëi êàæó÷è, êâàäðàòè÷íîþ ïðè ε > 0. ßê íàñëiäîê, âèõiäíà çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íå äîïóñêà¹ ðîçùåïëåííÿ, à îòæå áåçïîñåðåäíüîãî

çíàõîäæåííÿ ôîðìóëè ñèíòåçó. Ñàìå âèðiøåííþ öi¹¨ ïðîáëåìè ïðèñâÿ÷åíî

òðåòié ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Íàñòóïíèé êëàñ îá'¹êòiâ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáîòi � öå çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôóçiéíèìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè ç íåëiíiéíè-

ìè òà ìíîãîçíà÷íèìè çáóðåííÿìè. Òàêi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà

ñèñòåì òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨, ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà

åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ çîñå-

ðåäæåíå îáìåæåíå êåðóâàííÿ u(t), êâàäðàòè÷íèé öiëüîâèé ôóíêöiîíàë òà

çáóðåííÿ âèäó εF (y), äå y � ôàçîâà çìiííà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð. Ðàíiøå

äëÿ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ êåðóâàííÿ u âëàñòèâîñòi ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà

âëàñòèâîñòi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ëi-

ïøèöåâîþ íåëiíiéíiñòþ áóëè âñòàíîâëåíi â ðîáîòàõ G. Sell [245], äëÿ ñèñòåì

òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨ òà íåëiíiéíèõ õâèëüîâèõ ðiâíÿíü � â ðîáîòàõ R. Temam

[254], Ì.I. Âèøèêà, Â.Â. ×åïèæîâà [177], Â.Ñ.Ìåëüíèêà, Î.Â. Êàïóñòÿíà,

J. Valero [202], äëÿ åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü � â ðîáîòàõ J.-P. Aubin [156], V.

Barbu [158], Î.Î. Òîëñòîíîãîâà [139], Â.Ñ. Ìåëüíèêà, Ì.Ç. Çãóðîâñüêîãî,

Ï.Î. Êàñüÿíîâà [261]. Ó íåçáóðåíîìó âèïàäêó (ïðè ε = 0) çà äîïîìîãîþ

ìåòîäó Ôóð'¹ ìîæíà âñòàíîâèòè ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó.

Ïðè öüîìó îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî ôîðìè ïàðàìåòðè÷íîãî

ñèíòåçó, òîáòî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ òî÷êè ïåðåêëþ-

÷åííÿ. Òàêà êîíñòðóêöiÿ ìîæå áóòè îá ðóíòîâàíà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó

Áåëëìàíà. Çîêðåìà, äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó

ïðîìiæêó öå áóëî çðîáëåíî â ðîáîòàõ Â.Î. Êàïóñòÿíà, Â.�. Áiëîçüîðîâà [8],
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íà íåñêií÷åííîìó � â ðîáîòàõ Î.I. �ãîðîâà [32], äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

� â ðîáîòàõ À.Â. Ñóêðåòíî¨ [137]. Ïðîòå çà íàÿâíîñòi íåëiíiéíîãî çáóðåííÿ

εF (y) ìè âæå íå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ìåòîäîì Ôóð'¹ äëÿ ïîáóäîâè îïòè-

ìàëüíîãî ñèíòåçó. Êðiì òîãî, ó âèïàäêó íåëiïøèöåâîãî àáî ìíîãîçíà÷íîãî

âiäîáðàæåííÿ F çàäà÷à ñòà¹ íåêîððåêòíîþ â òîìó ñåíñi, ùî âòðà÷à¹òüñÿ

íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Öå ñóòò¹âî óñêëà-

äíþ¹ àíàëiç âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàíííÿ i îá ðóíòóâàííÿ

íàáëèæåíîãî ñèíòåçó. Îäåðæàíi â öüîìó íàïðÿìi ðåçóëüòàòè ñêëàäàþòü ÷å-

òâåðòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ.

Äàëi â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè÷íè-

ìè i ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ó äâîâèìiðíèõ ñåêòîðàëüíèõ îáëàñòÿõ iç

êâàäðàòè÷íèìè êðèòåðiÿìè ÿêîñòi òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Íåëîêàëüíèìè íàçèâàþòü êðàéîâi çàäà÷i, äå ðàçîì ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

ïðèñóòíi óìîâè íà çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó (àáî éîãî ïîõiäíèõ) ó âíóòðiøiíõ

òî÷êàõ îáëàñòi. Ñåðåä òàêèõ çàäà÷ ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü îñîáëèâèé

iíòåðåñ ñòàíîâëÿòü çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè, òîáòî ç çàäàíèì ñåðå-

äíiì çíà÷åííÿì øóêàíî¨ ôóíêöi¨. Âèÿâèëîñü, ùî òàêi çàäà÷i çâîäÿòüñÿ äî

íåñàìîñïðÿæåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàäàíèìè çíà÷åííÿìè ñàìî¨ ôóíêöi¨

íà îäíié ÷àñòèíi ãðàíèöi îáëàñòi, i ¨¨ ïîõiäíèõ - íà iíøié ÷àñòèíi. �õ ñè-

ñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ ðîçïî÷àëîñÿ ç ðîáiò Î.À. Ñàìàðñüêîãî òà éîãî ó÷íiâ.

Çîêðåìà, â ðîáîòàõ Â.À. Ië'¨íà òà Í.I. Iîíêiíà [44] áóëî ðîçãëÿíóòî ïàðàáîëi-

÷íó çàäà÷ó ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè íà âiäðiçêó. Âèÿâèëîñü, ùî

äëÿ òàêèõ çàäà÷ â ñèëó íåïîâíîòè ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêöié ìåòîä Ôóð'¹

âèìàãà¹ ìîäèôiêàöi¨ - äåêîìïîçèöiÿ ïðîâîäèòüñÿ çà ñïåöiàëüíèì ÷èíîì ïî-

áóäîâàíîþ áiîðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ. ßê ðåçóëüòàò, âäà¹òüñÿ îäåðæàòè

êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó.
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Ïðèíöèïîâîþ ñêëàäíiñòþ ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-

íÿ òàêèìè ñèñòåìàìè ¹ íåìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ L2 òåîði¨. Â ðîáîòàõ

Â.Î. Êàïóñòÿíà, I.Ñ Ëàçàðåíêî [51] äëÿ ñïåöiàëüíîãî êëàñó ôóíêöiîíàëiâ

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì íà âiäðiçêó ç íå-

ëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè âäàëîñÿ ðîçâ'ÿçàòè øëÿõîì çâåäåííÿ äî

ïîñëiäîâíîñòi äâîâèìiðíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Àíàëîãi÷íi ðå-

çóëüòàòè äëÿ ïàðàáîëî-ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ îäåðæàíi â ðîáîòàõ Â.Î. Êà-

ïóñòÿíà, I.Î. Ïèøíîãðà¹âà [52]. Äëÿ äâîâèìiðíèõ ñåêòîðàëüíèõ îáëàñòåé

â ðîáîòi E. I. Ìîiñå¹âà, Â.�. Àìáàðöóìÿíà [105] äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà

áóëî ïîáóäîâàíî áiîðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó áàçèñíèõ ôóíêöié. Ïðîòå çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ðiâíÿíü ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

â äâîâèìiðíèõ îáëàñòÿõ äî íåäàâíüîãî ÷àñó íå ðîçãëÿäàëèñÿ. Êðiì çãàäàíî¨

âèùå ñêëàäíîñòi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç íåìîæëèâiñòþ çàñòîñóâàííÿ L2 òåîði¨, äîäà-

òêîâèì óñêëàäíåííÿì ïðè ðîçãëÿäi ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ äîñëiäæåííÿ

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ Ôóð'¹-Áåññåëÿ. Ñàìå ðîçâ'ÿçàííþ öèõ ïèòàíü

ïðèñâÿ÷åíî ï'ÿòèé ðîçäië äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Çàâåðøó¹òüñÿ äèñåðòàöiéíå äîñëiäæåííÿ ðîçãëÿäîì çàäà÷ ãàðàíòîâàíî-

ãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ

ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷i çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êëàñè-

÷íèé ìiíiìàêñíèé ïiäõiä äëÿ åëiïíè÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïðè ëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ áóëî ðîçâèíåíî

â ðîáîòàõ Î.Ã. Íàêîíå÷íîãî â [106], [107], â [108]. Â ðîáîòàõ Î.Ã. Íàêîíå-

÷íîãî, Þ.Ê. Ïîäëèïåíêà [109], [110], [120], [121] ìiíiìàêñíèé ïiäõiä áóâ ïî-

øèðåíèé íà íåñêií÷åííîâèìiðíi ñèñòåìè ç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè. Âèïà-

äîê òî÷êîâèõ ëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåíü ïðè ìiíiìàêñíîìó îöiíþâàííi ëiíiéíèõ

ôóíêöiîíàëiâ, âèçíà÷åíèõ íà pîçâ'ÿçêàõ êpàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî
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ðiâíÿííÿ çi øâèäêîîñöèëþþ÷èìè êîåôiöi¹íòàìè ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ Î.Ã.

Íàêîíå÷íîãî, Î.À. Êàïóñòÿí [47]. Â óñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèùå ðîáîòàõ çàäà÷à

îöiíþâàííÿ çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ i, äàëi, äî çàñòîñóâàííÿ íåîáõiäíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñòi â öié çàäà÷i.

Ïðèíöèïîâîþ âiäìiííiñòþ ðîçãëÿíóòèõ â äàííié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çà-

äà÷ ¹ òå, ùî ñïîñòåðåæåííÿ ¹ íåëiíiéíèì (îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèöi¨). Öå

óíåìîæëèâëþ¹ áåçïîñåðåäí¹ çàñòîñóâàííÿ çãàäàíî¨ âèùå ñõåìè äîñëiäæå-

ííÿ. Îñíîâíèì ìîìåíòîì, ÿêèé äîçâîëÿ¹ îáiéòè äàííå óñêëàäíåííÿ, ¹ òå,

ùî ïðè ïåðåõîäi äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ ñïîñòåðåæåííÿ ñòà¹ ëiíiéíèì.

Ñàìå âèõîäÿ÷è ç òî÷íî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè äëÿ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i, â øîñòî-

ìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ áóäóþòüñÿ òà îáãðóíòîâóþòüñÿ íàáëèæåíi ìiíiìàêñíi

îöiíêi ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ çi

øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ.



Ðîçäië 2

Íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi

Äàíèé ðîçäië íîñèòü äîïîìiæíèé i ñèñòåìàòèçóþ÷èé õàðàêòåð, ó íüîìó

íàâåäåíî ðÿä îçíà÷åíü i òâåðäæåíü, ùî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ðîáîòi.

2.1 Ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè òà òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü

Íàäàëi Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ãðàíèöåþ;

L2(Ω) � öå ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çàäàíèõ íà Ω âèìiðíèõ ôóíêöié, êâàäðàò

ÿêèõ ¹ iíòåãðîâíèì çà Ëåáåãîì; ñêàëÿðíèé äîáóòîê i íîðìà â ïðîñòîði

L2 (Ω) âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíîñòÿìè

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx, ‖f‖ =
√

(f, f);

íîðìó â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X áóäåìî ïîçíà÷àòè ‖ · ‖X ;

H1(Ω) � ïiäïðîñòið L2(Ω), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié iç L2(Ω), óçàãàëü-

íåíi ïîõiäíi âiä ÿêèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó òàêîæ íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(Ω);

H1(Ω) � öå ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì i íîðìîþ

(f, g)H1 =

∫
Ω

(
f(x)g(x) +

n∑
k=1

∂f(x)

∂xk

∂g(x)

∂xk

)
dx,

‖f‖H1 =
√

(f, f)H1;
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H1
0(Ω) � öå ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H1(Ω), ùî ¹ çàìèêàííÿì C∞0 (Ω) â íîðìi

H1(Ω).

Ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå

∀ u ∈ H1
0(Ω) ‖u‖ ≤ λ

( n∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖2
) 1

2

, (2.1)

äå êîíñòàíòà λ = λ(Ω) çàëåæèòü ëèøå âiä îáëàñòi Ω.

Çàâäÿêè íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå H1
0(Ω) � öå ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì i íîðìîþ

(f, g)H1
0

=

∫
Ω

(
n∑
k=1

∂f(x)

∂xk

∂g(x)

∂xk

)
dx,

‖f‖H1
0

=
√

(f, f)H1
0
;

H−1(Ω) � öå ñïðÿæåíèé äî ïðîñòîðó H1
0(Ω);

íàñòóïíi âêëàäåííÿ ¹ ùiëüíèìè i êîìïàêòíèìè:

H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω);

Lp(a, b;X) (1 ≤ p < +∞) � öå ïðîñòið Lp- ôóíêöié, çàäàíèõ íà iíòåðâàëi

(a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ùî ¹

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî íîðìè

‖f‖Lp(a,b;X) =

 b∫
a

‖f(t)‖pXdt


1
p

;

äëÿ p =∞ L∞(a, b;X) � öå ïðîñòið iñòîòíî îáìåæåíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ

íà iíòåðâàëi (a, b) çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X, ùî ¹ áàíàõîâèì

ïðîñòîðîì âiäíîñíî íîðìè

‖f‖L∞(a,b;X) = ess sup
t∈(a,b)

‖f(t)‖X ;
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ÿêùî p = 2, X - ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X , òî

L2(a, b;X) - öå ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2(a,b;X) =

b∫
a

(f(t), g(t))Xdt;

C([a, b], X) - öå ïðîñòið íåïåðåðâíèõ íà [a, b] X-çíà÷íèõ ôóíêöié, ùî ¹

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî íîðìè

‖f‖C([a,b],X) = max
t∈[a,b]

‖f(t)‖X ;

Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè àíàëiçi ôóíêöié çìiííèõ (t, x),

ùî ìàþòü óçàãàëüíåíó ïîõiäíó (iíøà íàçâà � ïîõiäíà â ñåíñi ðîçïîäiëiâ) ïî

t.

Ëåìà 2.1. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið çi ñïðÿæåíèì X∗, i u, g ∈ L1(a, b;X).

Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1. u(t) = ξ +
t∫
a

g(s)ds, ξ ∈ X, äëÿ ì.â. t ∈ (a, b);

2.
b∫
a

u(t)ϕ′(t)dt = −
b∫
a

g(t)ϕ(t)dt, ∀ ϕ ∈ C∞0 (a, b);

3. d
dt〈u, η〉X = 〈g, η〉X , ∀ η ∈ X∗, äå 〈·, ·〉X � êàíîíi÷íà äâî¨ñòiñòü ìiæ X

i X∗, i ðiâíiñòü ñëiä ðîçóìiòè â ñåíñi ñêàëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ íà (a, b).

ßêùî 1)-3) ìàþòü ìiñöå, òî g :=
du

dt
� óçàãàëüíåíà ïîõiäíà (àáî ïîõiäíà

â ñåíñi ðîçïîäiëiâ) âiä u ïî çìiííié t.

Ëåìà 2.2. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið i u ∈ Lp (0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞. Òîäi

íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1.
du

dt
∈ Lp (0, T ;X) (äå

du

dt
� ïîõiäíà â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ).
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2. u ìàéæå ñêðiçü äîðiâíþ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ ç [0, T ] â X

òàêié, ùî êëàñè÷íà ïîõiäíà
du

dt
(t) iñíó¹ äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ) i

du

dt
∈

Lp (0, T ;X).

×åðåç W (a, b) áóäåìî ïîçíà÷àòè ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç

åëåìåíòiâ ïðîñòîðó L2
(
a, b;H1

0 (Ω)
)
, ÿêi ìàþòü óçàãàëüíåíi ïîõiäíi ïî t ç

ïðîñòîðó L2
(
a, b;H−1 (Ω)

)
;

íîðìà â W (a, b) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

‖y‖W (a,b) =
(
‖y‖2

L2(a,b;H1
0 ) + ‖dy

dt
‖2
L2(a,b;H−1)

) 1
2

;

Íåõàé X òà Y � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè ç íåïåðåðâíèì i ùiëüíèì âêëàäåí-

íÿì

X ⊂ Y ⊂ X∗.

Ëåìà 2.3. (iíòåðïîëÿöiéíà ëåìà) [245] ßêùî

f ∈ L2(a, b;X),

df

dt
∈ L2(a, b;X∗),

òî ôóíêöiÿ f (ìîæëèâî, ïiñëÿ çìiíè íà ìíîæèíi ìiðè íóëü) ¹ ôóíêöi¹þ

ç ïðîñòîðó C([a, b];Y ) i â ñåíñi ñêàëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ íà (a, b) ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü
d

dt
‖f‖2

Y = 2〈df
dt
, f〉X .

Çîêðåìà, ñïðàâåäëèâå âêëàäåííÿ

W (a, b) ⊂ C([a, b];L2(Ω)).

Ëåìà 2.4. (ëåìà ïðî êîìïàêòíiñòü) [245] Íåõàé E0, E, E1 - áàíàõîâi

ïðîñòîðè, E1 ⊂ E ⊂ E0, E1, E0 - ðåôëåêñèâíi i âêëàäåííÿ E1 ⊂ E ¹

êîìïàêòíèì. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {vn} ¹ îáìåæåíîþ â Lp0(0, T ;E1), 1 <
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p0 < ∞, à ïîñëiäîâíiñòü ¨õ ïîõiäíèõ {dvndt } ¹ îáìåæåíîþ â Lp1(0, T ;E0),

1 < p1 <∞. Òîäi ç ïîñëiäîâíîñòi {vn} ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü,

ùî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ v â íîðìi ïðîñòîðó Lp0(0, T ;E).

Ïîñëiäîâíiñòü {xn} ⊂ X íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî çáiæíîþ äî åëåìåíòà x ∈ X,

ÿêùî ∀ f ∈ X∗ f(xn)→ f(x).

Ïîñëiäîâíiñòü {fn} ⊂ X∗ íàçèâà¹òüñÿ *-ñëàáêî çáiæíîþ äî åëåìåíòà f ∈

X∗, ÿêùî ∀ x ∈ X fn(x)→ f(x).

Ëåìà 2.5. ( Áàíàõà-Àëàîãëó) [45] ßêùî áàíàõiâ ïðîñòið X ¹ ðåôëåêñèâ-

íèì, òî êîæíà îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü {xn} ⊂ X ìà¹ ñëàáêî çáiæíó

ïiäïîñëiäîâíiñòü.

ßêùî X � ñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið, òî êîæíà îáìåæåíà ïîñëi-

äîâíiñòü {fn} ⊂ X∗ ìà¹ *-ñëàáêî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Ëåìà 2.6. ( Ìàçóðà) [45] ßêùî â íîðìîâàíîìó ïðîñòiði X ïîñëiäîâíiñòü

{xn} ñëàáî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà x, òî ∀ ε > 0 iñíó¹ îïóêëà êîìáiíàöiÿ
n∑
j=1

αjxj (αj ≥ 0,
n∑
j=1

αj = 1) òàêà, ùî

‖x−
n∑
j=1

αjxj‖ < ε.

Ëåìà 2.7. (ïðî ñëàáêó íåïåðåðâíiñòü) [245] Íåõàé E0, E1 � áàíàõî-

âi ïðîñòîðè ç íåïåðåðâíèì ùiëüíèì âêëàäåííÿì E1 ⊂ E0. ßêùî u ∈

L∞(a, b;E1) i ∀ ϕ ∈ E∗0 ôóíêöiÿ t 7→ 〈ϕ, u(t)〉E0
¹ íåïåðåðâíîþ, òî ∀ ψ ∈ E∗1

ôóíêöiÿ t 7→ 〈ψ, u(t)〉E1
òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ.

Íàäàëi äëÿ ôóíêöi¨ u : [a, b] 7→ X òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ t 7→ 〈ϕ, u(t)〉X
¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ âñiõ ϕ ∈ X∗ áóäåìî ïîçíà÷àòè u ∈ C([a, b];Xw).
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Ëåìà 2.8. ( ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü) [78] Íåõàé Q ⊂ Rm � îáìå-

æåíà âiäêðèòà ìíîæèíà, i íåõàé fk, gk : Q 7→ R òàêi, ùî

fk(x)→ f(x) ì.ñ.,

|fk(x)| ≤ gk(x), gk → g â L1(Q).

Òîäi fk → f â L1(Q).

Ëåìà 2.9. (Ëiîíñà) [245] Íåõàé Q ⊂ Rm � îáìåæåíà âiäêðèòà ìíîæè-

íà, ôóíêöi¨ g, gk ∈ Lp(Q), p > 1, òàêi, ùî

‖gk‖Lp ≤ C,

gk (x)→ g (x) ì.ñ. â Q.

Òîäi

gk → g ñëàáî â Lp(Q).
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2.2 Ëiíiéíi îïåðàòîðè òà åâîëþöiéíi çàäà÷i

Íåõàé ìà¹ìî òðèïëåò ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâX ⊂ Y ⊂ X∗ ç íåïåðåðâíèìè,

ùiëüíèìè âêëàäåííÿìè, 〈·, ·〉 - êàíîíi÷íà äâî¨ñòiñòü ìiæ X òà X∗.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð A : X → X∗,

ÿêèé äëÿ êîíñòàíò 0 < ν1 < ν2 çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

∀u ∈ X ν1‖u‖2
X ≤ 〈Au, u〉 ≤ ν2 ‖u‖2

X . (2.2)

Â òåêñòi ðîáîòè ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíèé ÷àñòêîâèé âèïàäîê:

Ω ⊂ Rn − îáìåæåíà îáëàñòü ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ãðàíèöåþ,

X = H1
0(Ω), Y = L2(Ω),

A = −div(a(x)∇),

a(x) = ((aij(x)))ni,j=1 � âèìiðíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi: ∀η ∈ Rn ∀x ∈ Rn

v1

n∑
i=1

η2
i ≤

n∑
i,j=1

aij(x)ηiηj ≤ v2

n∑
i=1

η2
i .

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.2). Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü âêëàäå-

ííÿ H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω), ñïåêòðàëüíà çàäà÷à Aψ = λψ,

ψ|∂Ω = 0
(2.3)

ìà¹ çëi÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

{ψi}∞i=1 ⊂ H1
0(Ω), {λi}∞i=1 ⊂ (0,∞),

ïðè÷îìó

{ψi}∞i=1 − îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2(Ω),

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ..., λi →∞, i→∞.
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Ëåìà 2.10. (ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ëiíiéíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i) [91].

Äëÿ áóäü-ÿêèõ T > 0, h ∈ L2(0, T ;X∗), y0 ∈ Y çàäà÷à


dy
dt + Ay = h(t),

y(0) = y0,
(2.4)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â ïðîñòîði

W (0, T ) = {y ∈ L2(0, T ;X) | dy
dt
∈ L2(0, T ;X∗)}.

Áiëüøå òîãî, öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä h, y0, òîáòî ëiíiéíå

âiäîáðàæåííÿ

L2(0, T ;X∗)× Y 3 {h, y0} 7→ y ∈ W (0, T )

¹ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ðåçóëüòàòè Ëåìè 2.10 çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i

ïðè T =∞.

Ëåìà 2.11. (ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ëiíiéíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ çàäà÷i) [91].

Äëÿ áóäü-ÿêèõ T > 0, h ∈ L2(0, T ;Y ), y0 ∈ X, y1 ∈ Y çàäà÷à


d2y
dt2 + Ay = h(t),

y(0) = y0, yt(0) = y1

(2.5)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â êëàñi

W1(0, T ) = {y ∈ L2(0, T ;X) | dy
dt
∈ L2(0, T ;Y )}.

Áiëüøå òîãî, öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä h, y0, y1 â òîìó ñåí-

ñi, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

L2(0, T ;Y )×X × Y 3 {h, y0, y1} 7→ {y, yt} ∈ L2(0, T ;X)× L2(0, T ;Y )
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¹ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ðåçóëüòàòè Ëåìè 2.11 çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i

ïðè T =∞.
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2.3 Äåÿêi òåîðåìè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ëåìà 2.12. (ïðî ìiíiìiçàöiþ êîåðöèòèâíî¨ ôîðìè). [91] Íåõàé U �

çàìêíåíà îïóêëà ïiäìíîæèíà äåÿêîãî ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòîðó Z ç íîðìîþ

‖ · ‖Z, ϕ : U → R � îáìåæåíèé çíèçó ñëàáî íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó ôóí-

êöiîíàë, γ > 0 � äåÿêà ñòàëà. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò u ∈ U , ÿêèé ìiíiìiçó¹

ôóíêöiîíàë J(v) = γ‖v‖2
Z + ϕ(v), òîáòî

J(u) = inf
v∈U

J(v).

ßêùî, êðiì òîãî, ϕ : U → R � îïóêëèé, òî öåé åëåìåíò ¹äèíèé.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà. [122, 2] Íåõàé ìè ìà¹ìî çàäà÷ó

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ẋi = fi(t, x, u), i = 1, n,

xi(0) = xi0, i = 1, n,

I(x, u) =
T∫
0

f0(t, x(t), u(t))dt+ F (x(T ))→ inf,

u(t) ∈ U, t ∈ [0, T ].

(2.6)

Íåõàé (x̃(t), ũ(t)) � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

(2.6). Òîäi iñíó¹ âåêòîð-ôóíêöiÿ ψ(t) = (ψ1(t), . . . , ψn(t)), ùî çàäîâîëüíÿ¹

íàñòóïíèì óìîâàì:

1. Ôóíêöiÿ H(t, x, ψ, u) =
n∑
i=1

ψi(t)fi(t, x, u)−f0(t, x, u) äîñÿãà¹ ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åííÿ ïî u ïðè x = x̃(t), ψ = ψ(t) íà çíà÷åííi u = ũ(t) ïðè âñiõ

t ∈ [0, T ], òîáòî

H(t, x̃(t), ψ(t), ũ(t)) = max
u∈U

H(t, x̃(t), ψ(t), u). (2.7)

2. Çìiííi ψ(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ψ̇i = −∂H(t, x̃(t), ψ(t), ũ(t))

∂xi
, i = 1, n. (2.8)
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3. Â ìîìåíò ÷àñó t = T îïòèìàëüíà òðà¹êòîðiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíî-

øåííþ

ψi(T ) = −∂F (x̃(T ))

∂xi
, i = 1, n. (2.9)

Êðèòåðié îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

ϕ(T1, x(T1))→ inf

ẋi = f(t, x(t), u(t)), T0 ≤ t ≤ T1,

x(T0) = x0, (T1, x(T1)) ∈M ⊆ Rn+1,

u(t) ∈ U ⊂ Rm, ∀t ∈ [T0, T1],

(2.10)

äå T0� ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó, T1 � íå ôiêñîâàíèé, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ìîìåíòîì ïåðøîãî ïîïàäàííÿ òî÷êè (T1, x(T1)) ó çàìêíåíó ìíîæèíó M .

Ïîçíà÷èìî JT0,x0� ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, ùî ïåðåâîäÿòü ñèñòå-

ìó ç ïîëîæåííÿ (T0, x0) â ìíîæèíó M .

Äëÿ òîãî, ùîá êåðóâàííÿ u∗(t) ∈ JT0,x0 i âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà êðè-

âà x∗(t) áóëè îïòèìàëüíèìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨

z(s, y) : Rn+1 → R1 òàêî¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1. z(s, y) = ϕ(s, y) ïðè (s, y) ∈M ;

2. ÿêùî u(t) ∈ JT0,x0, à x(t) âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà êðèâà, òî ôóíêöiÿ

t 7→ z(t, x(t)) íåñïàäíà íà [T0, T1];

3. z(t, x∗(t)) ≡ const íà [T0, T
∗
1 ].

Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà. [7], [163, 164] ßêùî {u∗, x∗} �

îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (2.10) , òî çâóæåííÿ êåðóâàííÿ u∗ íà [t, T ∗1 ]

¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ïî÷àòêî-

âèìè äàíèìè (t, x∗(t)), äå T0 ≤ t ≤ T1.
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2.4 Íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ óñåðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ

Íåõàé âèìiðíà ñèìåòðè÷íà ïåðiîäè÷íà ìàòðèöÿ a(x) = ((aij(x)))ni,j=1 çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi: ∃ v1 > 0, v2 >

0 ∀η ∈ Rn ∀x ∈ Rn

v1

n∑
i=1

η2
i ≤

n∑
i,j=1

aij(x)ηiηj ≤ v2

n∑
i=1

η2
i . (2.11)

Ìàòðèöÿ aε(x) = a(xε ) ïðè ìàëèõ ε îïèñó¹ ìiêðîíåîäíîðiäíå ñåðåäîâèùå.

Ìàòåìàòè÷íå ïîíÿòòÿ óñåðåäíåíî¨ ìàòðèöi âiäïîâiäà¹ ôiçè÷íèì óÿâëåííÿì

ïðî åôåêòèâíå îäíîðiäíå ñåðåäîâèùå.

Îçíà÷åííÿ 2.1. [38] Ñòàëà äîäàòíüî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ a0 íàçèâà¹òüñÿ

óñåðåäíåíîþ äî ìàòðèöi aε, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi G ⊂ Rn

òà äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ H−1(G) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Äiðiõëå

uε ∈ H1
0(G), div(aε∇uε) = f

âîëîäiþòü íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi: ïðè ε→ 0

uε
w→ u0 â H1

0(G), aε∇uε w→ a0∇u0 â L2(G),

äå u0 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå ç óñåðåäíåíîþ ìàòðèöåþ

u0 ∈ H1
0(G), div(a0∇u0) = f.

Ïðè íàâåäåíèõ ïðèïóùåííÿõ ùîäî ìàòðèöi a(x) óñåðåäíåíà ìàòðèöÿ çàâ-

æäè iñíó¹ i â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ìîæå áóòè

îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ a0 =< a−1 >−1, äå< · > âèçíà÷à¹ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ

ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨.

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ìíîæèíó E (v1, v2,Ω) � êëàñ âèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ìàòðèöü a(x) = ((aij(x)))ni,j=1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2.11).
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Íåõàé aε (ε > 0) � ïîñëiäîâíiñòü ìàòðèöü ç êëàñó E (v1, v2,Ω), a0 -�

òàêîæ ìàòðèöÿ ç öüîãî êëàñó.

Îçíà÷åííÿ 2.2. [37] Ïîñëiäîâíiñòü ìàòðèöü aε G-çáiãà¹òüñÿ äî ìàòðèöi

a0 â îáëàñòi Ω (aε
G→ a0), ÿêùî ïðè áóäü-ÿêîìó f ∈ H−1(Ω) äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i Äiðiõëå

div(aε∇uε) = f, uε ∈ H1
0(Ω)

ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

uε
w→ u0 â H1

0(Ω),

pε = aε∇uε w→ p0 = a0∇u0 â L2(Ω),

äå u0 -� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå

div(a0∇u0) = f, u0 ∈ H1
0(Ω).

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü aε(x) ìà¹ ñïåöiàëüíó ñòðóêòóðó a(xε ),

a(x) ïåðiîäè÷íà, ïîíÿòòÿ G-ãðàíè÷íî¨ ìàòðèöi çâîäèòüñÿ äî ïîíÿòòÿ óñå-

ðåäíåíî¨ ìàòðèöi.

Ëåìà 2.13. (âëàñòèâîñòi G-çáiæíîñòi) [37, 38]

1. G-ãðàíè÷íà ìàòðèöÿ âèçíà÷åíà ¹äèíèì ÷èíîì;

2. ÿêùî aε ∈ E (v1, v2,Ω) òà aε → a0 ñèëüíî â L2(Ω), òî aε
G→ a0;

3. ÿêùî aε
G→ a0 â îáëàñòi Ω, òî aε

G→ a0 ó áóäü-ÿêié ïiäîáëàñòi;

4. êëàñ E (v1, v2,Ω) êîìïàêòíèé âiäíîñíî G-çáiæíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè

Aε = −div(aε∇), A0 = −div(a0∇).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îïåðàòîð Aε G-çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà A0 (Aε G→

A0), ÿêùî aε
G→ a0.
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Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ Aε

Aε(uεk) = λεkρ
ε(x)uεk â Ω, uεk ∈ H1

0(Ω),

0 < λε1 ≤ λε2 ≤ · · · ≤ λεk ≤ · · · , (2.12)∫
Ω

ρεuεku
ε
l = δkl, k, l = 1,∞;

òà çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ óñåðåäíåíîãî îïåðàòîðà A0

A0(u0
k) = λ0

kρ
0(x)u0

k â Ω, u0
k ∈ H1

0(Ω),

0 < λ0
1 ≤ λ0

2 ≤ · · · ≤ λ0
k ≤ · · · , (2.13)∫

Ω

ρ0u0
ku

0
l = δkl, k, l = 1,∞.

Âëàñíi çíà÷åííÿ çàäà÷ (2.12), (2.13) çàíóìåðîâàíi ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ,

i êîæíå ïîâòîðþ¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü. Áóäåìî ïðèïóñêà-

òè, ùî ôóíêöi¨ ρε(x), ρ0(x) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì óìîâàì

0 < c1 ≤ ρε(x) ≤ c2, 0 < c1 ≤ ρ0(x) ≤ c2,

ρε
w→ ρ0 â L2(Ω) ïðè ε→ 0.

Ëåìà 2.14. (cïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi G-çáiæíèõ îïåðàòîðiâ)

ßêùî Aε G→ A0 ïðè ε→ 0, òî

∀ k ≥ 1 λεk → λ0
k ïðè ε→ 0.

ßêùî êðàòíiñòü âëàñíîãî çíà÷åííÿ λ0
k ðiâíà s, òîáòî λ

0
k−1 < λ0

k = · · · =

λ0
k+s−1 < λ0

k+s, λ
0
0 = 0, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ūε → u0

k â L2(Ω) ïðè ε→ 0,

äå ūε � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ âëàñíèõ ôóíöié çàäà÷i (2.12), ùî âiäïîâiäàþòü

âëàñíèì çíà÷åííÿì λεk, λ
ε
k+1, · · · , λεk+s−1.
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Ó âèïàäêó ïðîñòîãî ñïåêòðó

0 < λ0
1 < λ0

2 < · · · < λ0
k < · · ·

çàäà÷i (2.13) ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî k ≥ 1:

uεk → u0
k â L2(Ω) ïðè ε→ 0.

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
∂y(t,x)
∂t + Aεy(t, x) = f ε(t, x), (t, x) ∈ QT := (0, T )× Ω,

y(t, x)|∂Ω = 0,

y(t, x)|t=0 = yε0

(2.14)

Ëåìà 2.15. (ïðî G-çáiæíiñòü äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ)

ßêùî ïðè ε → 0 ìà¹ìî, ùî Aε G→ A0, f ε → f 0 ñëàáî â L2(QT ), yε0 → y0

ñëàáî â L2(Ω), òî ìàþòü ìiñöå çáiæíîñòi

yε → y â L2(0, T ;L2(Ω)), (2.15)

yε → y â C([δ, T ];L2(Ω)) ∀ δ ∈ (0, T ), (2.16)

äå yε � ðîçâ'ÿçîê (2.14), y � ðîçâ'ÿçîê óñåðåäíåíî¨ ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çà-

äà÷i 
∂y(t,x)
∂t + A0y(t, x) = f 0(t, x), (t, x) ∈ QT ,

y(t, x)|∂Ω = 0,

y(t, x)|t=0 = y0

(2.17)

ßêùî æ, êðiì òîãî, yε0 → y0 ñèëüíî â L2(Ω), òî ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

yε → y â C([0, T ];L2(Ω)). (2.18)

Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
∂2y(t,x)
∂t2 + Aεy(t, x) = f ε(t, x), (t, x) ∈ QT ,

y(t, x)|∂Ω = 0,

y(t, x)|t=0 = yε0, yt(t, x)|t=0 = yε1

(2.19)
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Ëåìà 2.16. (ïðî G-çáiæíiñòü äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ)

ßêùî ïðè ε → 0 ìà¹ìî, ùî Aε G→ A0, f ε → f 0 ñëàáî â L2(QT ), yε0 → y0

ñëàáî â H1
0(Ω), yε1 → y1 ñëàáî â L2(Ω), òî ìàþòü ìiñöå çáiæíîñòi

yε → y â L∞(0, T ;L2(Ω)), (2.20)

yε → y ñëàáî â L2(0, T ;H1
0(Ω)), (2.21)

äå yε - ðîçâ'ÿçîê (2.19), y - ðîçâ'ÿçîê óñåðåäíåíî¨ ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çàäà÷i
∂2y(t,x)
∂t2 + A0y(t, x) = f 0(t, x), (t, x) ∈ QT ,

y(t, x)|∂Ω = 0,

y(t, x)|t=0 = y0, yt(t, x)|t=0 = y1.

(2.22)
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 íàâåäåíî ïåðåëiê îñíîâíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ òà

òåîðåì ïðî çáiæíiñòü, ÿêi áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü â ðîáîòi.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 íàâåäåíî íåîáõiäíi â ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ ðåçóëüòàòè ùî-

äî ðîçâ'ÿçíîñòi ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ çàäà÷ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 ïðåäñòàâëåíî îñíîâíi òåîðåìè ç êëàñè÷íî¨ òåîði¨ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, òàêi ÿê ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, êðèòåðié òà

ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà, òåîðåìà ïðî ìiíiìiçàöiþ êîåðöèòèâíî¨

ôîðìè.

Ó ïiäðîçäiëi 2.4 âèêëàäåíî íåîáõiäíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ óñåðåäíåííÿ, íà-

âîäèòüñÿ îçíà÷åííÿ G-çáiæíîñòi, òà ïåðåðàõîâàíî îñíîâíi i¨ âëàñòèâîñòi,

âêëþ÷íî iç çàñòîñóâàííÿìè äî ïàðàáîëi÷íèõ i ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.



Ðîçäië 3

Íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ

ñèñòåì çi çáóðåííÿìè â êîåôiöi¹íòàõ

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òåïëîâè-

ìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ. Âiäîìî [6],

[38], ùî òàêi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, äå êîåôiöi¹íòè äèôåðåíöiàëü-

íîãî îïåðàòîðà, à òàêîæ êîåôiöi¹íòè öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëà çàëåæàòü âiä

ôóíêöié âèäó a(xε ), ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð. Ïðè öüîìó ìè ââàæà¹ìî, ùî

öiëüîâèé ôóíêöiîíàë ¹ â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì i íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è,

êâàäðàòè÷íèì ïðè ε > 0. Íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî ñèíòåçó äëÿ ëiíiéíî-

êâàäðàòè÷íî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç óñåðåäíåíèìè ïàðàìåòðàìè

â öüîìó ðîçäiëi áóäó¹òüñÿ i îá ðóíòîâó¹òüñÿ íàáëèæåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. Â ïåðøîìó i äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿíóòî ïàðàáî-

ëi÷íó çàäà÷ó íà ñêií÷åííîìó òà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, ó òðå-

òüîìó ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó íàáëèæåíîãî ñèíòåçó äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ,

ó ÷åòâåðòîìó äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à íàáëèæåíî¨ îïòèìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨

ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íîãî âêëþ÷åííÿ ç íåàâòîíîìíèìè çáóðåííÿìè â êîå-

ôiöi¹íòàõ.
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3.1 Íàáëèæåíèé ðîçïîäiëåíèé ñèíòåç äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿ-

ííÿ

Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, ε ∈ (0, 1) - ìàëèé ïàðàìåòð. Â îáëàñòi

QT = (0, T )× Ω êåðîâàíèé ïðîöåñ {y, u} îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ
∂y
∂t + Aεy = u(t, x),

y |∂Ω = 0,

y |t=0 = yε0,

(3.1)

Jε(y, u) =

∫
Ω

qε(x, y(T, x))y(T, x)dx+

∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.2)

äå Aε = −div(aε∇), aε(x) = a
(
x
ε

)
, a � âèìiðíà, ïåðiîäè÷íà, ñèìåòðè÷íà

ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi

(2.11), qε : Ω × R 7→ R � ôóíêöiÿ òèïó Êàðàòåîäîði, òîáòî âèìiðíà ïî

ïåðøié çìiííié i íåïåðåðâíà ïî äðóãié, òà iñíóþòü íå çàëåæíi âiä ε ∈ (0, 1)

êîíñòàíòà C > 0 òà ôóíêöi¨ C1 ∈ L2(Ω), C2 ∈ L1(Ω) òàêi, ùî äëÿ âñiõ

ξ ∈ R òà ì.â. x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|qε(x, ξ)| ≤ C|ξ|+ C1(x), (3.3)

qε(x, ξ)ξ ≥ −C2(x). (3.4)

ßê ïðèêëàä ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ

qε(x, ξ) = q1(x/ε)ξ + q2(x/ε)f(x/ε, ξ), (3.5)

äå q1, q2, f � îáìåæåíi, q1 > 0.

Çà óìîâ (3.4) âiäîìî [155], ùî îïåðàòîð ñóïåðïîçèöi¨ (â ëiòåðàòóði ìî-

æíà çóñòðiòè ùå ÿê îïåðàòîð Íåìèöüêîãî) qε(x, •) : L2(Ω) 7→ L2(Ω) ¹
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íåïåðåðâíèì.

Ëåìà 3.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.1), (3.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {yε, uε}

(îïòèìàëüíèé ïðîöåñ) ó êëàñi W (0, T )× L2 (QT ).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî yεu - ðîçâ'ÿçîê (3.1) ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(QT ).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë ϕ : L2(QT ) 7→ R,

ϕ(u) =

∫
Ω

qε(x, y
ε
u(T, x))yεu(T, x)dx.

Â ñèëó óìîâè (3.4) ôóíêöiîíàë ϕ îáìåæåíèé çíèçó. Äîâåäåìî, ùî âií ñëàáî

íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó. Äiéñíî, íåõàé un → u ñëàáî â L2(QT ). Â ñèëó ëåìè

2.15

yεun → yεu â C([0, T ];L2(Ω)).

Çâiäñè â ñèëó íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöi¨ âèâîäèìî, ùî

ϕ(un)→ ϕ(u).

Òîäi Ëåìà 2.12 ïðî ìiíiìiçàöiþ êîåðöèòèâíî¨ ôîðìè ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ

ìiíiìóìó uε äëÿ ôóíêöiîíàëó Jε. Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéòè ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî

ñèíòåçó äëÿ çàäà÷i (3.1), (3.2) íå óÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâèì.

Îñíîâíå ïðèïóùåííÿ, ÿêå áóäå ðîáèòèñü â öüîìó ðîçäiëi � öå ïðèïóùåííÿ

ïðî òå, ùî ïåðåõiä äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ çíà÷íî ñïðîùó¹ ñòðóêòóðó

çàäà÷i (3.1), (3.2) i äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè äëÿ íå¨ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó

ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ââåäåìî íàñòóïíó óìîâó:

iñíó¹ ôóíêöiÿ Êàðàòåîäîði q : Ω×R 7→ R òàêà, ùî
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∀ r > 0 qε(x, ξ)→ q(x, ξ) ñëàáêî â L2 (Ω) ðiâíîìiðíî ïî |ξ| ≤ r. (3.6)

Çàäà÷ó 
∂y
∂t + A0y = u(t, x),

y |∂Ω = 0,

y |t=0 = y0,

(3.7)

J(y, u) =

∫
Ω

q(x, y(T, x))y(T, x)dx+

∫
Q

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.8)

áóäåìî íàçèâàòè óñåðåäíåíîþ [38, 6] äî çàäà÷i (3.1), (3.2), äåA0 = −div(a0∇),

ïîñòiéíà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðåäíåíîþ äëÿ aε, y0 ∈ L2(Ω) òàêå, ùî

yε0 → y0 ñëàáî â L2 (Ω) ïðè ε→ 0. (3.9)

Ç óìîâè (3.6) i ëåìè 2.6 (Ìàçóðà) âèâîäèìî, ùî ôóíêöiÿ q çàäîâîëüíÿ¹

(3.3), (3.4), îòæå â ñèëó ëåìè 3.1 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.7), (3.8)

ðîçâ'ÿçíà â êëàñi W (0, T )× L2 (QT ) .

Çàóâàæåííÿ 3.1. Âiäîìî [183], ùî ÿêùî q(x, ξ) = g(x)ξ, äå g � íåâiä'¹ìíà

îáìåæåíà ôóíêöiÿ, òî çàäà÷à (3.7), (3.8) äîïóñêà¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

â ôîðìi ñèíòåçó

u(t) = −Q(t)y(t), inf J = (Q(0)y0, y0),

äå ∀ t ∈ [0, T ] ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Q(t) ∈ L(L2(Ω)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

äåÿêîãî äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Ðiêêàòi.

Ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çàäà÷à ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè âæå

äîïóñêà¹ ôîðìó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó, òîáòî áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè

íàñòóïíi óìîâè:

çàäà÷à (3.7), (3.8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê {y, u} ; (3.10)
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iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ u : [0, T ]× Ω× L2(Ω) 7→ L2(Ω)

òàêå, ùî u(t, x) ≡ u [t, x, y(t, x)];
(3.11)

iñíóþòü êîíñòàíòè D1 > 0, D2 > 0 òàêi, ùî

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà y, z ∈ L2(Ω) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖u [t, x, y]‖ ≤ D1 (‖y‖+ 1) ,

‖u [t, x, y]− u [t, x, z]‖ ≤ D2 ‖y − z‖ .

(3.12)

Ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó íàâåäåìî ïðè-

êëàä ôóíêöi¨ qε : Ω×R 7→ R, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.3), (3.4), (3.6),

(3.10) � (3.12).

Ïðèêëàä 3.1. Ïîêëàäåìî qε(x, ξ) = g
(
x
ε

)
ξ, äå g � âèìiðíà, îáìåæåíà, ïå-

ðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, äîäàòí¹ ÷èñëî 〈g〉 � ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ [38]. Òîäi âèêî-

íàíi óìîâè (3.3), (3.4), (3.6) ç q(x, ξ) = 〈g〉 ξ. Êðiì òîãî, çàäà÷à (3.7), (3.8)

ñòà¹ êëàñè÷íîþ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íîþ çàäà÷åþ, ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

[91], îòæå, âèêîíó¹òüñÿ (3.10). Íåõàé {Xi}, {λi} � ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëü-

íî¨ çàäà÷i  A0Xi = λiXi,

Xi |∂Ω = 0,

{Xi} ⊂ H1
0 (Ω) - îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2 (Ω) , 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ,

λi →∞, i→∞.

Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì Ôóð'¹, ëåãêî âñòàíîâëþ¹òüñÿ âèãëÿä îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó [63]:

u[t, x, y] =
∞∑
i=1

βi (t) (y(t), Xi)Xi(x), (3.13)



66

äå

βi (t) = −e2λi(t−T )

(
1

〈g〉
+

1

2λi

(
1− e2λi(t−T )

))−1

.

Ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè ìà¹ìî, ùî

∃ β > 0∀i ≥ 1 sup
t∈[0,T ]

|βi (t)| ≤ β,

îòæå, ìàþòü ìiñöå óìîâè (3.11), (3.12) ç D1 = D2 = β.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîáðàæåííÿ (3.11), ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
∂y
∂t + Aεy = u[t, x, y],

y |∂Ω = 0,

y |t=0 = yε0

(3.14)

Â ñèëó óìîâ (3.12) âiäîìî [245], ùî çàäà÷à (3.14) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

yε â êëàñi W (0, T ).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.3),(3.4), (3.6), (3.10) � (3.12)

i, êðiì òîãî, iñíó¹ äîäàòíà ôóíêöiÿ l ∈ L∞(Ω) òàêà, ùî äëÿ âñiõ ε ∈ (0, 1)

|qε(x, ξ) − qε(x, η)| ≤ l(x)|ξ − η|. (3.15)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíó¹ ε̄ ∈ (0, 1) òàêå, ùî ∀ε ∈ (0, ε̄)

|Jε (yε, uε)− Jε (yε, u [t, x, yε (t, x)])| < η,

äå {yε, uε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (3.1),(3.2), yε- ðîçâ'ÿçîê çà-

äà÷i (3.14), êåðóâàííÿ u [t, x, yε (t, x)] âèçíà÷à¹òüñÿ ç (3.11).
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Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ïðè ε→ 0 i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.14) yε, i ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.1), (3.2) yε ïðÿìóþòü ó ïåâíîìó ñåíñi äî y, äå {y, u} � îïòèìàëüíèé

ïðîöåñ â çàäà÷i (3.7),(3.8). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó çàäà÷ó (3.14). Äëÿ ì.â.

t ∈ (0, T ) äëÿ ðîçâ'ÿçêó yε ñïðàâåäëèâi îöiíêè

1

2

d

dt
‖yε (t)‖2 + v1 ‖yε (t)‖2

H1
0
≤ D1(‖yε (t)‖+ 1) ‖yε (t)‖ ,

d

dt
‖yε (t)‖2 + 2v1 ‖yε (t)‖2

H1
0
≤ (2D1 + 1) ‖yε (t)‖2 +D2

1. (3.16)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó Ãðîíóîëà, ç (3.16) îäåðæó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{yε} îáìåæåíà â W (0, T ). Òîäi çà ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü iñíó¹ ôóíêöiÿ

z ∈ W (0, T ) òàêà, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

yε → z â L2 (Q) i ì.ñ. â Q,

yε(t)→ z(t) â L2 (Ω) äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ),

yε(t)→ z(t) â L2 (Ω) ñëàáî ∀ t ∈ [0, T ] ,

yε → z ñëàáî â L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

(3.17)

Çâiäñè i ç (3.12) âèâîäèìî, ùî

u[t, x, yε]→ u[t, x, z] â L2(Q). (3.18)

Ç Ëåìè 2.15 îäåðæó¹ìî, ùî z � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.14) ç îïåðàòîðîì A0

òà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè y0, ïðè÷îìó ïðè ε→ 0

yε → z â C
(
[δ, T ];L2(Ω)

)
∀δ > 0. (3.19)

Îñêiëüêè çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.7), (3.8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

{y, u}, i äëÿ êåðóâàííÿ u ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà u(t, x) = u[t, x, y(t, x)], òî y

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.14) ç îïåðàòîðîì A0 òà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè y0. Àëå
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öÿ çàäà÷à òàêîæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îòæå y ≡ z i, êðiì òîãî, çáiæíîñòi

(3.17) � (3.19) ìàþòü ìiñöå ïðè ε→ 0, (à íå ëèøå ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi).

Äëÿ ïðîäîâæåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè âñòàíîâèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò:

Ëåìà 3.2. Íåõàé äëÿ εn → 0 ôóíêöi¨ qn := qεn çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(3.3), (3.4), (3.6), (3.15), i yn → y â L2(Ω). Òîäi

qn(x, yn)→ q(x, y) ñëàáêî â L2(Ω).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ φ ∈ L2(Ω) ðîçãëÿíåìî

In :=

∫
Ω

(qn(x, yn(x))− q(x, y(x)))φ(x)dx =

=

∫
Ω

(qn(x, yn(x))−qn(x, y(x)))φ(x)dx+

∫
Ω1(r)

(qn(x, y(x))−q(x, y(x)))φ(x)dx+

+

∫
Ω\Ω1(r)

(qn(x, y(x))− q(x, y(x)))φ(x)dx = I(1)
n + I(2)

n (r) + I(3)
n (r),

äå Ω1(r) = {x ∈ Ω | |y(x)| ≤ r}. Äîâåäåìî, ùî

∀ η > 0 ∃N ∀n ≥ N In < η.

Ç óìîâè (3.15) âèâîäèìî, ùî

∃N1 ∀n ≥ N1 I
(1)
n <

η

3
.

Ç óìîâè (3.3) âèâîäèìî, ùî

I(3)
n (r) ≤

∫
Ω\Ω1(r)

(C|y(x)|+ |C1(x)|)|φ(x)|dx.

Îòæå, îñêiëüêè µ(Ω\Ω1(r))→ 0 ïðè r →∞, òî

∃ r > 0 ∀n ≥ 1 I(3)
n (r) <

η

3
.
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Ç óìîâè (3.6) âèâîäèìî, ùî

∃N(r) > 0 ∀n ≥ N(r) I(2)
n (r) <

η

3
.

Âèáèðàþ÷è N = max{N1, N(r)}, ìà¹ìî øóêàíó ñëàáêó çáiæíiñòü. Ëåìà

äîâåäåíà.

Çi çáiæíîñòi (3.19) âèâîäèìî

yε(T )→ y(T ) â L2(Ω).

Çi çáiæíîñòåé (3.18) âèâîäèìî

u[t, x, yε]→ u(t, x) â L2(Q).

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 3.2, ìà¹ìî

Jε (yε, u [t, x, yε])→ J (y, u) , ε→ 0. (3.20)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {yε, uε} çàäà÷i (3.1),(3.2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (3.4), ìà¹ìî íåðiâíiñòü

−
∫

Ω

C2(x)dx+

∫
Q

uε2(t, x)dtdx ≤ Jε (yε, uε) ≤
∫

Ω

z2
ε(T, x)dx,

äå zε � ðîçâ'ÿçîê (3.1) ç êåðóâàííÿì u ≡ 0. Äëÿ zε ñïðàâåäëèâà îöiíêà

d

dt
‖zε (t)‖2 + 2v1 ‖zε (t)‖2

H1
0
≤ 0,

îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {uε} ¹ îáìåæåíîþ â L2 (QT ). Òîäi iñíó¹ v ∈ L2 (Q)

òàêà, ùî ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi

uε → v ñëàáî âL2(Q), ε→ 0.
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Ç îáìåæåíîñòi {uε} â L2 (QT ), îöiíêè

d

dt
‖yε (t)‖2 + 2v1 ‖yε (t)‖2

H1
0
≤ |(yε (t) , uε (t)| , (3.21)

i ëåìè Ãðîíóîëà âèâîäèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yε} ¹ îáìåæåíîþ âW (0, T )

i ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ W (0, T ) ïðè ε → 0

â ñåíñi (3.17). Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 2.15, îäåðæó¹ìî, ùî y � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.7) ç êåðóâàííÿì v, ïðè÷îìó ïðè ε→ 0

yε → y â C
(
[δ, T ];L2(Ω)

)
∀δ > 0. (3.22)

Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ {y, v} ¹ îïòèìàëüíèì â çàäà÷i (3.7),(3.8). Ç îïòè-

ìàëüíîñòi {yε, uε} äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ L2 (QT ) ìà¹ìî âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

Jε (yε, uε) ≤ Jε (pε, u) , (3.23)

äå pε ¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1) ç êåðóâàííÿì u. Òîäi äëÿ pε ñïðàâåäëèâà

îöiíêà (3.21) ç çàìiíîþ uε íà u, îòæå { pε} ¹ îáìåæåíîþ â W (0, T ). Ïî-

âòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, îäåðæó¹ìî, ùî pε çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨

ôóíêöi¨ p ∈ W (0, T ) ïðè ε→ 0 â ñåíñi (3.17), ïðè÷îìó p � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(3.7) ç êåðóâàííÿì u i, êðiì òîãî, pε çáiãà¹òüñÿ äî p â ñåíñi (3.22). Òîäi ïðè

ε→ 0 â ñèëó Ëåìè 3.2

Jε (pε, u)→ J (p, u) ,

lim
ε→0

Jε (yε, uε) ≥ J(y, v). (3.24)

Ç (3.27), (3.24) îñòàòî÷íî âèâîäèìî íåðiâíiñòü
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J (y, v) ≤ J (p, u) ,

ÿêà îçíà÷à¹, ùî {y, v} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì â çàäà÷i (3.7), (3.8). Â

ñèëó ¹äèíîñòi {y, v} ≡ {y, u}. Òåïåð äîâåäåìî, ùî

Jε (yε, uε)→ J (y, u) , ε→ 0. (3.25)

Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî êåðóâàííÿ u = u â çàäà÷i (3.1). Íåõàé gε � ðîçâ'ÿçîê

öi¹¨ çàäà÷i. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ïðèõîäèìî äî íàñòó-

ïíèõ ñïiââiäíîøåíü

Jε (yε, uε) ≤ Jε (gε, u) ,

Jε (gε, u)→ J (y, u) , ε→ 0. (3.26)

Ç (3.24), (3.26) îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi

J(y, u) ≤ lim
ε→0

Jε (yε, uε) ,

lim
ε→0

Jε (yε, uε) ≤ J(y, u),

ÿêi é îçíà÷àþòü âèêîíàííÿ (3.25). Êðiì òîãî, ç (3.22) i (3.25) âèïëèâà¹,

ùî

∫
QT

uε2(t, x)dtdx →
∫
QT

u2(t, x)dtdx,

ùî ðàçîì çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ãàðàíòó¹ ñèëüíó çáiæíiñòü

uε → u âL2(QT ), ε→ 0. (3.27)
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Ç (3.20) i (3.25) îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Çáiæíîñòi (3.18) i (3.27) ãàðàíòóþòü áëèçüêiñòü íå

ëèøå êðèòåði¨â ÿêîñòi, àëå é êåðóâàíü i ôàçîâèõ çìiííèõ â íàñòóïíîìó

ñåíñi:

uε − u[t, x, yε]→ 0 â L2(QT ), ε→ 0,

yε − yε → 0 â C
(
[δ, T ];L2 (Ω)

)
∀δ > 0.
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3.2 Íàáëèæåíèé ðîçïîäiëåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ

Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, ε ∈ (0, 1) � ìàëèé ïàðàìåòð. Ó öèëiíäði

Q = (0,+∞)× Ω êåðîâàíèé ïðîöåñ {y, u} îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ
∂y
∂t + Aεy = u(t, x),

y|∂Ω = 0,

y(0, x) = yε0,

(3.28)

u ∈ U ⊆ L2(Q), (3.29)

Jε(y, u) =
∫
Q

qε(t, x, y(t, x))y(t, x)dtdx+
∫
Q

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.30)

äå U ¹ îïóêëîþ òà çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó L2(Q), 0 ∈ U ,

Aε = −div(aε∇), aε(x) = a
(
x
ε

)
, a ¹ âèìiðíîþ, ñèìåòðè÷íîþ, ïåðiîäè÷íîþ

ìàòðèöåþ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi

(2.11).

Ôóíêöiÿ qε : (0,+∞) × Ω × R 7→ R ¹ ôóíêöi¹þ Êàðàòåîäîði, òîáòî âè-

ìiðíîþ çà ïåðøèìè äâîìà çìiííèìè òà íåïåðåðâíîþ çà òðåòüîþ çìiííîþ,

òà iñíóþòü ôóíêöi¨ C1 ∈ L2(Q), C2 ∈ L1(Q) i êîíñòàíòà C > 0, ùî íå

çàëåæàòü âiä ε ∈ (0, 1), òàêi ùî äëÿ âñiõ ξ ∈ R i ìàéæå âñiõ (t, x) ∈ Q

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi

|qε(t, x, ξ)| ≤ C|ξ|+ C1(t, x),

qε(t, x, ξ)ξ ≥ −C2(t, x).
(3.31)

Òîäi îïåðàòîð ñóïåðïîçèöi¨ qε(t, x, ·) : L2(Q) 7→ L2(Q) ¹ íåïåðåðâíèì

[155].
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Ëåìà 3.3. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.28) � (3.30) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

{yε, uε} (îïòèìàëüíèé ïðîöåñ) ó êëàñi W (0,∞)× L2 (Q).

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî yεu � ðîçâ'ÿçîê (3.28) ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Q).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë ϕ : L2(Q) 7→ R,

ϕ(u) =

∫
Q

qε(t, x, y
ε
u(t, x))yεu(t, x)dtdx.

Â ñèëó óìîâè (3.31) ôóíêöiîíàë ϕ îáìåæåíèé çíèçó. Íåõàé un → u ñëàáî

â L2(Q). Â ñèëó Ëåìè 2.15 äëÿ âñiõ T > 0

yεun → yεu â C([0, T ];L2(Ω)).

Çâiäñè â ñèëó íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöi¨ âèâîäèìî, ùî

qε(t, x, y
ε
un

(t, x))yεun(t, x)→ qε(t, x, y
ε
u(t, x))yεu(t, x) ì.ñ. íà Q.

Òîäi çà ëåìîþ Ôàòó

lim inf ϕ(un) ≥ ϕ(u)

i çà Ëåìîþ 2.12 ïðî ìiíiìiçàöiþ êîåðöèòèâíî¨ ôîðìè îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ

ìiíiìóìó uε äëÿ ôóíêöiîíàëó Jε. Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéòè ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (3.28) � (3.30) íå óÿâëÿ¹òüñÿ

ìîæëèâèì.

Îñíîâíå ïðèïóùåííÿ öüîãî ðîçäiëó, ÿê i ïîïåðåäíüîãî, áóäå ïîëÿãàòè â

òîìó, ùî ïåðåõiä äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ ìîæå çíà÷íî ñïðîñòèòè ñòðó-

êòóðó çàäà÷i (3.28) � (3.30) i äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè äëÿ íå¨ îïòèìàëüíèé

ðåãóëÿòîð.

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ââåäåìî íàñòóïíó óìîâó:
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ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ Êàðàòåîäîði q : (0,+∞) × Ω × R 7→ R,

òàêà ùî

∀ r > 0 ∀ T > 0 qε(t, x, ξ)→ q(t, x, ξ) ñëàáêî âL2 (QT )

ðiâíîìiðíî äëÿ |ξ| ≤ r.
(3.32)

Ââåäåìî íàñòóïíó çàäà÷ó
∂y
∂t + A0y = u(t, x),

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = y0,

(3.33)

u ∈ U ⊆ L2(Q), (3.34)

J(y, u) =

∫
Q

q(t, x, y(t, x))y(t, x)dtdx+

∫
Q

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.35)

ÿê óñåðåäíåíó äëÿ çàäà÷i (3.28) � (3.30). Òóò ñòàëà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðå-

äíåíîþ äëÿ aε, A0 = −div(a0∇), y0 ∈ L2(Ω), òàêà ùî

yε0 → y0 ñëàáêî â L2 (Ω) ïðè ε→ 0. (3.36)

Ç óìîâè (3.32) i Ëåìè 2.6 âèâîäèìî, ùî ôóíêöiÿ q çàäîâîëüíÿ¹ (3.31), îò-

æå, â ñèëó Ëåìè 3.5 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.33) � (3.35) ðîçâ'ÿçíà

â êëàñi W (0,∞)× L2 (Q).

Çàóâàæåííÿ 3.3. Âiäîìî [183], ùî ÿêùî q(x, ξ) = g(x)ξ, äå g � íåâiä'¹ìíà

îáìåæåíà ôóíêöiÿ, òî çàäà÷à (3.33) � (3.35) äîïóñêà¹ îïòèìàëüíèé ðåãó-

ëÿòîð

u(t) = −Qy(t), inf J = (Qy0, y0),

äå ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð Q ∈ L(L2(Ω)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì äåÿêîãî îïåðàòîð-

íîãî ðiâíÿííÿ òèïó Ðiêêàòi.
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Ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çàäà÷à ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè âæå

äîïóñêà¹ îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð, òîáòî áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè íà-

ñòóïíi óìîâè:

çàäà÷à (3.33)− (3.35) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê {y, u} ; (3.37)

iñíó¹ âèìiðíå âiäîáðàæåííÿu : [0,+∞)× Ω× L2(Ω) 7→ L2(Ω), òàêå ùî

u(t, x) ≡ u [t, x, y(t, x)]; (3.38)

∃ D > 0 òàêå ùî ∀ t ≥ 0, y, z ∈ L2(Ω)

u[t, x, 0] ∈ L2(Q),

‖u [t, x, y]− u [t, x, z]‖ ≤ D ‖y − z‖ .
(3.39)

Áiëüøå òîãî,

∃ T̂ > 0 ∀ t ≥ T̂ ∀ y ∈ L2(Ω)

∫
Ω

u[t, x, y(x)]y(x)dx < ν1λ‖y‖2, (3.40)

äå λ > 0 âçÿòå ç íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå (2.1).

Ïåðåä òèì, ÿê ìè ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò, íàâåäåìî òèïîâèé

ïðèêëàä çàäà÷i (3.28) � (3.30), äëÿ ÿêî¨ âèêîóþòüñÿ óìîâè (3.31), (3.32),

(3.37) � (3.40).

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé {Xi}, {λi} � ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i A0Xi = λiXi,

Xi |∂Ω = 0,

U =
{
v ∈ L2(Q)

∣∣∣ ∀i ∈ 1, p
∣∣∣∫
Ω

v(t, x)Xi(x)dx
∣∣∣ ≤ ξi äëÿ ì. â. t > 0

}
,

(3.41)
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äå p ≥ 1, and ξ1 > 0, ..., ξp > 0 � ôiêñîâàíi ÷èñëà,

qε(x, ξ) = g
(
x
ε

)
ξ,

òóò g � âèìiðíà, îáìåæåíà, íåâiä'¹ìíà, ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç ñåðåäíiì

çíà÷åííÿì 〈g〉 [38]. Òîäi óìîâè (3.31), (3.32) âèêîíóþòñÿ äëÿ q(x, ξ) =

〈g〉 ξ. Êðiì òîãî, çàäà÷à (3.33) � (3.35) ñòà¹ êëàñè÷íîþ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íîþ

çàäà÷åþ, ùî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê [91]. Îòæå, óìîâà (3.37) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî

∀ i ∈ 1, p
∣∣∣(y0, Xi)

∣∣∣ > ξi
Ri
,

äå Ri = −λi +
√
λ2
i + 1.

Ó öüîìó âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ðîçêëàäàííÿ Ôóð'¹, ëåãêî îòðè-

ìàòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (3.33)

� (3.35) [206]:

u[t, x, y(t)] =

p∑
i=1

(αi(t) (y(t), Xi) + βi(t))Xi(x)−
∞∑

i=p+1

Ri (y(t), Xi)Xi(x),

(3.42)

äå

αi(t) =

 0, t ∈ [0, ti],

−Ri t > ti,
βi(t) =

 −ξisign (y(t), Xi) , t ∈ [0, ti],

0, t > ti,

à ti > 0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

ti =
1

λi
ln

(
Ri√
λ2
i + 1

(
1 +

λi
ξi
|(y(t), Xi)|

)
eλit

)
, t ∈ [0, ti],

äå y � öå ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.33) ç êåðóâàííÿì (3.42).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.42), ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé ðåãóëÿ-

òîð u : [0,+∞)× Ω× L2(Ω) 7→ L2(Ω) ó òàêîìó âèãëÿäi

u[t, x, y] =

p∑
i=1

(αi(t) (y,Xi) + βi(t))Xi(x)−
∞∑

i=p+1

Ri (y,Xi)Xi(x), (3.43)
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äå

αi(t) =

 0, t ∈ [0, ti],

−Ri t > ti,
βi(t) =

 −ξisign (y0, Xi) , t ∈ [0, ti],

0, t > ti,

ti =
1

λi
ln

(
Ri√
λ2
i + 1

(
1 +

λi
ξi
|(y0, Xi)|

)
eλit

)
.

Òîäi óìîâè (3.38), (3.39) âèêîíóþòüñÿ. Êðiì òîãî, äëÿ t ≥ T̂ := max
1≤i≤p

{ti}

ìè âèâîäèìî íåðiâíiñòü

(u[t, y], y) ≤ 0,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ (3.40).

Ïîâåðíåìîñü äî çàäà÷i (3.28) � (3.30). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåãóëÿòîð (3.38),

ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 
∂y
∂t + Aεy = u[t, x, y],

y |∂Ω = 0,

y |t=0 = yε0.

(3.44)

Çà óìîâ (3.39) çàäà÷à (3.44) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê yε ∈ C([0,+∞);L2(Ω)),

ÿêèé íàëåæèòü êëàñó W (0, T ) ∀ T > 0 [245].

Áiëüøå òîãî, çàâäÿêè (3.40) äëÿ äåÿêîãî γ > 0

∀ t ≥ T̂
d

dt
‖yε(t)‖2 + γ‖yε(t)‖2 ≤ 0. (3.45)

Çîêðåìà, yε ∈ W (0,∞) i Jε(yε, u[t, x, yε]) <∞.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.31), (3.32), (3.37) � (3.40) i,

êðiì òîãî, iñíó¹ äîäàòíà ôóíêöiÿ l, l ∈ L∞(QT ) ∀ T > 0, òàêà ùî äëÿ

âñiõ ε ∈ (0, 1)

|qε(t, x, ξ1) − qε(t, x, ξ2)| ≤ l(t, x)|ξ1 − ξ2|. (3.46)
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíó¹ ε̄ ∈ (0, 1), òàêèé ùî ∀ε ∈ (0, ε̄)

|Jε (ȳε, ūε)− Jε (yε, u [t, x, yε (t, x)])| < η,

äå {ȳε, ūε} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì äëÿ çàäà÷i (3.28) � (3.30), yε �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.44), êåðóâàííÿ u [t, x, yε (t, x)] âèçíà÷à¹òüñÿ ç (3.38).

Äîâåäåííÿ. Ïî÷àòîê äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ ìiðêóâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó

ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (3.44). Äëÿ ìàéæå âñiõ

(ì. â.) t > 0 i äëÿ äåÿêîãî D1 > 0 âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà äëÿ ðîçâ'ÿçêó yε

d

dt
‖yε (t)‖2 + 2v1 ‖yε (t)‖2

H1
0
≤ D1

(
‖yε (t)‖2 + 1

)
. (3.47)

Ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ Ãðîíóîëà, ç (3.47) îäåðæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0

ïîñëiäîâíiñòü {yε} ¹ îáìåæåíîþ â W (0, T ). Òîäi, çà ëåìîþ ïðî êîìïà-

êòíiñòü, iñíó¹ ôóíêöiÿ z, òàêà, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi äë÷ êîæíîãî T > 0

yε → z â L2 (QT ) i ìàéæå ñêðiçü â Q,

yε(t)→ z(t) â L2 (Ω) äëÿ ì. â. t > 0, i ñëàáêî ∀ t ≥ 0.
(3.48)

Êðiì òîãî, ç (3.45)

yε → z ñëàáêî â L2 (Q) . (3.49)

Ç (3.39) ìè âèâîäèìî, ùî

u[t, x, yε]→ u[t, x, z] â L2 (QT ) ∀ T > 0, (3.50)

u[t, x, yε]→ u[t, x, z] ñëàáêî â L2 (Q) . (3.51)

Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 2.15, îäåðæó¹ìî, ùî z � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.44) ç

îïåðàòîðîì A0 òà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ y0, à òàêîæ

yε → z â C
(
[δ, T ];L2 (Ω)

)
∀0 < δ < T. (3.52)



80

Îñêiëüêè çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.33), (3.35) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

{y, u} i ôîðìóëà u(t, x) = u[t, x, y(t, x)] âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êåðóâàííÿ u, òî y ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.44) ç îïåðàòîðîì A0 òà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ y0. Ïðîòå,

öÿ çàäà÷à òàêîæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òîæ y ≡ z i, êðiì òîãî, çáiæíîñòi

(3.48) � (3.52) ìàþòü ìiñöå ïðè ε→ 0 (íå ëèøå ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi).

Àíàëîãi÷íî äî Ëåìè 3.2 äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

Ëåìà 3.4. Íåõàé ôóíêöi¨ qε çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (3.31), (3.32), (3.46) i

äëÿ äåÿêèõ T > 0 yε → y in L2(QT ). Òîäi

qε(t, x, yε)→ q(t, x, y) ñëàáêî â L2(QT ).

Ó âñiõ ïîäàëüøèõ ìiðêóâàííÿõ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç JTε (àáî JT ) ôóí-

êöiîíàë (3.30) (àáî (3.35)) íàä QT .

Ç Ëåìè 3.4 òà (3.48), (3.50) ìè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0

JTε (yε, u [t, x, yε])→ JT (y, u) , ε→ 0. (3.53)

Êðiì òîãî, ç (3.45), (3.47) äëÿ T > T̂

∞∫
T

‖yε(t)‖2dt ≤ 1

γ
‖yε0‖2e(D1+γ)T̂e−γT . (3.54)

Òîäi ç (3.53), (3.54) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü

Jε (yε, u [t, x, yε])→ J (y, u) , ε→ 0. (3.55)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ȳε, ūε} çàäà÷i (3.28) � (3.30). Íåõàé

zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.28) ç êåðóâàííÿì u ≡ 0. Òîäi

2v1λ

∞∫
0

‖zε (t)‖2 dt ≤ ‖yε0‖2.



81

Öÿ íåðiâíiñòü ðàçîì ç óìîâàìè (3.31) òà îïòèìàëüíiñòþ {ȳε, ūε} ïðèâîäÿòü

äî íåðiâíîñòi

−
∫
Q

C2(t, x)dtdx+

∫
Q

(ūε)2 (t, x)dtdx ≤

≤ Jε (ȳε, ūε) ≤ Jε (zε, 0) ≤ C

∫
Q

|zε(t, x)|2dtdx+

∫
Q

|C1(t, x)||zε(t, x)|dtdx ≤

(C + 1/2)

∞∫
0

‖zε (t)‖2 dt+
1

2
‖C1‖2

L2(Q) ≤
C + 1/2

2v1λ
‖yε0‖2 +

1

2
‖C1‖2

L2(Q).

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü { ūε} ¹ îáìåæåíîþ â L2 (Q). Òîäi iñíó¹ v ∈

L2 (Q), òàêå, ùî ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi

ūε → v ñëàáêî â L2(Q), ε→ 0.

Â ñèëó îáìåæåíîñòi {ūε} â L2 (Q) é îöiíêè

d

dt
‖ȳε (t)‖2 + 2v1 ‖ȳε (t)‖2

H1
0
≤ 2 |(ȳε (t) , ūε (t)| , (3.56)

òà çà ëåìîþ Ãðîíóîëà ìè âèâîäèìî îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {ȳε} â

W (0, T ) äëÿ êîæíîãî T > 0. Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âîíà çáiãà¹òüñÿ äî

äåÿêî¨ ôóíêöi¨ y ïðè ε→ 0 ó ñåíñi (3.48).

Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 2.15, ìè îäåðæó¹ìî ùî y � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.33)

ç êåðóâàííÿì v, à ȳε ïðÿìó¹ äî y ó ñåíñi (3.52).

Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ {y, v} ¹ îïòèìàëüíèì ó çàäà÷i (3.33) � (3.35). Ç

îïòèìàëüíîñòi {ȳε, ūε} äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ L2 (Q) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà

íåðiâíiñòü

Jε (ȳε, ūε) ≤ Jε (pε, u) , (3.57)

äå pε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.28) ç êåðóâàííÿì u. Çâiäñè, çàìiíþþ÷è uε íà u,

âèêîíóâàòèìåòüñÿ îöiíêà (3.56) äëÿ pε. Òàêèì ÷èíîì, { pε} ¹ îáìåæåíèì ó

W (0, T ) äëÿ êîæíîãî T > 0. Ç íàâåäåíîãî âèùå ìiðêóâàííÿ ìè îäåðæèìî,



82

ùî pε çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ p as ε → 0 ó ñåíñi (3.48). Êðiì òîãî, p

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.33) ç êåðóâàííÿì u i pε çáiãà¹òüñÿ äî p ó ñåíñi (3.52).

Àíàëiçóþ÷è çàäà÷ó (3.33), ìè âèâîäèìî, ùî äëÿ äåÿêèõ δ > 0, Cδ > 0 äëÿ

âñiõ t ≥ 0
d

dt
‖p(t)‖2 + δ‖p(t)‖2 ≤ Cδ‖u(t)‖2. (3.58)

Çîêðåìà, ç íåðiâíîñòi (3.58) âèïëèâà¹, ùî äëÿ T > 0

‖p(T )‖2 ≤
(
‖y0‖2 + Cδ‖u‖L2(Q)

)
e−

δT
2 + Cδ

∫ ∞
T
2

‖u(t)‖2dt. (3.59)

Êðiì òîãî, äëÿ äåÿêîãî D2 > 0 ïðè êîæíîìó T > 0

+∞∫
T

‖pε(t)‖2dt ≤ D2

‖pε(T )‖2 +

+∞∫
T

|u(t)|2dt

 . (3.60)

Òîäi ç íåðiâíîñòi (3.57) ìè îòðèìà¹ìî äëÿ âñiõ T > 0:

JTε (ȳε, ūε) ≤
∫
QT

qε(t, x, pε(t, x))pε(t, x)dtdx+

+∞∫
0

|u(t)|2dt+

∞∫
T

∫
Ω

C2(t, x)dtdx+D2 ‖pε(T )‖2 +D2

+∞∫
T

‖u(t)‖2dt. (3.61)

Çâiäñè

lim inf
ε→0

JTε (ȳε, ūε) ≥
∫
QT

q(t, x, y(t, x)y(t, x)dtdx+

lim inf
ε→0

T∫
0

‖ūε(t)‖2dt ≥ JT (y, v), (3.62)

lim sup
ε→0

JTε (ȳε, ūε) ≤ D2‖p(T )‖2 +

∫
QT

q(t, x, p(t, x)p(t, x)dtdx+

∞∫
T

∫
Ω

C2(t, x)dtdx+

+∞∫
0

|u(t)|2dt+D2

+∞∫
T

|u(t)|2dt. (3.63)
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Òàêèì ÷èíîì, ç íåðiâíîñòåé (3.62), (3.63) òà (3.59) äëÿ T → ∞ âèïëèâà¹,

ùî

J(y, v) ≤ J(p, u),

îòæå, {y, v} = {ȳ, ū} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì ó çàäà÷i (3.33)� (3.35).

Òåïåð ó ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ ïîêëàäåìî u = ū. Òîäi, â ñèëó (3.37),

äëÿ âäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ p̄ε çàäà÷i (3.28) áóäåìî ìàòè p̄ε → ȳ ó ñåíñi (3.48)

òà

lim sup
ε→0

+∞∫
0

|ūε(t)|2dt ≤
+∞∫
0

|ū(t)|2dt+

D2‖ȳ(T )‖2 +D2

+∞∫
T

|ū(t)|2dt+

∞∫
T

∫
Ω

C2(t, x)dtdx,

i äëÿ T →∞ îäåðæèìî

lim sup
ε→0

+∞∫
0

|ūε(t)|2dt ≤
+∞∫
0

|ū(t)|2dt, (3.64)

ùî ðàçîì iç ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ãàðàíòó¹ ñèëüíó çáiæíiñòü ūε äî ū â L2(Q).

Îñêiëüêè íåðiâíiñòü (3.58) ìà¹ ìiñöå äëÿ {ȳε, ūε}, òî ñèëüíà çáiæíiñòü

{ȳε â L2(QT ) i ñèëüíà çáiæíiñòü ūε äî ū â L2(Q) äîçâîëÿþòü íàì ïåðåéòè

äî ãðàíèöi äëÿ ε→ 0 òà îòðèìàòè

Jε (ȳε, ūε)→ J (y, u) , ε→ 0. (3.65)

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 3.4. Òåîðåìà ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü íå ëèøå äëÿ êðèòåðiþ

ÿêîñòi, à òàêîæ i äëÿ êåðóâàíü òà ôàçîâèõ çìiííèõ ó òàêèé ñïîñiá:

ūε − u[t, x, yε] → 0 â L2(Q), ε→ 0,

ȳε − yε → 0 â C
(
[δ, T ];L2 (Ω)

)
∀0 < δ < T.
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3.3 Íàáëèæåíèé ñèíòåç äëÿ õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, à ε ∈ (0, 1) � ìàëèé ïàðàìåòð. Ó

öèëiíäði QT = (0, T )× Ω êåðîâàíèé ïðîöåñ {y, u} îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ
ytt(t, x) + Aεy(t, x) = u(t, x), (t, x) ∈ QT ,

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = yε0, yt|t=0 = yε1,

(3.66)

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

Jε(u) =

∫
Ω

qε(x, y(T, x))y(T, x)dx+

∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.67)

äå Aε = −div(aε∇), aε(x) = a
(
x
ε

)
, a � âèìiðíà, ñèìåòðè÷íà, ïåðiîäè÷íà

ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi

(2.11).

Òóò, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, qε : Ω × R 7→ R ¹ ôóíêöi¹þ Êàðà-

òåîäîði, é iñíóþòü ôóíêöi¨ C1 ∈ L2(Ω), C2 ∈ L1(Ω) òà êîíñòàíòà C > 0,

ùî íå çàëåæàòü âiä ε ∈ (0, 1), òàêi, ùî äëÿ âñiõ ξ ∈ R i ìàéæå âñiõ x ∈ Ω

âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi íåðiâíîñòi

|qε(x, ξ)| ≤ C|ξ|+ C1(x),

qε(x, ξ)ξ ≥ −C2(x).
(3.68)

Çà öèõ óìîâ îïåðàòîð qε(x, ·) : L2(Ω) 7→ L2(Ω) ¹ íåïåðåðâíèì.

Ëåìà 3.5. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.66) � (3.67) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê {ȳε, ūε} (îïòèìàëüíèé ïðîöåñ) ó êëàñi W1 (0, T ) × L2 (QT ), äå

W1 (0, T ) � öå êëàñ ôóíêöié y ∈ L2
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
, ÿêi ìàþòü óçàãàëüíåíi

ïîõiäíi ïî t ó êëàñi L2
(
0, T ; L2 (Ω)

)
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî yεu � ðîçâ'ÿçîê (3.66) ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(QT ).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë ϕ : L2(QT ) 7→ R,

ϕ(u) =

∫
Ω

qε(x, y
ε
u(T, x))yεu(T, x)dx.

Â ñèëó óìîâè (3.68) ôóíêöiîíàë ϕ îáìåæåíèé çíèçó. Íåõàé un → u ñëàáêî

â L2(QT ). Â ñèëó Ëåìè 2.16

yεun → yεu â C([0, T ];L2(Ω)).

Çâiäñè â ñèëó íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöi¨ âèâîäèìî, ùî

ϕ(un)→ ϕ(u).

Òîäi Ëåìà 2.12 ïðî ìiíiìiçàöiþ êîåðöèòèâíî¨ ôîðìè ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ

ìiíiìóìó uε äëÿ ôóíêöiîíàëó Jε. Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàéòè ôîðìóëó îïòèìàëüíîãî

ñèíòåçó äëÿ çàäà÷i (3.66) � (3.67) íå óÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâèì.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðåõiä äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ çíà÷íî ñïðîùó¹

ñòðóêòóðó çàäà÷i (3.66) � (3.67), à òàêîæ äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè äëÿ íå¨ îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ââåäåìî òàêó óìîâó:

ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ Êàðàòåîäîði q : Ω×R 7→ R, òàêà ùî

∀ r > 0 qε(x, ξ)→ q(x, ξ) ñëàáêî âL2 (Ω)

ðiâíîìiðíî äëÿ |ξ| ≤ r.
(3.69)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíó çàäà÷ó
ytt(t, x) + A0y(t, x) = u(t, x), (t, x) ∈ QT ,

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = y0, yt|t=0 = y1,

(3.70)



86

J(u) =

∫
Ω

q(x, y(T, x))y(T, x)dx+

∫
QT

u2(t, x)dtdx→ inf, (3.71)

ÿê óñåðåäíåíó äëÿ çàäà÷i (3.66) � (3.67). Òóò ñòàëà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðåäíå-

íîþ äëÿ aε, A0 = −div(a0∇), y0 ∈ H1
0(Ω), y1 ∈ L2(Ω), òàêi ùî

yε0 → y0 ñëàáêî â H1
0(Ω), ε→ 0,

yε1 → y1 ñëàáêî â L2(Ω), ε→ 0.
(3.72)

Çàâäÿêè (3.69) ôóíêöiÿ q(x, ξ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (3.68). Òîäi çàäà÷à îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.70) � (3.71) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {y, u}.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Âiäîìî [183], ùî ÿêùî q(x, ξ) = g(x)ξ, äå g � íåâiä'¹ìíà

îáìåæåíà ôóíêöiÿ, òî çàäà÷à (3.70) � (3.71) äîïóñêà¹ îïòèìàëüíå êåðó-

âàííÿ ó ôîðìi ñèíòåçó

u(t) = −Q21(t)y(t)−Q22(t)yt(t),

äå Q21(t) ∈ L(H1
0(Ω)), Q22(t) ∈ L(L2(Ω)) òà

Q(t) =

 Q11(t) Q12(t)

Q21(t) Q22(t)


¹ ðîçâ'ÿçêîì äåÿêîãî ìàòðè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

òèïó Ðiêêàòi.

Ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî çàäà÷à ç óñåðåäíåíèìè êîåôiöi¹íòàìè âæå

äîïóñêà¹ ôîðìó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó, òîáòî áóäåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè

íàñòóïíi óìîâè:

çàäà÷à (3.70)− (3.71) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê {y, u} ; (3.73)

iñíó¹ âèìiðíà ôóíêöiÿ u : [0, T ]× Ω×H1
0(Ω)× L2(Ω) 7→ L2(Ω) òàêà, ùî

u(t, x) = u [t, x, y(t, x), yt(t, x)] ì. ñ. íà QT ; (3.74)
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∃ D1 > 0, D2 > 0, òàêi ùî ∀ t ∈ [0, T ], ∀ y ∈ H1
0(Ω), ∀ z ∈ L2(Ω)

‖u [t, x, y, z]‖ ≤ D1

(
‖y‖H1

0
+ ‖z‖+ 1

)
,

‖u [t, x, y, z]− u [t, x, y1, z1]‖ ≤ D2

(
‖y − y1‖H1

0
+ ‖z − z1‖

)
.

(3.75)

yn → y ñëàáêî â H1
0(Ω), zn → z ñëàáêî â L2(Ω)⇒

⇒ ∀ t ∈ [0, T ] u [t, x, yn, zn]→ u [t, x, y, z] â L2(Ω)
(3.76)

Äëÿ íàî÷íîñòi íàâåäåìî òèïîâèé ïðèêëàä ôóíêöi¨ qε : Ω × R 7→ R, äëÿ

ÿêî¨ ìàþòü ìiñöå óìîâè (3.68), (3.69), (3.73), (3.75), (3.76).

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé qε(x, ξ) = g
(
x
ε

)
ξ, äå g ¹ âèìiðíîþ, îáìåæåîþ, äîäà-

òíîþ, ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì 〈g〉 [38]. Òîäi óìîâè

(3.68), (3.69) âèêîíóþòüñÿ äëÿ q(x, ξ) = 〈g〉 ξ.

Íåõàé {Xi}, {λi} � ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i A0Xi = λiXi,

Xi |∂Ω = 0,

{Xi} ⊂ H1
0 (Ω) ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì â L2 (Ω), 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ,

λi →∞, i→∞.

Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.70) � (3.71) ó âèãëÿäi

y(t, x) =
∞∑
i=1

yi(t)Xi(x), u(t, x) =
∞∑
i=1

ui(t)Xi(x).

Òîäi ìè ìà¹ìî çëi÷åííó ñiì'þ îäíîâèìiðíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ: 
ÿi(t) = −λiyi(t) + ui(t),

yi(0) = (y0, Xi), ẏi(0) = (y1, Xi),

(yi(T ))2 + 〈g〉−1
T∫
0

(ui(t))
2dt→ inf .

(3.77)
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Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì äëÿ êîæíî¨ ç öèõ çàäà÷

âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè [31]

ui(t) = K1i(t)yi(t) +K2i(t)ẏi(t), (3.78)

äå êîåôiöi¹íòè K1i(t), K2i(t) âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç λi, 〈g〉 òà çàäîâîëüíÿ-

þòü îöiíêàì

∃ K > 0 ∀ t ∈ [0, T ], ∀ i ≥ 1 |K1i(t)| ≤
K√
λi
, |K2i(t)| ≤

K

λi
. (3.79)

Ïåðåéøîâøè äî âèõiäíî¨ çàäà÷i, îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çi çâî-

ðîòíèì çâ'ÿçêîì

u[t, x, y, yt] =
∞∑
i=0

(
K1i(t)(y,Xi) +K2i(t)(yt, Xi)

)
Xi(x). (3.80)

Ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ìàòèìåì

‖u[t, x, φ, ψ]‖2 ≤ 2
K2

λ2
1

(‖φ‖2
H1

0
+ ‖ψ‖2), (3.81)

‖u[t, x, φ1, ψ1]− u0[t, x, φ2, ψ2]‖2 ≤ 2
K2

λ2
1

(‖φ1 − φ2‖2
H1

0
+ ‖ψ1 − ψ2‖2). (3.82)

Çâiäñè ìè îäðàçó æ îòðèìà¹ìî (3.75). Äàëi, äëÿ ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé yn → y â H1
0(Ω), zn → z â L2(Ω), i äëÿ äîâiëüíîãî i ≥ 1

ìîæåìî íàïèñàòè

(u[t, x, yn, zn]− u[t, x, y, z], Xi) =

= K1i(t)(yn − y,Xi) +K2i(t)(zn − z,Xi)→ 0, n→∞.

Öÿ ðiâíiñòü òà (3.81) îçíà÷àþòü, ùî çáiæíiñòü (3.76) ìà¹ ìiñöå ó ñëàá-

êîìó ñåíñi. Òîäi ç îöiíêè

∞∑
i=N

(u[t, x, yn, zn], Xi)
2 ≤ K2

λ2
N

(‖yn‖2
H1

0
+ ‖zn‖2).

ìè âèâîäèìî ñèëüíó çáiæíiñòü â L2(Ω).
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Òåïåð ïîâåðíåìîñü äî íàøîãî îñíîâíîãî çàâäàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çà-

êîí çâîðîòíüîãî çâ'ÿçêó (3.74), ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó


ytt + Aεy = u[t, x, y, yt], (t, x) ∈ QT ,

y|∂Ω = 0,

y|t=0 = yε0, yt|t=0 = yε1.

(3.83)

Çà óìîâ (3.75) çàäà÷à (3.83) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê yε ó êëàñi W1 (0, T )

[245].

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó 3.3.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3.68), (3.69), (3.73), (3.74), (3.75),

(3.76) i, êðiì òîãî, iñíó¹ äîäàòíà ôóíêöiÿ l ∈ L∞(Ω), òàêà, ùî äëÿ âñiõ

ε ∈ (0, 1)

|qε(x, ξ1) − qε(x, ξ2)| ≤ l(x)|ξ1 − ξ2|. (3.84)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíó¹ ε̄ ∈ (0, 1) òàêèé, ùî ∀ε ∈ (0, ε̄)

|Jε(ūε)− Jε(u[t, x, yε, yεt])| < η (3.85)

äå {ȳε, ūε} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì äëÿ çàäà÷i (3.66) � (3.67), yε �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.83), êåðóâàííÿ u [t, x, yε, yεt] âèçíà÷à¹òüñÿ ç (3.74).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (3.83). Âiäîìî, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâ-

íiñòü
1

2

d

dt

(
‖yεt‖2 + (aε∇yε,∇yε)

)
= (u[t, x, yε, yεt], yεt) . (3.86)

Òîäi çà ëåìîþ Ãðîíóîëà îäåðæèìî

sup
t∈[0,T ]

(
‖yεt(t)‖2 + ‖yε(t)‖2

H1
0 (Ω)

)
≤ C1. (3.87)

Òóò i äàëi êîíñòàíòè Ci çàëåæàòü ëèøå âiä ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (3.66) � (3.67)

òà íå çàëåæàòü âiä ε.
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Çàâäÿêè íåðiâíîñòÿì (3.74) i (3.87) ìè âèâîäèìî, ùî

{yε} ¹ îáìåæåíîþ ó L∞(0, T ;H1
0(Ω));

{yεt} ¹ îáìåæåíîþ ó L∞(0, T ;L2(Ω));

{yεtt} ¹ îáìåæåíîþ ó L∞(0, T ;H−1(Ω)).

(3.88)

Òîäi çà ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ

z(t, x) ∈ W1(0, T ) òàêà, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

yε → z â C([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H1
0w(Ω)),

yεt → zt â C([0, T ];H−1(Ω)) ∩ C([0, T ];L2
w(Ω)).

(3.89)

Ç (3.89), (3.76) òà ç òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü îòðèìà¹ìî,

ùî

uε(t, x) := u[t, x, yε, yεt]→ u[t, x, z, zt] in L
2 (Q) . (3.90)

Ç Ëåìè 2.16 ïðî G-çáiæíiñòü äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ îïåðàòîðiâ ìè âèâîäèìî,

ùî z ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.83) ç îïåðàòîðîì A0 òà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ y0,

y1.

Îñêiëüêè çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.70) � (3.71) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

{y, u} i ôîðìóëà u(t, x) = u[t, x, y(t, x), yt(t, x)] ¹ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ êåðóâà-

ííÿ u, òî y ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.83) ç îïåðàòîðîì A0 i ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

y0, y1. Ïðîòå öÿ çàäà÷à òàêîæ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îòæå, y ≡ z i, êðiì

òîãî, çáiæíiñòü (3.89) âèêîíó¹òüñÿ ïðè ε→ 0 (íå ëèøå ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi).

Ç Ëåìè 3.2 òà çi çáiæíîñòåé (3.89), (3.90) îòðèìà¹ìî

Jε(uε) =

∫
Ω

qε(x, yε(T, x))yε(T, x)dx+

∫
Q

u2
ε(t, x)dtdx→ J(ū). (3.91)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ȳε, ūε} çàäà÷i (3.66) � (3.67). Ìà-

¹ìî íåðiâíiñòü
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−
∫

Ω

C2(x)dx+

∫
Q

(ūε)2 (t, x)dtdx ≤

≤ Jε (ūε) ≤ C

∫
Ω

z2
ε(T, x)dx+

∫
Ω

C1(x)zε(T, x)dx,

äå zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.66) ç êåðóâàííÿì u ≡ 0. Äëÿ zε âèêîíó¹òüñÿ

îöiíêà (3.87), îòæå, ïîñëiäîâíiñòü { ūε} îáìåæåíà â L2 (Q). Òîäi iñíó¹ v ∈

L2 (Q), òàêå, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

ūε → v ñëàáêî â L2(Q), ε→ 0.

Â ñèëó îáìåæåíîñòi {ūε} in L2 (Q) òà ðiâíîñòi (3.86) ìè âèâîäèìî îáìå-

æåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {ȳε} ó ñåíñi (3.88). Îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âîíà

çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ y ∈ W1 (0, T ) ïðè ε → 0 ó çíà÷åííi (3.89).

Ñêîðèñòàâøèñü Ëåìîþ 2.16, îòðèìà¹ìî, ùî y � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.70) ç

êåðóâàííÿì v.

Ïîêàæåìî, ùî ïðîöåñ {y, v} ¹ îïòèìàëüíèì ó çàäà÷i (3.70) � (3.71). Ç

îïòèìàëüíîñòi {ȳε, ūε} äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ L2 (Q) âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ

íåðiâíîñòi

Jε (ūε) ≤ Jε (u) =

∫
Ω

qε(x, pε(T, x))pε(T, x)dx, (3.92)

äå pε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.66) ç êåðóâàííÿì u. Çðîçóìiëî, ùî { pε} îáìå-

æåíà â ñåíñi (3.88) i ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âîíà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨

p ∈ W1 (0, T ) ïðè ε→ 0 ó çíà÷åííi (3.89). Êðiì òîãî, p ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(3.70) ç êåðóâàííÿì u. Òîäi

Jε (u)→ J (u) =
∫
Ω

q(x, p(T, x))p(T, x)dx,

lim inf
ε→0

Jε (ūε) ≥ J(v) =
∫
Ω

q(x, y(T, x))y(T, x)dx.
(3.93)

Ç (3.92),(3.93) ìè çðåøòîþ îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

J (v) ≤ J (u) ,
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ÿêà îçíà÷à¹, ùî {y, v} ¹ îïòèìàëüíèì ïðîöåñîì ó çàäà÷i (3.70) � (3.71).

Ç ¹äèíîñòi âèïëèâà¹, ùî {y, v} ≡ {y, u}. Ïîòiì, ïîâòîðþþ÷è ìiêóâàííÿ

ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ, ìè ìîæåìî äîâåñòè, ùî

Jε (ūε)→ J (u) , ε→ 0. (3.94)

Îá'¹äíóþ÷è (3.91) i (3.94), îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ 3.6. Çáiæíîñòi (3.91) i (3.94) ãàðàíòóþòü áëèçüêiñòü íå

ëèøå êðèòåði¨â ÿêîñòi, àëå é êåðóâàíü i ôàçîâèõ çìiííèõ â íàñòóïíîìó

ñåíñi:

ūε − u[t, x, yε, yεt]→ 0 â L2(QT ), ε→ 0,

ȳε − yε → 0 â C
(
[0, T ];L2 (Ω)

)
.
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3.4 Íàáëèæåíà îïòèìàëüíà ñòàáiëiçàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íî-

ãî âêëþ÷åííÿ ç íåàâòîíîìíèìè çáóðåííÿìè â êîåôiöi¹íòàõ

Íåõàé çàäàíî òðèïëåò ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ V ⊂ H ⊂ V ∗ ç êîìïàêòíèìè

ùiëüíèìè âêëàäåííÿìè, 〈· , ·〉 � êàíîíi÷íà äâî¨ñòiñòü ìiæ V òà V ∗, ÷åðåç

‖·‖ , (· , ·) ïîçíà÷àòèìåìî íîðìó i ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H, ÷åðåç ‖·‖V �

íîðìó â ïðîñòîði V . Áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖u‖ ≤

C · ‖u‖V .

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç íåàâòîíîìíèìè çáóðå-

ííÿìè â êîåôiöi¹íòàõ i ôiêñîâàíèìè ïàðàìåòðàìè g ∈ H, γ > 0:
dy
dt + Aε(t)y ∈ Fε(t, y) + g · v(t), t > 0,

y(0) = y0 ∈ H,
(3.95)

v(·) ∈ U = L2(0,+∞), (3.96)

J(y, v) =

∫ +∞

0

(
‖y(t)‖2 + γv2(t)

)
dt→ inf (3.97)

Ââàæà¹ìî, ùî â ïåâíîìó ñåíñi (áóäå óòî÷íåíî ïiçíiøå) ïðè ïðÿìóâàí-

íi ìàëîãî ïàðàìåòðà ε äî íóëÿ äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè Aε çáiãàþòüñÿ

äî îïåðàòîðà A i ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ Fε çáiãàþòüñÿ äî íóëÿ. Òîäi

âiäïîâiäíà íåçáóðåíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä
dy
dt + Ay = g · v(t),

y(0) = y0 ∈ H,
(3.98)

v(·) ∈ U = L2(0,+∞), (3.99)
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J(y, v) =

∫ +∞

0

(
‖y(t)‖2 + γv2(t)

)
dt→ inf . (3.100)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi óìîâè íà êîåôiöi¹íòè.

Íåõàé äëÿ ∀ε > 0 {Aε(t) : V 7→ V ∗}t≥0 � ëiíiéíi, íåïåðåðâíi îïåðàòîðè,

ïðè÷îìó ∃0 < ν1 < ν2 ∀t ≥ 0 ∀u, v ∈ V âèêîíàíi óìîâè

ν1 · ‖u‖2
V ≤ 〈Aε(t)u, u〉 ≤ ν2 · ‖u‖2

V , (3.101)

〈Aε(t)u, v〉 = 〈Aε(t)v, u〉 , (3.102)

ôóíêöiÿ t 7→ 〈Aε(t)u, v〉 âèìiðíà. (3.103)

Íåõàé ∀ε > 0 Fε : [0,+∞) × H 7→ 2H � îïóêëîçíà÷íå, çàìêíåíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ,

∀t ≥ 0 Fε(t, ·)− íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó [156], (3.104)

∀y ∈ H Fε(·, y) : [0,+∞) 7→ 2H − âèìiðíà [156], (3.105)

∀t ≥ 0, ∀y ∈ H ‖Fε(t, y)‖+ := sup
ξ∈Fε(t,y)

‖ξ‖ ≤ aε(t) + bε ‖y‖ , (3.106)

äå aε ∈ L2, bε > 0.

Çà óìîâ (3.101) � (3.106) âiäîìî [187], ùî ∀v(·) ∈ U ∀y0 ∈ H ∀T >

0 çàäà÷à (3.95) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó òîìó ñåíñi, ùî ∃f ∈ L2(0, T ;H) ∃y ∈

W (0, T ) =
{
y ∈ L2(0, T ;H)

∣∣∣dydt ∈ L2(0, T ;V ∗)
}
òàêi, ùî f(t) ∈ Fε(t, y(t))

ìàéæå ñêðiçü (ì. ñ.) i
dy
dt + Aε(t)y = f(t) + g · v(t) := l(t),

y(0) = y0 ∈ H,
(3.107)

Êðiì òîãî, ÿêùî ïîçíà÷èòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.107) ÷åðåç y = P−1
Aε

(l, y0), òî

âiäîìî [187], ùî y ∈ C([0, T ];H) i ÿêùî lk → l ñëàáêî â L2(0, T ;H), yk0 → y0

â H, òî P−1
Aε

(lk, y
k
0)→ P−1

Aε
(l, y0) ñëàáêî â W (0, T ) i ñèëüíî â C([0, T ];H).
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Ëåìà 3.6. Çà óìîâ (3.101) � (3.106) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (3.95) � (3.97) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Âèâåäåìî îöiíêè äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.95) ïðè ôiêñîâàíîìó

u(·) ∈ U . Â ñèëó (3.101), (3.106) îäåðæèìî

1

2

d

dt
‖y(t)‖2 + ν1 ‖y(t)‖2

V ≤ ‖f(t)‖ · ‖y(t)‖+ ‖g‖ · ‖y(t)‖ · |u(t)| ≤

≤ aε(t) ‖y(t)‖+ bε ‖y(t)‖2 + ‖g‖ · ‖y(t)‖ · |u(t)| .

Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi îöiíêè ç êîíñòàíòàìè δ > 0, C1 > 0, ÿêi íå

çàëåæàòü âiä ε > 0:

∃ε0 > 0 ∀ε ∈ (0, ε0) ∀t ≥ s ≥ 0

‖y(t)‖2 ≤ ‖y(s)‖2 e−δ(t−s) + C1

∫ t

s

e−δ(t−p)
(
a2
ε(p) + u2(p)

)
dp ≤

≤ ‖y(s)‖2 e−δ(t−s) + C1

(
‖aε‖2

U + ‖u‖2
U

)
, (3.108)

∫ t

s

‖y(p)‖2 dp ≤ 1

δ

(
‖y(s)‖2 + C1

∫ t

s

(
a2
ε(p) + u2(p)

)
dp

)
≤

≤ 1

δ

(
‖y(s)‖2 + C1

(
‖aε‖2

U + ‖u‖2
U

))
. (3.109)

Ç öèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî J(y, u) <∞. Íåõàé J̃ε � çíà÷åííÿ çàäà÷i (3.95)

� (3.97). Âèáåðåìî {un} ⊂ U òàê, ùîá J(yn, un) ≤ J̃ε+
1
n . Òîäi ‖un‖

2
U ≤ J̃ε+1

∀n ≥ n0. Îòæå, ∃ũ ∈ U òàêå, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi un
w→ ũ â L2(0, T )

∀T > 0. Òîäi yn = P−1
Aε

(fn + gun, y0), fn(t) ∈ Fε(t, yn(t)) ìàéæå ñêðiçü i çà
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óìîâîþ (3.106) òà îöiíêîþ (3.108) ‖fn(t)‖ ≤ m + aε(t) ìàéæå ñêðiçü. Òîäi

fn
w→ f â L2(0, T ;H), yn → ỹ â C([0, T ];H), äå ỹn = P−1

Aε
(f + gũ, y0). Â ñèëó

ëåìè 2.6 (Ìàçóðà) f(t) ∈
⋂∞
n=1 clH(co

⋃∞
k=n fk(t)) ìàéæå ñêðiçü.

Îòæå, ç óìîâè (3.104) f(t) ∈ F (ỹ(t)) ìàéæå ñêðiçü. Òàêèì ÷èíîì, {ỹ, ũ}

� äîïóñòèìèé ïðîöåñ ó çàäà÷i (3.95) � (3.97) i ç íåðiâíîñòi

J(yn, un) ≥ JT (yn, un) :=

∫ T

0

‖yn(t)‖2 dt+ γ

∫ T

0

u2
n(t)dt

ìà¹ìî ∀T > 0

J̃ε ≥ lim
n→∞

JT (yn, un) ≥ lim
n→∞

∫ T

0

‖yn(t)‖2 dt+

+γ lim
n→∞

∫ T

0

u2
n(t)dt ≥ JT (ỹ, ũ).

Òîìó J̃ε = J(ỹ, ũ), îòæå, {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó çàäà÷i. Ëåìà

äîâåäåíà.

ßêùî îïåðàòîðA ¹ ñàìîñïðÿæåíèì i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó 〈Au, u〉 ≥ ν1 ‖u‖2
V

(à öå áóäå, çîêðåìà, ÿêùî ∀t ≥ 0 Aε(t)
G→A, ε → 0 [37]), òî A−1 ¹ êîì-

ïàêòíèì ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì â H. Îòæå, ñïåêòðàëüíà çàäà÷à

AX = λX (3.110)

ìà¹ âëàñíi ÷èñëà 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ..., λn → ∞, n → ∞, òà âëàñíi ôóíêöi¨

{Xi}∞i=1 ⊂ V , ÿêi óòâîðþþòü îðòîãîíàëüíèé áàçèñ â H.

Òîäi ç [32] ìà¹ìî, ùî ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ (3.98) � (3.100) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ìà¹ âèãëÿä

u[y] = (R, y), (3.111)
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äå R ∈ H âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç {λi}∞i=1, {Xi}∞i=1 òà êîåôiöi¹íò Ôóð'¹ ôóí-

êöi¨ g (äèâ. ïiäðîçäië 4.2).

Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖R‖ ≤ ‖g‖
2γλ1

.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
dy
dt + Aε(t)y ∈ Fε(t, y) + g · u[y], t > 0,

y(0) = y0 ∈ H.
(3.112)

Âiäîáðàæåííÿ F 1
ε (t, y) := Fε(t, y)+g(R, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (3.104), (3.105),∥∥F 1
ε (t, y)

∥∥
+
≤ aε(t) + bε ‖y‖+ ‖g‖ · ‖R‖ · ‖y‖ ≤

aε(t) +

(
bε +

‖g‖2

2γλ2
1

)
‖y‖ .

Îòæå, çàäà÷à (3.112) ðîçâ'ÿçíà â W (0, T ) äëÿ äîâiëüíîãî T > 0.

ßêùî æ bε → 0, ε→ 0 i

‖g‖2 <
2γλ1ν1

C2
, (3.113)

òî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 äëÿ ∀t ≥ s ≥ 0 ìàþòü ìiñöå îöiíêè

‖y(t)‖2 ≤ ‖y(s)‖2 e−δ(t−s) + C1

∫ t
s e
−δ)(t−p)a2

ε(p)dp ≤

≤ ‖y(s)‖2 e−δ(t−s) + C1 ‖aε‖2
U ,

(3.114)

∫ t
s ‖y(p)‖2 dp ≤ 1

δ

(
‖y(s)‖2 + C1

∫ t
s a

2
ε(p)dp

)
≤

≤ 1
δ

(
‖y(s)‖2 + C1 ‖aε‖2

U

)
.

(3.115)

Ç öèõ îöiíîê, çîêðåìà, îòðèìà¹ìî, ùî J(y, u[y]) <∞.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (3.101) � (3.106), (3.113),

bε → 0, ‖aε‖U → 0, ε→ 0, (3.116)
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∀t ≥ 0 Aε(t)
G→A, ε→ 0, (3.117)

∀∆ > 0 ∀ T > 0 ∃ τ0 ∀ ε > 0 ∀ τ ∈ (0, τ0)

sup
t∈[0,T ]

‖Aε(t+ τ)− Aε(t)‖L(V,V ∗) < ∆. (3.118)

Íåõàé {ỹε, ũε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó çàäà÷i (3.95) � (3.97), J̃ε =

J(ỹε, ũε), ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.112), Ĵε = J(ŷε, u[ŷε]). Òîäi

lim
ε→0

(J̃ε − Ĵε) = 0. (3.119)

Äîâåäåííÿ. Óìîâè (3.117), (3.118) ãàðàíòóþòü G-çáiæíiñòü ïàðàáîëi÷íèõ

îïåðàòîðiâ Pε := d
dt + Aε(t) äî îïåðàòîðà P := d

dt + A íà (0, T ) [37], òîáòî

∀l ∈ L2(0, T ;V ∗) ∀y0 ∈ H P−1
Aε

(l, yk0)→ P−1
A (l, y0) ñëàáêî â W (0, T ). Çâiäñè

i ç [187] âèïëèâà¹, ùî ÿêùî lε → l ñëàáêî â L2(0, T ;H), yε0 → y0 â H, òî

P−1
Aε

(lε, y
ε
0)→ P−1

A (l, y0) ñëàáêî â W (0, T ) i ñèëüíî â C([0, T ];H).

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ãðàíè÷íî¨ ðiâíîñòi (3.119). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî,

ùî Ĵε → J0, ε → 0, äå J0 = J(ỹ, ũ), {ỹ, ũ} � ¹äèíèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ

ó çàäà÷i (3.98) � (3.100).

Íåõàé ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.112), ŷε = P−1
Aε

(fε + gu[ŷε], y0), fε(t) ∈

Fε(t, ŷ
ε(t)) ìàéæå ñêðiçü. Ç îöiíîê (3.114) i óìîâè (3.106) âèïëèâà¹, ùî

‖fε(t)‖ ≤ aε(t)+m ·bε ìàéæå ñêðiçü. Òîäi fε → 0 â L2(0, T ;H), ŷε → ŷ â

C([0, T ];H), u[ŷε(t)]→ u[ŷ(t)] ∀t ∈ [0, T ], òîáòî ŷ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.98)

ïðè v(t) = u[y](t). Òàêà çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó J0 = J(ŷ, u[ŷ]),

òîáòî {ŷ, u[ŷ]} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó çàäà÷i (3.98) � (3.100).

Ç îöiíîê (3.114) ìà¹ìî, ùî ∀t ≥ 0

‖ŷε(t)‖2 + γu2[ŷε(t)] ≤
(

1 + γ ‖R‖2
)(
‖y0‖2 e−δt + C1 ‖aε‖2

U

)
.
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Îñêiëüêè ∀t ≥ 0 ‖ŷε(t)‖ → ‖ŷ(t)‖, u2[ŷε(t)] → u2[ŷ(t)] ïðè ε → 0, òî

çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

∀T > 0 JT (ŷε, u[ŷε]) :=
∫ T

0

(
‖ŷε(t)‖2 + γu2[ŷε(t)]

)
dt→

→ JT (ŷ, u[ŷ]), ε→ 0.
(3.120)

Ç (3.114), (3.115) îäåðæèìî, ùî ∀T > 0

∫ +∞
0

(
‖ŷ(t)‖2 + γu2[ŷ(t)]

)
dt ≤ 1+γ‖R‖2

δ ‖ŷ(T )‖2 ≤

≤ 1+γ‖R‖2
δ ‖y0‖2 · e−δT ,

(3.121)

∫ +∞
0

(
‖ŷε(t)‖2 + γu2[ŷε(t)]

)
dt ≤

≤ 1+γ‖R‖2
δ

(
‖ŷε(T )‖2 + C1

∫ +∞
T a2

ε(p)dp
)
≤

≤ 1+γ‖R‖2
δ

(
‖y0‖2 e−δT + C1

∫ +∞
0 a2

ε(p)dp
)
.

(3.122)

Òàêèì ÷èíîì,

lim
ε→0

Ĵε = J(ŷ, u[ŷ]) = J0. (3.123)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî J̃ε → J0, ε → 0. Íåõàé J̃ε = J(ỹε, ũε), äå {ỹε, ũε} �

îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (3.95) � (3.97).

Òåïåð íåõàé zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.95) ç êåðóâàííÿì u = 0 ∈ U . Òîäi ç

îïòèìàëüíîñòi ũε ìà¹ìî:

‖ũε‖2
U ≤

1

γ

∫ +∞

0

‖zε(t)‖2 dt ≤

(
‖y0‖2 + C1 ‖aε‖2

U

)
γδ

. (3.124)

Òîäi, ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ũ ∈ U òàêå, ùî

ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ∀T > 0 ũε
w→ ũ â L2(0, T ), ỹε → ỹ â C([0, T ];H), äå ỹ �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.98) ç u = ũ. Çîêðåìà, ∀T > 0



100

lim
ε→0

J̃ε ≥ lim
ε→0

JT (ỹε, ũε) ≥ JT (ỹ, ũ),

òîáòî

lim
ε→0

J̃ε ≥ J(ỹ, ũ). (3.125)

Çà ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà ∀T > 0 ïðîöåñ {ỹε, ũε} íà [T,∞)

¹ îïòèìàëüíèì äëÿ çàäà÷i (3.95) � (3.97) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (T, ỹε(T )),

îòæå,

∫ +∞

T

‖ỹε(t)‖2 dt+ γ

∫ +∞

T

|ũε(t)|2dt ≤
∫ +∞

T

‖pε(t)‖2 dt, (3.126)

äå pε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.95) íà [T,+∞) ç êåðóâàííÿì u = 0 òà ïî÷à-

òêîâèìè äàíèìè (T, ỹε(T )). Ç (3.108), (3.109) ìà¹ìî:

∫ +∞

T

‖pε(t)‖2 dt ≤ 1

δ

(
‖ỹε(T )‖2 + C1

∫ +∞

T

a2
ε(t)dt

)
. (3.127)

Òåïåð çàôiêñó¹ìî u ∈ U i âiäïîâiäíèé ðîçâÿçîê wε çàäà÷i (3.95). Òîäi

àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíiì ìiðêóâàííÿì ∀T > 0 wε → w â C([0, T ];H) ïðè

ε→ 0, äå w � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.98) ç êåðóâàííÿì u. Êðiì òîãî,

∫ +∞

T

‖wε(t)‖2 dt ≤ 1

δ

(
‖wε(T )‖2 + C1

∫ +∞

T

(
u2(t) + a2

ε(t)
)
dt

)
. (3.128)

Òîäi ç íåðiâíîñòi

J̃ε ≤ J(wε, u)

òà îöiíîê (3.126) � (3.128) äëÿ ∀T > 0 ìà¹ìî:
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JT (ỹε, ũε) ≤
∫ T

0 ‖w
ε(t)‖2 dt+ γ

∫ +∞
0 u2(t)dt+ 1

δ ‖w
ε(T )‖2 +

+C1

δ

∫ +∞
T u2(t)dt+ C1

δ

∫ +∞
T a2

ε(t)dt.

(3.129)

Çâiäñè

JT (ỹ, ũ) ≤ lim
ε→0

JT (ỹε, ỹε) ≤

≤ 1
δ ‖w(T )‖2 +

∫ T
0 ‖w(t)‖2 dt+ γ

∫ +∞
0 u2(t)dt+

+C1

δ

∫ +∞
T u2(t)dt.

(3.130)

Òîäi ïðè T →∞ ìà¹ìî, ùî J(ỹ, ũ) ≤ J(w, u) ∀u ∈ U .

Îòæå, {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (3.98) � (3.100). Òåïåð â

ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ ïîêëàäåìî u = ũ. Òîäi â ñèëó ¹äèíîñòi w̃ε → ỹ â

C([0, T ];H) i ìà¹ìî îöiíêó

γ lim
ε→0

∫ +∞
0 |ũε(t)|2dt ≤

∫ +∞
0 ũ2(t)dt+

+1
δ |ỹ(T )|2 + C1

δ

∫ +∞
T ũ2(t)dt,

(3.131)

ç ÿêî¨ ïðè T →∞ îòðèìà¹ìî

lim
ε→0

∫ +∞

0

|ũε(t)|2dt ≤
∫ +∞

0

ũ2(t)dt.

Òàêèì ÷èíîì, ũε → ũ â L2(0,+∞) i îñêiëüêè

J̃ε ≤ JT (ỹε, ũε) +
1

δ
‖ỹε(T )‖2 +

C1

δ

∫ +∞

T

a2
ε(t)dt,

òî

lim
ε→0

J̃ε ≤ JT (ỹ, ũ) +
1

δ
‖ỹ(T)‖2 .
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Îòæå, ïðè T →∞ îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

J̃ε ≤ J(ỹ, ũ) = J0,

ùî ðàçîì iç (3.125) ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü J̃ε → J0, ε → 0. Ïðèïóñêàþ÷è âiä

ñóïðîòèâíîãî, ùî çáiæíiñòü éäå íå ïî âñié ïîñëiäîâíîñòi ε → 0, ìîæåìî

ïîâòîðèòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ i, â ñèëó ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî ïðîöåñó

{ỹ, ũ}, ïðèéäåìî äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i êîíñòðóþâàííÿ òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëè-

æåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òåïëîâèìè i

õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî àáî ãi-

ïåðáîëi÷íîãî òèïó, äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ÿêî¨ ìiñòèòü êîåôiöi¹íòè,

ùî çàëåæàòü âiä øâèäêî êîëèâíèõ ôóíêöié âèäó a(xε ), äå ε > 0 � ìàëèé

ïàðàìåòð, òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëó òèïó Íåìèöüêîãî,

ùî ¹ â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiäíîøåííþ äî âèïàäêó ε = 0.

Îñíîâíèì ïðèïóùåííÿì ¹ ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âiäïîâiäíà óñåðåäíåíà

(ïðè ε = 0) çàäà÷à äîïóñêà¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî

çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó äëÿ çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñêií-

÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà

äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

íà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ

â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó äëÿ çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñêií-

÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî îá ðóíòóâàííÿ íàáëèæåíîãî ðå-
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ãóëÿòîðà äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íîãî âêëþ÷åííÿ, â ÿêîìó êîåôiöi¹íòè ãî-

ëîâíî¨ ÷àñòèíè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà òà ìíîãîçíà÷íà ôóíêöiÿ âçà-

¹ìîäi¨ çàçíàþòü íåàâòîíîìíèõ çáóðåíü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [56], [57], [60], [206],

[210], [214], [215].



Ðîçäië 4

Íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ

ñëàáêî íåëiíiéíèõ ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèôóçié-

íèìè i õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè ç íåëiíiéíèìè òà ìíîãîçíà÷íèìè çáóðåííÿ-

ìè. Òàêi ïðîöåñè îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨,

ñëàáêî-íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñóáäè-

ôåðåíöiàëüíîãî òèïó. Ó âñiõ çàäà÷àõ öüîãî ðîçäiëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çîñåðå-

äæåíå êåðóâàííÿ u(t), êâàäðàòè÷íèé öiëüîâèé ôóíêöiîíàë òà çáóðåííÿ âè-

äó εF (y), äå y - ôàçîâà çìiííà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð. Çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðåííîãî çâ'ÿçêó äëÿ âiäïîâiäíèõ ëiíiéíî-

êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ (ïðè ε = 0) ó êëàñi îáìåæåíèõ çîñåðåäæåíèõ êåðóâàíü

áóëè ðîçâ'ÿçàíi â [209].

Ó äàíîìó ðîçäiëi íà îñíîâi ôîðìóë òî÷íîãî (ïàðàìåòðè÷íîãî çà íàÿâíî-

ñòi îáìåæåíü) ñèíòåçó äëÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷ áóäó¹òüñÿ i îáãðóí-

òîâó¹òüñÿ íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ âiäïîâiä-

íî¨ ñëàáî-íåëiíiéíî¨ çàäà÷i. Ó ïåðøîìó i äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿíóòî

çàäà÷ó êåðóâàííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äèôóçi¨ íà ñêií÷åííîìó òà íåñêií-
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÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, â òðåòüîìó ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó íàáëèæåíîãî

ñèíòåçó äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ, â ÷åòâåðòîìó äîñëi-

äæó¹òüñÿ çàäà÷à íàáëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ êëàñiâ åâîëþ-

öiéíèõ âêëþ÷åíü ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó.

4.1 Îáìåæåíèé íàáëèæåíèé ñèíòåç ó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ äëÿ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äèôóçi¨

Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, ε ∈ (0, 1) � ìàëèé ïàðàìåòð. Â îáëàñòi

QT = (0, T )× Ω êåðîâàíèé ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ


yεt (x, t) = ∆yε(x, t)− εf(yε(x, t)) + g(x)v(t), (t, x) ∈ QT ,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

yε(x, 0) = yε0(x);

(4.1)

v(·) ∈ U = {v ∈ L2(0, T ) : |v(t)| ≤ ξ ìàéæå ñêðiçü íà [0;T ]}; (4.2)

Jε(v) =

∫
Ω

q(x)yε(x, T )dx

2

+ γ

T∫
0

v2(t)dt→ inf; (4.3)

äå g, yε0, q ∈ L2(Ω), γ > 0, ε � ìàëèé ïàðàìåòð.

Íåõàé f ∈ C(R) i çíàéäóòüñÿ òàêi ñòàëi C1, C2 > 0, α > 0 òà p ≥ 2, ùî

äëÿ âñiõ y ∈ R ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|f(y)| ≤ C1

(
1 + |y|p−1

)
, yf(y) ≥ α|y|p − C2. (4.4)

ßê ïðèêëàä ìîæíà ðîçãëÿíóòè f(y) = y3 − ky, k ∈ R (òóò p = 4).

Ç [203] ìà¹ìî, ùî çà óìîâ (4.4) äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0, yε0 ∈ L2(Ω), v(·) ∈ U

iñíó¹ ïðèíàéìíi îäèí (ìîæëèâî, íå ¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨
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çàäà÷i (4.1) â êëàñi

W T = L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)),

òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ yε ∈ W T òàêà, ùî yε(x, 0) = yε0(x) i äëÿ âñiõ ξ ∈

H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω), η ∈ C∞0 (0, T ) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

−
T∫
0

(yε, ξ)ηt(t)dt+
T∫
0

[
(yε, ξ)H1

0
+ ε(f(yε), ξ)

]
η(t)dt =

=
T∫
0

(g, ξ)v(t)η(t)dt,

(4.5)

äå òóò i äàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç ‖·‖ i (·, ·) âiäïîâiäíî íîðìó i ñêàëÿðíèé

äîáóòîê â L2(Ω), ÷åðåç ‖·‖H1
0
i (·, ·)H1

0
âiäïîâiäíî íîðìó i ñêàëÿðíèé äîáóòîê

â H1
0(Ω). Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ

t 7→ ‖yε(t)‖

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [0, T ] i äëÿ ì.â. t > 0 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

1

2

d

dt
‖yε(t)‖2 + ‖yε(t)‖2

H1
0

= −ε(f(yε)(t), yε(t)) + v(t)(g, yε(t)), (4.6)

ç ÿêî¨ â ñèëó (4.4) äëÿ äîâiëüíèõ t ≥ s ≥ 0 âèïëèâàþòü íàñòóïíi àïðiîðíi

îöiíêè

d

dt
‖yε(t)|2 + ‖yε(t)‖2

H1
0

+ δ‖yε(t)‖2 + 2εα‖yε(t)‖pLp ≤ C3|v(t)|2 + C4, (4.7)

|yε(t)|2 ≤ |yε(s)|2e−δ(t−s) + C5, (4.8)

äå òóò i íàäàëi âñi êîíñòàíòè çàëåæàòü ëèøå âiä Ω, g, C1, C2, α, p, ξ i íå

çàëåæàòü âiä ε.

Ëåìà 4.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1), çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.1)

� (4.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé {vn}∞n=1 ⊂ U ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, {yn}∞n=1 ⊂ U

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.1). Òîäi d = inf
v∈U

J(v) =

lim
n→∞

J(vn), à òîìó ïîñëiäîâíiñòü {vn}∞n=1 ⊂ U îáìåæåíà â L2(0, T ). Îòæå,

ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi, vn → ṽ, n → ∞ ñëàáêî â L2(0, T ) i â ñèëó

îïóêëîñòi ṽ ∈ U.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè (4.7), (4.8) i ëåìó ïðî êîìïàêòíiñòü, ìà¹ìî

íàñòóïíi çáiæíîñòi [202] ïðè n→∞ ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi

yn → ỹ ñëàáêî â L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ Lp(0, T ;Lp(Ω));

yn → ỹ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω));

yn(x, t)→ ỹ(x, t) ì.ñ. â QT ;

äå ỹ(x, t) ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.1) ç êåðóâàííÿì ṽ.

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñëàáêó íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó êâàäðàòó íîð-

ìè, îòðèìó¹ìî

lim
n→∞

J(vn) = lim
n→∞

(q, yn(T ))2 + γ

T∫
0

v2
n(t)dt

 ≥
≥ (q, ỹ(T ))2 + γ lim

n→∞

T∫
0

v2
n(t)dt ≥ (q, ỹ(T ))2 + γ

T∫
0

ṽ2(t)dt = J(ṽ),

àëå

lim
n→∞

J(vn) = lim
n→∞

J(vn) = inf
v∈U

J(v) = d,

òîìó ṽ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ. Ëåìà äîâåäåíà.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, 1) çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

(4.1) � (4.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê v̂ε(t) i âiäïîâiäíó îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ ŷε(x, t).

Çáóðåííÿ â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ áóäåìî ââàæàòè òàêèìè, ùî

yε0 → y0 ñëàáêî â L2(Ω), ε→ 0. (4.9)
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Âiäîìî [206], ùî ïðè ε = 0 çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.1) � (4.3)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïðè ïåâíèõ äîäàòêîâèõ ïðèïóùåííÿõ íà ïàðà-

ìåòðè çàäà÷i äîïóñêà¹ ôîðìó îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. À ñàìå, ââåäåìî ïîçíà÷å-

ííÿ

b(t) =
∞∑
i=1

eλi(t−T )qigi ∈ C([0, T ]),

<(x, t) =
∞∑
i=1

qie
λi(t−T )Xi(x) ∈ C([0, T ];L2(Ω)),

äå gi = (g,Xi), qi = (q,Xi), {λi}∞i=1 òà {Xi(x)}∞i=1 ⊂ H1
0(Ω) � ðîçâ'ÿçêè

ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i  −∆ψ = λψ,

ψ|∂Ω = 0
(4.10)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

Ôóíêöiÿ b(t) äîäàòíà i ñòðîãî ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [0;T ]. (4.11)



|(<(0), y0)| · b(0)

γ +
T∫
0

b2(s)ds

< ξ,

|(<(0), y0)| · b(T )

γ +
T∫
0

b2(s)ds

> ξ.
(4.12)

Çà âèêîíàííÿ öèõ ïðèïóùåíü îïòèìàëüíèé ñèíòåç â çàäà÷i (4.1) � (4.3)

ó âèïàäêó ε = 0 ìà¹ âèãëÿä

u[t, y] =


−

(<(t), y(t)) + ξ
T∫
τ

b(s)ds

γ +
τ∫
t

b2(s)ds

b(t), t ∈ [0, τ ],

ξ, t ∈ [τ, T ],

(4.13)
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äå òî÷êà ïåðåêëþ÷åííÿ τ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ

(<(0), y0) + ξ
T∫
τ

b(s)ds

γ +
τ∫
0

b2(s)ds

b(τ) = −ξ. (4.14)

ßê ïîêàçàíî â [71], öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çà âèêîíàííÿ (4.11),(4.12).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ òîãî ôàêòó, ùî ôîðìóëà

(4.13) çàäà¹ íàáëèæåíèé ñèíòåç âèõiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

(4.1) � (4.3).

Îòæå, ââàæàþ÷è âèêîíàíèìè ïðèïóùåííÿ (4.11),(4.12), ðîçãëÿíåìî çà-

äà÷ó
yεt (x, t) = ∆yε(x, t)− εf(yε(x, t)) + g(x)uε[t, yε], (t, x) ∈ QT ,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

yε(x, 0) = yε0(x),

(4.15)

äå uε[t, ·] çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.13) ç òî÷êîþ ïåðåêëþ÷åííÿ τ = τ ε, ÿêà ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

(<(0), yε0) + ξ
T∫
τε
b(s)ds

γ +
τε∫
0

b2(s)ds

b(τ ε) = −ξ. (4.16)

Çà óìîâè (4.9) ðiâíÿííÿ (4.16) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîñòàòíüî ìà-

ëèõ ε > 0. Îòæå, ðiâíÿííÿ (4.15) ìîæå ðîçãëÿäàòèñü, ÿê ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-

äèôóçi¨ òèïó Êàðàòåîäîði, òîáòî ç âèìiðíîþ ïî ÷àñîâié çìiííié ïðàâîþ

÷àñòèíîþ. Òàêi ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â [218], äå áóëî ïîêàçàíî iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó yε = yε(x, t) â êëàñi W T .

Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4.1. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε ∈ (0, 1) çàäà÷à (4.15) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

yε ∈ W T i ñïðàâåäëèâà ãðàíè÷íà ðiâíiñòü

J(uε[t, yε])− J(v̂ε)→ 0, ε→ 0,

äå {v̂ε, ŷε} - äåÿêèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i (4.1) � (4.3).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî çáiæíiñòü îïòèìàëüíèõ ïðî-

öåñiâ. Îòæå, íåõàé {v̂ε, ŷε} äåÿêèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i îïòèìàëüíî-

ãî êåðóâàííÿ (4.1) � (4.3). Òîäi ìà¹ìî îöiíêó äëÿ ŷε :

‖ŷε(t)‖2 +

t∫
0

‖ŷε(s)‖2
H1

0 (Ω)ds+ 2εα

t∫
0

‖ŷε(s)‖pLp(Ω)ds ≤

≤ ‖ŷε(0)‖2 + C6

t∫
0

(‖g‖2|v̂ε(s)|+ 1)ds.

(4.17)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {ŷε} :

{ŷε} îáìåæåíà â L2(0, T ;H1
0(Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)),{

ε
1
p ŷε

}
îáìåæåíà â Lp(0, T ;Lp(Ω));

(4.18)

àëå òîäi äëÿ
1

p
+

1

q
= 1{

ε
1
q f(ŷε)

}
îáìåæåíà â Lq(0, T ;Lq(Ω));

i îòæå

{ŷεt} îáìåæåíà â L2(0, T ;H−1(Ω)) + Lq(0, T ;Lq(Ω)) ⊂ Lq(0, T ;H−s(Ω)),

äå s ≥ max

{
1,

(
1

2
− 1

p

)
n

}
. Òîäi çà ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü îòðèìó¹ìî,

ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ïðè ε→ 0

ŷε → ŷ ñëàáêî â L2(0, T ;H1
0(Ω));

ŷε → ŷ ñèëüíî â L2(0, T ;L2(Ω));

ŷε(t)→ ŷ(t) ñëàáêî â L2(Ω) ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ].

(4.19)
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Çâiäñè ŷε(x, t)→ ŷ(x, t) ìàéæå ñêðiçü â QT , à òîìó i f(ŷε(x, t))→ f(ŷ(x, t))

ìàéæå ñêðiçü â QT .

Íàì ïîòðiáíî ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0 ó ñïiââiäíîøåííi

−
T∫

0

(ŷε, w)ηtdt+

T∫
0

(ŷε, w)H1
0
ηdt+ ε

T∫
0

(f(ŷε), w)ηdt−
T∫

0

(gv̂ε, w)ηdt = 0

(4.20)

ïðè ôiêñîâàíèõ w ∈ H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω) i η ∈ C∞0 (0, T ).

Îñêiëüêè {v̂ε} ⊂ U, òî v̂ε → v̂ ñëàáêî â L2(0, T ), êðiì òîãî

ε

T∫
0

(f(ŷε), w)ηdt ≤ ε
1
p‖ε

1
qf(ŷε)‖Lq(QT ) · ‖wη‖Lp(QT ) → 0, ε→ 0.

Îòæå, ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi â (4.20) ìà¹ìî, ùî ŷ(x, t) � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i 
yt(x, t) = ∆y(x, t) + g(x)v(t), (t, x) ∈ QT ,

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

y(x, 0) = y0(x).

(4.21)

Ïðè öüîìó äëÿ J(v̂ε) ìà¹ìî

lim
ε→0

J(v̂ε) = lim
ε→0

(q, ŷε(T ))2 + γ

T∫
0

(v̂ε(t))2 dt

 ≥
≥ lim

ε→0
(q, ŷε(T ))2 + γ lim

ε→0

T∫
0

(v̂ε(t))2 dt = (q, ŷ(T ))2 + lim
ε→0

γ

T∫
0

(v̂ε(t))2 dt ≥

≥ (q, ŷ(T ))2 + γ

T∫
0

v̂2(t)dt = J(v̂).

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè {v̂ε, ŷε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.1) � (4.3), òî

äëÿ äîâiëüíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U i áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó yε êðàéîâî¨ çàäà÷i
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(4.1) ç öèì êåðóâàííÿì ìà¹ìî

J(v̂ε) ≤ (q, yε(T ))2 + γ

T∫
0

v2(t)dt.

Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ìà¹ìî, ùî yε → y â ñåíñi çáiæíîñòåé

(4.19), äå y ðîçâ'ÿçîê (4.21) ç êåðóâàííÿì v. Îòæå,

lim
ε→0

J(v̂ε) ≤ (q, y(T ))2 + γ

T∫
0

v2(t)dt = J(v).

Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìàëè

J(v̂) ≤ lim
ε→0

J(v̂ε) ≤ lim
ε→0

J(v̂ε) ≤ J(v).

Çâiäñè J(v̂) ≤ J(v) äëÿ âñiõ êåðóâàíü v ∈ U, îòæå {v̂, ŷ} � îïòèìàëüíèé

ïðîöåñ â (4.1) � (4.3) ïðè ε = 0.

Êðiì òîãî, ïðè v = v̂ ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü ìà¹ìî

J(v̂) ≤ lim
ε→0

J(v̂ε) ≤ lim
ε→0

J(v̂ε) ≤ J(v̂),

îòæå iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
ε→0

J(v̂ε) = J(v̂) i â ñèëó ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ çàäà÷i (4.1) � (4.3) ïðè ε = 0 ìà¹ìî, ùî çáiæíiñòü iäå ïî âñié ïîñëiäîâ-

íîñòi ε→ 0 (à íå ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi). Ïðè öüîìó ŷε → ŷ â C([δ, T ];L2(Ω))

äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0 òà

v̂ε → v̂ â L2(0, T ).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó (4.15). ßê âæå çàçíà÷àëîñü,

â ñèëó âèãëÿäó uε[t, ·] ìà¹ìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê

yε = yε(x, t) êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.15). Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖yε(t)‖2 + 2

t∫
0

‖yε(s)‖2
H1

0
ds+ 2εα

t∫
0

‖yε(s)‖pLpds ≤

≤ ‖yε(0)‖2 + C7 + C8

t∫
0

‖yε(s)‖ds.

(4.22)
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Ç (4.22) çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

‖yε(t)‖2 ≤ (‖yε(0)‖2 + C9)e
C10T . (4.23)

Çîêðåìà,

sup
ε∈(0,1)

sup
t∈[0,T ]

|uε[t, yε]| <∞.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî äëÿ {yε} ñïðàâåäëèâi îáìåæåííÿ (4.18) Îòæå,

yε → y â ñåíñi çáiæíîñòåé (4.19).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] uε[t, yε]→ u[t, y] ïðè ε→ 0, äå

u[t, y] ìà¹ ôîðìó (4.13) ç òî÷êîþ ïåðåêëþ÷åííÿ τ = lim
ε→0

τ ε, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (4.14), ïðè÷îìó çáiæíiñòü òî÷îê ïåðåêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç ¹äèíî-

ñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü (4.14), (4.16), à y � öå ðîçâ'ÿçîê (4.15) ç êåðóâàííÿì

u[t, y]. Àëå çàäà÷à
zt(x, t) = ∆z(x, t) + g(x)u[t, z], (t, x) ∈ QT ,

z(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

z(x, 0) = y0(x),

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, îòæå y = ŷ i u[t, y] = v̂ � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó (4.1)

� (4.3) ïðè ε = 0. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi çáiæíîñòi ïðè ε→ 0

ŷε − yε → 0 â C([δ, T ];L2(Ω)) ∀ δ > 0;

v̂ε − uε[·, yε]→ 0 â L2(0, T ).
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4.2 Íàáëèæåíà ñòàáiëiçàöiÿ ó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

äëÿ ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-äèôóçi¨

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ â öüîìó ïiäðîçäiëi ¹ íàñòóïíà çàäà÷à îïòè-

ìàëüíî¨ ñòàáiëiçàöi¨: çíàéòè êåðóâàííÿ

u(·) ∈ U = L2(0,+∞), (4.24)

ùî äîñòàâëÿ¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

J(u) =

+∞∫
0

∫
Ω

(yε(x, t))2dx+ γu2(t)

 dt, γ > 0, (4.25)

âèçíà÷åíîìó íà ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i


yεt (x, t) = ∆yε(x, t)− εf(yε(x, t)) + g(x)u(t), x ∈ Ω, t > 0,

yε(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

yε(x, 0) = ϕε(x),

(4.26)

äå Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ, ε > 0 � ìàëèé

ïàðàìåòð, g ∈ L2(Ω) i íåëiíiéíå çáóðåííÿ f ∈ C(R) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

çíàéäóòüñÿ òàêi ñòàëi C > 0, α > 0, p ≥ 2, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ R

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|f(y)| ≤ C(1 + |y|p−1), yf(y) ≥ α|y|p. (4.27)

Çàóâàæåííÿ 4.2. Óìîâè (4.27) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì óìîâ (4.4) ç ïîïå-

ðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, îòæå, ñïðàâåäëèâi âñi âèñíîâêè ùîäî ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ

çàäà÷i (4.26) íà ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó.

Çà óìîâ (4.27) äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0, ϕε ∈ L2(Ω), u(·) ∈ U iñíó¹ ïðèíàéìíi

îäèí (ìîæëèâî, íå ¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.26) â êëàñi
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W = L2
loc(0,+∞;H1

0(Ω)) ∩ Lploc(0,+∞;Lp(Ω)) ∩ C([0,+∞);L2(Ω)),

òîáòî iñíó¹ ôóíêöiÿ yε ∈ W òàêà, ùî yε(x, 0) = ϕε(x) i äëÿ âñiõ T > 0,

ξ ∈ H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω), η ∈ C∞0 (0, T ) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (4.5). Ïðè öüîìó äëÿ

ì.â. t > 0 ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (4.6), ç ÿêî¨ â ñèëó (4.27) äëÿ äîâiëüíèõ

t ≥ s ≥ 0 âèïëèâàþòü íàñòóïíi àïðiîðíi îöiíêè

d

dt
‖yε‖2 + ‖yε‖2

H1
0

+ δ‖yε‖2 + 2εα‖y‖pLp ≤ C1|u(t)|2, (4.28)

‖yε(t)‖2 ≤ ‖yε(s)‖2e−δ(t−s) + C1

t∫
s

e−δ(t−τ)|u(τ)|2dτ ≤

≤ ‖yε(s)‖2e−δ(t−s) + C1‖u‖2
U ,

(4.29)

t∫
s

‖yε(τ)‖2dτ ≤ 1

δ

(
‖yε(s)‖2 + C1

t∫
s

|u(τ)|2dτ

)
≤

≤ 1

δ

(
‖yε(s)‖2 + C1‖u‖2

U

)
,

(4.30)

äå ‖u‖2
U =

+∞∫
0

|u(t)|2dt i êîíñòàíòè δ > 0, C1 > 0 çàëåæàòü ëèøå âiä Ω, g,

C, α, p.

Îöiíêè (4.29), (4.30) ãàðàíòóþòü, ùî äëÿ âñiõ ε > 0, u ∈ U , ϕε ∈ L2(Ω)

ôóíêöiîíàë (4.25) íà ðîçâ'ÿçêàõ çàäà÷i (4.26) âèçíà÷åíèé êîðåêòíî.

Ëåìà 4.2. Äëÿ äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0, ϕε ∈ L2(Ω) çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ (4.24) � (4.26) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê {ỹε, ũε}.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ âèêëàäîê ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ îïóñòèìî ïàðà-

ìåòð ε. Íåõàé J := inf
u∈U

J(u), {un} ⊂ U � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü,

{yn} ⊂ W � âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè (4.26) i äëÿ êîæíîãî n ≥ 1
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J(un) ≤ J +
1

n
. (4.31)

Òîäi äëÿ âñiõ n ≥ 1 òàêîæ ìà¹ìî ‖un‖2
U ≤ J + 1.

Çâiäñè iñíó¹ ũ ∈ U òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0 ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

un
w→ ũ â L2(0, T ). Òîäi ç îöiíîê (4.28) � (4.30) àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè

4.1 ìà¹ìî, ùî iñíó¹ ỹ ∈ W � ðîçâ'ÿçîê (4.26) ç êåðóâàííÿì ũ òàêå, ùî ïî

ïiäïîñëiäîâíîñòi

yn → ỹ â L2(0, T ;L2(Ω)).

Ïîçíà÷èìî

JT (u) :=

T∫
0

‖y(t)‖2dt+ γ

T∫
0

u2(t)dt.

Òîäi ç íåðiâíîñòi

J(un) ≥ JT (un) =

T∫
0

‖yn(t)‖2dt+ γ

T∫
0

u2
n(t)dt

âèïëèâà¹ ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

J ≥ lim
n→∞

JT (un) ≥ lim
n→∞

T∫
0

‖yn(t)‖2dt+

+γ lim
n→∞

T∫
0

u2
n(t)dt ≥

T∫
0

‖ỹ(t)‖2dt+ γ
T∫
0

ũ2(t)dt = JT (ũ).

(4.32)

Çâiäñè â ñèëó äîâiëüíîñòi T > 0 îäåðæó¹ìî

J ≥ J(ũ),

ùî i îçíà÷à¹, ùî {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ.
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Íåõàé {ỹε, ũε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.24) � (4.26), J̃ε � âiäïîâiäíå

çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó.

Ïðèïóñòèìî, ùî çáóðåííÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òàêi, ùî

ϕε → ϕ ∈ L2(Ω) ñëàáêî â L2(Ω).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (4.24) � (4.26) ç ε = 0 i ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ϕ. Ó

öüîìó âèïàäêó (4.24) � (4.26) � ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íà çàäà÷à áåç îáìåæåíü,

ÿêà çãiäíî ç [28] ìà¹ ¹äèíèé îïòèìàëüíèé ðåãóëÿòîð u[y], ùî ñòàáiëiçó¹

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (4.26) i ìà¹ âèãëÿä

u[y] = (R, y), (4.33)

äå

R(x) = − 1

2γ

∞∑
i=1

giXi(x)

λi(1 + γi)
∈ L2(Ω),

{γi}∞i=1 � äîäàòíi ðîçâ'ÿçêè íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè

γi =
1

2γ

∞∑
j=1

g2
j

λj(λi + λj)(1 + γi)
.

Òóò {Xi(x)}∞i=1, {λi}∞i=1 � âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi ÷èñëà ñïåêòðàëüíî¨

çàäà÷i (4.10), gi =
∫
Ω

g(x)Xi(x)dx, i ≥ 1.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

yt(x, t) = ∆y(x, t)− εf(y(x, t)) + g(x)u[y], x ∈ Ω, t > 0,

y(x, t)|x∈∂Ω = 0,

y(x, 0) = ϕε(x).

(4.34)
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Íåõàé ŷε = ŷε(x, t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.34), ûε := u[ŷε], Ĵε := J(u[ŷε]).

Ëåìà 4.3. Çà óìîâè

‖g‖2 < 2γλ2
1 (4.35)

çàäà÷à (4.34) äëÿ êîæíîãî ε > 0 òà ϕε ∈ L2(Ω) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí

ðîçâ'ÿçîê yε ∈ W , ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó (4.34) ç W ñïðàâåä-

ëèâî

J(u[yε]) <∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.34) ïîâòîðþ¹ âiä-

ïîâiäíi ìiðêóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (4.26). Ïðè öüîìó äëÿ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó

yε ∈ W çàäà÷i (4.34) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

1

2

d

dt
‖yε‖2 + ‖yε‖2

H1
0

+ αε‖yε‖pLp ≤ ‖g‖‖R‖‖y
ε‖2. (4.36)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî i ≥ 1 ÷èñëà γi > 0, òî ‖R‖ ≤ ‖g‖
2γλ1

. Îòæå, ç óìîâè

(4.35) òà íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå ìà¹ìî, ùî iñíó¹ κ > 0:

d

dt
‖yε‖2 + κ‖yε‖2 ≤ 0.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ t ≥ s ≥ 0 ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi íåðiâíîñòi

‖yε(t)‖2 ≤ e−κ(t−s)‖yε(s)‖2, |u[yε](t)| ≤ e−
κ
2 (t−s)‖R‖ · ‖yε(s)‖, (4.37)

çîêðåìà,

J(u[yε]) <∞.
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Ëåìà äîâåäåíà.

Íàâåäåíi âèùå ëåìè äîçâîëÿþòü ñôîðìóëþâàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïiä-

ðîçäiëó.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (4.27), (4.35), ϕε
w→ ϕ â L2(Ω).

Íåõàé {ỹε, ũε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.24) � (4.26), J̃ε = J(ũε),

ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.34), Ĵε = J(u[ŷε]). Òîäi

lim
ε→0
|J̃ε − Ĵε| = 0. (4.38)

Äîâåäåííÿ. Ãðàíè÷íà ðiâíiñòü (4.38) áóäå äîâåäåíà, ÿêùî ïîêàçàòè, ùî âè-

êîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi ðiâíîñòi

lim
ε→0
|J̃ε − J0| = 0, (4.39)

lim
ε→0
|Ĵε − J0| = 0, (4.40)

äå J0 = J(ũ), {ỹ, ũ} � (¹äèíèé) îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.24) �

(4.26) ç ε = 0 òà ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ(x).

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðiâíiñòü (4.39). Íåõàé zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.26) ç

êåðóâàííÿì u = 0 ∈ U . Òîäi ç (4.29), (4.30) òà îïòèìàëüíîñòi ũε ìà¹ìî

îöiíêó

‖ũε‖2
U ≤

1

γ
J(ũε) ≤ 1

γ

+∞∫
0

‖zε(t)‖2dt ≤ ‖ϕ
ε‖2

γδ
. (4.41)

Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ũ ∈ U òàêå, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

ũε
w→ ũ â L2(0,+∞).
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Êðiì òîãî, îöiíêè (4.28) � (4.30), (4.41) äîçâîëÿþòü äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {ỹε}

ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ Òåîðåìè 4.1 i ñòâåðäæóâàòè, ùî iñíó¹ ỹ � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (4.26) ïðè ε = 0 ç êåðóâàííÿì ũ òà ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ òàêèé,

ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi äëÿ äîâiëüíèõ 0 < τ < T

ỹε → ỹ â L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([τ, T ];L2(Ω)).

Òîäi äëÿ âñiõ T > 0

lim
ε→0

J̃ε ≥ lim
ε→0

JT (ũε) ≥ JT (ũ),

îòæå,

lim
ε→0

J̃ε ≥ J(ũ). (4.42)

Çà ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà äëÿ êîæíîãî T > 0 ïðîöåñ {ỹε, ũε}

íà [T,+∞) ¹ îïòèìàëüíèì äëÿ çàäà÷i (4.24) � (4.26) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

(T, ỹε(T )). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

+∞∫
T

‖ỹε(t)‖2dt+ γ

+∞∫
T

|ũε(t)|2dt ≤
+∞∫
T

‖pε(t)‖2dt, (4.43)

äå pε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.26) íà [T,+∞) ç êåðóâàííÿì u = 0 òà ïî÷àòêî-

âèìè äàíèìè (T, ỹε(T )).

Ç îöiíîê (4.29), (4.30) îäåðæèìî

+∞∫
T

‖pε(t)‖2dt ≤ 1

δ
‖ỹε(T )‖2. (4.44)

Òåïåð çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå u ∈ U i âiäïîâiäíèé éîìó ðîçâ'ÿçîê ωε çàäà÷i

(4.26).
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Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿ, ìà¹ìî, ùî ïî ïiäïîñëi-

äîâíîñòi äëÿ êîæíîãî T > 0

ωε → ω â L2(0, T ;L2(Ω)) ∩ C([τ, T ];L2(Ω)),

äå ω � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.26) ïðè ε = 0 ç êåðóâàííÿì u òà ïî÷à-

òêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ. Êðiì òîãî,

+∞∫
T

‖ωε(t)‖2dt ≤ 1

δ

‖ωε(T )‖2 + C1

+∞∫
T

|u(t)|2dt

 . (4.45)

Òîäi ç íåðiâíîñòi J̃ε ≤ J(u) òà îöiíîê (4.43) � (4.45) äëÿ äîâiëüíîãî T > 0

îòðèìó¹ìî:

JT (ũε) ≤
T∫

0

‖ωε(t)‖2dt+ γ

+∞∫
0

|u(t)|2dt+

+
1

δ
‖ωε(T )‖2 +

C1

δ

+∞∫
T

|u(t)|2dt.

(4.46)

Çâiäñè

lim
ε→0

JT (ũε) ≥
T∫

0

‖ỹ(t)‖2dt+ γ lim
ε→0

T∫
0

|ũε(t)|2dt ≥ JT (ũ), (4.47)

lim
ε→0

JT (ũε) ≤ 1

δ
‖ωε(T )‖2+

+

T∫
0

‖ω(t)‖2dt+ γ

+∞∫
0

|u(t)|2dt+
C1

δ

+∞∫
T

|u(t)|2dt.
(4.48)

Òàêèì ÷èíîì, ç íåðiâíîñòåé (4.47), (4.48) ïðè T →∞ âèïëèâà¹, ùî

J(ũ) ≤ J(u),
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îòæå, {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.24) � (4.26) ç ε = 0 òà ïî-

÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ, ïðè÷îìó âíàñëiäîê ¹äèíîñòi êåðóâàííÿ ũ ìà¹ âèãëÿä

(4.33).

Òåïåð ó ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ ïîêëàäåìî u = ũ. Òîäi äëÿ âiäïîâiäíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ω̃ε çàäà÷i (4.26) â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó â çàäà÷i (4.26) ç ε = 0

ìà¹ìî, ùî ω̃ε → ỹ i ç (4.43) � (4.46) îòðèìó¹ìî îöiíêó:

T∫
0

‖ỹε(t)‖2dt+ γ

+∞∫
0

(ũε(t))2dt ≤

≤ γ

+∞∫
0

|ũ(t)|2dt+

T∫
0

‖ω̃ε(t)‖2dt+

+∞∫
T

‖ω̃ε(t)‖2dt ≤

≤ 1

δ
‖ω̃ε(T )‖2 + γ

+∞∫
0

|ũ(t)|2dt+

T∫
0

‖ω̃ε(t)‖2dt+
C1

δ

+∞∫
T

|ũ(t)|2dt.

(4.49)

Òîäi

γ lim
ε→0

+∞∫
0

|ũε(t)|2dt ≤
+∞∫
0

|ũ(t)|2dt+
1

δ
‖ỹ(T )‖2 +

C1

δ

+∞∫
T

|ũ(t)|2dt

i ïðè T →∞ îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

+∞∫
0

|ũε(t)|2dt ≤
+∞∫
0

|ũ(t)|2dt, (4.50)

ùî ðàçîì çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ ãàðàíòó¹ ñèëüíó çáiæíiñòü ũε äî ũ â

L2(0,+∞).

Äàëi ç íåðiâíîñòåé (4.43), (4.44) îòðèìó¹ìî íàñòóïíó íåðiâíiñòü

J̃ε ≤ JT (ũε) +
1

δ
‖ỹε(T )‖2.
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Òîäi

lim
ε→0

J̃ε ≤ JT (ũ) +
1

δ
‖ỹ(T )‖2

i ïðè T →∞ îäåðæó¹ìî

lim
ε→0

J̃ε ≤ J(ũ), (4.51)

ùî ðàçîì ç (4.42) îçíà÷à¹, ùî ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi

lim
ε→0

J̃ε = J(ũ).

Ïðèïóñêàþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî öÿ çáiæíiñòü éäå íå ïî âñié ïîñëiäîâ-

íîñòi ε → 0, ìîæåìî ïîâòîðèòè ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ i â ñèëó ¹äèíîñòi

îïòèìàëüíîãî ïðîöåñó {ỹ, ũ} ïðèéòè äî ïðîòèði÷÷ÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ç (4.41), (4.42), (4.51) ìà¹ìî:

ũε → ũ â L2(0,+∞),

ỹε → ỹ â L2(0,+∞;L2(Ω)),

J̃ε → J0, ε→ 0.

(4.52)

Äîâåäåìî ãðàíè÷íó ðiâíiñòü (4.40). Îöiíêè (4.35) � (4.37) äîçâîëÿþòü

ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíîãî T > 0 ïîñëiäîâíiñòü {ŷε} îáìåæåíà â ñåíñi

(4.18), à îòæå, ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü, ìîæåìî ïåðåéòè äî

ãðàíèöi (ç òî÷íiñòþ äî ïiäïîñëiäîâíîñòi) ïðè ε→ 0 â ðiâíîñòi (4.5) ç

u(t) = u[ŷε](t) = (R, ŷε(t))

i îäåðæàòè, ùî ŷ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.34) ïðè ε = 0 òà ïî÷àòêîâîþ

ôóíêöi¹þ ϕ. Àëå öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ỹ, îòæå, ỹ ≡ ŷ íà [0,+∞),
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u[ŷε](t)→ ũ(t) äëÿ âñiõ t ≥ 0 i çáiæíiñòü éäå ïî âñié ïîñëiäîâíîñòi ε→ 0.

Êðiì òîãî, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ t ≥ s ≥ 0 ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

‖ŷε(t)‖ ≤ ‖ŷε(s)‖, ‖ỹ(t)‖ ≤ ‖ỹ(s)‖, òî ç íåïåðåðâíîñòi ŷε(·) i ỹ(·) òà (4.52)

âèïëèâà¹, ùî

ŷε(t)→ ỹ(t) â L2(Ω) äëÿ âñiõ t > 0.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî t ≥ 0

‖ŷε(t)‖2 + γ|u[ŷε](t)|2 ≤
(
1 + γ‖R‖2

)
‖ϕε‖2e−κt,

òî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

lim
ε→0

Ĵε = J(ũ) = J0,

i ïðè öüîìó

ŷε → ỹ â L2(0,+∞;L2(Ω)),

u[ŷε]→ ũ â L2(0,+∞).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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4.3 Îáìåæåíèé íàáëèæåíèé ñèíòåç ó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ äëÿ ñëàáêî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ytt(x, t) = ∆y − εf(y) + g(x)v(t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

y(x, 0) = yε0(x), yt(x, 0) = yε1(x),

(4.53)

v(·) ∈ U = {v ∈ L2(0, T ) : |v(t)| ≤ ξ ì. ñ. íà [0, T ]}, (4.54)

J(y, v) = α
(∫

Ω q0(x)y(x, T )dx− ψ0

)2
+

+β
(∫

Ω q1(x)yt(x, T )dx− ψ1

)2
+ γ

∫ T
0 v2(t)dt→ inf,

(4.55)

äå Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, n ≥ 3, g(x) ∈ L2(Ω), q0, q1 ∈ L2(Ω),

γ > 0, α, β ≥ 0, α + β 6= 0, ψ0, ψ1 ∈ R, íåëiíiéíå çáóðåííÿ f ∈ C(R)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

iñíóþòü ñòàëi Ci > 0, i = 1, 3, òàêi, ùî äëÿ âñiõ s ∈ R

|f(s)| ≤ C1

(
1 + |s|

n
n−2
)
, F (s) :=

∫ s

0

f(t)dt ≥ −C2s
2 − C3. (4.56)

Ç óìîâ (4.56) çîêðåìà âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C4 > 0 òàêî¨, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî s ∈ R ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|F (s)| ≤ C4

(
1 + |s|

2n−2
n−2

)
. (4.57)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (4.53) áóäåìî ðîçóìiòè ôóíêöiþ

y ∈ L∞(0, T ;H1
0(Ω)) òàêó, ùî yt ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) i äëÿ âñiõ ξ ∈ H1

0(Ω) i

η ∈ C∞0 (0, T ) âiðíà ðiâíiñòü
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−
∫ T

0 (yt, ξ)ηtdt+

+
∫ T

0

(
(y, ξ)H1

0
+ ε(f(y), ξ)− v(t)(g, ξ)

)
ηdt = 0.

(4.58)

Âiäîìî [262], ùî çà óìîâ (4.56) äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.53)

ñïðàâåäëèâî y ∈ C([0, T ];H1
0(Ω)), yt ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Êðiì òîãî, äëÿ äî-

âiëüíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó ε > 0, äëÿ êîæíîãî êåðóâàííÿ v(·) ∈ L2(0, T )

i äîâiëüíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ yε0 ∈ H1
0(Ω), yε1 ∈ L2(Ω) çàäà÷à (4.53) ìà¹

ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê, òà äëÿ âñiõ ε > 0 i t ∈ [0, T ] ìà¹ ìiñöå îöiíêà

‖yt(t)‖2 + ‖y(t)‖2
H1

0
≤

≤ C5

(
‖yε1‖

2 + ‖yε0‖
2n−2
n−2
H1

0
+ 1 +

∫ t
0 |v(s)| · ‖yεt (s)‖ ds

)
,

(4.59)

äå êîíñòàíòà C5 > 0 çàëåæèòü ëèøå âiä êîíñòàíò çàäà÷i (4.53) i íå çàëåæèòü

âiä ε.

Êðiì òîãî, ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà ïðî çáiæíiñòü.

Ëåìà 4.4. [262] Íåõàé {yn}∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷



ytt(x, t) = ∆y(x, t)− fn(y) + g(x)vn(t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

y(x, 0) = yn0 (x), yt(x, 0) = yn1 (x),

(4.60)

äå ïîñëiäîâíiñòü {fn}∞n=1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4.56) ðiâíîìiðíî ïî n i äëÿ

êîæíîãî r > 0 ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

max
|y|≤r
|fn(y)− f(y)| → 0 ïðè n→∞.

Òîäi ÿêùî
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

vn → v ñëàáêî â L2(0, T ),

yn0 → y0 ñëàáêî â H1
0(Ω),

yn1 → y1 ñëàáêî â L2(Ω),

(4.61)

òî iñíó¹ y(·) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i



ytt(x, t) = ∆y(x, t)− f(y) + g(x)v(t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x),

(4.62)

òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi tn → t0 ïðèíàéìíi ïî ïîñëiäîâíî-

ñòi 
yn(tn)→ y(t0) ñëàáêî â H1

0(Ω),

ynt(tn)→ yt(t0) ñëàáêî â L2(Ω).

(4.63)

ßêùî æ ó (4.61) çáiæíîñòi ñèëüíi, òî i â (4.63) çáiæíîñòi ñèëüíi.

Ëåìà 4.5. Ïðè âèêîíàííi óìîâ (4.56) äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0, yε0 ∈ H1
0(Ω),

yε1 ∈ L2(Ω) çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.53) � (4.55) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

{ỹε, ũε}.

Äîâåäåííÿ. Ïðè ôiêñîâàíîìó ε > 0 äîâåäåìî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i îïòèìàëü-

íîãî êåðóâàííÿ (4.53) � (4.55). Íàäàëi iíäåêñ ε áóäåìî îïóñêàòè, âðàõîâóþ÷è

òîé ôàêò, ùî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (4.53) � (4.55) íå çàëåæèòü âiä ìàëîñòi ε.

Íåõàé {vn}∞n=1 ⊂ U � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, {yn}∞n=1 � âiäïîâiäíi

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (4.60) ç fn = f , yn0 = y0, yn1 = y1, n = 1,∞. Îñêiëü-

êè d := inf
v∈U

J(y, v) = lim
n→∞

J(yn, vn), òî ç âèãëÿäó êðèòåðiþ (4.55) ìà¹ìî,
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ùî ïîñëiäîâíiñòü {vn}∞n=1 îáìåæåíà â L
2([0, T ]), îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

vn → v, n→∞, ñëàáêî â L2([0, T ]), ïðè÷îìó v ∈ U â ñèëó îïóêëîñòi.

Òîäi ç Ëåìè 4.4 ïðî çáiæíiñòü âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) çàäà÷i

(4.53) ç êåðóâàííÿì v(·) òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ (4.63) ç tn = T . Òîäi

d = lim
n→∞

J(yn, vn) ≥

≥ lim
n→∞

(
α ((q0, yn(T ))− ψ0)

2 + β ((q1, ynt(T ))− ψ1)
2
)

+

+γ lim
n→∞

∫ T
0 v2

n(t)dt =

= α ((q0, y(T ))− ψ0)
2 + β ((q1, yt(T ))− ψ1)

2 +

+γ lim
n→∞

∫ T
0 v2

n(t)dt ≥ J(y, v),

òîáòî {y, v} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i (4.53) � (4.55).

Çáóðåííÿ â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ áóäåìî ââàæàòè òàêèìè, ùî

yε0 → y0 ñëàáêî â H1
0(Ω),

yε1 → y1 ñëàáêî â L2(Ω).

(4.64)

Ó ðîáîòi [137] ïðè ε = 0 çíàéäåíî i îá ðóíòîâàíî çà ïåâíèõ ïðèïóùåíü íà

ïàðàìåòðè çàäà÷i ôîðìóëó òî÷íîãî ñèíòåçó çàäà÷i (4.53) � (4.55). Òî÷íiøå,

íåõàé {λi}∞i=1, {Xi(x)}∞i=1 � âëàñíi ÷èñëà i ôóíêöi¨ îïåðàòîðà −∆ â H1
0(Ω).

Âèêîðèñòîâóþ÷è êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöié q, y0, y1, ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

R1(t, x) =
∞∑
i=1

qiXi(x) cosλi(T − t),
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R2(t, x) =
∞∑
i=1

qi
λi
Xi(x) sinλi(T − t),

b(t) =
∞∑
i=1

qi
λi
gi sinλi(T − t),

Φ =
∞∑
i=1

qiy
i
0 cosλiT +

∞∑
i=1

qi
λi
yi1 sinλiT .

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

β = 0, (4.65)

ôóíêöiÿ b(t) äîäàòíà i ìîíîòîííî ñïàäà¹, (4.66)

− α(Φ− ψ0)

γ + α
T∫
0

b2(s)ds

> ξ, (4.67)

ξ

T∫
0

b(s)ds < ψ0 − Φ. (4.68)

Çà âèêîíàííÿ öèõ ïðèïóùåíü îïòèìàëüíèé ñèíòåç â çàäà÷i (4.53) � (4.55)

ïðè ε = 0 ìà¹ âèãëÿä

u[t, y] =


ξ, t ∈ [0, τ ],

−α((R1(t),y(t))+(R2(t),yt(t))−ψ0)

γ+α
∫ T
t
b2(s)ds

, t ∈ [τ, T ],

(4.69)

äå òî÷êà ïåðåêëþ÷åííÿ τ âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿííÿ
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−
α(Φ− ψ0 + ξ

τ∫
0

b(s)ds)

γ + α
T∫
τ

b2(s)ds

= ξ. (4.70)

ßê ïîêàçàíî â [209], çà âèêîíàííÿ óìîâ (4.66)-(4.68) öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Îñíîâíà ìåòà � ïîêàçàòè, ùî ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 ôîðìóëà (4.69)

äà¹ íàáëèæåíèé ñèíòåç öi¹¨ çàäà÷i.

Îòæå, ââàæàþ÷è âèêîíàíèìè ïðèïóùåííÿ (4.65) � (4.68), ðîçãëÿíåìî

çàäà÷ó



ytt(x, t) = ∆y − εf(y) + g(x)uε[t, y], x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

y(x, 0) = yε0(x), yt(x, 0) = yε1(x),

(4.71)

äå uε[t, ·] çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.69) ç òî÷êîþ ïåðåêëþ÷åííÿ τ = τ ε, ÿêà ¹

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

−
α(Φε − ψ0 + ξ

τε∫
0

b(s)ds)

γ + α
T∫
τε
b2(s)ds

= ξ, (4.72)

äå

Φε =
∞∑
i=1

qi(y
ε
0)i cosλiT +

∞∑
i=1

qi
λi

(yε1)i sinλiT .

Çà óìîâè (4.64) ðiâíÿííÿ (4.72) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ

ε > 0.
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Îñêiëüêè uε[t, ·] ìà¹ âèãëÿä

u[t, y] = (Rε
1(t), y(t)) + (Rε

2(t), yt(t)) +Rε
3(t), (4.73)

äå Rε
1, R

ε
2 ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), Rε

3 ∈ L∞(0, T ) òàêi, ùî

sup
ε>0

sup
t∈[0,T ]

(‖Rε
1(t)‖+ ‖Rε

2(t)‖+ |Rε
3(t)|) <∞, (4.74)

òî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (4.71) ç âèêîðèñòàííÿì îöiíîê (4.74), (4.59) òà íå-

ðiâíîñòi Ãðîíóîëëà - Áåëëìàíà âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî çàäà÷i (4.53),

ïðè÷îìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.71) äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0

i äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà àïðiîðíà îöiíêà

‖yt(t)‖2 + ‖y(t)‖2
H1

0
≤ C6

(
‖yε1‖

2 + ‖yε0‖
2n−2
n−2
H1

0
+ 1
)
, (4.75)

äå êîíñòàíòà C6 > 0 íå çàëåæèòü âiä ε > 0.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4.56),(4.65)-(4.68). Òîäi ñïðàâå-

äëèâi ãðàíè÷íi ðiâíîñòi

lim
ε→0

∣∣∣J̃ε − J (yε, u[t, yε])
∣∣∣ = 0,

lim
ε→0

∫ T
0 |ũε(t)− u[t, yε]|2 = 0,

lim
ε→0

max
t∈[0, T ]

‖ỹε(t)− yε(t)‖ = 0,

(4.76)

äå {ỹε, ũε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó (4.53) � (4.55), J̃ε := J(ỹε, ũε), yε -

ðîçâ'ÿçîê (4.71).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî

J(ỹε, ũε)→ J(ỹ, ũ),
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ỹε → ỹ â C([0, T ];L2(Ω)),

ũε → ũ â L2(0, T ),

äå {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i (4.53) � (4.55) ïðè ε = 0 ç ïî÷à-

òêîâèìè äàíèìè y0, y1.

Çàôiêñó¹ìî v(·) ∈ U i íåõàé yε(·) � âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.53).

Òîäi ç îöiíêè (4.59) i ëåìè Ãðîíóîëëà - Áåëëìàíà âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ

t ∈ [0, T ]

‖yεt(t)‖
2 + ‖yε(t)‖2

H1
0
≤ C(v),

äå êîíñòàíòà C(v) íå çàëåæèòü âiä ε. Òîäi ç îöiíêè

J(ỹε, ũε) ≤ J(yε, v)

ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà ôóíêöié {ũε} îáìåæåíà â L2(0, T ), à îòæå, ïî äåÿêié

ïiäïîñëiäîâíîñòi εn → 0 ũεn → ũ ñëàáêî â L2(0, T ).

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü fn(y) = εnf(y) çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè ëåìè 4.4

ïðî çáiæíiñòü ç ãðàíè÷íîþ íóëüîâîþ ôóíêöi¹þ, òî ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè,

ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ỹ(·) çàäà÷i (4.53) ïðè ε = 0 ç êåðóâàííÿì ũ òà ïî÷àòêî-

âèìè äàíèìè y0, y1 òàêèé, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi

ðiâíîñòi (4.63), çîêðåìà, ỹεn(T )→ ỹ(T ) ñëàáêî â L2(Ω). Òîäi, àíàëîãi÷íî äî

ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü,

lim
εn→0

J (ỹεn, ũεn) ≥ J(ỹ, ũ).
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Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî äîïóñòèìîãî êåðîâàíîãî ïðîöåñó {ỹεn, v}

çàäà÷i (4.53) � (4.55) ïðè ε = 0 ìà¹ìî:

J (ỹεn, ũεn) ≤ J (ỹεn, v) . (4.77)

Çàñòîñîâóþ÷è çíîâó Ëåìó 4.4, îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê y(·) çàäà÷i

(4.53) ïðè ε = 0 ç êåðóâàííÿì v òà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè y0, y1 òàêèé, ùî

ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi ðiâíîñòi (4.63). Òîäi ç íåðiâíîñòi

(4.77) îäåðæèìî

lim
εn→0

J (ỹεn, ũεn) ≤

≤ lim
εn→0

(
α ((q0, yεn(T ))− ψ0)

2 + β ((q1, yεnt(T ))− ψ1)
2
)

+

+γ
∫ T

0 v2(t)dt = J(y, v).

Îòæå,

J(ỹ, ũ) ≤ lim
εn→0

J (ỹεn, ũεn) ≤ lim
εn→0

J (ỹεn, ũεn) ≤ J(y, v), (4.78)

òîáòî {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i (4.53) � (4.55) ïðè ε = 0 ç

ïî÷àòêîâèìè äàíèìè y0, y1. Êðiì òîãî, ïðè v = ũ ç (4.78) îòðèìó¹ìî, ùî

iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
εn→0

J (ỹεn, ũεn) = J(ỹ, ũ). (4.79)

Ïðè öüîìó, îñêiëüêè ïðè ε = 0 çàäà÷à (4.53) � (4.55) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,

òî çáiæíiñòü ìà¹ ìiñöå ïðè ε→ 0 (à íå ëèøå ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi εn → 0).

Êðiì òîãî, îñêiëüêè
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lim
ε→0

(
α ((q0, ỹε(T ))− ψ0)

2 + β ((q1, ỹεt(T ))− ψ1)
2
)

=

= α ((q0, ỹ(T ))− ψ0)
2 + β ((q1, ỹt(T ))− ψ1)

2

òî ç (4.79) îäåðæèìî, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
ε→0

∫ T

0

ũ2
ε(t)dt =

∫ T

0

ũ(t)dt,

òîáòî ũεn → ũ ñèëüíî â L2(0, T ).

Òåïåð äëÿ yε � ðîçâ'ÿçêó (4.71) ïîêàæåìî, ùî

J(yε, u[t, yε])→ J(ỹ, ũ), ε→ 0,

u[t, yε]→ ũ â L2(0, T ),

yε → ỹ â C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
,

äå {ỹ, ũ} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ çàäà÷i (4.53) � (4.55) ïðè ε = 0 ç ïî÷à-

òêîâèìè äàíèìè y0, y1. Â ñèëó (4.75) iñíó¹ ôóíêöiÿ y(·) òàêà, ùî ïî äåÿêié

ïiäïîñëiäîâíîñòi εn → 0 âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi ðiâíîñòi (4.63).

Ïðè öüîìó â ñèëó ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

ðiâíÿííÿ (4.70) òî÷êà

τ = lim
ε→0

τ ε

¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.70).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

u [t, yεn]→ u[t, y] â L2(0, T ),

äå u(·, y] ìà¹ ôîðìó (4.69).
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Ïîêëàäåìî vn(t) = u [t, yεn]. Òîäi ç Ëåìè 4.4 ïðî çáiæíiñòü äëÿ ïàðè

{yεn, vn} ìà¹ìî, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi âèêîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi ðiâíîñòi

(4.63), äå y(·) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ytt(x, t) = ∆y + g(x)u[t, y], x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ (0, T ),

y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x), x ∈ Ω̄.

(4.80)

Àëå ëåãêî áà÷èòè [93], ùî çàäà÷à (4.80) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Îòæå,

y(t) ≡ ỹ(t) i òåîðåìà äîâåäåíà.
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4.4 Íàáëèæåíi êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ åâî-

ëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñóáäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó

4.4.1 Âèïàäîê ñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó

Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ‖ . ‖ i ( · , · ) � íîðìà i ñêàëÿð-

íèé äîáóòîê â H , ϕ : H → (−∞,+∞] � âëàñíà îïóêëà, íàïiâíåïåðåðâíà

çíèçó ôóíêöiÿ, clH(D(ϕ)) = H, ∂ϕ � ¨¨ ñóáäèôåðåíöiàë, F : H → 2H -

ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Äëÿ çàäàíèõ p ∈ L1(0, T ;H), g ∈ H ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ 
dy
dt ∈ −∂ϕ(y) + εF (y) + p(t) + g · u(t), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0 ∈ H,
(4.81)

u( · ) ∈ U ⊂ L2(0, T ) − çàìêíåíà, îïóêëà, (4.82)

J(y, u)→ inf . (4.83)

Íåõàé {ŷε, ûε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.81) � (4.83), Ĵε = J(ŷε, ûε) �

çíà÷åííÿ çàäà÷i. Íåõàé ïðè ε = 0 çàäà÷à (4.81) � (4.83) äîïóñêà¹ ñèíòåç

u = u[t, y], íà ÿêîìó ðåàëiçó¹òüñÿ çíà÷åííÿ Ĵ0 öi¹¨ çàäà÷i.

Îñíîâíîþ ìåòîþ ¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ, ùî ôîðìóëà u[t, y] äà¹ íàáëè-

æåíèé ñèíòåç âèõiäíî¨ çàäà÷i (4.81) � (4.83) ïðè ìàëèõ ε > 0, òîáòî ùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó ỹε( · ) çàäà÷i
dy
dt ∈ −∂ϕ(y) + εF (y) + p(t) + g · u[t, y], t ∈ (0, T ),

y(0) = y0,

(4.84)
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ñïðàâåäëèâà ãðàíè÷íà ðiâíiñòü

∣∣∣J(ỹε, u[t, ỹε])− Ĵε
∣∣∣→ 0, ε→ 0.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi óìîâè, íàêëàäåíi íà ïàðàìåòðè çàäà÷i:

1) ∀R > 0 ìíîæèíà MR = {u ∈ H| ‖u‖ ≤ R, ϕ(u) ≤ R} � êîìïàêò â H;

2) F : H → Cv(H) , äå Cv(H) � ñóêóïíiñòü âñiõ íåïîðîæíiõ, îáìåæåíèõ,

çàìêíåíèõ, îïóêëèõ ïiäìíîæèí H;

3) F � íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó â òîìó ñåíñi, ùî ∀ε > 0, ∀u0 ∈ H, ∃δ > 0

∀u ∈ Oε(u0) F (u) ⊂ Oε(F (u0)),

äå äëÿ A ⊂ H,

Oε(A) = {u ∈ H| inf
z∈A
‖u− z‖ < ε}

� ε-îêië ìíîæèíè A;

4) ∃C1, C2 ≥ 0, ∀u ∈ H ‖F (u)‖+ := sup
z∈F (u)

‖z‖ ≤ C1 + C2 ‖u‖;

5) ôóíêöiîíàë J � íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó íà C ([0, T ] ;H)× L2
w(0, T );

6) ôóíêöiîíàë J � íåïåðåðâíèé íà C ([0, T ] ;H)× L2(0, T );

7) ∃γ > 0, ∃C3 ≥ 0, ∀y ∈ C ([0, T ] ;H) ∀u ∈ U

J(y, u) ≥ −C + γ

T∫
0

|u(t)|2 dt;

8) çàäà÷à (4.81) � (4.83) ïðè ε = 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê {ŷ, û}, ïðè÷îìó

û ìà¹ ôîðìó îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó, òîáòî û(t) = u[t, ŷ(t)], äå ôóíêöiÿ u :

[0, T ]×H → R âèìiðíà ïî ïåðøié çìiííié i íåïåðåðâíà;

9) ∀y ∈ H, ∀t ∈ [0, T ], ∃α (·), β (·) ∈ L2(0, T ), |u[ t, y]| ≤ α(t)+β(t) ‖y‖.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Óìîâè 1) � 4) ïîòðiáíi äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi (4.81) ïðè êî-

æíîìó ôiêñîâàíîìó u ∈ U [262], óìîâè 5) � 7) � äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi (4.81) �
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(4.83), à óìîâè 8), 9) ïðîäèêòîâàíi âèãëÿäîì i âëàñòèâîñòÿìè ñèíòåçîâà-

íîãî êåðóâàííÿ ó ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷àõ ïðè íàÿâíîñòi îáìåæåíü

íà êåðóâàííÿ.

Ïðèêëàä 4.1. Ó âèïàäêó

ϕ(u) =


1
2

∫
Ω |∇u|

2dx, u ∈ H1
0(Ω),

+∞, iíàêøå,
∂ϕ(u) = −∆u i ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, äëÿ ÿêîãî H =

L2(Ω), i óìîâà 1) âèêîíó¹òüñÿ â ñèëó êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H1
0(Ω) ⊂

L2(Ω).

Ïðèêëàä 4.2. Iíøèì ïðèêëàäîì ìîæå ñëóãóâàòè êðàéîâà çàäà÷à, ÿêà

âèíèêà¹ â áàãàòüîõ çàäà÷àõ ìåõàíiêè òà ôiçèêè ç âiëüíîþ ìåæåþ òà â

ïðîöåñàõ, ÿêi îïèñóþòü ïîòiê îäíîðiäíîãî ãàçó ÷åðåç îäíîðiäíå ïîðèñòå

ñåðåäîâèùå [158]


du

dt
−∆β(u) 3 f, íà (0,+∞)× Ω,

β(u(t, x)) 3 0 íà (0,+∞)× Ω,

(4.85)

äå β = ∂j, j : R→ R � íåïåðåðâíà, lim
|r|→∞

j(r)

|r|
=∞.

Òîäi (4.85) çâîäèòüñÿ äî âêëþ÷åííÿ âèãëÿäó

du

dt
∈ −∂ϕ(u) + f,

äå

ϕ(u) =


∫

Ω j(u(x))dx, u ∈ L1(Ω), j(u) ∈ L1(Ω),

+∞, iíàêøå,
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ç D(ϕ) = H−1(Ω).

Ïðèêëàä 4.3. Ïðèêëàäîì ìíîãîçíà÷íîãî çáóðåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

2)-4), ìîæå ñëóãóâàòè ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ [113],[202]

F : L2(Ω) 7→ 2L
2(Ω),

F (y) := [χ(y), θ(y)] = {z | χ(y(x)) ≤ z(x) ≤ θ(y(x)) äëÿ ì.â. x ∈ Ω},

äå χ : R 7→ R � íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ôóíêöiÿ, θ : R 7→ R � íàïiâíåïå-

ðåðâíà çâåðõó ôóíêöiÿ,

|χ(y)|+ |θ(y)| ≤ C1 + C2 |y| .

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi âiäîìi ðåçóëüòàòè [202] ùîäî âëàñòèâîñòåé

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i 
dy
dt ∈ −∂ϕ(y) + l(t), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0 ∈ H,
(4.86)

òà çàäà÷i 
dy
dt ∈ −∂ϕ(y) + F (y(t)), t ∈ (0, T ),

y(0) = y0 ∈ H.
(4.87)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì (iíòåãðàëüíèì) çàäà÷i (4.86) áóäåìî ðîçóìiòè íåïåðåðâíó

ôóíêöiþ y : [0, T ] 7→ H, äëÿ ÿêî¨ y(0) = y0 i ∀ u ∈ D(∂φ) ∀ v ∈ −∂φ(u)

∀ t ≥ s ≥ 0

‖y(t)− u‖2 ≤ ‖y(s)− u‖2 + 2

t∫
s

(l(p) + v, y(p)− u)dp (4.88)
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Âiäîìî [160], ùî äëÿ äîâiëüíèõ y0 ∈ H, l ∈ L1(0, T ;H) çàäà÷à (4.86) ìà¹

¹äèíèé iíòåãðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè y(·) = I(y0)l(·).

Ïðè öüîìó ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ L1(0, T ;H), z0 ∈ H ðîçãëÿíóòè

z(·) = I(z0)g(·), òî äëÿ âñiõ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖y(t)− z(t)‖2 ≤ ‖y(s)− z(s)‖2 + 2

t∫
s

(l(p)− g(p), y(p)− z(p))dp, (4.89)

‖y(t)− z(t)‖ ≤ ‖y(s)− z(s)‖+

t∫
s

‖l(p)− g(p)‖dp. (4.90)

Íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ y : [0, T ] 7→ H íàçèâà¹òüñÿ (iíòåãðàëüíèì) ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (4.87), ÿêùî y(0) = y0 i iñíó¹ f ∈ L1(0, T ;H) òàêà, ùî f(t) ∈

F (t, y(t)) äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ) i ∀ u ∈ D(∂φ) ∀ v ∈ −∂φ(u) ∀ t ≥ s ≥ 0

âèêîíó¹òüñÿ (4.88).

Âiäîìî [202], ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ 1)-4) çàäà÷à (4.87) äëÿ êîæíîãî

y0 ∈ H ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê i êîæåí ðîçâ'ÿçîê (4.87) ¹ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíîþ (à îòæå, äèôåðåíöiéîâíîþ ì.ñ.) ôóíêöi¹þ, ùî çàäîâîëüíÿ¹

âêëþ÷åííÿ (4.87) ì.ñ.

Ëåìà 4.6. [139] ßêùî {ln (·)} ⊂ L1(0, T ;H) � ðiâíîìiðíî iíòåãðîâàíà,

òîáòî ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀Ω ⊂ (0, T ), µ (Ω) < δ, ∀n ≥ 1
∫
Ω

‖fn(t)‖ dt < ε, òî

ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi

yn(·) := I(y0)ln (·)→ y (·) â C ([0, T ] ;H) .

ßêùî ln → l ñëàáî â L1(0, T ;H), òî y (·) = I(y0)l (·).

ßêùî ln(t) ∈ F (yn(t)) ì.ñ., òî l(t) ∈ F (y(t)) ì.ñ.

Ëåìà 4.7. Çà óìîâ 1) � 7) ∀ε > 0 çàäà÷à (4.81) � (4.83) ìà¹ ïðèíàéìíi

îäèí ðîçâ'ÿçîê.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ∀u (·) ∈ U , g · u ∈ L2(0, T ;H), p (·) ∈ L1(0, T ;H), òî

ç [139] ìà¹ìî, ùî ∀ε > 0 ∀u (·) ∈ U iñíó¹ y (·) ∈ C ([0, T ] ;H) � iíòåãðàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê (4.81). Íåõàé {yn, un} � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü â (4.81) � (4.83)

ïðè ôiêñîâàíîìó ε. Òîäi Ĵε = lim
n→∞

J (yn, un) , à ç îöiíêè 7) âèïëèâà¹, ùî

{un} � îáìåæåíà â L2(0, T ). Òîìó ïî äåÿêié ïiäïîñëiäîâíîñòi un → ũ ñëàáî

â L2(0, T ), ïðè÷îìó ũ ∈ U .

Íåõàé yn (·) � iíòåãðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (4.81) ç êåðóâàííÿì un (·). Òîäi

∃fn ∈ L1(0, T ;H), fn(t) ∈ F (yn(t)) ìàéæå ñêðiçü, òàêà ùî yn (·) � iíòå-

ãðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i


dyn
dt ∈ −∂ϕ(yn(t)) + εfn(t) + p(t) + g · un(t),

y(0) = y0.

(4.91)

Ïîêëàäåìî ln := εfn + p + g · un ∈ L1(0, T ;H), à äëÿ ðîçâ'ÿçêó yn (·)

çàäà÷i (4.91) ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ yn (·) = I(y0)ln (·). Òîäi ç [158] ìà¹ìî, ùî

∀t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖yn(t)‖ ≤ C +

t∫
0

‖ln(s)‖ ds, (4.92)

äå êîíñòàíòà C ≥ 0 íå çàëåæèòü âiä u i ε. Îòæå, ç óìîâè 4) îòðèìà¹ìî:

‖yn(t)‖ ≤ C + ε
t∫

0

‖fn(s)‖ ds+
t∫

0

‖p(s)‖ ds+ ‖g‖
t∫

0

|un(s)| ds ≤

≤ C + ε
t∫

0

(C1 + C2 ‖yn(s)‖) ds+
t∫

0

‖p(s)‖ ds+ ‖g‖
t∫

0

|un(s)| ds,
(4.93)

i çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà îäåðæèìî, ùî {yn (·)} � îáìåæåíà â C ([0, T ] ;H).

Îñêiëüêè ç 4) ìà¹ìî, ùî ‖fn(t)‖ ≤ C1 + C2 ‖yn(t)‖, òî ëåãêî áà÷èòè,

ùî {ln} � ðiâíîìiðíî iíòåãðîâàíà, ïðè÷îìó ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi ln → l̃ =
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εf̃+p+g · ũ ñëàáî â L1(0, T ;H). Òîäi ç ëåìè 4.6 ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi yn (·)→

ỹ (·) â C ([0, T ] ;H), äå ỹ (·) = I(y0)l̃ (·) i f̃(t) ∈ F (ỹ(t)) ìàéæå ñêðiçü.

Îòæå, {ỹ (·) , ũ (·)} � äîïóñòèìèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.81) � (4.83) i ç óìîâè

5) îòðèìà¹ìî, ùî Ĵε = lim
n→∞

J (yn, un) ≥ J(ỹ, ũ) , òîáòî {ỹ, ũ} � ðîçâ'ÿçîê

(4.81) � (4.83). Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) � 9). Òîäi ôîðìóëà u[t, y] ðåà-

ëiçó¹ íàáëèæåíèé ñèíòåç âèõiäíî¨ çàäà÷i (4.81) � (4.83) ïðè ìàëèõ ε > 0,

òîáòî ñïðàâåäëèâà ãðàíè÷íà ðiâíiñòü

|J(ỹε, u[t, ỹε])− J(ŷε, ûε)| → 0, ε→ 0,

äå ỹε( · ) - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.84), {ŷε, ûε} - îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i

(4.81) - (4.83).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî çà óìîâ 1) � 7) äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó

{ŷε, ûε} çàäà÷i (4.81) � (4.83) ìà¹ìî:

Ĵε → Ĵ0, ε→ 0, (4.94)

ŷε → ŷ â C ([0, T ] ;H) ,

ûε → û ñëàáî â L2(0, T ),

(4.95)

äå {ŷ, û} � ¹äèíèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.81) � (4.83) ïðè ε = 0 ,

Ĵ0 = J(ŷ, û) � âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ çàäà÷i.

Äiéñíî,

Ĵε = J (ŷε, ûε) ≥ −C + γ

T∫
0

|ûε(t)|2 dt

i äëÿ ôiêñîâàíîãî u ∈ U âiäïîâiäíîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåñó {yε, u} ìà¹ìî
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Ĵε ≤ J (yε, u) ,

îòæå,

γ

T∫
0

|ûε(t)|2 dt ≤ J (yε, u) + C.

Ç îöiíêè (4.93) i çà ëåìîþ Ãðîíóîëëà îòðèìà¹ìî, ùî {yε (·)}ε>0 � îáìåæå-

íà â C ([0, T ] ;H). Òîäi â ñèëó óìîâè 6) ÷èñëà J (yε, u) îáìåæåíi ðiâíîìiðíî

ïî ε > 0, à îòæå, {ûε (·)}ε>0 � îáìåæåíà â L
2(0, T ).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü εn → 0. Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

ûεn (·) → û (·) ñëàáî â L2(0, T ), ïðè÷îìó û ∈ U . Òîäi àíàëîãi÷íî äî ìiðêó-

âàíü Ëåìè 4.7, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {ŷεn (·)} çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó (4.93),

ìà¹ìî, ùî l̂εn = εnf̂n + p + g · ûεn, f̂n(t) ∈ F (ŷεn(t)) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðî-

âàíîþ, ïðè÷îìó ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi l̂εn → l̂ = p+ g · û ñëàáî â L1(0, T ;H).

Îòæå, ŷεn (·)→ ŷ (·) â C ([0, T ] ;H), äå ŷ (·) = I(y0)l̂ (·). Òîäi â ñèëó 5)

lim
n→∞

Ĵεn = lim
n→∞

Ĵ (ŷεn, ûεn) ≥ J(ŷ, û).

Ç iíøîãî áîêó, ∀u ∈ U äëÿ âiäïîâiäíîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåñó {yε, u}

ìà¹ìî:

Ĵεn ≤ J(yεn, u).

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi {yεn} çàñòîñîâíi ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, çãiäíî ç ÿêèìè

yεn (·)→ y (·) â C ([0, T ] ;H), äå y (·) = I(y0)l (·), l (·) = p + gu. Òîäi â ñèëó

6)

lim
n→∞

J(yεn, u) = J(y, u).
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Âiäîìî [158], ùî ïðè ε = 0 i ôiêñîâàíîìó u ∈ U , çàäà÷à (4.81) ìà¹ ¹äèíèé

iíòåãðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê y (·) = I(y0)l (·). Òîäi ç íåðiâíîñòi

J(ŷ, û) ≤ lim
n→∞

Ĵεn ≤ lim
n→∞

Ĵεn ≤ lim
n→∞

J(yεn, u) = J(y, u) (4.96)

i äîâiëüíîñòi u ∈ U îäåðæèìî, ùî {ŷ, û} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.81)

� (4.83) ïðè ε = 0. Ïðè öüîìó ç (4.96) ïðè y = ŷ, u = û ìà¹ìî, ùî

Ĵ0 = J(ŷ, û) = lim
n→∞

Ĵεn,

i ïî εn → 0 ìàþòü ìiñöå ãðàíè÷íi ðiâíîñòi (4.95).

Íåõàé òåïåð, âiä ñóïðîòèâíîãî, ∃δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi

εn → 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

∀n ≥ 1
∣∣∣Ĵεn − Ĵ0

∣∣∣ ≥ δ.

Òîäi, ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ, ìîæåìî âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü εnk → 0 òàêó, ùî Ĵεnk → Ĵ0, ùî i äîâîäèòü, ùî (4.94), (4.95) ìàþòü

ìiñöå ïðè ε→ 0.

Òåïåð ïðîàíàëiçó¹ìî çàäà÷ó (4.84).

Íåõàé u[t, y] � ôîðìóëà îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ çàäà÷i (4.81) � (4.83)

ïðè ε = 0 ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (4.84). Ïîêëàäåìî

F1(t, y) = p(t) + gu[t, y]. Òîäi F1(t, · ) � íåïåðåðâíå, ∀y ∈ H F1( ·, y ) �

âèìiðíå, ‖F1(t, y)‖ ≤ p(t) + α(t) ‖g‖ + β(t) ‖g‖ ‖y‖ = α1(t) + β1(t) ‖y‖, äå

α1 (·) , β1 (·) ∈ L1(0, T ).

Òîäi ∀ε > 0 âiäîáðàæåííÿ εF+F1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi

ç [139], òîáòî ∀ε > 0 iñíó¹ ỹε (·) ∈ C ([0, T ] ;H) � iíòåãðàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

(4.84). Ïîçíà÷èìî ũε(t) = u[t, ỹε(t)] . Îñêiëüêè ìè âæå ïîêàçàëè, ùî Ĵε →
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Ĵ0, ε→ 0, òî òåîðåìó áóäå äîâåäåíî, ÿêùî ïîêàçàòè, ùî

J (ỹε, ũε)→ Ĵ0, ε→ 0.

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü εn → 0 � äîâiëüíà. Ïîçíà÷èìî ỹn = ỹεn (·) , ũn =

ũεn (·) . Òîäi ∃f̃n ∈ L1(0, T ;H) , f̃n(t) ∈ F (ỹn(t)) ìàéæå ñêðiçü, òàêà, ùî

ỹn (·) = I(y0)l̃n (·) , äå l̃n = εnf̃n + p+ g · ũn.

Ç îöiíêè (4.93), íåðiâíîñòi |ũn(t)| ≤ α(t)+β(t) ‖ỹn(t)‖ i çà ëåìîþ Ãðîíóîë-

ëà îòðèìà¹ìî, ùî {ỹn (·)} � îáìåæåíà â C ([0, T ] ;H). Òîäi ∃C (·) ∈ L2(0, T ):

∀n > 0 |ũn(t)| ≤ C(t) ìàéæå ñêðiçü. Öå îçíà÷à¹, ùî ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

ũn (·)→ ũ (·) ñëàáî â L2(0, T ),
{
l̃n

}
� ðiâíîìiðíî iíòåãðîâàíà. Îòæå, ïî ïiä-

ïîñëiäîâíîñòi ỹn (·)→ ỹ (·) â C ([0, T ] ;H), äå ỹ (·) = I(y0)l̃ (·), l̃ (·) = p+gũ.

Îñêiëüêè â ñèëó 8)

ũn(t) = u[t, ỹn(t)]→ u[t, ỹ(t)]

ìàéæå ñêðiçü, òî ũ(t) = u[t, ỹ(t)] i çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ũn (·) → ũ (·) â

L2(0, T ). Òàêèì ÷èíîì, ỹ (·) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
dy
dt ∈ −∂ϕ(y) + p(t) + g · u[t, y],

y(0) = y0.
(4.97)

Ïðîòå çà óìîâîþ 8) çàäà÷à (4.97) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ŷ (·), äå {ŷ, u[t, ŷ]}

� îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.81) � (4.83) ïðè ε = 0. Òàêèì ÷èíîì,

ỹ ≡ ŷ, ũ ≡ û = u[t, ŷ] i Ĵ0 = J(ŷ, û). Òîäi â ñèëó óìîâè 6)

J(ỹn, ũn)→ Ĵ0 = J(ŷ, û), n→∞.

Â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.97) çáiæíiñòü iäå ïî âñié ïîñëiäîâíî-

ñòi. Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Çàóâàæåííÿ 4.4. Äëÿ ïðîöåñó {ỹε, ũε} i îïòèìàëüíîãî ïðîöåñó {ŷε, ûε}

çàäà÷i (4.81) � (4.83) òàêîæ ìàþòü ìiñöå ãðàíè÷íi ðiâíîñòi:

ỹε − ŷε → 0, ε→ 0 â C ([0, T ] ;H) ,

ũε − ûε → 0, ε→ 0 ñëàáêî â L2(0, T ).

4.4.2 Âèïàäîê íåñêií÷åííîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó

Â ïîçíà÷åííÿõ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ñòàáiëiçàöi¨
dy

dt
∈ −∂ϕ(y(t))− εF (y(t)) + g · u(t), t > 0,

y(0) = y0 ∈ H,
(4.98)

u(·) ∈ U ⊆ L2(0,+∞) çàìêíåíà, îïóêëà, 0 ∈ U, (4.99)

J(y, u) =

+∞∫
0

(
‖y(t)‖2 + γu2(t)

)
dt→ inf . (4.100)

Íåõàé {ỹε, ũε} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.98)�(4.100), J̃ε = J(ỹε, ũε).

Íåõàé ïðè ε = 0 âiäîìà ôîðìóëà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà u[y]. Öå,

çîêðåìà, âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íîãî âêëþ÷åííÿ ç

ϕ(u) =


1
2

∫
Ω |∇u|

2dx, u ∈ H1
0(Ω),

+∞, iíàêøå.

Â öüîìó âèïàäêó ∂ϕ(u) = −∆u i çà óìîâè U = L2(0,+∞) ôîðìóëó ðåãó-

ëÿòîðà âèïèñàíî â ïiäðîçäiëi 4.2.
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Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
dy

dt
∈ −∂ϕ(y(t))− εF (y(t)) + g · u[y(t)], t > 0,

y(0) = y0.

(4.101)

Íåõàé ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.101), Ĵε = J(ŷε, u[ŷε]).

Ìåòà � îá ðóíòóâàòè ãðàíè÷íó ðiâíiñòü

lim
ε→0
|J̃ε − Ĵε| = 0. (4.102)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíi óìîâè íà ïàðàìåòðè çàäà÷i (4.98) � (4.100):

∀ R > 0 MR = {u ∈ H|‖u‖ ≤ R, ϕ(u) ≤ R} − êîìïàêò â H, (4.103)

F : H → Cv(H) − íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó, (4.104)

∃C1 > 0 ∀u ∈ H ‖F (u)‖+ := sup
z∈F (u)

‖z‖ ≤ C1(1 + ‖u‖), (4.105)

∃C2 > 0 ∀u ∈ H inf
ξ∈F (u)

(ξ, u) ≥ −C2‖u‖2, (4.106)

∃ δ > 0 ∃ K > 0 ∀ y ∈ D(∂ϕ) ∀u ∈ −∂ϕ(y) (u, y) ≤ −δ‖y‖2, (4.107)

çàäà÷à (4.98) � (4.100) ïðè ε = 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê {ỹ, ũ}, ïðè÷îìó ìà¹

ìiñöå çàêîí îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

ũ(t) = u[ỹ(t)], (4.108)

âiäîáðàæåííÿ u : H → H íåïåðåðâíå,
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sup
y 6=0

|u[y]|
‖y‖

<
‖g‖
δ
. (4.109)

Ëåìà 4.8. Çà óìîâ (4.103) � (4.107) çàäà÷à (4.98) � (4.100) äëÿ äîñòàòíüî

ìàëèõ ε > 0 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê {ỹε, ũε}.

Äîâåäåííÿ. Ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó âèïëèâà¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈

U , ‖u‖2
U :=

+∞∫
0

u2(t)dt < ∞ çàäà÷à (4.98) äëÿ ∀ε > 0 ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí

(ñèëüíèé) ðîçâ'ÿçîê, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi îöiíêè ç êîíñòàíòàìè

δ1 > 0 C > 0, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ε > 0:

∃ε0 > 0 ∀ε ∈ (0, ε0) ∀t ≥ s ≥ 0

‖y(t)‖2 ≤ ‖y(s)‖2e−δ1(t−s) + C

t∫
s

e−δ1(t−p)u2(p)dp ≤

≤ ‖y(s)‖2e−δ1(t−s) + C‖u‖2
U , (4.110)

t∫
s

‖y(p)‖2dp ≤ 1

δ1

‖y(s)‖2 + C

t∫
s

u2(p)dp

 ≤
≤ 1

δ1

(
‖y(s)‖2 + C‖u‖2

U

)
. (4.111)

Ç öèõ îöiíîê âèïëèâà¹, ùî J(y, u) < ∞. Êðiì òîãî, öi îöiíêè äîçâîëÿþòü

ïðîâåñòè âñi ìiðêóâàííÿ äîâåäåííÿ Ëåìè 3.6 i îäåðæàòè òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (4.103) � (4.109), {ỹε, ũε} � îïòè-

ìàëüíèé ïðîöåñ â çàäà÷i (4.98)�(4.100), J̃ε = J(ỹε, ũε), ŷε � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (4.101), Ĵε = J(ŷε, u[ŷε]). Òîäi

lim
ε→0
|J̃ε − Ĵε| = 0. (4.112)
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî Ĵε → J0, ε → 0, äå J0 = J(ỹ, ũ)

{ỹ, ũ} � ¹äèíèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ ó çàäà÷i (4.98)�(4.100) ïðè ε = 0.

Íåõàé ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.101), ŷε = Iε(y0, u[ŷε])fε, fε(t) ∈ F (ŷε(t))

ìàéæå ñêðiçü. Ç îöiíîê (4.110) i óìîâè (4.105) âèïëèâà¹, ùî ‖fε(t)‖ ≤

m ìàéæå ñêðiçü. Òîäi àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíiì ìiðêóâàííÿì îòðèìà¹ìî, ùî

ŷε → ŷ â u[ŷε(t)]→ u[ŷ(t)] ∀t ∈ [0, T ], òîáòî ŷ - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.101)

ïðè ε = 0. Â ñèëó ìàêñèìàëüíî¨ ìîíîòîííîñòi ∂ϕ [158] çàäà÷à (4.101)

ïðè ε = 0 ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîìó â ñèëó (4.108) J0 = J(ŷ, u[ŷ]), òîáòî

{ŷ, u[ŷ]} îïòèìàëüíèé ïðîöåñ â (4.98)�(4.100) ïðè ε = 0.

Ç îöiíîê (4.110) ìà¹ìî, ùî ∀t ≥ 0

‖ŷε(t)‖2 + γu2[ŷε(t)] ≤ e−δ2t‖y0‖2(1 + C̃2).

Îñêiëüêè ∀t ≥ 0

‖ŷε(t)‖ → ‖ŷ(t)‖, u2[ŷε(t)]→ u2[ŷ(t)] ïðè ε→ 0, òî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà

lim
ε→0

Ĵε = J(ŷ, u[ŷ]) = J0. (4.113)

Òîé ôàêò, ùî J̃ε → J0, ε → 0, âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

òåîðåìè 3.4 (ìiðêóâàííÿ ïiñëÿ ôîðìóëè (3.124).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i êîíñòðóþâàííÿ òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëè-

æåíîãî çîñåðåäæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

äëÿ äèôóçiéíèõ i õâèëüîâèõ ïðîöåñiâ ç íåëiíiéíèìè òà ìíîãîçíà÷íèìè çáó-

ðåííÿìè.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ àáî âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî àáî äðó-

ãîãî ïîðÿäêó, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ìiñòèòü íåëiíiéíi àáî ìíîãîçíà÷íi çáó-

ðåííÿ âèäó εF (y), äå y � ôàçîâà çìiííà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, òà çîñå-

ðåäåæíå îáìåæåíå êåðóâàííÿ u(t), òà ç êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi.

Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ïðè ïîáóäîâi íàáëèæåíîãî ðåãóëÿòîðà âèñòóïà¹

òî÷íà ôîðìà (ïàðàìåòðè÷íîãî çà íàÿâíîñòi òî÷êè ïåðåêëþ÷åííÿ) ñèíòåçó

äëÿ âiäïîâiäíî¨ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íî¨ çàäà÷i ïðè ε = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îáìåæåíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî

ñèíòåçó äëÿ íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ

íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îáìåæåíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî

ñèíòåçó äëÿ íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó íàáëèæåíîãî ñèíòåçó íà ñêií÷åííîìó

òà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äëÿ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñó-

áäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó ç ìíîãîçíà÷íèìè íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó ôóí-

êöiÿìè âçà¹ìîäi¨.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [55], [58], [68], [69],

[71], [72], [206], [209].



Ðîçäië 5

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ ç

íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè÷íè-

ìè i ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ó ñåêòîðiàëüíèõ îáëàñòÿõ iç êâàäðàòè÷íè-

ìè êðèòåðiÿìè ÿêîñòi òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Îñíîâíèìè

ðåçóëüòàòàìè ¹ îäåðæàííÿ òî÷íèõ i íàáëèæåíü ôîðìóë îïòèìàëüíèõ êå-

ðóâàíü äëÿ âiäïîâiäíèõ çàäà÷. Íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íèõ çàäà÷, äå ìåòîä

Ôóð'¹ äîçâîëÿ¹ çâåñòè âèõiäíó äî çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi îäíîâèìiðíèõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, íàÿâíiñòü íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ óìîâ çóìîâëþ¹

ïîÿâó ðÿäó ïðèíöèïîâèõ óñêëàäíåíü.

Ïðè ðîçãëÿäi åëiïòè÷íèõ çàäà÷ îñíîâíà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñè-

ñòåìà âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà Ëàïëàñà ç ðîçãëÿíóòèìè íåëîêàëüíèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè íå óòâîðþ¹ áàçèñ Ðiññà â L2(0, π) i íàâiòü íå ¹ ïîâ-

íîþ. Òîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ôóð'¹ âîíà äîïîâíþ¹òüñÿ ïðè¹äíàíèìè

ôóíêöiÿìè i äåêîìïîçèöiÿ ïðîâîäèòüñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è áiîðòîíîðìîâàíi

ñèñòåìè ôóíêöié. ßê íàñëiäîê, ìà¹ìî âiäñóòíiñòü "ãàðíèõ" àïðiîðíèõ L2-

îöiíîê i ëèøå ÷àñòêîâå ðîçùåïëåííÿ íàøî¨ çàäà÷i. Àíàëiç âiäïîâiäíèõ çà-

äà÷ òà ïîáóäîâà òî÷íîãî i íàáëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ðiçíèõ
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êëàñiâ äîïóñòèìèõ ôóíêöié ïðîâåäåíî â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi.

Ïðè ðîçãëÿäi ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷, âèêîðèñòîâóþ÷è ðÿäè Ôóð'¹-Áåññåëÿ,

çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî çëi÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíèõ çàäà÷,

ÿêi, â ñèëó ÷àñòêîâî¨ äåêîìïîçèöi¨, ¹ çàëåæíèìè ìiæ ñîáîþ. Àíàëiç âiäïî-

âiäíèõ ðÿäiâ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âäà¹òüñÿ ïðîâåñòè ëèøå äëÿ ïåâíî-

ãî êëàñó ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié. Äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíèõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi òà çàäà÷i ç ìi-

íiìàëüíîþ åíåðãi¹þ ïðîâåäåíî â äðóãîìó i òðåòüîìó ïiäðîçäiëàõ.

5.1 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði

5.1.1 Ðÿäè Ôóð'¹ i áiîðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè ôóíêöié

Òóò íàâîäÿòüñÿ íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi [105] ùîäî ðÿäiâ Ôóð'¹ ïî

áiîðòîíîðìîâàíèì ñèñòåìàì ôóíêöié â ïðîñòîði L2(0, π) ç íîðìîþ i ñêà-

ëÿðíèì äîáóòêîì

‖f‖ =
( π∫

0

f 2(x)dx
) 1

2

, (f, g) =

π∫
0

f(x)g(x)dx.

Ñèñòåìè ôóíêöié {φi}∞i=1, {ψi}∞i=1 íàçèâàþòüñÿ áiîðòîíîðìîâàíèìè â ïðî-

ñòîði L2(0, π), ÿêùî

(φi, ψj) =

 0, ÿêùî i 6= j,

1, ÿêùî i = j

Ñèñòåìà ôóíêöié {fk}, k = 1, 2, ..., ïðîñòîðó L2(0, π) óòâîðþ¹ áàçèñ

Ðiññà äàííîãî ïðîñòîðó, ÿêùî iñíó¹ ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ôóí-

êöié {ek}, k = 1, 2, ..., i ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îáîðîòíèé îïåðàòîð D :

L2(0, π) → L2(0, π) òàêèé, ùî ek = Dfk, k = 1, 2, ...
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Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé áàçèñó Ðiññà ¹ ìîæëèâiñòü ðîçêëàäó

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ïðîñòîðó â ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä çà áàçèñíèìè ôóíêöiÿì.

Ëåìà 5.1. Äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {pk}, k = 1, 2, ..., ïðîñòîðó

L2(0, π), ùî óòâîðþ¹ áàçèñ Ðiññà, ìà¹ ¹äèíó áiîðòîíîðìîâàíó ïîñëiäîâ-

íiñòü {qk}, k = 1, 2, ..., ÿêà òàêîæ ¹ áàçèñîì Ðiññà ïðîñòîðó L2(0, π).

Ïðè öüîìó áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f ∈ L2(0, π) ðîçêëàäà¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì

ó çáiæíèé ïî íîðìi L2(0, π) ðÿä

f =
∞∑
k=1

ck pk,

äå ck = (f, qk), k = 1, 2, ...

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ îäíèì ç êðèòåði¨â áàçèñíîñòi íàáîðó ôóíêöié.

Ëåìà 5.2. Ñèñòåìà ôóíêöié {fk}, k = 1, 2, ..., ïðîñòîðó L2(0, π) ¹ áà-

çèñîì Ðiññà äàííîãî ïðîñòîðó òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ôóí-

êöié {fk}, k = 1, 2, ..., ¹ ïîâíîþ â ïðîñòîði L2(0, π) òà iñíóþòü ñòàëi

ρ1, ρ2 òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n òà äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë

γ1, γ2, ..., γn âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ρ1

n∑
k=1

|γk|2 ≤ ||
n∑
k=1

γk fk||2 ≤ ρ2

n∑
k=1

|γk|2.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó êðàéîâó çàäà÷ó â êðóãîâîìó ñåêòîði Q =

{(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)}
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

∆y := 1
r
∂
∂r

(
r∂y∂r

)
+ 1

r2
∂2y
∂θ2 = 0, (r, θ) ∈ Q,

y(1, θ) = p(θ), θ ∈ (0, π),

y(r, 0) = 0, r ∈ (0, 1),

∂y
∂θ(r, 0) = ∂y

∂θ(r, π), r ∈ (0, 1),

äå p ∈ C1([0, π]), p(0) = 0 � çàäàíà ôóíêöiÿ.

Âiäîìî [105], ùî âèêîðèñòâóþ÷è íàñòóïíi ïîâíi áiîðòîíîðìàëüíi â L2(0, π)

áàçèñíi ñèñòåìè ôóíêöié (ñèñòåìè Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà):

Ψ : ψ0(θ) =
2

π2
, ψ2n(θ) =

4

π2
(π − θ) sin 2nθ, ψ2n−1(θ) =

4

π2
cos 2nθ, (5.1)

Φ : ϕ0(θ) = θ, ϕ2n(θ) = sin 2nθ, ϕ2n−1(θ) = θ cos 2nθ, (5.2)

ìîæíà äîâåñòè, ùî öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ C(Q̄) ∩ C2(Q),

ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

y(r, θ) =
∞∑
i=1

Anr
2n sin 2nθ +

∞∑
i=1

Bnr
2n(ln r sin 2nθ + θ cos 2nθ),

äå

An =
4

π2

π∫
0

(π − τ)p(τ) sin 2nτdτ,

B0 =
2

π2

π∫
0

p(τ)dτ, Bn =
4

π2

π∫
0

p(τ) cos 2nτdτ.
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5.1.2 Iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ó êðóãîâîìó ñåêòîði Q = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)} ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

∆y = 1
r
∂
∂r

(
r∂y∂r

)
+ 1

r2
∂2y
∂θ2 = u(r, θ), (r, θ) ∈ Q,

y(1, θ) = p(θ), θ ∈ (0, π),

y(r, 0) = 0, r ∈ (0, 1),

∂y
∂θ(r, 0) = ∂y

∂θ(r, π), r ∈ (0, 1),

(5.3)

J(u) =

∫ 1

0

‖y(r)‖2
D dr +

∫ 1

0

‖u(r)‖2
D dr → inf, (5.4)

äå p ∈ C1([0, π]), p(0) = 0 � çàäàíà ôóíêöiÿ, ‖ · ‖D - íîðìà â L2(0, π),

ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

∀v ∈ L2(0, π), ‖v‖2
D =

∞∑
n=1

v2
n, vn = (v, ψn), ψn ∈ Ψ. (5.5)

Çàóâàæåííÿ 5.1. Âèáið íîðìè ‖·‖D â ôóíêöiîíàëi (5.4) äîçâîëÿ¹ ÷àñòêî-

âî ðîçù¹ïèòè çàäà÷ó (5.3)-(5.4). Â ñèëó ëåìè 5.2 íîðìà ‖·‖D åêâiâàëåíòíà

ñòàíäàðòíié íîðìi ‖ · ‖ â L2(0, π)

Îñíîâíîþ ìåòîþ ðîçäiëó ¹ âñòàíîâëåííÿ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi (5.3) �

(5.4), òîáòî âiäøóêàííÿ îïòèìàëüíîãî ñåðåä äîïóñòèìèõ ïðîöåñiâ {u, y} ∈

C(Q) × (C(Q)
⋂
C2(Q)), à òàêîæ îá ðóíòóâàííÿ êîíñòðóêòèâíîãî ìåòîäó

çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Òåîðåìà 5.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.3) � (5.4) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê {ũ, ỹ} ∈ C(Q)× (C(Q)
⋂
C2(Q)).
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Äîâåäåííÿ. Ïðè ôiêñîâàíîìó êåðóâàííi áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(5.3) y = y(r, θ) ó âèãëÿäi

y(r, θ) =
∞∑
n=0

yn(r)ϕn(θ).

Òîäi çàäà÷à (5.3) � (5.4) çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨: íà äîïóñòèìèõ ïàðàõ

{un(r), yn(r)}∞n=0 çàäà÷i

d

dr

(
r
dy0

dr

)
= r · u0(r), y0(1) = p0, (5.6)

r ddr

(
r dy2k−1dr

)
− (2k)2y2k−1 = r2u2k−1(r),

y2k−1(1) = p2k−1,

(5.7)

r ddr

(
r dy2kdr

)
− (2k)2y2k − 4ky2k−1 = r2u2k(r),

y2k(1) = p2k,

(5.8)

äå ∀k ≤ 0 pk =
∫ π

0 p(θ)ψk(θ)dθ, ìiíiìiçóâàòè êðèòåðié ÿêîñòi

J(u) =
∫ 1

0

[
y2

0(r) + u2
0(r)

]
dr +

∑∞
k=1

∫ 1

0

[
y2

2k−1(r) + y2
2k(r)+

+ u2
2k−1(r) + u2

2k(r)
]
dr = J0 +

∑∞
k=1 Jk.

(5.9)

Ïðè öüîìó îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ũn(r), ỹn(r)}∞n=0 ìà¹ áóòè òàêèì, ùîá

âèêîíóâàëèñÿ óìîâè:

ũ(r, θ) =
∞∑
n=0

ũn(r)ϕn(θ) ∈ C(Q̄), (5.10)

ỹ(r, θ) =
∞∑
n=0

ỹn(r)ϕn(θ) ∈ C(Q̄)
⋂

C2(Q). (5.11)
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Ïðè ôiêñîâàíèõ êåðóâàííÿõ {uk(r)}∞k=0 ⊂ C([0, 1]) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.6)�

(5.8) ìàþòü âèãëÿä

y0(r) = p0 +

∫ 1

0

G0(r, s)u0(s)ds, (5.12)

y2k−1(r) = p2k−1r
2k +

1

4k

∫ 1

0

sGk(r, s)u2k−1(s)ds, (5.13)

y2k(r) = p2kr
2k + p2k−1r

2k ln r+

+ 1
4k

∫ 1

0 sGk(r, s)u2k(s)ds+ 1
4k

∫ 1

0 sḠk(r, s)u2k−1(s)ds,

(5.14)

äå â ïðÿìîêóòíèêó

Π = [0, 1]× [0, 1]

ÿäðà Gi ìàþòü âèãëÿä

G0(r, s) =


s ln r, s ∈ [0, r],

s ln s, s ∈ [r, 1],

max
Π
|G0(r, s)| ≤ e−1, (5.15)

Gk(r, s) =


s2k(r2k − r−2k, s ∈ [0, r],

r2k(s2k − s−2k), s ∈ [r, 1],

max
Π
|Gk(r, s)| ≤ 1 (5.16)

à ç ôîðìóëè (5.14) ÿäðî Ḡk(r, s) ìà¹ âèãëÿä

Ḡk(r, s) =

=


1
2k

((
s
r

)2k − (rs)−2k
)

+ r2ks2k ln(rs)−
(
s
r

)2k
ln s

r , s ∈ [0, r],

1
2k

((
r
s

)2k − (rs)−2k
)

+ r2ks2k ln(rs)−
(
r
s

)2k
ln r

s , s ∈ [r, 1],

max
Π

∣∣Ḡk(r, s)
∣∣ ≤ 1

k .

(5.17)

Òîäi ôîðìóëè (5.12)�(5.14) ∀k ≤ 0 âèçíà÷àþòü yk ∈ C([0, 1])
⋂
C2(0, 1).

Êðiì òîãî, îñêiëüêè ôóíêöiîíàëè J0 : L2(0, 1)→ R, Jk : L2(0, 1)×L2(0, 1)→
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R ¹ ñòðîãî îïóêëèìè, íåïåðåðâíèìè i êîåðöèòèâíèìè, òî êîæíà ç âiäïî-

âiäíèõ îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â L2(0, 1). Äëÿ éîãî

çíàõîäæåííÿ ïðèðiâíþ¹ìî äî íóëÿ ïîõiäíi Ôðåøå i îäåðæó¹ìî íàñòóïíi

iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà:

u0(s) = −
∫ 1

0

(∫ 1

0 G0(r, ξ)G0(r, s)dr
)
u0(ξ)dξ−

−p0

∫ 1

0 G0(r, s)dr,

(5.18)

äëÿ âåêòîðà zk(s) =

 u2k−1(s)

u2k(s)

 , k ≥ 1

zk(s) = − 1

(4k)2

∫ 1

0

Ak(ξ, s)zk(ξ)dξ + fk(s), (5.19)

äå

Ak(ξ, s) = ξ · s×

×

 ∫ 1

0

(
Gk(r, s)Gk(r, ξ) + Ḡk(r, s)Ḡk(r, ξ)

)
dr 1

2

∫ 1

0 Ḡk(r, s)Gk(r, ξ)dr

1
2

∫ 1

0 Ḡk(r, ξ)Gk(r, s)dr
∫ 1

0 Gk(r, s)Gk(r, ξ)dr

 ,

(5.20)

fk(s) =

= −1
4


∫ 1

0

[
p2k−1r

2ksGk(r, s) +
(
p2kr

2k + p2k−1r
2k ln r

)
sḠk(r, s)

]
dr∫ 1

0

(
p2kr

2k + p2k−1r
2k ln r

)
sGk(r, s)dr

 .

(5.21)

Îñêiëüêè max
Π
‖Ak(ξ, s)‖ ≤ 4, max

s∈[0,1]
‖fk(s)‖ ≤ 1

4k2 (|p2k−1|+ |p2k|), òî ðiâ-

íÿííÿ (5.18), (5.19) ìàþòü ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ũ0 ∈ C([0, 1]), z̃k =

 ũ2k−1

ũ2k

 ∈
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C([0, 1]), ïðè÷îìó ∀k ≥ 1

max
r∈[0,1]

|ũ2k−1(r)| ≤ 1
k2 (|p2k−1|+ |p2k|) ,

max
r∈[0,1]

|ũ2k(r)| ≤ 1
k2 (|p2k−1|+ |p2k|) .

(5.22)

Ç îöiíîê (5.22) òà îçíàêè Âåé¹ðøòðàñà âèïëèâà¹, ùî ðÿä
∞∑
n=0

ũn(r)ϕn(θ)

çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà Q̄ i âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ ũ(r, θ) ∈ C(Q̄), òîáòî âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà (5.10).

Äîâåäåìî óìîâó (5.11).

Çà ôîðìóëàìè (5.15) � (5.17) âiäïîâiäíèé ðÿä ìà¹ âèãëÿä

p0 · θ + θ ·
1∫

0

G0(r, s)u0(s)ds+
∞∑
n=1

(
p2n−1 · r2n · θ cos 2nθ+

+
(
p2n · r2n + p2n−1 · r2n · ln r

)
sin 2nθ

)
+

+
∞∑
n=1

θ cos 2nθ · 1

4n

1∫
0

sGn(r, s)ũ2n−1(s)ds+ (5.23)

+
∞∑
n=1

sin 2nθ
( 1

4n

1∫
0

sGn(r, s)ũ2n(s)ds+
1

4n

1∫
0

sḠn(r, s)ũ2n−1(s)ds
)
.

Ôóíêöi¨ r2n sin 2nθ i r2n(ln r · sin 2nθ + θ cos 2nθ) ¹ ãàðìîíi÷íèìè, p ∈

C1([0, π]), p(0) = 0, îòæå, â ñèëó [105] ïåðøèé ðÿä â (5.23) ¹ ôóíêöi¹þ ç

êëàñó C(Q̄)
⋂
C2(Q).

Ç îöiíîê (5.22) çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà ìà¹ìî, ùî ỹ ∈ C(Q̄).
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Çàëèøèëîñÿ äîñëiäèòè ðiâíîìiðíó íà ∀[a, b]× [c, d] ⊂ (0, 1)× (0, π) çái-

æíiñòü ðÿäiâ ç ïîõiäíèõ ïî r, θ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöié

Bn(r, θ) =
1

4n

1∫
0

sGn(r, s)ũ2n−1(s)ds · θ cos 2nθ = bn(r) · θ cos 2nθ,

Cn(r, θ) =
1

4n

1∫
0

sGn(r, s)ũ2n(s)ds · sin 2nθ = cn(r) · sin 2nθ,

Dn(r, θ) =
1

4n

1∫
0

sḠn(r, s)ũ2n−1(s)ds · sin 2nθ = dn(r) · sin 2nθ.

Ç îöiíîê (5.22) îäåðæèìî, ùî ðÿäè ç ïîõiäíèõ ∂
∂θ ,

∂2

∂θ2 çáiãàþòüñÿ íà Q̄

ðiâíîìiðíî çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà.

Äëÿ ∀r ∈ [a, b], ∀n > 1

bn(r) =
1

4n

(
(r2n − r−2n)

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+r2n

1∫
r

(s2n+1 − s1−2n)ũ2n−1(s)ds
)
,

b′n(r) =
1

2
(r2n−1 + r−2n−1)

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

2
r2n−1

1∫
r

(s2n+1 − s1−2n)ũ2n−1(s)ds, (5.24)

(äîäàíêè, ÿêi íå ìiñòÿòü iíòåãðàëiâ, âçà¹ìíî çíèùóþòüñÿ)

b′′n(r) =
1

2

(
(2n− 1)r2n−2+

+(−2n− 1)r−2n−2
) r∫

0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+
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+
1

2
(2n− 1)r2n−2

1∫
r

(s2n+1 − s1−2n)ũ2n−1(s)ds+ ũ2n−1(r). (5.25)

Îñêiëüêè
r∫

0

s2n+1ds = r2n+1

2n+2 ,

1∫
r

(s2n+1 − s1−2n)ds = − n

1− n2
− r2n+2

2n+ 2
+

r2−2n

2− 2n
,

òî iñíó¹ C1 > 0 òàêå, ùî

|b′n(r)| ≤
C1

n2
(|p2n−1|+ |p2n|),

à, îòæå, ðÿäè

∞∑
n=2

∂

∂r
Bn(r, θ),

∞∑
n=2

∂

∂r
Cn(r, θ),

∞∑
n=2

∂2

∂r∂θ
Bn(r, θ),

∞∑
n=2

∂2

∂r∂θ
Cn(r, θ)

çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà [a, b]× [c, d].

Ç òèõ æå îöiíîê

|b′′n(r)| ≤
C2

n
(|p2n−1|+ |p2n|)

i, òàêèì ÷èíîì, ðÿäè
∞∑
n=2

∂2

∂r2Bn(r, θ),
∞∑
n=2

∂2

∂r2Cn(r, θ) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî

íà [a, b]× [c, d].

Äëÿ ôóíêöi¨ dn(r) ìà¹ìî äëÿ ∀r ∈ [a, b]:

dn(r) =
1

8n2
r−2n ·

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds−
1

8n2
· r2n

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

4n
r2n

r∫
0

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+
1

4n
r2n ln r

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds−
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−r
−2n

4n

r∫
0

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+
r−2n ln r

4n

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

8n2
r2n

1∫
r

s−2n+1ũ2n−1(s)ds−
1

8n2
r2n

1∫
r

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

4n
r2n

1∫
r

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+
1

4n
r2n ln r

1∫
r

s2n+1ũ2n−1(s)ds−

− 1

4n
r2n ln s

1∫
r

s−2n+1ũ2n−1(s)ds+
1

4n
r2n

1∫
r

s−2n+1 ln rũ2n−1(s)ds,

d′n(r) = − 1

4n
r−2n−1

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds−
1

4n
r2n−1

r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

2
r2n−1

r∫
0

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+

+
1

4n

(
2nr2n−1 ln r + r2n−1

) r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

2
r−2n−1

r∫
0

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+

+
1

4n

(
−2nr−2n−1 ln r + r−2n−1

) r∫
0

s2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

4n
r2n−1

1∫
r

s−2n+1ũ2n−1(s)ds−
1

4n
r2n−1

1∫
r

s2n+1ũ2n−1(s)ds+
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+
1

2
r2n−1

1∫
r

s2n+1 ln sũ2n−1(s)ds+

+
1

4n

(
2nr2n−1 ln r + r2n−1

) 1∫
r

s2n+1ũ2n−1(s)ds−

− 1

4n

(
2nr2n−1 ln r + r2n−1

) 1∫
r

s−2n+1ũ2n−1(s)ds+

+
1

2
r2n−1

1∫
r

s−2n+1 ln sũ2n−1(s)ds.

Îñêiëüêè

r∫
0

s2n+1 ln sds =
1

2n+ 2
r2n+2 ln r − r2n+2

(2n+ 2)2
,

òî iñíó¹ C3 > 0 òàêå, ùî

|d′n(r)| ≤
C3

n2
(|p2n−1|+ |p2n|),

îòæå, ðÿäè
∞∑
n=2

∂
∂rDn(r, θ),

∞∑
n=2

∂2

∂r∂θDn(r, θ) çáiãàþòüñÿ ðiâíîìiðíî íà

[a, b]× [c, d].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∃C4 > 0 òàêå, ùî

|d′′n(r)| ≤
C4

n
(|p2n−1|+ |p2n|),

îòæå, ðÿä
∞∑
n=2

∂2

∂r2Dn(r, θ) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà [a, b]× [c, d].

Òàêèì ÷èíîì, ỹ ∈ C(Q̄)
⋂
C2(Q) i òåîðåìà äîâåäåíà.
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5.1.3 Íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðîöåäóðó íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ â çàäà÷i (5.3) � (5.4).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (5.8) � (5.9), ÿêi îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü êîìïî-

íåíòè îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ũ(r, θ). Çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî íåðóõîìó

òî÷êó ìà¹ìî, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ u(s) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

u(s) =

∫ 1

0

A(ξ, s)u(ξ)dξ + f(s), (5.26)

äå A, f � âèçíà÷åíi â (5.20), (5.21) íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ

max
s∈[0,1]

‖A(ξ, s)‖ ≤ ρ < 1, max
s∈[0,1]

‖f(s)‖ ≤ L, òî ðåêóðåíòíà ïðîöåäóðà

u(i+1)(s) =
∫ 1

0 A(ξ, s)u(i)(ξ)dξ + f(s),

i ≥ 0, u0(s) ≡ 0,

(5.27)

âèçíà÷à¹ ðiâíîìiðíó çáiæíó íà [0, 1] äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (5.26) ïîñëi-

äîâíiñòü {u(i)(s)}∞i=0, ïðè÷îìó øâèäêiñòü çáiæíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè

max
s∈[0,1]

∥∥∥u(s)− u(i)(s)
∥∥∥ ≤ ρi

1− ρ
· L. (5.28)

Çàñòîñó¹ìî öåé ðåçóëüòàò äî ðiâíÿíü (5.18), (5.19), ââàæàþ÷è, ùî

A(ξ, s) = A0(ξ, s) = −
∫ 1

0

G0(r, ξ)G0(r, s)dr,

f(s) = f0(s) = −p0 ·
∫ 1

0

G0(r, s)dr.

Íåõàé ∀i > 0 u
(i)
0 (s) ðåêóðåíòíî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

u
(i+1)
0 (s) =

∫ 1

0

A0(ξ, s)u
(i)
0 (ξ)dξ + f0(s), u

(0)
0 ≡ 0. (5.29)
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Äëÿ k ≥ 1 z
(i)
k (s) =

 u
(i)
2k−1(s)

u
(i)
2k(s)

 ðåêóðåíòíî âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

z
(i+1)
k (s) = − 1

(4k)2

∫ 1

0 Ak(ξ, s)z
(i)
k (ξ)dξ + fk(s),

z
(0)
k ≡

 0

0

 .

(5.30)

Ïðè öüîìó

max
s∈[0,1]

∥∥∥ũ0(s)− u(i)
0 (s)

∥∥∥ ≤ (e−2)i

1− e−2
· |p0| e−1, (5.31)

max
s∈[0,1]

∥∥∥z̃k(s)− z(i)
k (s)

∥∥∥ ≤ (
1

4k2

)i
4k2 − 1

· (|p2k−1|+ |p2k|) . (5.32)

Ó ÿêîñòi íàáëèæåíîãî êåðóâàííÿ ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

u
(i)
N (r, θ) =

∑2N−1
k=0 u

(i)
k (r)ϕk(θ) =

= u
(i)
0 (r) · θ +

∑2N−1
k=0

(
u

(i)
2k−1(r)θ cos 2kθ + u

(i)
2k(r) sin 2kθ

)
,

(5.33)

äå {u(i)
k (r)}∞i=0 âèçíà÷à¹òüñÿ ç (5.29), (5.30).

Âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.3) ìàòèìå âèãëÿä

ȳ(r, θ) = ȳ0(r)θ +
∑∞

k=1(ȳ2k−1(r)θ cos 2kθ+

+ȳ2k(r) sin 2kθ),

(5.34)

äå {ȳk}∞k=0 âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

ȳ0(r) = p0 +

∫ 1

0

G0(r, s)u
(i)
0 (s)ds, (5.35)
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ȳ2k−1(r) =


p2k−1r

2k + 1
4k

∫ 1

0 sGk(r, s)u
(i)
2k−1(s)ds, 1 ≤ k ≤ N,

p2k−1r
2k, k > N,

(5.36)

ȳ2k(r) =



p2kr
2k + p2k−1r

2k ln r + 1
4k

∫ 1

0 sGk(r, s)u
(i)
2k(s)ds+

+ 1
4k

∫ 1

0 sḠk(r, s)u
(i)
2k−1(s)ds, 1 ≤ k ≤ N − 1,

p2kr
2k + p2k−1r

2k ln r+

+ 1
4k

∫ 1

0 sḠk(r, s)u
(i)
2k−1(s)ds, k = N,

p2k−1r
2k, k > N.

(5.37)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.33), (5.34) ó êðèòåðié (5.4), ìà¹ìî, ùî

∣∣∣J(ũ)− J(u
(i)
N )
∣∣∣ ≤ 2 |p0|2

(
1
7

)i
+

+
(

1
4

)i
5 ·
∑∞

k=1
1
k3

(
|p2k−1|2 + |p2k|2

)
+

+5 ·
∑∞

k=N
1
k3

(
|p2k−1|2 + |p2k|2

)
.

(5.38)

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.2. Ôîðìóëà (5.33) ðåàëiçó¹ íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

â çàäà÷i (5.3) � (5.4) â òîìó ñåíñi, ùî ∀ε > 0 ∃N0 ∃i0 ∀N ≥ N0 ∀i ≥ i0

∣∣∣J(ũ)− J(u
(i)
N )
∣∣∣ < ε.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ îïèñàíîãî ìåòîäó ïðîâåäåíî îá÷èñëåííÿ â ïàêåòi Mathemati-

ca. Ó Òàáëèöi 5.1 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó äëÿ
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çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü êðèòåðiþ (5.4) äëÿ ïåðøèõ ñåìè êðîêiâ iòåðàöi¨ çà

ïðèïóùåííÿ, ùî u0 ≡ 0, p0 ≡ 1.

Êðîê iòåðàöi¨ Çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó íà ê-òîìó êðîöi iòåðàöi¨

k = 1 J1 = 0.968006

k = 2 J2 = 0.968643

k = 3 J3 = 0.968208

k = 4 J4 = 0.968252

k = 5 J5 = 0.968247

k = 6 J6 = 0.968248

k = 7 J7 = 0.968248

Òàáë. 5.1: Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü êðèòåðiþ (5.4)

Îòæå, çà ðåçóëüòàòàìè îá÷èñëåíü ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ç êîæíèì

êðîêîì iòåðàöi¨ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó íà âiäïîâiäíîìó íàáëèæåíîìó îïòè-

ìàëüíîìó êåðóâàííi çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî òî÷íîãî çíà÷åííÿ. Äî òîãî æ

ïðîâåäåíi îá÷èñëåííÿ äåìîíñòðóþòü, ùî øâèäêiñòü òàêî¨ çáiæíîñòi ¹ íà-

âiòü áiëüøîþ, íiæ âñòàíîâëåíî â óìîâi (5.28).

Ùå îäíèì ñïîñîáîì çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî êåðóâàííÿ, ïðèäàòíîãî

äëÿ ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨, ìîæå ñëóãóâàòè çâóæåííÿ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ

åëåìåíòiâ. Ó öüîìó êîíòåêñòi ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (5.3) � (5.4) ç êåðóâàííÿì,

ùî çàëåæèòü ëèøå âiä êóòîâî¨ çìiííî¨
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

∆y = u(θ), r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π),

y(1, θ) = p(θ), p(0) = 0,

y(r, 0) = 0, r ∈ (0, 1),

∂y
∂θ(r, 0) = ∂y

∂θ(r, π), r ∈ (0, 1),

(5.39)

J(y, u) =
1∫

0

‖y(r)‖2
Ddr + ‖u‖2

D → inf . (5.40)

Ìåòîä äåêîìïîçèöi¨, âèêîðèñòàíèé ïðè ðîçâ'ÿçàííi áiëüø çàãàëüíî¨ çàäà÷i

(5.3) � (5.4) ç âèêîðèñòàííÿì áiîðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì ôóíêöié Ñàìàðñüêîãî-

Iîíêiíà [44]

Φ = {ϕ0(θ) = θ, ϕ2n(θ) = sin 2nθ, ϕ2n−1(θ) = θ cos 2nθ, n ≥ 1},

Ψ = {ψ0(θ) =
2

π2
, ψ2n(θ) =

4

π2
(π − θ) sin 2nθ,

ψ2n−1(θ) =
4

π2
cos 2nθ, n ≥ 1} (5.41)

ïðèâîäèòü äî íàñòóïíî¨ çàäà÷i � íà ðîçâ'ÿçêàõ

{yk(r)}∞k=0 çëi÷åííî¨ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

d

dr
(r
dy0

dr
) = r · u0, y0(1) = p0, (5.42)

r · d
dr

(r · dy2k−1

dr
)− (2k)2y2k−1 = r2 · u2k−1, y2k−1(1) = p2k−1, (5.43)
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r
d

dr
(r · dy2k

dr
)− (2k)2y2k − 4k · y2k−1 = r2 · u2k, y2k(1) = p2k, (5.44)

ìiíiìiçóâàòè êðèòåðié ÿêîñòi

J(y, u) =
∞∑
n=0

(∫ 1

0

y2
n(r)dr + u2

n

)
. (5.45)

Òîäi øóêàíèé îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ũ, ỹ} çàäà¹òüñÿ ðÿäàìè:

ũ(θ) =
∞∑
n=0

ũnϕn(θ) ∈ C([0, π]), (5.46)

ỹ(r, θ) =
∞∑
n=0

ỹn(r)ϕn(θ) ∈ C(Q̄)
⋂

C2(Q). (5.47)

Äëÿ ôiêñîâàíîãî íàáîðó {uk}∞k=0 ðiâíÿííÿ (5.42) � (5.44) çâîäÿòüñÿ çàìi-

íîþ r = et, t ∈ (−∞, 0), äî ðiâíÿíü Åéëåðà, ùî ç óðàõóâàííÿì óìîâ ïðè

r = 1 i óìîâ lim
r→0

yn(r) = 0 ïðèçâîäèòü äî òàêèõ ôîðìóë

y0(r) = p0 −
u0

4
+
r2

4
u0, (5.48)

y1(r) = p1r
2 +

u1

4
r2 ln r. (5.49)

Ïðè k ≥ 2:

y2(r) = p2r
2 + r2

(u1

8
ln2 +(

u2

4
+ p1 − u1) ln r

)
, (5.50)

y2k−1(r) =

(
p2k−1 −

u2k−1

4− (2k)2

)
r2k + r2 u2k−1

4− (2k)2
, (5.51)

y2k(r) = p2kr
2k − 1

4− (2k)2

(
u2k +

4k · u2k−1

4− (2k)2

)
r2k+
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+
1

4− (2k)2

(
u2k +

4k · u2k−1

4− (2k)2

)
r2+ (5.52)

+

(
p2k−1 −

u2k−1

4− (2k)2

)
r2k ln r.

Äëÿ êðèòåðiþ (5.45) îäåðæèìî

J(y, u) =

1∫
0

y2
0(r)dr + u2

0+

+
∞∑
k=1

 1∫
0

(y2
2k−1(r) + y2

2k(r))dr + u2
2k−1 + u2

2k

 =

= J0 +
∞∑
k=1

Jk.

Òîäi íàáið {ỹk(r), ũk}∞k=0 áóäå ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.63)�(5.66) òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè ũ0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

J0 → inf, (5.53)

à ∀k ≥ 1 {ũ2k−1, ũ2k} ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Jk → inf, (5.54)

i ïðè öüîìó ũ(θ) =
∞∑
n=0

ũk · ϕk(θ) íàëåæèòü êëàñó AC([0, π]), ũ′ ∈ L2(0, π).

Äîñëiäèìî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ (5.53) i (5.54) ∀k ≥ 1.

Äëÿ âñiõ k ≥ 2

Jk = (1 + ak)u
2
2k + (1 + bk)u

2
2k−1 + 2ck · u2k · u2k−1+

+dk · u2k + ek · u2k−1 + fk,
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äå

ak =
1

4k + 1
· 1

(4− 4k2)2
+

1

5(4− 4k2)2
− 2

(2k + 3) · (4− 4k2)2
,

bk =
1

4k + 1
· 1

(4− 4k2)2
− 2

(2k + 3) · (4− 4k2)2
+

+
1

5(4− 4k2)2
+

1

4k + 1
·
(

4k

(4− 4k2)2

)2

+

+
1

5
·
(

4k

(4− 4k2)2

)2

+
2

(4k + 1)3
· 1

(4− 4k2)2
−

− 2

2k + 3
·
(

4k

(4− 4k2)2

)2

− 2

(4k + 1)2
· 4k

(4− 4k2)3
+

+
2

(2k + 3)2
· 4k

(4− 4k2)3
,

ck =
1

4k + 1
· 4k

(4− 4k2)3
+

1

5
· 4k

(4− 4k2)3
− 2

2k + 3
· 4k

(4− 4k2)3
−

− 1

(4k + 1)2
· 1

(4− 4k2)2
+

1

(2k + 3)2
· 1

(4− 4k2)2
,

dk = − 1

4k + 1
· 2p2k

4− 4k2
+

2

2k + 3
· p2k−1

4− 4k2
+

+
2

(4k + 1)2
· p2k−1

4− 4k2
− 2

(2k + 3)2
· p2k−1

4− 4k2
,

ek = − 1

4k + 1
· 2p2k

4− 4k2
+

2

2k + 3
· p2k−1

4− 4k2
−
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− 1

4k + 1
· 8kp2k

4− 4k2
−− 2

(4k + 1)3
· 2p2k

4− 4k2
+

+
2

2k + 3
· 4kp2k−1

(4− 4k2)2
+

2

(4k + 1)2
· 4kp2k−1

(4− 4k2)2
+

+
2

(4k + 1)2
· p2k

4− 4k2
− 2

(2k + 3)2
· 4kp2k−1

(4− 4k2)2
,

fk =
1

4k + 1
· p2

2k−1 +
1

4k + 1
· p2

2k+

+
2

(4k + 1)3
· p2

2k−1 −
2

(4k + 1)2
· p2k · p2k−1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|ak|+ |bk|+ |ck| ≤ C · k−4, |dk|+ |ek| ≤ C · k−3.

Òî÷êà ìiíiìóìó Jk âèçíà÷à¹òüñÿ ç ëiíiéíî¨ ñèñòåìè


(1 + ak) · u2k + ck · u2k−1 = −dk,

(1 + bk) · u2k−1 + ck · u2k = −ek.
Òàêèì ÷èíîì,

ũ2k =
−(1 + bk)dk + ek · ck

∆k
,

ũ2k−1 =
−(1 + ak)ek + ck · dk

∆k
,

äå ∆k = (1 + ak)(1 + bk)− c2
k.
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Çàóâàæåííÿ 5.2. Îñêiëüêè ∆k ∼ 1, k → ∞, òî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî

âåëèêèõ k ≥ 1 ìà¹ìî

|ũ2k|+ |ũ2k−1| ≤ C̃ · k−3, (5.55)

ùî çîêðåìà ãîâîðèòü ïðî øâèäøó çáiæíiñòü íàáëèæåíîãî êåðóâàííÿ

ũN(θ) =
N∑
k=0

ũk · ϕk(θ) (5.56)

äî òî÷íîãî â ïîðiâíÿííi ç âèïàäêîì ðîçïîäiëåíîãî êåðóâàííÿ, êîåôiöi¹íòè

ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü îöiíêè (5.22).
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5.2 Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿí-

íÿ ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè â êðóãîâîìó ñåêòîði

5.2.1 Ðÿäè Ôóð'¹-Áåññåëÿ

Íàâåäåìî äåÿêi íåîáõiäíi â öüîìó ïiäðîçäiëi ôàêòè òåîði¨ ôóíêöié Áåññåëÿ

[257], [255].

Äëÿ n ≥ 0 ôóíêöiÿ Áåññåëÿ n-òîãî ïîðÿäêó Jn(x), ÿêà çàäà¹òüñÿ çái-

æíèì ðÿäîì

Jn(x) =
∞∑
k=0

(−1)k
1

Γ(k + 1)Γ(k + n+ 1)
· (x

2
)2k+n,

¹ ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Áåññåëÿ

y′′ +
1

x
y′ + (1− n2

x2
)y = 0

i çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié ôîðìóëi

Jn(x) =
1

π

π∫
0

cos(nϕ− xsinϕ)dϕ,

ðåêóðåíòíèì ôîðìóëàì

2n
Jn(x)

x
= Jn−1(x) + Jn+1(x),

2J ′n(x) = Jn−1(x)− Jn+1(x),

d

dx
(xn · Jn(x)) = xnJn−1(x),

d

dx

(
Jn(x)

xn

)
= −Jn+1(x)

xn
,
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àñèìïòîòè÷íié ôîðìóëi

Jn(x) =

√
2

πx

(
cos(x− π

2
n− π

4
) +

K · θ(x)

x

)
,

äå K = K(n) > 0 � êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä ÷èñëà n, 0 ≤

θ(x) ≤ 1, òà âëàñòèâîñòi îðòîãîíàëüíîñòi

1∫
0

x · Jn(λ(n)
k x)Jn(λ

(n)
m x)dx =

 0, k 6= m,

1
2(J ′n(λ

(n)
m )2, k = m,

äå {λ(n)
k }∞k=1 ¹ äîäàòíîþ, çðîñòàþ÷îþ ïîñëiäîâíiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

Jn(λ) = 0. Äëÿ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèêîíó¹òüñÿ òàêà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà:

λ
(n)
k = k · π + q +

L · θ(k)

k
, k ≥ 1,

äå q = q(n) ∈ Z, L = L(n) > 0 � êîíñòàíòè, ÿêi çàëåæèòü ëèøå âiä

÷èñëà n, 0 ≤ θ(k) ≤ 1.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ðÿä

∞∑
m=1

A(n)
m (f) · Jn(λ(n)

m r)

íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹-Áåññåëÿ, äå êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-Áåññåëÿ A
(n)
m (f)

çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ

A(n)
m (f) =

1∫
0

x · f(x)Jn(λ
(n)
m x)dx

1∫
0

x · J2
n(λ

(n)
m x)dx

=

=
2

(J ′n(λ
(n)
m ))2

1∫
0

x · f(x)Jn(λ
(n)
m x)dx.
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Ëåìà 5.3. Íåõàé f ∈ C2(0, 1), |f(0)| <∞, f(1) = 0. Òîäi ôóíêöiÿ f ðîç-

êëàäà¹òüñÿ ó ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ, ÿêèé àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ

íà ∀[a, b] ⊂ (0, 1). Ó öüîìó âèïàäêó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Áåññåëÿ

∞∑
m=1

(A(n)
m (f))2 ·

1∫
0

rJ2
n(λ(n)

m r)dr ≤
1∫

0

rf 2(r)dr.

Ëåìà 5.4. Íåõàé f ∈ C1([0, 1]). Òîäi äëÿ p ≥ 0 iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0,

ÿêà çàëåæèòü âiä ôóíêöi¨ Áåññåëÿ Jp òàêà, ùî

∀λ > 0

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

f(x)xJp(λx)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C

λ
3
2

max
x∈[0,1]

(|f(x)|+ |f ′(x)|) .

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî [78], ùî f(x) = v(x) − ϕ(x), äå v(x) = V x
0 [f ] � ïîâíà

âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ f íà [0, x], à ôóíêöi¨ v i ϕ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.

Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ∃ξ ∈ (0, 1):

1∫
0

v(x)
√
x
√
xJp(λx)dx = v(1)

1∫
ξ

√
xJp(λx)dx =

= V 1
0 [f ] ·

1∫
ξ

√
xJp(λx)dx.

Ç àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ Jp(x) îäåðæèìî, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà C1 =

C1(p) > 0, ÿêà çàëåæèòü âiä Jp, òàêà ùî

∀t > 0

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

√
xJp(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ C1.

Òîäi ç íåðiâíîñòi V 1
0 [f ] ≤ max

x∈[0,1]
|f ′(x)| ìè îòðèìà¹ìî
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∣∣∣∣∣∣
1∫

0

v(x)xJp(λx)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈[0,1]

|f ′(x)|

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
ξ

√
xJp(λx)dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 2 max

x∈[0,1]
|f ′(x)| 1

λ
3
2

∣∣∣∣∣∣
λ∫

0

√
xJp(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2C1

λ
3
2

max
x∈[0,1]

|f ′(x)|.

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ϕ(x) = v(x)− f(x) îäåðæèìî

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

ϕ(x)
√
x
√
xJp(λx)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ |v(1)− f(1)| · 2C1

λ
3
2

≤

≤ 2C1

λ
3
2

max
x∈[0,1]

(|f ′(x)|+ |f(x)|).

Íàñòóïíà ëåìà âèïëèâà¹ ç Ëåìè 5.4 òà ç iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè â

iíòåãðàëi
1∫

0

xf(x)Jn(λ
(n)
m )dx ïðè âèêîðèñòàííi ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë.

Ëåìà 5.5. Íåõàé f ∈ Cp+1([0, 1]), f (k)(0) = f (k)(1) = 0, k = 0, p− 1, p ≥ 1.

Òîäi f ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ, ÿêèé àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî

çáiãà¹òüñÿ íà [0, 1]. Ó öüîìó âèïàäêó iñíó¹ êîíñòàíòà C = C(n) > 0, ÿêà

çàëåæèòü âiä Jp, òàêà ùî

∀m ≥ 0 |A(n)
m (f)| ≤ C

(λ
(n)
m )p+

3
2

· max
x∈[0,1]

p+1∑
i=0

|f (i)(x)|.
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5.2.2 Iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Ó îáëàñòi Q = (0, T ) × Ω, Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)} ðîçãëÿíåìî

çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ ñòàíó y = y(t, r, θ) òà êåðóâàííÿ u = u(t, θ), òàêi

ùî



∂y
∂t = ∆y + g(r)u(t, θ), (t, r, θ) ∈ Q,

y(t, 1, θ) = 0, t ∈ (0, T ), θ ∈ (0, π),

y(t, r, 0) = 0, t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

∂y
∂θ(t, r, 0) = ∂y

∂θ(t, r, π), t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

y(0, r, θ) = h(r)p(θ),

(5.57)

J(y, u) =
1∫

0

r‖y(T, r)‖2
Ddr +

T∫
0

‖u(t)‖2
Ddt→ inf, (5.58)

äå g, h, p � çàäàíi ôóíêöi¨, ‖ · ‖D � íîðìà ó ïðîñòîði L2(0, π), âèçíà÷åíà â

(5.5) çà äîïîïîìîãîþ áiîðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà (5.1),

(5.2).

Çà ïðèïóùåííÿ, ùî g, h ∈ C([0, 1]), p çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

p ∈ C1([0, π]), p(0) = 0,
∂p

∂θ
(0) =

∂p

∂θ
(π), (5.59)

áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.57) ç ôiêñîâàíèì êåðóâàííÿì u ∈ C([0, T ]×

[0, π]) ó âèãëÿäi

y(t, r, θ) = y0(t, r)ϕ0(θ) +
∞∑
n=1

(y2n−1(t, r)ϕ2n−1(θ) + y2n(t, r)ϕ2n(θ)) , (5.60)
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äå ôóíêöi¨ {yn(t, r)}∞n=0 âèçíà÷àþòüñÿ ç íàñòóïíèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ

çàäà÷ ó îáëàñòi Π = (0, T )× (0, 1):

∂y0
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y0
∂r ) + u0(t)g(r), (t, r) ∈ Π,

y0(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y0(0, r) = p0 · h(r), r ∈ (0, 1),

(5.61)



∂y2n−1
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y2n−1
∂r )− (2n

r )2y2n−1 + u2n−1(t)g(r), (t, r) ∈ Π,

y2n−1(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y2n−1(0, r) = p2n−1 · h(r), r ∈ (0, 1),

(5.62)



∂y2n
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y2n
∂r )− (2n

r )2y2n − 4n
r2 y2n−1 + u2n(t)g(r), (t, r) ∈ Π,

y2n(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y2n(0, r) = p2n · h(r), r ∈ (0, 1),

(5.63)

äå ∀n ≥ 0 un(t) =
π∫
0

u(t, θ)ψn(θ)dθ, pn =
∫ π

0 p(θ) · ψk(θ)dθ.

Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.57) � (5.58)

çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨: ñåðåä äîïóñòèìèõ ïàð {un(t), yn(t, r)}∞n=0 çàäà÷i

(5.61) � (5.63) îäíà ïàðà ìiíiìiçó¹ êðèòåðié ÿêîñòi

J(y, u) =
∞∑
n=0

(

∫ 1

0

ry2
n(T, r)dr +

∫ T

0

u2
n(t)dt) = J0 +

∞∑
n=1

Jn (5.64)

äå

J0 =

∫ 1

0

ry2
0(T, r)dr +

∫ T

0

u2
0(t)dt,
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Jn =

1∫
0

r
(
y2

2n−1(T, r) + y2
2n(T, r)

)
+

∫ 1

0

(
u2

2n−1(t) + u2
2n(t)

)
dt.

Ïðè öüîìó îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ũn(t), ỹn(t)}∞n=0 ìà¹ áóòè òàêèì, ùî

ôîðìóëà

ũ(t, θ) =
∞∑
n=0

ũn(t)ϕn(θ) (5.65)

âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ ç C([0, T ]×[0, π]), à ôîðìóëà (5.60) âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ

ç C(Q̄), äëÿ ÿêèõ

∂ỹ

∂θ
∈ C(Q̄),

∂ỹ

∂t
,
∂2ỹ

∂r2
,
∂2ỹ

∂r∂θ
,
∂2ỹ

∂θ2
∈ C(Q).

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ çàäà÷i ðîáèìî äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ íà ïàðàìå-

òðè çàäà÷i: íåõàé ôóíêöiÿ p ¹ åëåìåíòîì ïiäïðîñòîðó, ïîðîäæåíîãî {ϕi}2N
i=0,

òîáòî, íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî N ≥ 0

p ∈ LN = span{ϕ0, ϕ1, ..., ϕ2N}. (5.66)

Ïðè ðåàëiçàöi¨ ïðèïóùåííÿ (5.66) äëÿ n > N ìè îòðèìà¹ìî, ùî p2n−1 =

0, p2n = 0, îòæå, ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó Jn äîðiâíþ¹ íóëþ

i äîñÿãà¹òüñÿ ïðè çíà÷åííÿõ u2n−1(t) ≡ 0, y2n−1(t, r) ≡ 0, u2n(t) ≡ 0,

y2n(t, r) ≡ 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ðåàëiçàöi¨ ïðèïóùåííÿ (5.66) íà îïòèìàëüíèé ïðîöåñ

ðÿäè (5.60), (5.64), (5.65) ìiñòÿòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ÷ëåíiâ,

òîìó âîíè ¹ çáiæíèìè. Âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi òà ãëàäêîñòi ôóíêöié ũ i ỹ

âèïëèâàþòü ç âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié ũn(t)ϕn(θ) i ỹn(t, r)ϕn(θ).

Çâiäñè, íàì ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (5.61) � (5.64) ëèøå äëÿ íîìåðiâ

n ∈ 0, N .
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Äîñëiäèìî iñíóâàííÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (5.57) ç ôiêñîâàíèì

êåðóâàííÿì.

Äëÿ n ≥ 0 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ∂z
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂z
∂r)− (2n

r )2z, (t, r) ∈ Π,

z(t, 1) = 0, z(0, r) = z0(r),
(5.67)

äå z0 ∈ C2([0, 1]), z0(0) = z0(1) = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ôóð'¹, ìè îòðèìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.67)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

z(t, r) =
∞∑
m=1

A(2n)
m (z0) · J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t. (5.68)

Îñêiëüêè çà Ëåìîþ 5.5

∃K(n) > 0 ∀m ≥ 1 |A(2n)
m (z0)| ≤

K(n)

(λ
(2n)
m )

3
2

, (5.69)

òîäi ç àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ λ(2n)
m îäåðæèìî, ùî çà îçíàêîþ Âåé¹ð-

øòðàññà ðÿä (5.68) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà êîìïàêòi Π, so z ∈ C(Π). Ïðîòå

÷åðåç åêñïîíåíòó íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi Π ðÿäè ∂z
∂t ,

∂z
∂r ,

∂2z
∂r2 çáiãàþòüñÿ

ðiâíîìiðíî. Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëà (5.68) âèçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (5.67).

Òåïåð äëÿ n ≥ 0 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
∂z
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂z
∂r)− (2n

r )2z +
∞∑
m=1

c
(2n)
m (t)J2n(λ

(2n)
m r),

z(t, 1) = 0, z(0, r) = 0,

(5.70)

äå ∀m ≥ 1 c
(2n)
m ∈ C([0, T ]). Ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ðÿä çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ç Π i âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà
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∃C = C(n) > 0 ∀m ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |c(2n)
m (t)| ≤ C

λ
(2n)
m

. (5.71)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ôóð'¹, ìè îòðèìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.70)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

z(t, r) =
∞∑
m=1

d(2n)
m (t) · J2n(λ

(2n)
m r), (5.72)

äå

d(2n)
m (t) =

t∫
0

C(2n)
m (s)e−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds.

Ôîðìàëüíå äèôåðåíöiþâàííÿ ôîðìóëè (5.72) òà âèêîðèñòàííÿ ðåêóðñèâ-

íèõ ôîðìóë äàþòü íàì íàñòóïíå:

∂z

∂t
=

∞∑
m=1

(
−(λ(2n)

m )2d(2n)
m (t) + c(2n)

m (t)
)
J2n(λ

(2n)
m r),

∂z

∂r
=

∞∑
m=1

λ
(2n)
m

2
· d(2n)

m (t)
(
J2n−1(λ

(2n)
m r)− J2n+1(λ

(2n)
m r)

)
,

∂2z

∂r2
=

∞∑
m=1

(λ
(2n)
m )2

4
· d(2n)

m (t)
(
J2n−2(λ

(2n)
m r)− 2J2n(λ

(2n)
m r) + J2n+3(λ

(2n)
m r)

)
.

Çà óìîâîþ (5.71) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

∀m ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |d(2n)
m (t)| ≤ C

(λ
(2n)
m )3

.

Îñêiëüêè ç iíòåãðàëüíî¨ ôîðìóëè ìè îòðèìà¹ìî sup
p≥0,x≥0

|Jp(x)| ≤ 1, òî ç

àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ λ(2n)
m áóäåìî ìàòè, ùî çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðà-

ñà ðÿä (5.72) ¹ ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà Π, îòæå, z ∈ C(Π). Êðiì òîãî, ç

àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè äëÿ J2n(x) îäåðæèìî:
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∀δ > 0 ∃Cδ > 0 ∀m ≥ 1 ∀r ∈ [δ, 1] |J2n(λ
(2n)
m r)| ≤ Cδ√

λ
(2n)
m

.

Öå îçíà÷à¹, ùî íà áóäü-ÿêîìó êîìïàêòi ç Π ðÿäè ∂z
∂t ,

∂z
∂r ,

∂2z
∂r2 ¹ ðiâíî-

ìiðíî çáiæíèìè. Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèêîíàííi óìîâè (5.71) ôîðìóëà (5.72)

âèçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.70).

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ:

g(2n)
m = A(2n)

m (g), h(2n)
m = A(2n)

m (h).

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ g, h çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

g, h ∈ C2([0, 1]), g(0) = h(0) = g(1) = h(1) = 0. (5.73)

Òîäi çà Ëåìîþ 5.5 âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà

∃K = K(n) > 0, ∀m ≥ 1 |g(2n)
m |+ |h(2n)

m | ≤
K

(λ
(2n)
m )

3
2

. (5.74)

Óìîâà (5.73), îöiíêà (5.74) i ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äîçâîëÿþòü íàì ñòâåð-

äæóâàòè, ùî ôîðìóëè

y0(t, r) = p0

∞∑
m=1

h
(0)
m J0(λ

(0)
m r)e−(λ

(0)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(0)
m J0(λ

(0)
m r)

t∫
0

u0(s)e
−(λ

(0)
m )2(t−s)ds,

y2n−1(t, r) = p2n−1

∞∑
m=1

h
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(2n)
m J2n(λ

(0)
m r)

t∫
0

u2n−1(s)e
−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds

(5.75)

âèçíà÷àþòü êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (5.61) i (5.62) âiäïîâiäíî ïðè ôiêñî-

âàíèõ u0, u2n−1 ∈ C([0, T ]).
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Çãiäíî ç ìiðêóâàííÿìè, íàâåäåíèìè âèùå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.63) ìà¹

âèãëÿä

y2n(t, r) = p2n

∞∑
m=1

h
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(2n)
m J2n(λ

(0)
m r)

t∫
0

u2n(s)e
−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds+ z(t, r),

(5.76)

äå z(t, r) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i


∂z
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂z
∂r)− (2n

r )2z − 4n
r2 y2n−1(t, r),

z(t, 1) = 0, z(0, r) = 0.

(5.77)

Ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à (5.77) ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì çàäà÷i (5.70). Ðîçãëÿ-

íåìî ôóíêöi¨

α
(2n)
k (t) = −4np2n−1 · h(2n)

k e−(λ
(2n)
k )2t−

−4n · g(2n)
k ·

t∫
0

u2n−1(s)e
−(λ

(2n)
k )2(t−s)ds,

f
(2n)
k (r) =

1

r2
J2n(λ

(2n)
k r).

Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (5.77) ìà¹ âèãëÿä

f(t, r) =
∞∑
k=1

α
(2n)
k f

(2n)
k (r).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ôîðìóëè, îòðèìà¹ìî

f
(2n)
k (r) = (λ

(2n)
k )2(an · J2n+2(λ

(2n)
k r)+

+bn · J2n(λ
(2n)
k r) + cnJ2n−2(λ

(2n)
k r)),

(5.78)
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äå

an =
1

4n(4n+ 2)
, bn =

2

(4n+ 2)(4n− 2)
, cn =

1

4n(4n− 2)
.

Íàâåäåíà íèæ÷å óìîâà ñèëüíiøà, íiæ (5.73):

h ∈ C4([0, 1]), h(p)(0) = h(p)(1) = 0, p = 0, 2. (5.79)

Òîäi ç Ëåìè 5.5 âèïëèâà¹, ùî ∃C = C(n) > 0 ∀k ≥ 1:

|h(2n)
k | ≤

C

(λ
(2n)
k )

7
2

. (5.80)

Ç îöiíêè (5.80) ìàòèìåì iñíóâàííÿ êîíñòàíòè C = C(n) > 0, ÿêà çàëå-

æèòü âiä n i u2n−1, òàêà ùî

∀k ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |h(2n)
k (t)| ≤ C

(λ
(2n)
k )

7
2

. (5.81)

Òîäi ç ôîðìóëè (5.78) òà ç íåðiâíîñòi sup
p≥0,x≥0

|Jp(x)| ≤ 1 îäåðæèìî, ùî

çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà ðÿä äëÿ f(t, r) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà Π, îòæå,

f ∈ C(Π). Çîêðåìà, ∀t ∈ [0, T ] f(t, ·) ∈ C([0, 1]), f(t, 1) = 0. Êðiì òî-

ãî, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] ôóíêöiÿ y2n−1(t, ·) íàëåæèòü äî êëàñó

C2(0, 1), òîäi f(t, ·) ∈ C2(0, 1). Çà Ëåìîþ 5.3 ôóíêöiÿ f(t, ·) ðîçêëàäà¹òüñÿ

â àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ íà áóäü-ÿêîìó êîì-

ïàêòi ç (0, 1). Çíàéäåìî òàêèé ðîçêëàä òà ïîêàæåìî, ùî âií çàäîâîëüíÿ¹

óìîâàì çàäà÷i (5.70).

Çãiäíî ç (5.78) äëÿ ôiêñîâàíîãî k ≥ 1 ôóíêöiÿ f (2n)
k (r) ðîçêëàäà¹òüñÿ â

àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ

f
(2n)
k (r) =

∞∑
m=1

A(2n)
m (f

(2n)
k ) · J2n(λ

(2n)
m r).
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Òîäi äëÿ f(t, r) áóäåìî ìàòè ôîðìàëüíèé ðîçêëàä

f(t, r) =
∞∑
m=1

( ∞∑
k=1

α
(2n)
k (t) · A(2n)

m (f
(2n)
k )

)
· J2n(λ

(2n)
m r). (5.82)

Ïåðåñòàíîâêà iíäåêñiâ m i k äëÿ öüîãî ðÿäó ìàòèìå ìiñöå, ÿêùî ìè äîâå-

äåìî àáñîëþòíó çáiæíiñòü ðÿäó (5.82). Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n > 1.

Òîäi f (2n)
k (0) = f

(2n)
k (1) = 0 i, âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíi ôîðìóëè, îòðè-

ìà¹ìî ç (5.78):

(f
(2n)
k (r))′ = (λ

(2n)
k )3 ·

3∑
i=−3

γiJ2n+i(λ
(2n)
k r),

(f
(2n)
k (r))′′ = (λ

(2n)
k )4 ·

4∑
i=−4

γ̃iJ2n+i(λ
(2n)
k r),

f
(2n)
k (r)
r = (λ

(2n)
k )3 ·

3∑
i=−3

βiJ2n+i(λ
(2n)
k r),

(
f
(2n)
k (r)
r

)′
= (λ

(2n)
k )4 ·

4∑
i=−4

β̃iJ2n+i(λ
(2n)
k r),

(5.83)

äå êîíñòàíòè {γi}, {γ̃i}, {βi}, {β̃i} çàëåæàòü ëèøå âiä ÷èñëà n.

Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è çà ÷àñòèíàìè, îäåðæèìî

1∫
0

rf
(2n)
k (r)J2n(λ

(2n)
m r)dr = − 1

λ
(2n)
m

1∫
0

r(f
(2n)
k (r))′J2n+1(λ

(2n)
m r)dr+

+ 2n

λ
(2n)
m

1∫
0

r · f
(2n)
k (r)
r · J2n+1(λ

(2n)
m r)dr.

(5.84)

Çàñòîñóâàâøè Ëåìó 5.4 i ôîðìóëè (5.83) äî ðiâíîñòi (5.84), áóäåìî ìàòè,

ùî iñíó¹ êîíñòàíòà C = C(n) > 0, òàêà ùî ∀m ≥ 1 ∀k ≥ 1

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

rf
(2n)
k (r)J2n(λ

(2n)
m r)dr

∣∣∣∣∣∣ ≤ C · (λ(2n)
k )4

(λ
(2n)
m )

5
2

. (5.85)
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Âèêîðèñòàâøè àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó [247, 257]

2

J ′2n
= λ(2n)

m · π +K(n) · θ(n, λ(2n)
m ),

äå K = K(n) > 0 çàëåæèòü âiä n i 0 ≤ θ(n, λ
(2n)
m ) ≤ 1, îòðèìà¹ìî, ùî

iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà C = C(n) > 0, ùî

∀m ≥ 1 ∀k ≥ 1 |A(2n)
m (f

(2n)
k )| ≤

C · (λ(2n)
k )4

(λ
(2n)
m )

3
2

, (5.86)

i âîíà çàëåæèòü ëèøå âiä J2n.

Òåïåð ïiäñèëèìî óìîâè (5.73), (5.79) äî íàñòóïíèõ:

g ∈ C4([0, 1]), h ∈ C6([0, 1]),

g(p)(0) = g(p)(1) = 0, p = 0, 2,

h(p)(0) = h(p)(1) = 0, h = 0, 4.

(5.87)

Òîäi ç Ëåìè 5.5 îòðèìà¹ìî, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà C = C(n) > 0, ÿêà çàëåæèòü

âiä n i u2n−1, òàêà ùî

∀k ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |α(2n)
k (t)| ≤ C

(λ
(2n)
m )5+ 1

2

. (5.88)

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè ïîçíà÷èìî

c(2n)
m (t) :=

∞∑
k=1

α
(2n)
k (t) · A(2n)

m (f
(2n)
k ), (5.89)

òî ç (5.86) i (5.88) îäåðæèìî, ùî çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàññà ðÿä (5.89) ¹

àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî çáiæíèì íà [0, T ]. Çîêðåìà, c(2n)
m ∈ C([0, T ]), à

∀m ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |c(2n)
m (t)| ≤ C

(λ
(2n)
m )

3
2

.
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Çâiäñè, ç (5.72) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.77) ìà¹ âèãëÿä

z(t, r) =
∞∑
m=1

J2n(λ
(2n)
m r) ·

t∫
0

c(2n)
m (s)e−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds, (5.90)

äå c(2n)
m âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíîñòi (5.89).

Äîâåäåìî ðiâíiñòü (5.90) äëÿ âèïàäêó n = 1. Òóò

f
(2)
k (r) = 1

r2J2(λ
(2)
k r) = (λ

(2)
k )2 · (a2 · J4(λ

(2)
k r)+

+b2 · J2(λ
(2)
k r) + c2J0(λ

(2)
k r)),

f
(2)
k (1) = 0, f

(2)
k (0) = c2(λ

(2)
k )2.

(5.91)

Iíòåãðóþ÷è çà ÷àñòèíàìè, áóäåìî ìàòè

1∫
0

rf
(2)
k (r)J2(λ

(2)
m r)dr =

2f
(2)
k (0)

λ
(2)
m

1∫
0

J3(λ
(2)
m r)dr−

− 1

λ
(2)
m

1∫
0

r(f
(2)
k (r))′J3(λ

(2)
m r)dr+

+ 2

λ
(2)
m

1∫
0

r · f
(2)
k (r)−f (2)k (0)

r · rJ3(λ
(2)
m r)dr.

(5.92)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.91) äëÿ f (2)
k (r) ó (5.92), ìè ìîæåìî îöiíèòè äîäàíêè ç

ôóíêöiÿìè J2 i J4 àíàëîãi÷íî äî (5.85). Îöiíèìî äîäàíêè ç ôóíêöi¹þ J0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó

1∫
0

J3(λ
(2)
m r)dr =

1

λ
(2)
m

+
K · θ(λ(2)

m )

(λ
(2)
m )

3
2

,

äå êîíñòàíòà K > 0, 0 ≤ θ(λ
(2)
m ) ≤ 1, áóäåìî ìàòè
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∣∣∣∣∣∣2J0(0)c2 · (λ(2)
k )2

(λ
(2)
k )2

1∫
0

J3(λ
(2)
m r)dr

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2c2 ·K(λ
(2)
k )2

(λ
(2)
m )2

. (5.93)

Îöiíþþ÷è iíøèé äîäàíîê, îòðèìà¹ìî, ùî iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0, òàêà

ùî ∀m ≥ 1, ∀k ≥ 1

∣∣∣∣ 1

λ
(2)
m

1∫
0

r · c2(λ
(2)
k )2 · λ(2)

k J1(λ
(2)
k r)J3(λ

(2)
m r)dr

∣∣∣∣ =

=
c2·(λ(2)k )3

λ
(2)
m

∣∣∣∣ 1∫
0

r · J1(λ
(2)
k r)J3(λ

(2)
m r)dr

∣∣∣∣ ≤ C·(λ(2)k )4

(λ
(2)
m )

5
2
.

(5.94)

Îñòàòî÷íî, îñêiëüêè

J0(λx)− 1 =
∞∑
k=1

(−1)k

(k!)2

(
λx

2

)2k

,

äå ó ïðàâié ÷àñòèíi ñòî¨òü çáiæíèé íà R ñòåïåíåâèé ðÿä iç ïàðíèõ äîäàòíèõ

ñòóïåíiâ çìiííî¨ x, òîäi ôóíêöiÿ

f(x) =
J0(λx)− 1

x
∈ C1([0, 1]),

i, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, áóäåìî ìàòè, ùî ∃θ ∈

(0, 1):

f ′(x) =
−λxJ1(λx)− (J0(λx)− 1)

x2
=

= −λ
2

2
(J0(λx) + J2(λx))+

+
θλ3

2
(J0(θλx) + J2(θλx)).
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Òàêèì ÷èíîì, ç Ëåìè 5.5 âèïëèâà¹, ùî∣∣∣∣∣∣ 2

λ
(2)
m

1∫
0

J0(λ
(2)
k r)− 1

r
· rJ3(λ

(2)
m r)dr

∣∣∣∣∣∣ ≤ C · (λ(2)
k )3

(λ
(2)
m )

5
2

(5.95)

ç äåÿêîþ êîíñòàíòîþ C > 0.

Îòæå, iñíó¹ êîíñòàíòà C > 0, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä J2, òàêà ùî

∀m ≥ 1 ∀k ≥ 1 |A(2)
m (f

(2)
k )| ≤

C(λ
(2)
k )4

λ
(2)
m

. (5.96)

Ç (5.96) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ n = 1

∀m ≥ 1 ∀t ∈ [0, T ] |c(2)
m (t)| ≤ C

λ
(2)
m

.

Çâiäñè, äëÿ n = 1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.77) ìà¹ âèãëÿä (5.90).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé p � ïî÷àòêîâà óìîâà i u(t, θ) � íåïåðåðâíà íà [0, T ]×

[0, π] ôóíêöiÿ êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (5.57). Ïðèïóñòèìî, ùî p i u(t, θ) çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâi (5.66) äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ]. Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî,

ùî ôóíêöi¨ g i h çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (5.87).

Òîäi êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.57) ìà¹ âèãëÿä

y(t, r, θ) = y0(t, r)ϕ0(θ) +
N∑
n=1

(y2n−1(t, r)ϕ2n−1(θ) + y2n(t, r)ϕ2n(θ)),

äå

y0(t, r) = p0

∞∑
m=1

h
(0)
m J0(λ

(0)
m r)e−(λ

(0)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(0)
m J0(λ

(0)
m r)

t∫
0

u0(s)e
−(λ

(0)
m )2(t−s)ds,

(5.97)
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y2n−1(t, r) = p2n−1

∞∑
m=1

h
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)

t∫
0

u2n−1(s)e
−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds,

(5.98)

y2n(t, r) = p2n

∞∑
m=1

h
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

g
(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)

t∫
0

u2n(s)e
−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds−

−4np2n−1 ·
∞∑
m=1

J2n(λ
(2n)
m r)

∞∑
k=1

h
(2n)
k A

(2n)
m (f

(2n)
k )×

×
t∫

0

e−(λ
(2n)
k )2s · e−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds−

−4n
∞∑
m=1

J2n(λ
(2n)
m r)

∞∑
k=1

g
(2n)
k A

(2n)
m (f

(2n)
k )×

×
t∫

0

s∫
0

u2n−1(τ)e−(λ
(2n)
k )2(s−τ) · e−(λ

(2n)
m )2(t−s)dτds.

(5.99)

Òåïåð ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó öüîãî ïiäðîçäiëó �

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.57) � (5.58).

Äëÿ n ≥ 1 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.61) � (5.63) ç

êðèòåði¹ì ÿêîñòi Jn ùîäî íåâiäîìî¨ âåêòîðíî¨ ôóíêöi¨

 u2n−1

u2n

.
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ôóíêöi¨

ϕn(t, r) =
∞∑
m=1

h(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t,

ψn(t, s, r) =
∞∑
m=1

g(2n)
m J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2(t−s),

γn(t, r) = −4np2n−1 ·
∞∑
m=1

J2n(λ
(2n)
m r)

∞∑
k=1

h
(2n)
k A(2n)

m (f
(2n)
k )×
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×
t∫

0

e−(λ
(2n)
k )2s−(λ

(2n)
m )2(t−s)ds,

zn(t, s, r) = −4n
∞∑
m=1

J2n(λ
(2n)
m r)

∞∑
k=1

g
(2n)
k A

(2n)
m (f

(2n)
k )×

×
t∫
s

e−(λ
(2n)
k )2(τ−s)−(λ

(2n)
m )2(t−τ)dτ

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè çà ñóêóïíiñòþ çíà÷åíü.

Òîäi, çìiíþþ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ â îñòàííüîìó äîäàíêó ðiâíÿííÿ

(5.99), ìè îòðèìà¹ìî

y2n−1(t, r) = p2n−1 · ϕn(t, r) +

t∫
0

ψn(t, s, r)u2n−1(s)ds,

y2n(t, r) = p2n · ϕn(t, r) +
t∫

0

ψn(t, s, r)u2n(s)ds+

+γn(t, r) +
t∫

0

zn(t, s, r)u2n−1(s)ds.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèðiâíÿâøè ïîõiäíó Ôðåøå ôóíêöiîíàëó Jn äî íóëÿ,

îäåðæèìî, ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

 ũ2n−1

ũ2n

 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê

ìàòðè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Ôðåäãîëüìà

 u2n−1(t)

u2n(t)

 = −
T∫

0

Kn(t, s)

 u2n−1(s)

u2n(s)

 ds− bn(t), (5.100)

äå

bn(t) =

 p2n−1 ·
1∫

0

rϕn(T, r)ψn(T, t, r)dr

1∫
0

r(p2n · ϕn(T, r) + γn(T, r))zn(T, t, r)dr

 ,
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Kn(t, s) =

 1∫
0

r

(
ψn(T,t,r)ψn(T,s,r)+zn(T,t,r)zn(T,s,r)

)
dr

1∫
0

rzn(T,t,r)ψn(T,s,r)dr

1∫
0

rψn(T,t,r)zn(T,s,r)dr
1∫
0

rψn(T,t,r)ψn(T,s,r)dr

 .

Îòæå, çãiäíî [211], çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.61) � (5.64) çâî-

äèòüñÿ äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Ôðåäãîëüìà. Çàâäÿêè óìîâàì ìà-

ëîñòi íà ïî÷àòêîâi óìîâè çàäà÷i òàêà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Îòæå,

ìè äîâåëè îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé ôóíêöiÿ p çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.66) ó çàäà÷i (5.57) �

(5.58), i

g, h ∈ C6([0, 1]),

g(p)(0) = h(p)(0) = g(p)(1) = h(p)(1) = 0, p = 0, 4,

òà âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü: ∀n = 0, N

2
1∫

0

rg2(r)dr + 16n2T 2 · C max
x∈[0,1]

(
6∑
i=0

|g(i)(x)|2)+

+8nT

√
1∫

0

rg2(r)dr ·

√
C · max

x∈[0,1]
(

6∑
i=0

|g(i)(x)|2) < 1
T ,

(5.101)

äå êîíñòàíòà C = C(n) çàëåæèòü ëèøå âiä J2n.

Òîäi çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.57) � (5.58) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ũ(t, θ), i

ũ(t, θ) =
N∑
n=0

ũn(t)ϕn,

äå ôóíêöi¨ {ũn}Nn=0 âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (5.100).
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5.3 Çàäà÷à ç ìiíiìàëüíîþ åíåðãi¹þ

Â îáëàñòi Q = (0, T )×Ω, äå Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)}, ðîçãëÿäà¹òüñÿ

íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: ïîòðiáíî çíàéòè òàêó ôóíêöiþ

ñòàíó y = y(t, r, θ) òà êåðóâàííÿ u = u(r, θ), ùî

∂y
∂t = ∆y + q(t)u(r, θ), (t, r, θ) ∈ Q,

y(t, 1, θ) = 0, t ∈ (0, T ), θ ∈ (0, π),

y(t, r, 0) = 0, t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

∂y
∂θ(t, r, 0) = ∂y

∂θ(t, r, π), t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

(5.102)

y(0, r, θ) = h(r, θ), (5.103)

y(T, r, θ) = z(r, θ), (5.104)

J(u) =
1∫

0

r‖u2(r)‖2
Ddr → inf, (5.105)

äå q ∈ C([0, T ]), h, z ∈ C(Ω) � çàäàíi ôóíêöi¨, ‖ · ‖D � íîðìà ó ïðîñòîði

L2(0, π), ùî âèçíà÷åíà â (5.5) çà äîïîïîìîãîþ áiîðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì

Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà (5.1), (5.2).

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, âèêîðèñòàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹-Áåññåëÿ äîçâî-

ëÿ¹ ÷àñòêîâî ðîçùåïèòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.102) � (5.105). Â

äàííîìó ïiäðîçäiëi äëÿ äîñèòü øèðîêîãî êëàñó âèõiäíèõ äàíèõ áóäå îòðè-

ìàíî ðîçâ'ÿçîê çãàäàíî¨ âèùå íåñêií÷åííîâèìiðíî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ i,

îòæå, áóäå îáãðóíòîâàíî êëàñè÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (5.102) � (5.105).

Çàôiêñó¹ìî êåðóâàííÿ
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u(r, θ) =
∞∑
n=0

un(r)ϕn(θ) (5.106)

i äëÿ íüîãî øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi

y(t, r, θ) = y0(t, r)ϕ0(θ)+

+
∑∞

n=1 (y2n−1(t, r)ϕ2n−1(θ) + y2n(t, r)ϕ2n(θ)) ,

(5.107)

äå ôóíêöi¨ {yn(t, r)}∞n=0 âèçíà÷àþòüñÿ ç òàêèõ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ ó

îáëàñòi Π = (0, T )× (0, 1):

∂y0
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y0
∂r ) + q(t)u0(r), (t, r) ∈ Π,

y0(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y0(0, r) = h0(r), r ∈ (0, 1),

(5.108)



∂y2n−1
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y2n−1
∂r )− (2n

r )2y2n−1 + q(t)u2n−1(r), (t, r) ∈ Π,

y2n−1(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y2n−1(0, r) = h2n−1(r), r ∈ (0, 1),

(5.109)



∂y2n
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y2n
∂r )− (2n

r )2y2n − 4n
r2 y2n−1 + q(t)u2n(r), (t, r) ∈ Π,

y2n(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),

y2n(0, r) = h2n(r), r ∈ (0, 1),

(5.110)

äå ∀n ≥ 0 hn =
∫ π

0 h(r, θ) · ψn(θ)dθ.

Îòæå, âèõiäíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.102) � (5.105) ç ìiíi-

ìàëüíîþ åíåðãi¹þ çâîäèòüñÿ äî íàñòóïíî¨: ñåðåä äîïóñòèìèõ ïàð {un(r),
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yn(t, r)}∞n=0 çàäà÷i (5.108) � (5.110) ïîòðiáíî çíàéòè òàêi ïàðè, íà ÿêèõ äî-

ñÿãà¹ ìiíiìóìó ôóíêöiîíàë ÿêîñòi

J =

1∫
0

ru2
0(r)dr +

∞∑
n=1

∫ 1

0

r(u2
2n−1(r) + u2

2n(r))dr (5.111)

i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

y0(T, r) = z0(r) =
2

π2

π∫
0

z(r, θ)dθ, (5.112)

∀n ≥ 1 y2n−1(T, r) = z2n−1(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ) cos 2nθdθ, (5.113)

∀n ≥ 1 y2n(T, r) = z2n(r) =
4

π2

π∫
0

z(r, θ)(π − θ) sin 2nθdθ. (5.114)

Ïðè öüîìó îïòèìàëüíèé ïðîöåñ {ũn, ỹn}∞n=0 ïîâèíåí áóòè òàêèì, ùî ôîð-

ìóëà (5.106) âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ ũ ∈ C(Ω) i ôîðìóëà (5.107) âèçíà÷à¹ ôóí-

êöiþ ỹ ∈ C(Q̄), äëÿ ÿêèõ

∂ỹ

∂θ
∈ C(Q̄),

∂ỹ

∂t
,
∂2ỹ

∂r2
,
∂2ỹ

∂r∂θ
,
∂2ỹ

∂θ2
∈ C(Q). (5.115)

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i ïîòðiáíî çðîáèòè äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ íà

ïî÷àòêîâi äàíi: íåõàé äëÿ äåÿêîãî N ≥ 0

∀r ∈ [0, 1] h(r, ·), z(r, ·) ∈ LN := span{ϕ0, ϕ1, ..., ϕ2N}, (5.116)

òîáòî

h(r, θ) =
2N∑
n=0

hn(r)ϕn(θ), z(r, θ) =
2N∑
n=0

zn(r)ϕn(θ).
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Ç óìîâè (5.116) âèïëèâà¹, ùî n > N h2n−1 = h2n = 0, z2n−1 = z2n = 0.

Îòæå, ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó ÿêîñòi

Jn :=

1∫
0

r(u2
2n−1(r) + u2

2n(r))dr

äîðiâíþ¹ íóëþ i äîñÿãà¹òüñÿ íà äîïóñòèìèõ ó çàäà÷àõ (5.109), (5.110) ç

óìîâàìè (5.113) i (5.114) ïàðàõ {u2n−1 = 0, y2n−1 = 0}, {u2n = 0, y2n = 0}.

Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè (5.116), íà îïòèìàëüíîìó ïðîöåñi ðÿäè (5.106),

(5.107) ìiñòÿòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ ÷ëåíiâ. Öå çàáåçïå÷ó¹

âèêîíàííÿ óìîâè (5.115) ÿê òiëüêè áóäå çíàéäåíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.108)

� (5.114) äëÿ n = 1, N .

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (5.102) � (5.105) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (5.116),

à òàêîæ

q ∈ C([0, 1]), ∃q0 > 0 ∀t ∈ [0, T ] q(t) ≥ q0, (5.117)

h0 ∈ C2([0, 1]), h0(0) = h0(1) = 0, k = 0, 2, (5.118)

z0 ∈ C4([0, 1]), z
(k)
0 (0) = z

(k)
0 (1) = 0, k = 0, 2, (5.119)

∀n = 1, N h2n ∈ C2([0, 1]), h2n(0) = h2n(1) = 0, k = 0, 2, (5.120)

∀n = 1, N z2n ∈ C4([0, 1]), z
(k)
2n (0) = z

(k)
2n (1) = 0, k = 0, 2, (5.121)

h2n−1 ∈ C6([0, 1]), h
(k)
2n−1(0) = h

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4, (5.122)

z2n−1 ∈ C6([0, 1]), z
(k)
2n−1(0) = z

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 4. (5.123)

Òîäi çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (5.102) � (5.105) ìà¹ ¹äèíèé êëà-

ñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

u(r, θ) =
2N∑
n=0

un(r)ϕn(θ), y(t, r, θ) =
2N∑
n=0

yn(t, r)ϕn(θ),
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äå {un, yn}2N
n=0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷ (5.108) � (5.110) ç óìîâàìè (5.112) �

(5.114).

Äîâåäåííÿ. ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (5.108)

� (5.110) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ðÿä Ôóð'¹-Áåññåëÿ

∞∑
m=1

A(n)
m (f)Jn(λ

(n)
m r), (5.124)

äå

A(n)
m (f) =

1∫
0

rf(r)Jn(λ
(n)
m r)dr

1∫
0

rJ2
n(λ

(n)
m r)dr

,

Jn ¹ ôóíêöi¹þ Áåññåëÿ ïîðÿäêó n, n ≥ 0, {λ(n)
m }∞m=1 � äîäàòíà ìîíîòîííî

çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Jn(λ) = 0.

Ïðè öüîìó ç òåîðåìè 5.5 âèïëèâà, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ f ∈ Cp+1([0, 1]),

f (k)(0) = f (k)(1) = 0, k = 0, p− 1, òî ðÿä (5.124) àáñîëþòíî é ðiâíîìiðíî

çáiãà¹òüñÿ íà [0, 1], i âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi îöiíêè

∃C = C(n) ∀m ≥ 1 |A(n)
m (f)| ≤ C

(λ
(n)
m )p+

1
2

· max
x∈[0,1]

p+1∑
i=0

|f (i)(x)|. (5.125)

Òóò i íàäàëi áóäåìî ïîçíà÷àòè ëiòåðîþ C êîíñòàíòè, ÿêi çàëåæàòü ëèøå

âiä n ∈ 0, N .

Äëÿ n ≥ 0 ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó


∂y
∂t = 1

r
∂
∂r(r

∂y
∂r )− (2n

r )2y +
∞∑
m=1

Cm(t)J2n(λ
(2n)
m r), (t, r) ∈ Π,

y(t, 1) = 0, y(0, r) = 0, t ∈ (0, T ), r ∈ (0, 1),

(5.126)

äå {Cm}∞m=1 ⊂ C([0, T ]) ¹ çàäàíèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü îöiíöi
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∀m ≥ 1 max
t∈[0,T ]

|Cm(t)| ≤ C

λ
(2n)
m

. (5.127)

Çâàæàþ÷è íà îöiíêè [257]

∀n ≥ 0 ∀r ≥ 0 |Jn(r)| ≤ 1, (5.128)

∀n ≥ 0 ∀r ≥ 0 |Jn(r)| ≤
C√
r

(5.129)

òà òàêi ðåêóðåíòíi ôîðìóëè

J ′0(r) = −J1(r), 2J ′n(r) = Jn−1(r)− Jn+1(r), n ≥ 1, (5.130)

ç óìîâ (5.127) çà îçíàêîþ Âåéåðøòðàññà ìè îäåðæèìî, ùî ôîðìóëà

y(t, r) =
∞∑
m=1

 t∫
0

Cm(s)e−(λ
(2n)
m )2(t−s)ds

 J2n(λ
(2n)
m r) (5.131)

âèçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.126).

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè

h0 ∈ C2([0, 1]), h0(0) = h0(1) = 0, (5.132)

∀n ≥ 1 h2n−1 ∈ C2([0, 1]), h2n−1(0) = h2n−1(1) = 0, (5.133)

ç îöiíêè (5.125) ïðè ôiêñîâàíèõ êåðóâàííÿõ

u0(r) =
∞∑
m=1

u(0)
m J0(λ

(0)
m r),

u2n−1(r) =
∞∑
m=1

u(2n−1)
m · J2n(λ

(2n)
m r), n ≥ 1,
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äå

|u(0)
m | ≤

C

λ
(0)
m

, |u(2n−1)
m | ≤ C

λ
(2n)
m

, m ≥ 1, (5.134)

êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (5.108) i (5.109) ìàòèìóòü íàñòóïíèé âèãëÿä

y0(t, r) =
∞∑
m=1

A
(0)
m (h0)J0(λ

(0)
m r)e−(λ

(0)
m )2t+

+
∞∑
m=1

u
(0)
m

t∫
0

q(s)e−(λ
(0)
m )2(t−s)ds · J0(λ

(0)
m r),

(5.135)

y2n−1(t, r) =
∞∑
m=1

A
(2n)
m (h2n−1)J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

u
(2n−1)
m

t∫
0

q(s)e−(λ
(2n)
m )2(t−s)ds · J2n(λ

(2n)
m r).

(5.136)

Òîäi ç ðiâíîñòåé (5.112), (5.113) ìè îòðèìà¹ìî òàêi âiäíîøåííÿ

u
(0)
m ·

T∫
0

q(t)e−(λ
(0)
m )2(T−t)dt = α

(0)
m :=

:= A
(0)
m (z0)− A(0)

m (h0)e
−(λ

(0)
m )2T ,

(5.137)

u
(2n−1)
m ·

T∫
0

q(t)e−(λ
(2n)
m )2(T−t)dt = α

(2n−1)
m :=

:= A
(2n)
m (z2n−1)− A(2n)

m (h2n−1)e
−(λ

(2n)
m )2T .

(5.138)

Ç öèõ âiäíîøåíü çíà÷åííÿ êåðóâàíü u(0)
m , u(2n−1)

m âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà-

÷íî.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè

∃q0 > 0 ∀t ∈ [0, T ] q(t) ≥ q0, (5.139)

z0 ∈ C4([0, 1]), z
(k)
0 (0) = z

(k)
0 (1) = 0, k = 0, 2, (5.140)
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z2n−1 ∈ C4([0, 1]) z
(k)
2n−1(0) = z

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 2. (5.141)

Òîäi ç (5.125), (5.137), (5.138) áóäåìî ìàòè, ùî äëÿ êåðóâàíü

u(0)
m = α(0)

m

 T∫
0

q(t)e−(λ
(0)
m )2(T−t)dt

−1

, (5.142)

u
(2n−1)
m = α

(2n−1)
m

(
T∫
0

q(t)e−(λ
(2n)
m )2(T−t)dt

)−1

(5.143)

âèêîíóþòüñÿ òàêi îöiíêè

∀m ≥ 1 |u(0)
m | ≤

C

(λ
(0)
m )

3
2

, |u(2n−1)
m | ≤ C

(λ
(2n)
m )

3
2

, (5.144)

i, çîêðåìà, ç (5.144) âèïëèâà¹ îöiíêà (5.134).

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôóíêöiÿ h çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (5.116), (5.132), (5.133),

ôóíêöiÿ z çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (5.116), (5.140), (5.141), à ôóíêöiÿ q çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâi (5.139), òî ôîðìóëè

u0(r) =
∞∑
m=1

u(0)
m J0(λ

(0)
m r), u2n−1(r) =

∞∑
m=1

u(2n−1)
m J2n(λ

(2n)
m r), (5.145)

âèçíà÷àþòü ¹äèíi äîïóñòèìi êåðóâàííÿ ó çàäà÷àõ (5.108), (5.112) i (5.109),

(5.113), êðiì òîãî, äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (5.144).

Ùîá ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (5.110), ââåäåìî ïåâíèé íàáið ôóíêöié

f
(2n)
k (r) :=

1

r2
J2n(λ

(2n)
k r), k ≥ 1, n ≥ 0. (5.146)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåêóðåíòíó ôîðìóëó [257]

2n
Jn(r)

r
= Jn−1(r) + Jn+1(r),
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ìè ìîæåìî çàïèñàòè êîæíó ôóíêöiþ ç (5.146) ó âèãëÿäi

f
(2n)
k (r) = (λ

(2n)
k )2

(
anJ2n+2(λ

(2n)
k r)+

bnJ2n(λ
(2n)
k r) + cnJ2n−2(λ

(2n)
k r)

)
,

(5.147)

äå äîäàòíi êîíñòàíòè an, bn, cn çàëåæàòü ëèøå âiä n.

Ïðè n > 1 ôóíêöi¨ f
(2n)
k ∈ C2([0, 1]), f

(2n)
k (0) = f

(2n)
k (1) = 0. Îòæå, ç

(5.125) i (5.147) îòðèìà¹ìî

∀m ≥ 1 ∀k ≥ 1 |A(2n)
m (f

(2n)
k )| ≤

C(λ
(2n)
k )4

(λ
(2n)
m )

3
2

. (5.148)

Ïðè n = 1 f
(2)
k (1) = 0, f (2)

k (0) = C2 · (λ(2)
k )2, îòæå, ç [247] îäåðæèìî

∀m ≥ 1 ∀k ≥ 1 |A(2)
m (f

(2)
k )| ≤

C(λ
(2)
k )4

λ
(2)
m

. (5.149)

Ôîðìàëüíî, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.110) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ôîðìóëè

y2n(t, r) =
∞∑
m=1

A
(2n)
m (h2n)J2n(λ

(2n)
m r)e−(λ

(2n)
m )2t+

+
∞∑
m=1

u
(2n)
m ·

(
t∫

0

q(s)e−(λ
(2n)
m )2(t−s)ds

)
J2n(λ

(2n)
m r) + y(t, r),

(5.150)

äå y(t, r) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.126) ç

Cm(t) = −4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · A(2n)

k (h2n−1)e
−(λ

(2n)
k )2t−

−4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · u(2n−1)

k ·
t∫

0

q(s)e−(λ
(2n)
k )2(t−s)ds.

(5.151)

Ïiäñèëèìî óìîâè íà ôóíêöi¨ h i z äî íàñòóïíèõ:
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h2n−1, z2n−1 ∈ C6([0, 1]),

h
(k)
2n−1(0) = z

(k)
2n−1(0) = h

(k)
2n−1(1) = z

(k)
2n−1(1) = 0, k = 0, 5.

(5.152)

Òîäi ç (5.125)

∀m ≥ 1 |A(2n)
k (h2n−1)| ≤

C

(λ
(2n)
k )5+ 1

2

, (5.153)

à äëÿ ìíîæèíè {u(2n−1)
m }∞m=1, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.143), âèêî-

íó¹òüñÿ òàêà ôîðìóëà

∀m ≥ 1 |u(2n−1)
m | ≤ C

(λ
(2n)
m )3+ 1

2

. (5.154)

Îöiíêè (5.148), (5.149), (5.153), (5.154) ãàðàíòóþòü âèêîíàííÿ óìîâè (5.127)

äëÿ ôóíêöié {Cm(t)}∞m=1. Îòæå, ÿêùî h2n çàäîâîëüíÿ¹ (5.133), u(2n)
m çà-

äîâîëüíÿ¹ (5.134), òî ôîðìóëà (5.150) âèçíà÷à¹ êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(5.110).

Ç ðiâíîñòi (5.114) îòðèìà¹ìî âiäíîøåííÿ
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u
(2n)
m ·

T∫
0

q(t)e−(λ
(2n)
m )2(T−t)dt = α

(2n)
m :=

:= A
(2n)
m (z2n)− A(2n)

m (h2n)e
−(λ

(2n)
m )2T+

+4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · A(2n)

k (h2n−1)e
−(λ

(2n)
m )2T×

×
T∫
0

e((λ
(2n)
m )2−(λ

(2n)
k )2)tdt+

+4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · u(2n−1)

k · e−(λ
(2n)
m )2T×

×
T∫
0

t∫
0

e(λ
(2n)
k )2s · e((λ

(2n)
m )2−(λ

(2n)
k )2)tdsdt.

(5.155)

Íàì ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ôóíêöié {u(2n)
m }∞m=1, ùî âèçíà÷àþ-

òüñÿ ç (5.155), çàäîâîëüíÿ¹ îöiíöi (5.134), òîáòî

∀m ≥ 1 |u(2n)
m | ≤

C

λ
(2n)
m

. (5.156)

Â ñèëó (5.139), äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

∀m ≥ 1 |α(2n)
m | ≤

C

(λ
(2n)
m )3

. (5.157)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà

z2n ∈ C4([0, 1]), z
(k)
2n (0) = z

(k)
2n (1) = 0, k = 0, 2. (5.158)

Çâiäñè A(2n)
m (z2n) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (5.157). Îòæå, h2n çàäîâîëüíÿ¹

(5.133), òîáòî

h2n ∈ C2([0, 1]), h2n(0) = h2n(1) = 0, (5.159)

òîäi A(2n)
m (h2n) · e−(λ

(2n)
m )2T òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ i (5.157).
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Â ñèëó (5.149), (5.153) îòðèìà¹ìî

|4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · A(2n)

k (h2n−1)×

×e−(λ
(2n)
m )2T ·

T∫
0

e((λ
(2n)
m )2−(λ

(2n)
k )2)tdt| ≤

≤ C ·
∞∑
k=1

1

λ
(2n)
m

· 1

(λ
(2n)
k )

3
2
· e−(λ

(2n)
m )2T · 1

(λ
(2n)
m )2

e(λ
(2n)
m )2T ≤ C

(λ
(2n)
m )3

.

(5.160)

Ç (5.149), (5.154) îäåðæèìî

|4n
∞∑
k=1

A
(2n)
m (f

(2n)
k ) · u(2n−1)

k · e−(λ
(2n)
m )2T×

×
T∫
0

e(λ
(2n)
m )2t ·

(
e−(λ

(2n)
k )2t ·

t∫
0

e(λ
(2n)
k )2sds

)
dt| ≤

≤ C ·
∞∑
k=1

(λ
(2n)
k )

1
2

λ
(2n)
m

· e−(λ
(2n)
m )2T · 1

(λ
(2n)
m )2
· 1

(λ
(2n)
k )2
· e(λ

(2n)
m )2T ≤ C

(λ
(2n)
m )3

.

(5.161)

Òàêèì ÷èíîì, íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ i äîâîäÿòü òåîðåìó.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Â öüîìó ðîçäiëó ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè÷íèìè i

ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè â ñåêòîðàëüíèõ îáëàñòÿõ ç êâàäðàòè÷íèìè êðè-

òåðiÿìè ÿêîñòi òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íà çàäà÷à îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó òà ëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî ÷è ïàðàáîëi÷íîãî òèïó â îáëàñòi òèïó êðó-

ãîâîãî ñåêòîðó Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)} ç ðiâíiñòþ ïîòîêiâ íà

ðàäióñàõ θ = 0 i θ = π i óìîâîþ Äiðiõëå ïðè θ = 0.

Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ¹ ðÿäè Ôóð'¹ ïî áiîðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåìàõ áà-

çèñíèõ ôóíêöié Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà, ùî ïîðîäæåíi âêàçàíèìè êðàéîâèìè

óìîâàìè. Íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî òàêèõ ðÿäiâ ìiñòÿòüñÿ â ïiä-

ðîçäiëi 5.1.1.

Â ïiäðîçäiëi 5.1.2 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åëi-

ïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ â êðóãîâîìó ñåêòîði Ω ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìî-

âàìè.

Â ïiäðîçäiëi 5.1.3 ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êå-

ðóâàííÿ, à òàêîæ ïîáóäîâàíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â êëàñi ôóíêöié, ùî

çàëåæàòü ëèøå âiä êóòîâî¨ çìiííî¨ θ.

Ïðè ðîçãëÿäi ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ç âêàçàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ðÿäè Ôóð'¹-Áåññåëÿ, íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî

ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ â ïiäðîçäiëi 5.2.1.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2.2 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ïàðà-

áîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi (0, T )×Ω ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi (0, T )×Ω ç íåëî-

êàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ç ìiíiìàëüíîþ
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åíåðãi¹þ.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [59], [70], [207], [211],

[212], [213].



Ðîçäië 6

Ìiíiìàêñíi îöiíêè òà ðåãóëÿòîðè äëÿ

çáóðåíèõ ñèñòåì

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî ìiíiìàêñíî-

ãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëó âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ

çàäà÷i çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âèìiðþ¹òüñÿ íå ñàìà âåëè÷è-

íà, ÿêà îïèñó¹ äîñëiäæóâàíå ÿâèùå, à ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äåÿêå çíà÷åííÿ âiä

ðîçâ'ÿçêó iç îïåðàòîðîì, ùî âèçíà÷à¹ ñïîñiá âèìiðþâàííÿ. Ïðîáëåìà óñêëà-

äíÿ¹òüñÿ íå ëèøå ÷åðåç íàÿâíiñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåôiöi¹íòiâ òèïó a(xε )

â ãîëîâíié ÷àñòèíi îïåðàòîðà, òà íåâiäîìèõ ôóíêöi¨, ÿêi âõîäÿòü äî ðiâíÿ-

ííÿ òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ, à ùå é ÷åðåç òå, ùî ñïîñòåðåæåííÿ ¹ íåëiíiéíèì

(ìà¹ îïåðàòîð òèïó ñóïåðïîçèöi¨), ùî ¹ â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiä-

íîøåííþ äî ëiíiéíîãî âèïàäêó (ε = 0). Ïåðåõiä äî çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè

ïàðàìåòðàìè äîçâîëÿ¹ çâiëüíèòèñÿ âiä íåëiíiéíîñòi ó ñïîñòåðåæåííi òà ñêî-

ðèñòàòèñü òðàäèöiéíèì ìiíiìàêñíèì ïiäõîäîì äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Íà îñíîâi òî÷íî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè äëÿ çàäà÷i ç íåçáóðåíèìè (ε = 0) ïàðà-

ìåòðàìè áóäó¹òüñÿ i îá ðóíòîâó¹òüñÿ íàáëèæåíà ìiíiìàêñíà îöiíêà äëÿ âè-

õiäíî¨ çàäà÷i. Ó ïåðøîìó i äðóãîìó ïiäðîçäiëàõ ðîçãëÿíóòî ïàðàáîëi÷íó òà

ãiïåðáîëi÷íó çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ â äåòåðìiíîâàíîìó âèïàäêó ç
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íåëiíiéíèì ñïîñòåðåæåííÿì, ó òðåòüîìó � ïàðàáîëi÷íó çàäà÷ó ìiíiìàêñíî-

ãî îöiíþâàííÿ ç íåëiíiéíèì ñòîõàñòè÷íèì ñïîñòåðåæåííÿì, ó ÷åòâåðòîìó

� çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê ôóíêöiîíàëiâ âiä ïåðiîäè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ Íåéìàíà äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

6.1 Íàáëèæåíi ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêó ïà-

ðàáîëi÷íî¨ çàäà÷i çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè

íåëiíiéíèõ äåòåðìiíîâàíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ

Ó öèëiíäði QT = (0, T )×Ω, äå Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, ðîçãëÿäà¹òüñÿ

çàäà÷à 

∂yε

∂t + Aεyε = f(t, x),

yε|∂Ω = 0,

yε|t=0 = y0(x),

(6.1)

äå Aε = −div(aε(x)∇), aε(x) = a
(
x
ε

)
, a ∈ L∞(Rn) � çàäàíà âèìiðíà

ïåðiîäè÷íà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëi-

ïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi (2.11).

Çãiäíî Ëåìè 2.10 ïðè ôiêñîâàíèõ f ∈ L2(QT ), y0 ∈ L2(Ω) iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) â ïðîñòîði

W (0, T ) =
{
y ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)) | yt ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))
}
.

Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

νε(x) =

∫ T

0

Cε(t, x, yε(t, x)) · yε(t, x)dt+ g(x), (6.2)
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äå Cε = Cε(t, x, ξ) : (0, T ) × Ω × R → R � çàäàíà âèìiðíà ôóíêöiÿ.

Ôóíêöi¨ f ∈ L2(QT ) i y0 ∈ L2(Ω) ç (6.1), à òàêîæ ôóíêöiÿ g ∈ L2(Ω) ç (6.2)

íåâiäîìi, ïðîòå âiäîìî, ùî âîíè íàëåæàòü îïóêëié çàìêíåíié ìíîæèíi G ç

ïðîñòîðó L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω)

{y0, f, g} ∈ G =
{
α ‖y0‖2 + β ‖f‖2

QT
+ γ ‖g‖2 ≤ 1

}
. (6.3)

Òóò i íàäàëi ‖·‖ i (· , ·) - íîðìà i ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2(Ω), ‖·‖QT ,

(· , ·)QT - íîðìà i ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L
2(QT ).

Êëàñè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ [106] ïîëÿãà¹ â òî-

ìó, ùîá îöiíèòè ôóíêöiîíàë

l(yε) =

∫
QT

l(t, x)yε(t, x)dt dx, (6.4)

äå l ∈ L2(QT ) � çàäàíà ôóíêöiÿ, yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1), ó êëàñi

ôóíêöiîíàëiâ âiä ñïîñòåðåæåííÿ

ˆ̂
l(yε) =

∫
Ω

νε(x)u(x)dx, u ∈ L2(Ω), (6.5)

äå ôóíêöiÿ ûε ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

sup
{y0,f,g}∈G

(
l(yε)− ˆ̂

l(yε)
)2

→ inf . (6.6)

Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ (6.6)

σ2
ε := inf

u
Jε(u), (6.7)

äå

Jε(u) = sup
{y0,f,g}∈G

(
l(yε)− ˆ̂

l(yε)
)2

, (6.8)
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íàçèâà¹òüñÿ ïîõèáêîþ ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ.

Íåëiíiéíiñòü Cε i íàÿâíiñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåôiöi¹íòiâ ó Aε, Cε çìó-

øó¹ íàñ øóêàòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) � (6.6), âèêîðèñòîâóþ÷è

òåîðiþ óñåðåäíåííÿ.

À ñàìå, íåõàé a0 � óñåðåäíåíà ìàòðèöÿ äëÿ aε(x), A0 = −div(a0∇),

C0 = C0(t, x) � çàäàíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó L∞(QT ), ÿêà íå çàëåæèòü âiä

ôàçîâî¨ çìiííî¨ y i ¹ óñåðåäíåíîþ (ó ïåâíîìó ñåíñi, äèâ. (6.23)) ôóíêöi¹þ

äëÿ Cε(t, x, ξ).

Òîäi [106] ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Ω) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.8) ïðè ε = 0
(
l(y)− ˆ̂

l(y)
)2

→ sup,

{y0, f, g} ∈ G,
(6.9)

ìà¹ âèãëÿä

y0 = −λ
α
z(0), f = −λ

β
z, g = −λ

γ
u, (6.10)

äå

λ2 =

(
‖z(0)‖2

α
+
‖z‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ

)−1

,

ˆ̂
l(y) =

∫
Ω

ν0(x)u(x)dx, u ∈ L2(Ω), (6.11)

ñïîñòåðåæåííÿ

ν0(x) =

∫ T

0

C0(t, x) · y(t, x)dt+ g(x),

à z ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
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
−∂z

∂t + A0z = −l + C0 · u,

z|∂Ω = 0,

z|t=T = 0.

(6.12)

Äëÿ çíà÷åííÿ çàäà÷i (6.9) ìà¹ìî

J0(u) = sup
{y0,f,g}∈G

(
l(y)− ˆ̂

l(y)
)2

=
‖z(0)‖2

α
+
‖z‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ
. (6.13)

Òîäi çàäà÷à

σ2
0 = inf

u
J0(u) (6.14)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê û0, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàñòóïíîþ ñèñòåìîþ

[106]: 

∂p
∂t + A0p = − 1

βz,

p|∂Ω = 0,

p|t=0 = 1
αz(0),

(6.15)

û0 = γ

∫ T

0

C0(t, x)p(t, x)d, (6.16)

äå z ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.12).

Îñíîâíà ïèòàííÿ, ÿêå äîñëiäæó¹òüñÿ â ïiäðîçäiëi - ÷è áóäå îöiíêà

l̂(yε) =

∫
Ω

νε(x)û0(x)dx

ñëóãóâàòè íàáëèæåíîþ ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i (6.1) �

(6.6) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0.
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Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6.1) � (6.6).

Íåõàé Cε : (0, T )× Ω× R→ R � ôóíêöiÿ Êàðàòåîäîði òàêà, ùî ∀ξ ∈ R,

∀ε ∈ (0, 1) äëÿ ìàéæå âñiõ (ì. â.) (t, x) ∈ (0, T )× Ω

|Cε(t, x, ξ)| ≤ C1(t, x), (6.17)

äå C1 ∈ L∞(QT ) � çàäàíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 6.1. Çà óìîâ (2.11), (6.17) çàäà÷à (6.1) � (6.6) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê,

òîáòî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ û ε, íà ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.7).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ u, y0, f, g ìà¹ìî

l(yε)− ˆ̂
l(yε) = −(g, u)− (zε(0), y0)− (zε, f)QT ,

äå zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

−∂zε

∂t + Aεzε = −l + Cε(t, x, yε(t, x)) · u,

zε|∂Ω = 0,

zε|t=T = 0.

(6.18)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ u ∈ L2(Ω) i Cε(t, x, yε) ∈ L∞(QT ), òî çàäà÷à (6.18) â

ñèëó Ëåìè 2.10 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê zε â êëàñi W (0, T ).

Ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Ω) çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ (6.8) ìà¹ âèãëÿä


((zε(0), y0) + (zε, f)QT + (g, u))2 → sup,

α ‖y0‖2 + β ‖f‖2
QT

+ γ ‖g‖2 ≤ 1.

(6.19)

Îñêiëüêè Cε(t, x, yε) (à îòæå, i zε) çàëåæèòü âiä {y0, f}, òî ôîðìóëè

(6.10) � (6.13), (6.15), (6.16), âçàãàëi êàæó÷è, íå ìàþòü ìiñöÿ.
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiîíàë u 7→ Jε(u) ¹ îïóêëèì, íàïiâíåïåðåðâíèì çíè-

çó, i äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ûε, òàêà ùî

σ2
ε = inf

u
Jε(u) = Jε(ûε),

çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî

lim
‖u‖→∞

Jε(u) =∞.

Äëÿ öüîãî çàôiêñó¹ìî u ∈ L2(Ω) i íàáið {y0, f, g} ∈ G. �ì âiäïîâiäàþòü

ðîçâ'ÿçîê yε(t, x) çàäà÷i (6.1) i ðîçâ'ÿçîê zε(t, x) çàäà÷i (6.18) ç ïðàâîþ ÷à-

ñòèíîþ Cε(t, x, yε(t, x)) ·u(x). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (6.1) � (6.6) iç ôiêñîâàíîþ

ôóíêöi¹þ Cε(t, x) := Cε(t, x, yε(t, x)). Çãiäíî ç ìiðêóâàííÿìè, íàâåäåíèìè

ïðè àíàëiçi óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6.9) � (6.16), ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.19) ìà¹

âèãëÿä

ȳε0 = −λ
α
zε(0), f̄ ε = −λ

β
zε, ḡε = −λ

γ
u,

äå

λ2 =

(
‖zε(0)‖2

α
+
‖zε‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ

)−1

.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Ψ : G→ G, Ψ(y0, f, g) =
{
ȳε0, f̄

ε, ḡε
}
.

Íåõàé

{
yk0 , f

k, gk
}
→ {y0, f, g} ∈ G ñëàáêî â L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω).

Çâiäñè äëÿ ðîçâ'ÿçêó yεk çàäà÷i (6.1) ç óìîâàìè fk, yk0 çà ëåìîþ ïðî

êîìïàêòíiñòü ìà¹ìî çáiæíiñòü
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yεk → yε â L2(QT ),

äå yε = yε(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ç óìîâàìè f , y0.

Òîäi ç óìîâè (6.17) i òåîðåìè Ëåáåãà îäåðæèìî

Cε(t, x, yεk(t, x))→ Cε(t, x, yε(t, x)) â L2(QT ). (6.20)

Îòæå, äëÿ zεk � ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6.18) ç y
ε
k, çãiäíî Ëåìè 2.15 ìà¹ìî

zεk → zε â C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
, (6.21)

äå zε = zε(t, x) - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.18) ç yε.

Çi çáiæíîñòåé (6.20), (6.21) âèïëèâà¹, ùî Ψ - íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i

Ψ(G) - êîìïàêò. Îòæå, çà òåîðåìîþ Øàóäåðà Ψ ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, òîáòî

∃
{
ŷε0, f̂

ε, ĝε
}
∈ G:

{
ŷε0, f̂

ε, ĝε
}

= Ψ
(
ŷε0, f̂

ε, ĝε
)
.

Íåõàé ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ŷε0, f̂
ε, ẑε � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.18), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ŷε. Òîäi â ñèëó (6.13)

‖ẑε(0)‖2

α
+
‖ẑε‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ
≤ Jε(u). (6.22)

Îòæå, lim
‖u‖→∞

Jε(u) =∞ i òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè íàáëèæåíî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè äëÿ çàäà÷i (6.1)

� (6.6).

Íåõàé ñòàëà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðåäíåíîþ äëÿ ìàòðèöi

aε(x) [38], C0 ∈ L∞(QT ) òàêà, ùî
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∀r > 0 Cε(t, x, ξ)→ C0(t, x), ε→ 0 â L2(QT )

ðiâíîìiðíî ïî |ξ| ≤ r.

(6.23)

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë

l̂(yε) =

∫
Ω

νε(x)û0(x)dx, (6.24)

äå û0 ∈ L2(Ω) âèçíà÷à¹òüñÿ ç óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6.9) � (6.16), i âåëè÷èíó

σ̂2
ε = Jε(û0) = sup

{y0,f,g}∈G

(
(l, yε)QT − (νε, û0)

)2
, (6.25)

äå yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1), ñïîñòåðåæåííÿ νε ìà¹ âèãëÿä (6.2).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 6.2. Îöiíêà (6.24) ¹ íàáëèæåíîþ ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ äëÿ âè-

õiäíî¨ çàäà÷i (6.1) � (6.6), à ïîõèáêè (6.7) i (6.25) ¹ áëèçüêèìè ïðè äîñòà-

òíüî ìàëèõ ε > 0, òîáòî ∀η > 0 ∃ε0 > 0 ∀ε ∈ (0, ε0)

∣∣σ2
ε − σ̂2

ε

∣∣ < η. (6.26)

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 6.1

σ2
ε = inf

u
Jε(u) = Jε(ûε).

Òîäi

Jε(ûε) ≤ Jε(0) = sup
{y0,f,g}∈G

(l, yε)2
QT
, (6.27)

äå yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1). Äëÿ ∀ {y0, f, g} ∈ G â ñèëó óìîâè (6.16)

äëÿ ì. â. t âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
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1

2

d

dt
‖yε(t)‖2 + ν1 ‖∇yε(t)‖2 ≤ ‖f(t)‖ · ‖yε(t)‖ .

Ç íåðiâíîñòi Ïóàíêàðå çâiäñè âèâîäèìî, ùî

∀ε ∈ (0, 1) sup
{y0,f,g}∈G

‖yε‖QT ≤ C, (6.28)

äå êîíñòàíòà C > 0 íå çàëåæèòü âiä ε.

Ç íåðiâíîñòåé (6.27), (6.28) i (6.22) âèâîäèìî, ùî {ûε}ε∈(0,1) îáìåæåíà â

L2(Ω), îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(Ω)

ûε → v ñëàáêî â L2(Ω), ε→ 0. (6.29)

Äîâåäåìî, ùî v = û0, äå û0 � ôóíêöiÿ, íà ÿêié îöiíêà ˆ̂
l(y) âèãëÿäó (6.11)

¹ ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i.

Íåõàé ε = εk → 0, ûεk := ûk. Òîäi â ñèëó (6.22)

σ2
εk

= Jεk(ûk) ≥
∥∥ẑk(0)

∥∥2

α
+

∥∥ẑk∥∥2

QT

β
+

∥∥ûk∥∥2

γ
,

äå òðiéêà
{
ŷk0 , f̂

k, ĝk
}
∈ G ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ Ψk ç Òåî-

ðåìè 6.1, çáóäîâàíîãî ïî ôóíêöi¨ ûk.

Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

{
ŷk0 , f̂

k, ĝk
}
→
{
ŷ0, f̂ , ĝ

}
ñëàáêî â L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω),

à ẑk ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.18) ç ŷk i ûk, ŷk � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ïðè

ε = εk ç óìîâàìè f̂k, ŷk0 . Òîäi çà ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü

ŷk → ŷ â L2(QT ), (6.30)

äå ŷ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ç óìîâàìè f̂ , ŷ0 i ε = 0.
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Äîâåäåìî, ùî ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

Cεk(t, x, ŷk)ûk → C0(t, x)v ñëàáêî â L2(QT ). (6.31)

Çi çáiæíîñòi (6.23) âèïëèâà¹, ùî ∀r > 0

αk(r) := sup
|ξ|≤r

∫
QT

∣∣Cεk(t, x, ŷk(t, x))− C0(t, x)
∣∣2 dt dx→ 0, k →∞.

Ïîêëàäåìî

QT (k, r) =
{

(t, x)|
∣∣ŷk(t, x)

∣∣ ≤ r
}
.

Çãiäíî ç íåðiâíiñòþ ×åáèøîâà i çáiæíiñòþ (6.30) îäåðæèìî

µ (QT\QT (k, r)) ≤ 1

r

∫
QT

∣∣ŷk(t, x)
∣∣ dt dx ≤ C

r
, (6.32)

äå êîíñòàíòà C > 0 íå çàëåæèòü âiä k, r.

Òîäi

∫
QT

∣∣Cεk(t, x, ŷk(t, x))− C0(t, x)
∣∣2 dt dx =

=
∫
QT (k,r)

∣∣Cεk(t, x, ŷk(t, x))− C0(t, x)
∣∣2 dt dx+

+
∫
QT \QT (k,r)

∣∣Cεk(t, x, ŷk(t, x))− C0(t, x)
∣∣2 dt dx ≤

≤ αk(r) + 2 ‖C1‖2
L∞(QT ) · Cr ,

(6.33)

äå ôóíêöiÿ C1 âçÿòà ç óìîâè (6.17).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü (6.33) îçíà÷à¹, ùî

Cεk(t, x, ŷk)→ C0(t, x) â L2(QT ).
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Òîäi, â ñèëó íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà

∫
QT

∣∣Cεk
(
t, x, ŷk(t, x)

)
− C0 (t, x)

∣∣ · ∣∣ûk(x)
∣∣ dt · dx→ 0, k →∞.

Îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

(
Cεk

(
t, x, ŷk(t, x)

)
− C0 (t, x)

)
· ûk(x)→ 0, k →∞ äëÿ ì. â. (t, x).

Ç ëåìè Ëiîíñà

(
Cεk

(
t, x, ŷk

)
− C0 (t, x)

)
· ûk → 0, k →∞ ñëàáêî â L2(QT ). (6.34)

Îñêiëüêè

C0(t, x)(ûk − v)→ 0, k →∞ ñëàáêî â L2(QT ), (6.35)

òî çi çáiæíîñòåé (6.34), (6.35) îòðèìó¹ìî çáiæíiñòü (6.31).

Òîäi ç Ëåìè 2.15

ẑk → ẑ â C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

äå ẑ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.18) ïðè ε = 0 i ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ C0(t, x) · v.

Òàêèì ÷èíîì,

lim
k→∞

Jεk(ûk) ≥ lim
k→∞

(
‖ẑk(0)‖2

α +
‖ẑk‖2

QT

β +
‖ûk‖2
γ

)
≥

≥ ‖ẑ(0)‖2
α +

‖ẑ‖2QT
β + ‖v‖2

γ = J0(v).

(6.36)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ûk òàêà ùî
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inf
u
Jεk(u) = Jεk(ûk),

òî ∀u ∈ L2(Ω)

Jεk(ûk) ≤ Jεk(u) =
(
(z̄k(0), ȳk0) + (z̄k, f̄k)QT + (ḡk, u)

)2
, (6.37)

äå
{
ȳk0 , f̄

k, ḡk
}
� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.19) ç ôóíêöi¹þ u, z̄k � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.18) ïðè ε = εk i ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Cεk(t, x, ȳk) · u, ȳk � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.1) ïðè ε = εk ç âiäïîâiäíèìè óìîâàìè ȳk0 , f̄
k.

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü (6.33) � (6.35), àëå ç ôiêñîâàíîþ

ôóíêöi¹þ u, îäåðæó¹ìî, ùî

{
ȳk0 , f̄

k, ḡk
}
→
{
ȳ0, f̄ , ḡ

}
ñëàáêî â L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω),

ȳk → ȳ â L2(QT ),

z̄k → z̄ â C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

äå z̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.18) ïðè ε = 0 i ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ C0(t, x) ·u,

ȳ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ïðè ε = 0 ç âiäïîâiäíèìè óìîâàìè ȳ0, f̄ .

Òîäi

lim
k→∞

Jεk(u) =
(
(z̄(0), ȳ0) + (z̄, f̄)QT + (ḡ, u)

)2
. (6.38)

Ïîêàæåìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (6.38) � öå J0(u). Äiéñíî, ∀ {y0, f, g} ∈ G

Jεk(u) ≥
(
(zk(0), y0) + (zk, f̄)QT + (g, u)

)2
, (6.39)

äå zk � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.18) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Cεk(t, x, yk) · u, yk �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ç óìîâàìè y0, f .
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Àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü (6.33) � (6.35), ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî ãðàíèöi

â íåðiâíîñòi (6.39) i â ñèëó äîâiëüíîñòi {y0, f, g} îòðèìàòè, ùî

lim
k→∞

Jεk(u) = J0(u). (6.40)

Òàêèì ÷èíîì, ∀u ∈ L2(Ω)

J0(v) ≤ lim
k→∞

Jεk(ûk) ≤ J0(u). (6.41)

Iç (6.41) îäåðæó¹ìî, ùî v = û0 i

σ2
ε → σ2

0 = J0(û0), ε→ 0.

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî

σ̂2
ε → σ2

0, ε→ 0. (6.42)

Íåõàé ε = εk → 0. Òîäi

σ̂2
εk

= Jεk(û0) =
(

(z̃k(0), ỹk0) + (z̃k, f̃
k)QT + (g̃k, û0)

)2

,

äå z̃k � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.18) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Cεk(t, x, ỹk) · û0, ỹk

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1) ç óìîâàìè ỹk0 , f̃
k,
{
ỹk0 , f̃

k, g̃k
}
� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(6.19) ç ôóíêöiÿìè z̃k, û0.

Òîäi ç (6.40)

lim
k→∞

Jεk(û0) = J0(û0),

ùî i äîâîäèòü (6.42).
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6.2 Íàáëèæåíå ìiíiìàêñíå îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ïðè íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ

Â ïîçíà÷åííÿõ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó: ó öè-

ëiíäði QT = (0, T )× Ω, äå Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü, ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ

ñèñòåìîþ 

∂2yε

∂t2 = div(aε(x)∇yε) + f(t, x),

yε|∂Ω = 0,

yε|t=0 = y0(x), yεt |t=0 = y1(x)

(6.43)

äå aε(x) = a
(
x
ε

)
, a ∈ L∞(Rn) � çàäàíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâàì ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi (2.11).

Ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

νε(x) =

∫ T

0

Cε(t, x, yε(t, x)) · yε(t, x)dt+ g(x), (6.44)

äå Cε = Cε(t, x, ξ) : (0, T )× Ω× R→ R � çàäàíà âèìiðíà ôóíêöiÿ.

Ôóíêöi¨ y0 ∈ H1
0(Ω), y1 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(QT ) ç (6.43), à òàêîæ ôóí-

êöiÿ g ∈ L2(Ω) ç (6.44) íåâiäîìi, ïðîòå âiäîìî, ùî âîíè íàëåæàòü îïóêëié

çàìêíåíié ìíîæèíi G ç ïðîñòîðó H1
0(Ω)× L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω)

{y0, y1, f, g} ∈ G =

=
{
α0 ‖y0‖2

H1
0

+ α1 ‖y1‖2 + β ‖f‖2
QT

+ γ ‖g‖2 ≤ 1
}
. (6.45)

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ [106]: îöiíèòè

ôóíêöiîíàë
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l(yε) =

∫
QT

l(t, x)yε(t, x)dtdx, (6.46)

äå l ∈ L2(QT ) � çàäàíà ôóíêöiÿ, yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43), ó êëàñi

ôóíêöiîíàëiâ âiä ñïîñòåðåæåíü

ˆ̂
l(yε) =

∫
Ω

νε(x)u(x)dx, u ∈ L2(Ω), (6.47)

äå ôóíêöiÿ ûε ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Jε(u) := sup
{y0,y1,f,g}∈G

(
l(yε)− ˆ̂

l(yε)
)2

→ inf . (6.48)

Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ (6.48)

σ2
ε := inf

u
Jε(u) (6.49)

íàçèâà¹òüñÿ ïîõèáêîþ ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòà¹ìî ïiäõiä ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó. À ñà-

ìå, íåëiíiéíiñòü Cε i íàÿâíiñòü øâèäêî êîëèâíèõ êîåôiöi¹íòiâ äèêòó¹ íàì

ïåðåõiä äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ. Íåõàé a0 � ñòàëà ìàòðèöÿ, ùî ¹ óñåðå-

äíåíîþ äî aε(x), C0 = C0(t, x) � çàäàíà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó L∞(QT ), ÿêà

íå çàëåæèòü âiä ôàçîâî¨ çìiííî¨ y i ¹ óñåðåäíåíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ Cε(t, x, ξ)

â ñåíñi (6.23).

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó (6.43) ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì div(a0∇) i ñïî-

ñòåðåæåííÿì C0(t, x).

Iñíóâàííÿ òà ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i ìiíiìà-

êñíîãî îöiíþâàííÿ äîáðå âiäîìi [106], [107]. Íåõàé û0 ∈ L2(Ω) � ðîçâ'ÿçîê

âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i (6.48). Îñíîâíà ïèòàííÿ, ÿêå äîñëiäæó¹òüñÿ ó öüîìó ïiä-

ðîçäiëi � ÷è áóäå îöiíêà
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l̂(yε) =

∫
Ω

νε(x)û0(x)dx,

ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0 ñëóãóâàòè íàáëèæåíîþ ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ

äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i (6.43) � (6.48), òîáòî ÷è áóäå âiðíî, ùî ∀η > 0 ∃ε0 > 0

∀ε ∈ (0, ε0)

∣∣σ2
ε − σ̂2

ε

∣∣ < η, (6.50)

äå

σ̂2
ε = Jε(û0) = sup

{y0,y1,f,g}∈G

(
(l, yε)QT − (νε, û0)

)2
, (6.51)

yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43), νε ìà¹ âèãëÿä (6.44).

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ðîçâ'ÿçíiñòü (6.43) � (6.48).

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ a ∈ L∞(Rn) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè åëiïòè÷íîñòi òà îáìåæåíîñòi (2.11), òî òèì ñàìèì óìîâàì áóäå çàäî-

âîëüíÿòè i óñåðåäíåíà ñòàëà ìàòðèöÿ a0.

Êðiì òîãî, çà âèêîíàííÿ (2.11) â ñèëó Ëåìè 2.11 äëÿ ôiêñîâàíèõ y0 ∈

H1
0(Ω), y1 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(QT ) çàäà÷à (6.43) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê yε â

êëàñi

W1(0, T ) =
{
y ∈ L2(0, T ;H1

0(Ω)) | yt ∈ L2(0, T ;L2(Ω))
}
.

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé ôóíêöiÿ Cε : (0, T )×Ω×R→ R íåïåðåðâíà ïî òðå-

òüîìó àðãóìåíòó i îáìåæåíà. Òîäi çàäà÷à (6.43) � (6.48) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê,

òîáòî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ û ε, íà ÿêié äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.49).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ u, y0, y1, f , g ìà¹ìî
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l(yε)− ˆ̂
l(yε) = −(g, u)− (zεt (0), y0) + (zε(0), y1) + (zε, f)QT ,

äå zε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

∂2zε

∂t2 = div(aε(x)∇zε) + l − Cε(t, x, yε(t, x)) · u,

zε|∂Ω = 0,

zε|t=T = zεt |t=T = 0.

(6.52)

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ u ∈ L2(Ω) i Cε(t, x, yε) ∈ L∞(QT ), òî çàäà÷à (6.52) â

ñèëó Ëåìè 2.11 ìà¹ ðîçâ'ÿçîê zε ∈ W1(0, T ).

Ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Ω) çàäà÷à ìàêñèìiçàöi¨ â (6.48) ìà¹ âèãëÿä


(−(g, u)− (zεt (0), y0) + (zε(0), y1) + (zε, f)QT )2 → sup,

α0 ‖y0‖2
H1

0
+ α1 ‖y1‖2 + β ‖f‖2

QT
+ γ ‖g‖2 ≤ 1.

(6.53)

Îñêiëüêè Cε(t, x, yε) (à îòæå, i zε) çàëåæèòü âiä {y0, y1, f}, òî (6.53) íå

äîïóñêà¹, âçàãàëi êàæó÷è, ÿâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ (íà âiäìiíó âiä âèïàäêó, êîëè

Cε íå çàëåæèòü âiä yε [106]).

Àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü ç äîâåäåííÿ Òåîðåìè 6.1 ïîïåðåäíüîãî ïiäðîç-

äiëó äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ûε äîñòàòíüî ïîêàçàòè êîåðöèòèâ-

íiñòü ôóíêöiîíàëó Jε, òîáòî

lim
‖u‖→∞

Jε(u) =∞.

Ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíi u ∈ L2(Ω) i íàáið {y0, y1, f, g} ∈ G. �ì âiäïî-

âiäàþòü ðîçâ'ÿçîê yε(t, x) çàäà÷i (6.43) i ðîçâ'ÿçîê zε(t, x) çàäà÷i (6.52) ç

ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Cε(t, x, yε(t, x)) ·u(x). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (6.43) � (6.48) iç
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ôiêñîâàíîþ ôóíêöi¹þ Cε(t, x) := Cε(t, x, yε(t, x)). Çãiäíî ç [106], ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i ìàêñèìiçàöi¨ (6.53) â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä

ȳε0 = − λ

α0
Λ−1zεt (0), ȳε1 =

λ

α1
zε(0), f̄ ε =

λ

β
zε, ḡε = −λ

γ
u,

äå Λ � öå êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì ìiæ H1
0(Ω) òà H−1(Ω),

λ2 =

(
‖zεt (0)‖2

H−1

α0

+
‖zε(0)‖2

α1
+
‖zε‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ

)−1

.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Ψ : G→ G,

Ψ(y0, y1, f, g) =
{
ȳε0, ȳ

ε
1, f̄

ε, ḡε
}
.

Íåõàé

{
yk0 , y

k
1 , f

k, gk
}
→ {y0, y1, f, g} ∈ G ñëàáêî â

H1
0(Ω)× L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω).

Çâiäñè äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6.43) ç óìîâàìè fk, yk0 , y
k
1 çà ëåìîþ ïðî

êîìïàêòíiñòü ìà¹ìî

yεk → yε â C([0, T ];L2(Ω)) i ñëàáêî â L2(0, T ;H1
0(Ω)), (6.54)

yk
ε
t → yεt â C([0, T ];H−1(Ω)) i ñëàáêî â L2(0, T ;L2(Ω)), (6.55)

äå yε = yε(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43) ç óìîâàìè f , y0, y1.

Òîäi ç îáìåæåíîñòi Cε i òåîðåìè Ëåáåãà îäåðæèìî

Cε(t, x, yεk(t, x))→ Cε(t, x, yε(t, x)) â L2(QT ). (6.56)
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Îòæå, äëÿ zεk � ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6.52) ç y
ε
k, çãiäíî Ëåìè 2.16 ìà¹ìî, ùî

zεk → zε â ñåíñi (6.54), (6.55), äå zε = zε(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.52) ç yε.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

Ψ(yk0 , y
k
1 , f

k, gk)→ Ψ(y0, y1, f, g) â H1
0(Ω)× L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω).

Îòæå, Ψ � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i Ψ(G) � êîìïàêò. Òîäi çà òåîðåìîþ

Øàóäåðà Ψ ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, òîáòî ∃
{
ŷε0, ŷ

ε
1, f̂

ε, ĝε
}
∈ G:

{
ŷε0, ŷ

ε
1, f̂

ε, ĝε
}

= Ψ
(
ŷε0, ŷ

ε
1, f̂

ε, ĝε
)
.

Íåõàé ŷε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ŷε0, ŷε1, f̂ ε, ẑε �

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.52), ÿêèé âiäïîâiäà¹ ŷε. Òîäi

‖ẑεt (0)‖2
H−1

α0

+
‖ẑε(0)‖2

α1
+
‖ẑε‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ
≤ Jε(u). (6.57)

Îòæå, lim
‖u‖→∞

Jε(u) =∞ i òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè òà îá ðóíòóâàííÿ óñåðåäíåíî¨ ìiíiìàêñíî¨

îöiíêè.

Íåõàé ñòàëà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðåäíåíîþ äëÿ ìàòðèöi

aε(x) [38], ôóíêöiÿ C0 = C0(t, x) ∈ L∞(QT ) òàêà, ùî

∀r > 0 Cε(t, x, ξ)→ C0(t, x), ε→ 0 â L2(QT )

ðiâíîìiðíî ïî |ξ| ≤ r.

(6.58)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (6.43) � (6.48) ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì A0 =

div(a0∇) i ñïîñòåðåæåííÿì

ν0(x) =

∫ T

0

C0(t, x) · y(t, x)dt+ g(x).
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Âiäîìî [106], ùî ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Ω) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(
l(y)− ˆ̂

l(y)
)2

→ sup,

{y0, y1, f, g} ∈ G,
(6.59)

ìà¹ âèãëÿä

y0 = − λ

α0
Λ−1zt(0), y1 =

λ

α1
z(0), f =

λ

β
z, g = −λ

γ
u, (6.60)

äå

λ2 =

(
‖zt(0)‖2

H−1

α0
+
‖z(0)‖2

α1
+
‖z‖2

QT

β
+
‖u‖2

γ

)−1

,

à z ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
∂2z
∂t2 = div(a0∇z) + l − C0 · u,

z|∂Ω = 0,

z|t=T = 0, zt|t=T = 0.

(6.61)

Äëÿ çíà÷åííÿ çàäà÷i (6.59) ìà¹ìî

J0(u) = sup
{y0,y1,f,g}∈G

(
l(y)− ˆ̂

l(y)
)2

=

=
‖zt(0)‖2H−1

α0
+ ‖z(0)‖2

α1
+
‖z‖2QT
β + ‖u‖2

γ .

(6.62)

Òîäi çàäà÷à

σ2
0 = inf

u
J0(u) (6.63)

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê û0, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

û0 = −γ
∫ T

0

C0(t, x)p(t, x)dt, (6.64)
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äå p ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè



∂2p
∂t2 = div(a0∇p)− 1

βz,

∂2q
∂t2 = div(a0∇q)− C0û,

p|∂Ω = 0, q|∂Ω = 0,

p|t=0 = 1
α0

Λ−1qt(0), pt|t=0 = − 1
α1
z(0),

q|t=0 = qt|t=0 = 0.

(6.65)

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiîíàë

l̂(yε) =

∫
Ω

νε(x)û0(x)dx, (6.66)

äå û0 ∈ L2(Ω) âèçíà÷à¹òüñÿ ç (6.64), i âåëè÷èíó

σ̂2
ε = Jε(û0) = sup

{y0,y1,f,g}∈G

(
(l, yε)QT − (νε, û0)

)2
, (6.67)

äå yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43), ñïîñòåðåæåííÿ νε ìà¹ âèãëÿä (6.44).

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïiäðîçäiëó 6.2.

Òåîðåìà 6.4. Çà âèêîíàííÿ óìîâè (6.58) îöiíêà (6.66) ¹ íàáëèæåíîþ ìi-

íiìàêñíîþ îöiíêîþ äëÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i (6.43) � (6.48), à ïîõèáêè (6.49) i

(6.67) ¹ áëèçüêèìè ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε > 0, òîáòî ∀η > 0 ∃ε0 > 0

∀ε ∈ (0, ε0) ∣∣σ2
ε − σ̂2

ε

∣∣ < η. (6.68)

Äîâåäåííÿ. Çà Òåîðåìîþ 6.3

σ2
ε = inf

u
Jε(u) = Jε(ûε).

Òîäi
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Jε(ûε) ≤ Jε(0) = sup
{y0,y1,f,g}∈G

(l, yε)2
QT
, (6.69)

äå yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43). Äëÿ ∀ {y0, y1, f, g} ∈ G äëÿ ì. â. t âèêî-

íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1

2

d

dt

(
‖yεt (t)‖

2 + (aε∇yε(t),∇yε(t))
)

= (f(t), yεt (t)).

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi òà òà ëåìè Ãðîíóîëà âèâîäèìî, ùî

∀ε ∈ (0, 1) sup
{y0,y1,f,g}∈G

sup
t∈[0,T ]

(
‖yε(t)‖2

H1
0

+ ‖yεt (t)‖
2
)
≤ C, (6.70)

äå êîíñòàíòà C > 0 íå çàëåæèòü âiä ε.

Ç íåðiâíîñòåé (6.69), (6.70) i (6.57) âèâîäèìî, ùî {ûε}ε∈(0,1) îáìåæåíà â

L2(Ω), îòæå, ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(Ω)

ûε → v ñëàáêî â L2(Ω), ε→ 0. (6.71)

Äîâåäåìî, ùî v = û0.

Íåõàé ε = εk → 0, ûεk := ûk. Òîäi â ñèëó (6.57)

σ2
εk

= Jεk(ûk) ≥
∥∥ẑkt (0)

∥∥2

H−1

α0

+

∥∥ẑk(0)
∥∥2

α1
+

+

∥∥ẑk∥∥2

QT

β
+

∥∥ûk∥∥2

γ
,

äå
{
ŷk0 , ŷ

k
1 , f̂

k, ĝk
}
∈ G ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ Ψk ç Òåîðå-

ìè 6.3, çáóäîâàíîãî ïî ôóíêöi¨ ûk.

Òîäi ïî ïiäïîñëiäîâíîñòi

{
ŷk0 , ŷ

k
1 , f̂

k, ĝk
}
→
{
ŷ0, ŷ1, f̂ , ĝ

}
ñëàáêî â
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H1
0(Ω)× L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω),

à ẑk ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.52) ç ŷk i ûk, ŷk � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43) ïðè

ε = εk ç óìîâàìè f̂k, ŷk0 , ŷ
k
1 . Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü ëåìîþ 2.16 i ëåìîþ ïðî

êîìïàêòíiñòü, âèâîäèìî, ùî

ŷk → ŷ â C([0, T ];L2(Ω)), (6.72)

äå ŷ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43) ç óìîâàìè f̂ , ŷ0, ŷ1 i ε = 0.

Òîäi, ïîâòîðþþ÷è âiäïîâiäíi ìiðêóâàííÿ ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, ìî-

æåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ìà¹ ìiñöå çáiæíiñòü

Cεk(t, x, ŷk)ûk → C0(t, x)v ñëàáêî â L2(QT ). (6.73)

Òîäi ç ëåìè 2.16

ẑk → ẑ â C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
, ẑkt → ẑt â C([0, T ];H−1(Ω)), (6.74)

äå ẑ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.52) ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì div(a0∇)

i ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ C0(t, x) · v.

Òàêèì ÷èíîì,

lim
k→∞

Jεk(ûk) ≥

lim
k→∞

(
‖ẑkt (0)‖2

H−1
α0

+
‖ẑk(0)‖2

α1
+
‖ẑk‖2

QT

β +
‖ûk‖2
γ

)
≥

≥ ‖ẑt(0)‖2H−1
α0

+ ‖ẑ(0)‖2
α1

+
‖ẑ‖2QT
β + ‖v‖2

γ = J0(v).

(6.75)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ûk òàêà ùî

inf
u
Jεk(u) = Jεk(ûk),
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òî ∀u ∈ L2(Ω)

Jεk(ûk) ≤ Jεk(u) =
(
−(z̄kt (0), ȳk0) + (z̄k(0), ȳk1) + (z̄k, f̄k)QT − (ḡk, u)

)2
,

äå
{
ȳk0 , ȳ

k
1 , f̄

k, ḡk
}
� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.53) ç ôóíêöi¹þ u, z̄k � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.52) ïðè ε = εk i ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ Cεk(t, x, ȳk) · u, ȳk � ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (6.43) ïðè ε = εk ç âiäïîâiäíèìè óìîâàìè ȳk0 , ȳ
k
1 , f̄

k.

Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü, àëå ç ôiêñîâàíîþ ôóíêöi¹þ u, îäåð-

æó¹ìî, ùî

{
ȳk0 , ȳ

k
1 , f̄

k, ḡk
}
→
{
ȳ0, ȳ1, f̄ , ḡ

}
ñëàáêî â

H1
0(Ω)× L2(Ω)× L2(QT )× L2(Ω),

ȳk → ȳ â C([0, T ];L2(Ω)), z̄k → z̄ â ñåíñi (6.74),

äå z̄ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.52) ç äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì div(a0∇) i

ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ C0(t, x)·u, ȳ � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.43) ç äèôåðåíöiàëüíèì

îïåðàòîðîì div(a0∇) òà âiäïîâiäíèìè óìîâàìè ȳ0, f̄ .

Òîäi

lim
k→∞

Jεk(u) =

=
(
−(z̄t(0), ȳ0) + (z̄(0), ȳ1) + (z̄ , f̄)QT − (ḡ, u)

)2
= J0(u).

(6.76)

Òàêèì ÷èíîì, ∀u ∈ L2(Ω)

J0(v) ≤ lim
k→∞

Jεk(ûk) ≤ J0(u). (6.77)

Iç (6.77) îäåðæó¹ìî, ùî v = û0 i
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σ2
ε → σ2

0 = J0(û0), ε→ 0.

Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ç ôóíêöi¹þ u = û0, àíàëîãi÷íî (6.76)

âèâîäèìî

lim
k→∞

Jεk(û0) = J0(û0).

Òàêèì ÷èíîì,

σ̂2
ε → σ2

0, ε→ 0,

i òåîðåìà äîâåäåíà.
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6.3 Íàáëèæåíi ãàðàíòîâàíi ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íi îöiíêè ôóíêöiî-

íàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ çi øâèäêî êîëèâíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ñïîñòåðåæå-

ííÿõ

Ó ïîçíà÷åííÿõ ïiäðîçäiëó 6.1 â öèëiíäði QT = (0, T ) × Ω ðîçãëÿäà¹ìî çà-

äà÷ó 
∂yε

∂t + Aεyε = f1(t, x),

yε|∂Ω = 0,

yε(0, x) = f0(x),

(6.78)

äå Aε = −div(aε(x)∇), aε(x) = a
(
x
ε

)
, a ∈ L∞(Rn) � çàäàíà ïåðiîäè-

÷íà, ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi

(2.11).

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äåÿêèõ f0, f1 ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâî¨

ôóíêöi¨ νε(x), x ∈ Ω âèãëÿäó

νε(x) =

∫ T

0

Cε(t, x, yε(t, x)) · yε(t, x)dt+ η(x), (6.79)

äå Cε = Cε(t, x, ξ) : (0, T ) × Ω × R → R � çàäàíà âèìiðíà îáìåæåíà

ôóíêöiÿ, òàêà ùî ∀ξ ∈ R, ∀ε ∈ (0, 1) äëÿ ìàéæå âñiõ (ì. â.) (t, x) ∈ (0, T )×Ω

|Cε(t, x, ξ)| ≤ C1(t, x), (6.80)

äå C1 ∈ L∞(QT ) � çàäàíà íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ; η(x) - âèïàäêîâå ïîëå, äëÿ

ÿêîãî Eη(x) = 0 i ôóíêöiÿ Eη2(x) âèìiðíà òà iíòåãðîâàíà.

Ôóíêöi¨ f ∈ L2(QT ) i f0 ∈ L2(Ω) ç (6.78) íåâiäîìi, ïðîòå âiäîìî, ùî âîíè

íàëåæàòü îáìåæåíié çàìêíåíié îïóêëié ìíîæèíi F ç ïðîñòîðó L2(Ω) ×
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L2(QT ).

Êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ R(x1, x2) = Eη(x1)η(x2) íåâiäîìà, àëå âiäîìî, ùî

âîíà íàëåæèòü îáìåæåíié ìíîæèíi V ç ïðîñòîðó L2(Ω× Ω).

Íàøà çàäà÷à ïîëÿãàòèìå â òîìó, ùîá îöiíèòè ôóíêöiîíàë

l(yε) =

∫
QT

l(t, x)yε(t, x)dt dx, (6.81)

äå l ∈ L2(QT ) � çàäàíà ôóíêöiÿ, yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.78).

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ëiíiéíîþ îöiíêîþ ôóíêöiîíàëó l(yε) íàçâåìî âèðàç

l̂(yε) =

∫
Ω

u(x)νε(x)dx+ C = (u, νε) + C, (6.82)

äå u ∈ L2(Ω) � çàäàíà ôóíêöiÿ, νε(x) � ñïîñòåðåæåííÿ (6.79), C ∈ R1 �

êîíñòàíòà.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Âèðàç

σε(u, c) =

(
sup
F, V

E(l(yε)− l̂(yε))2

)1/2

(6.83)

íàçâåìî ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ ïîõèáêîþ îöiíþâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 6.3. Îöiíêà

ˆ̂
l(yε) =

∫
Ω

û(x)νε(x)dx+ ĉ = (û, νε) + ĉ, (6.84)

äëÿ ÿêî¨ (û, ĉ) ∈ Argminσε(u, c), òîáòî inf
u,c
σ2
ε(u, c) = σ2

ε(û, ĉ), íàçè-

âà¹òüñÿ ãàðàíòîâàíîþ ëiíiéíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ îöiíêîþ (ÃËÑÎ)

ôóíêöiîíàëó l̂(yε), à âåëè÷èíà σε(û, ĉ) � ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè-

÷íîþ ïîõèáêîþ (ÃÑÏ) îöiíêè
ˆ̂
l(yε).

Íåõàé äëÿ äåÿêîãî γ > 0 ìíîæèíà V ìiñòèòü ïiäìíîæèíó V1 âèãëÿäó
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V1 =

{
R :

∫
Ω×Ω

(R(x1, x2)−R0(x1, x2))
2 dx1dx2 ≤ γ2

}
. (6.85)

äå R0 ∈ L2(Ω× Ω) - âiäîìà êîðåëÿöiéíà ôóíêöiÿ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 6.1. Iñíó¹ ÃËÑÎ ôóíêöiîíàëó l(yε) i ïðè öüîìó

ĉ =
1

2

(
α+
ε (û) + α−ε (û)

)
, (6.86)

σ2
ε(û, ĉ) = 1

4 (α+
ε (û)− α−ε (û))2 +

+ sup
V

∫
Ω×ΩR(x1, x2)û(x1)û(x2)dx1dx2,

(6.87)

äå

α+
ε (û) = sup

F
Sε(f, û), α−ε (û) = inf

F
Sε(f, û),

Sε(f, û) = l(yε)−
∫
QT

û(x)Cε(t, x, yε(t, x)) · yε(t, x)dtdx.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 6.2 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

σ2
ε(u, c) = sup

F
(Sε(f, u)− c)2 +

+ sup
V
E(

∫
Ω

u(x)η(x)dx)2 =

= sup
F

(Sε(f, u)− c)2 +

+ sup
V

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2.
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Çàóâàæèìî, ùî σ2
ε(u, c) � îïóêëèé íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó ôóíêöiîíàë

çà çìiííîþ u ∈ L2(Ω). Êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

σ2
ε(u, c) ≥ sup

F
(Sε(f, u)− c)2 +

+ sup
V1

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2 =

= sup
F

(Sε(f, u)− c)2 +

∫
Ω×Ω

R0(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2+

+ sup
V1

∫
Ω×Ω

(R(x1, x2)−R0(x1, x2))u(x1)u(x2)dx1dx2.

Äàëi îäåðæèìî, ùî

sup
V1

∫
Ω×Ω (R(x1, x2)−R0(x1, x2))u(x1)u(x2)dx1dx2 =

= |γ|
∫

Ω u
2(x)dx.

(6.88)

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî lim
‖u‖→∞

σ2
ε(u, c) = ∞. Îòæå, ôóíêöiî-

íàë σε ¹ êîåðöèòèâíèì i ñëàáî íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó, òîìó çà òåîðåìîþ

Âåé¹ðøòðàñà iñíó¹ û òàêå, ùî

inf
u
σ2
ε(u, c) = σ2

ε(û, c). (6.89)

Çàóâàæèìî äàëi, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

α−ε (u) ≤ Sε(f, u) ≤ α+
ε (u),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

σ2
ε(u, c) =

(
1

2

(
α+
ε (u)− α−ε (u)

)
+

∣∣∣∣c− 1

2

(
α+
ε (u) + α−ε (u)

)∣∣∣∣)2

+ (6.90)
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+ sup
V

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2 ≥

≥ 1

4

(
α+
ε (u)− α−ε (u)

)2
+

+ sup
V

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2 ≥

≥ min
u

{
1

4

(
α+
ε (u)− α−ε (u)

)2
+ sup

V

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2

}
,

à ìiíiìóì â îñòàííié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ ïðè u = û, à îòæå,

ĉ =
1

2

(
α+
ε (û) + α−ε (û)

)
, (6.91)

i ïðè öüîìó

σ2
ε(û, ĉ) =

1

4

(
α+
ε (û)− α−ε (û)

)2
+

+ sup
V

∫
Ω×Ω

R(x1, x2)û(x1)û(x2)dx1dx2.

Äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíî¨ îöiíêè ïåðåõîäèìî äî óñåðåäíåíèõ ïàðàìåòðiâ.

À ñàìå, íåõàé ñòàëà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ a0 ¹ óñåðåäíåíîþ äëÿ ìà-

òðèöi aε(x),A0 = −div(a0∇), âèìiðíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ C0(t, x) ∈ L∞(QT )

¹ óñåðåäíåíîþ äî Cε â òîìó ñåíñi, ùî

∀r Cε(t, x, ξ)→ C0(t, x) ïðè ε→ 0 ðiâíîìiðíî ïî |ξ| ≤ r. (6.92)
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Ïðè ôiêñîâàíîìó u ∈ L2(Ω) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó
∂y0

∂t + A0y0 = f1(t, x),

y0|∂Ω = 0,

y0(0, x) = f0(x).

(6.93)

Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äåÿêèõ f1(t, x) ∈ L2(QT ), f0(x) ∈ L2(Ω) ñïîñòåðiãà-

¹òüñÿ ðåàëiçàöiÿ âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ ν0(x), x ∈ Ω âèãëÿäó

ν0(x) =

∫ T

0

C0(t, x) · y0(t, x)dt+ η(x). (6.94)

Íåõàé ôóíêöiÿ û0 ∈ L2(Ω) i ÷èñëî ĉ0 çíàõîäèòüñÿ iç ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

inf
u,c
σ2

0(u, c) = σ2
0(û0, ĉ0), (6.95)

äå

σ2
0(û0, ĉ0) = 1

4

(
α+

0 (û0)− α−0 (û0)
)2

+

+ sup
V

∫
Ω×ΩR(x1, x2)û

0(x1)û
0(x2)dx1dx2,

(6.96)

α+
0 (û0) = sup

F
S0(f, û

0), α−0 (û0) = inf
F

S0(f, û
0), (6.97)

S0(f, û
0) = l(y0)−

∫
QT

û0(x)C0(t, x) · y0(t, x)dtdx,

òóò l(y0) � ôóíêöiîíàë âèãëÿäó (6.81), y0 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.78) ïðè

ε = 0.

Îçíà÷åííÿ 6.4. Îöiíêó âèãëÿäó

l̂0(y
ε) = (û0, νε) + ĉ0, (6.98)
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äå νε � ñïîñòåðåæåííÿ âèãëÿäó (6.79), yε � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.78), íàçâå-

ìî íàáëèæåíîþ ãàðàíòîâàíîþ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîþ îöiíêîþ (ÍÃÑÎ) äî

ãàðàíòîâàíî¨ ëiíiéíî¨ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ îöiíêè.

Òåîðåìà 6.5. Ìà¹ ìiñöå ãðàíè÷íà ðiâíiñòü

lim
ε→0

sup
F,V

E
(
l(yε)− l̂0(yε)

)2

= σ2
0, (6.99)

äå

σ2
0 = sup

F

(
l(y0)−

∫
QT
û0(x)C0(t, x) · y0(t, x)dtdx− ĉ0

)2

+

+ sup
V

∫
Ω×ΩR(x1, x2)û

0(x1)û
0(x2)dx1dx2

(6.100)

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

sup
F, V

E
(
l(yε)− l̂0(yε)

)2

= sup
F

(
l(yε)−

−
∫
QT
û0(x)Cε(t, x, yε(t, x)) · yε(t, x)dtdx− ĉ0

)2
+

+ sup
V

∫
Ω×ΩR(x1, x2)û

0(x1)û
0(x2)dx1dx2.

(6.101)

Íåõàé
{
f̂k0 , f̂

k
1

}
� ìàêñèìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ó (6.101). Òîäi ïî ïiäïî-

ñëiäîâíîñòi

{
f̂k0 , f̂

k
1

}
→
{
f̂0, f̂1

}
ñëàáêî â L2(Ω)× L2(QT ).

Òîäi ç ëåìè ïðî êîìïàêòíiñòü òà Ëåìè 2.15 âèïëèâà¹

ŷk → ŷ0 â L2(QT ), (6.102)

äå ŷ0 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.93) ç óìîâàìè f̂1, f̂0.
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Àíàëîãi÷íî ìiðêóâàíííÿì ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëiâ çâiäñè âèâîäèìî

Cεk(t, x, ŷk)ûk → C0(t, x)û0 ñëàáêî â L2(QT ). (6.103)

Iç çáiæíîñòåé (6.102) i (6.103) ìè îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (6.99). Òåîðåìó äîâå-

äåíî.

Çíàéäåìî âèãëÿä ÍÃÑÎ ó âèïàäêó, êîëè V = V1, à ìíîæèíà F ìà¹ âèãëÿä

F =
{

(f0, f1) : Φ(f0, f1) =
∫

Ω q
2
0(x)

(
f0(x)− f̄0(x)

)2
dx+

+
∫
QT
q2

1(t, x)
(
f1(t, x)− f̄1(t, x)

)2
dxdt ≤ 1

}
,

(6.104)

äå q0(x), q1(t, x) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ó âiäïîâiäíèõ çàìêíåíèõ îáëàñòÿõ,

ïðè÷îìó α0 α1 < 0 òàêi, ùî q2
0(x) ≥ α0, q2

1(t, x) ≥ α1, f̄0(x), f̄1(t, x) - âiäîìi

ôóíêöi¨ iç L2(Ω) òà L2(QT ) âiäïîâiäíî.

Çíàéäåìî ôóíêöiþ û0(x) òà êîíñòàíòó ĉ0 äëÿ öüîãî âèïàäêó. Ñïî÷àòêó

ââåäåìî ôóíêöi¨ ẑ(t, x) òà p̂(t, x) ÿê óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì ðiâíÿíü

−∂ẑ
∂t + A0ẑ = −l(t, x) + C0(t, x)û0(x),

ẑ|∂Ω = 0, ẑ(T, x) = 0,

∂p̂
∂t + A0p̂ = q−2

1 (t, x)ẑ(t, x),

p̂|∂Ω = 0, p̂(0, x) = q−2
0 (x)ẑ(0, x),

(6.105)

à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

R0û
0 + |γ| û0(x) =

∫ T

0

C0(t, x)p̂(t, x)dt. (6.106)

Cèñòåìà (6.105) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â ïðîñòîði W (0, T )×W (0, T ).
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Òåîðåìà 6.6. Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

σ2
0 = l(p̂), (6.107)

ôóíêöiÿ û0(x) âèçíà÷à¹òüñÿ iç ñèñòåì ðiâíÿíü (6.105) i ïðè öüîìó

ĉ0 =

∫
Ω

ẑ(0, x)f̄0(x)dx+

∫
QT

ẑ(t, x)f̄1(t, x)dtdx. (6.108)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ẑ(t, x) ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñè-

ñòåìè (6.105). Ââåäåìî ôóíêöi¨ α+
0 (u), α−0 (u), ÿê íàâåäåíî ó âèðàçàõ (6.95),

äå

S0(f, u) =

∫
Ω

ẑ(0, x)f0(x)dx+

∫
QT

ẑ(t, x)f1(t, x)dtdx. (6.109)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, îäåðæèìî

1
2

(
α+

0 (u)− α−0 (u)
)

=

=
(∫

Ω ẑ
2(0, x) q−2

0 (x)dx+
∫
QT
ẑ2(t, x)q−2

1 (t, x)dtdx
) 1

2

=

= d1(ẑ),

(6.110)

1
2

(
α+

0 (u) + α−0 (u)
)

=
∫

Ω ẑ(0, x)f̄0(x)dx+

+
∫
QT
ẑ(t, x)f̄1(t, x)dtdx = d2(ẑ).

(6.111)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è âèðàç äëÿ sup
V1

(Ru, u) òà âèðàç (6.87), îòðèìà¹ìî

J0(u) = d2
1(ẑ) +

∫
Ω×ΩR0(x1, x2)u(x1)u(x2)dx1dx2+

+ |γ|
∫

Ω u
2(x)dx.

(6.112)
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Îñêiëüêè J0(u) � îïóêëèé ñëàáêî-íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó ôóíêöiîíàë i

lim
‖u‖→∞

J0(u) = ∞, òî iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ û0(x) ∈ L2(Ω), ÿêà çíàõîäèòüñÿ

iç ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

inf
u
J0(u) = J0(û0).

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ û0(x) ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü

d

dτ
J0(û0 + τv)|τ=0 ≡ 0 ∀v(x) ∈ L2(Ω). (6.113)

Ââåäåìî ôóíêöiþ p̂(t, x) ÿê óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ

ñèñòåìè (6.105). Îñêiëüêè q−2
1 (t, x)ẑ(t, x) ∈ L2(QT ), òî ó ïðîñòîði W (0, T )

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ iç ñèñòåìè (6.105). Òîäi

1

2

d

dτ
J0(û0 + τv)|τ=0 = |γ|

∫
Ω

û0(x)v(x)dx+

+

∫
Ω

∫
Ω

R0(x, x1)û
0(x1) dx1v(x)dx− (6.114)

−
∫

Ω

∫ T

0

C0(t, x)p̂(t, x) dt · v(x)dx ≡ 0.

Çâiäñè îäåðæèìî, ùî ôóíêöiÿ û0(x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

|γ| û0(x) +
∫

ΩR0(x, x1)û
0(x1) dx1 =

=
∫ T

0 C0(t, x)p̂(t, x) dt.

(6.115)

Äîâåäåìî äàëi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.107). Îñêiëüêè

σ2
0 = d2

1(ẑ) +
∫

Ω×ΩR0(x1, x2)û
0(x1)û

0(x2)dx1dx2+

+ |γ|
∫

Ω(û0(x))2dx,

(6.116)
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òî, âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ äëÿ p̂(t, x) ñèñòåìè (6.105), îäåðæèìî, ùî

d1(ẑ) =

∫
Ω

ẑ(0, x) p̂(0, x)dx+

∫
QT

ẑ(t, x)p̂(t, x)dtdx = (6.117)

=

∫
QT

l(t, x)p̂(t, x)dtdx−
∫
QT

û0(x)C0(t, x)p̂(t, x)dtdx,

à çãiäíî ç (6.115) ìà¹ìî

|γ|
∫

Ω

(û0(x))2dx+

∫
Ω×Ω

R0(x, x1)û
0(x)û0(x1) dx1dx =

=

∫
QT

û0(x)C0(t, x)p̂(t, x) dtdx.

Çâiäñè îäåðæèìî, ùî

σ2
0 =

∫
QT

l(t, x)p̂(t, x)dtdx, (6.118)

ùî i äîâîäèòü ðiâíiñòü (6.107). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 6.1. ßêùî ôóíêöiÿ f1(t, x) � âiäîìà i äîðiâíþ¹ f̄1(t, x), òî

òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ û0(x) ìàòèìå âèãëÿä

−∂ẑ
∂t + A0ẑ = −l(t, x) + C0(t, x)û0(x),

ẑ|∂Ω = 0, ẑ(T, x) = 0,

∂p̂
∂t + A0p̂ = 0,

p̂|∂Ω = 0, p̂(0, x) = q−2
0 (x)ẑ(0, x),

(6.119)

à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (6.106).
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Ïðèêëàä 6.1. Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.119) ó âèïàäêó, êîëè

R0 = 0, q0(x) = q0, C0(t, x) = C(t).

Íåõàé {ψk}, {λk} � ðîçâ'ÿçêè ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i
A0ψ = λψ,

ψ |∂Ω = 0,

Áóäåìî øóêàòè ôóíêöi¨ ẑ(t, x) òà p̂(t, x) ó âèãëÿäi

ẑ(t, x) =
∞∑
k=1

zk(t)ψk(x), p̂(t, x) =
∞∑
k=1

pk(t)ψk(x). (6.120)

Ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ l(t, x) â ðÿä

l(t, x) =
∞∑
k=1

lk(t)ψk(x). (6.121)

Òîäi äëÿ zk(t) i pk(t) áóäåìî ìàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
−żk(t) + λkzk(t) = lk(t)− C(t)xk, zk(T ) = 0,

ṗk(t) + λkpk(t) = 0, pk(0) = q−2
0 zk(0),

(6.122)

äå

xk =

∫ T

0

C(τ)pk(τ)dτ. (6.123)

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.122) ìà¹ âèãëÿä

zk(t) = z1k(t)− xkz2k(t), (6.124)

äå zik(t), i = 1, 2 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

ż1k(t) + λkz1k(t) = lk(t), zk(T ) = 0, (6.125)
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ż2k(t) + λkz2k(t) = C(t), z2k(T ) = 0, (6.126)

òî ðîçâ'ÿçîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.122) pk(t) áóäå ìàòè âèãëÿä

pk(t) = p1k(t)− xkp2k(t), (6.127)

äå pik(t), i = 1, 2 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

ṗ1k(t) + λkp1k(t) = 0, p1k(0) = q−2
0 z1k(0), (6.128)

ṗ2k(t) + λkp2k(t) = 0, p2k(0) = q−2
0 z2k(0), (6.129)

òîáòî

p1k(0) = e−λktq−2
0 z1k(0), p2k(0) = e−λktq−2

0 z2k(0). (6.130)

Çâiäñè òà ç (6.127) îäåðæèìî

pk(t) = e−λktq−2
0 (z1k(0)− xkz2k(0)) , (6.131)

à çãiäíî ç (6.123)

xk =

∫ T

0

C(t)e−λktdt · q−2
0 (z1k(0)− xkz2k(0)) , (6.132)

à, îòæå, xk = bkzk(0), äå

bk =

(
1 +

∫ T

0

C(t)e−λktdt · q−2
0 z2k(0)

)−1

×

×
∫ T

0

C(t)e−λktdt · q−2
0 z1k(0).

Òîäi iç ðiâíîñòåé (6.106) i (6.123) îòðèìà¹ìî, ùî
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û0(x) = |γ|−1
∞∑
k=1

xk(t)ψk(x)

i ïðè öüîìó

ĉ0 =

∫
Ω

ẑ(0, x)f̄0(x)dx. (6.133)
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6.4 Ìiíiìàêñíi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ âiä ïåðiîäè÷íèõ çà ÷àñîì

ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ Íåéìàíà äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü

Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ: íåõàé

Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ãðàíèöåþ ∂Ω = Γ êëàñó C2; Q =

(0, T ) × Ω, Σ = (0, T ) × Γ � áîêîâà ïîâåðõíÿ öèëiíäðà Q; ÷åðåç dΓ áóäå-

ìî ïîçíà÷àòè åëåìåíò ìiðè íà ïîâåðõíi Γ; ÷åðåç L2((0, T ) × Γ) ïîçíà÷èìî

ïðîñòið ôóíêöié, ñóìîâíèõ ç êâàäðàòîì íà ïîâåðõíi (0, T )×Γ; L∞(R1×Ω)

� ïðîñòið âèìiðíèõ i ìàéæå ñêðiçü îáìåæåíèõ íà ìíîæèíi R1 × Ω ôóí-

êöié; L2(0, T ;H1(Ω)) � ïðîñòið ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ i âèìiðíèõ (ñòîñîâíî

ìiðè Ëåáåãà dt) íà iíòåðâàëi (0, T ) çi çíà÷åííÿìè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

H1(Ω) i òàêèõ, ùî ∫ T

0

||f(·, t)||2H1(Ω)dt <∞;

àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðîñòið L2(0, T ; (H1(Ω))′), äå ÷åðåç (H1(Ω))′ ïî-

çíà÷åíèé ñïðÿæåíèé äîH1(Ω) ïðîñòið. ×åðåçW (0, T ; Ω) ïîçíà÷èìî ïðîñòið

ôóíêöié f ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), òàêèõ ùî ∂f/∂t ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′), äå ïîõi-

äíà ∂f/∂t áåðåòüñÿ âiä ôóíêöi¨ f , ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðîçïîäië íà (0, T )

çi çíà÷åííÿìè â H1(Ω). Öåé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì âiäíîñíî íîðìè

‖f‖W (0,T ;Ω) =

(∫ T

0

(
||f(·, t)||2H1(Ω) + ||∂f(·, t)/∂t||2(H1(Ω))′

)
dt

)1/2

.

×åðåç W ∗(R1; Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè êëàñ ôóíêöié Ũ ∈ W (0, T ; Ω), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ũ(0, x) = Ũ(T, x), ∀x ∈ Ω, i ïðîäîâæåíi çà çìiííîþ

t ïåðiîäè÷íî ç ïåðiîäîì T > 0, òàê ùî ∀Ũ ∈ W ∗(R1; Ω): Ũ(t + T, x) =

Ũ(t, x) ∀t ∈ R1, x ∈ Ω.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S := (f1, f2) ìíîæèíó ïàð ôóíêöié f̃1(t, x) i f̃2(t, x),
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çàäàíèõ âiäïîâiäíî â îáëàñòi R1 × Ω i íà ¨¨ ãðàíèöi R1 × Γ i òàêèõ, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

f̃1(t+ T, x) = f̃1(t, x) ∀t ∈ R1, x ∈ Ω,

f̃2(t+ T, x) = f̃2(t, x) ∀t ∈ R1, x ∈ Γ,

f̃1 ∈ L2((0, T )× Ω), f̃2 ∈ L2((0, T )× Γ),

∫ T

0

∫
Ω

f̃1(t, x)dt dx+

∫ T

0

∫
Γ

f̃2(t, x)dt dx = 0.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

∂U(t, x)

∂t
+ A(t)U(t, x) = G(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω, (6.134)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ Íåéìàíà

∂U(t, x)

∂νA
= g(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.135)

äå A = A(t) � äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, çàäàíèé â îáëàñòi (0, T ) × Ω,

âèãëÿäó

A(t)U(t, x) = −
n∑

i,j=1

∂/∂xi (aij(t, x)∂U(t, x)/∂xj) ,

êîåôiöi¹íòè aij(t, x) ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

aij(t+ T, x) = aij(x, t) ∀t ∈ R1, x ∈ Ω, aij ∈ L∞(R1 × Ω),
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n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α
n∑
i=1

ξ2
i , α > 0, ∀ξi ∈ R1

ìàéæå ñêðiçü â R1 × Ω; ÷åðåç ν(x) ïîçíà÷åíà çîâíiøíÿ ïî âiäíîøåííþ

äî îáëàñòi Ω îäèíè÷íà íîðìàëü â òî÷öi x ∈ Γ,

∂U(t, x)

∂νA
=

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂U(t, x)

∂xj
cos(ν, xi),

äå cos(ν, xi) � i-é íàïðàâëÿþ÷èé êîñèíóñ íîðìàëi ν.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (6.134) � (6.135) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

U ∈ W ∗(R1; Ω) (6.136)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

(G, g) ∈ S, (6.137)

i öåé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî êîíñòàíòè. Ïðè öüîìó ïiä óçà-

ãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.134) � (6.136) áóäåìî ðîçóìiòè ôóíêöiþ U ,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (6.136) é iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

∫ T

0

(
∂U(·, t)
∂t

, V (·, t)
)
dt+

∫ T

0

a(t;U(·, t), V (·, t))dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

GV dx dt+ (6.138)

+

∫ T

0

∫
Γ

gV dΓ dt ∀V ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

äå

a(t;U, V ) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

aij(x, t)
∂U(x)

∂xj

∂V (x)

∂xi
dx;



253

÷åðåç (·, ·) ïîçíà÷åíî âiäíîøåííÿ äóàëüíîñòi íà (H1(Ω))′ ×H1(Ω), óçãî-

äæåíå çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì â L2(Ω).

Iç ñôîðìóëüîâàíîãî âèùå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî êðà-

éîâà çàäà÷à Íåéìàíà âèãëÿäó

−∂V (t, x)

∂t
+ A∗(t)V (t, x) = G̃(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω, (6.139)

∂U(t, x)

∂νA∗
= g̃(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.140)

ñïðÿæåíà äî çàäà÷i (6.134), (6.135), ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

V ∈ W ∗(R1; Ω) (6.141)

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè (G̃, g̃) ∈ S i öåé ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ

äî êîíñòàíòè. Ïiä óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.139) � (6.141) áóäåìî

ðîçóìiòè ôóíêöiþ V , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (6.141) é iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü

−
∫ T

0

(
∂V (·, t)
∂t

, U(t, ·)
)
dt+

∫ T

0

a(t;U(t, ·), V (t, ·))dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

G̃(t, x)U(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

g̃(t, x)U(t, x)dΓ dt, (6.142)

∀U ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Ðîçâ'ÿçêè U(t, x) i V (t, x) çàäà÷ (6.134) � (6.136) i (6.139) � (6.141) âèçíà-

÷àþòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì, ÿêùî ¨õ ïðîíîðìóâàòè óìîâàìè

∫ T

0

∫
Ω

U(t, x)dx dt = 0,

∫ T

0

∫
Ω

V (t, x)dx dt = 0, (6.143)
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i äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖U‖W (0,T ;Ω) ≤ CT

(
‖G‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖g‖L2(0,T ;L2(Γ))

)
, (6.144)

‖V ‖W (0,T ;Ω) ≤ C̃T

(∥∥∥G̃∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

+ ‖g̃‖L2(0,T ;L2(Γ))

)
, (6.145)

äå CT i C̃T � êîíñòàíòè, ÿêi çàëåæàòü ëèøå âiä T .

Ïåðåéäåìî äî ïîñòàíîâêè çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ.

Ïîêëàäåìî H := (L2(Ω))m. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G0 ìíîæèíó òðiéîê ôóí-

êöié f̃(t, x), h̃(t, x) i ξ̃(t, x) := (ξ̃1(t, x), ..., ξ̃m(t, x)), çàäàíèõ âiäïîâiäíî íà

ìíîæèíàõ R1 × Ω, R1 × Γ i Q̄m, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(f̃ , h̃) ∈ S, ξ̃ := (ξ̃1, ..., ξ̃m) ∈ H,∫ T

0

∫
Ω

(
(f̃(t, x)− f0(t, x))2q2(t, x) +

m∑
k=1

ξ̃2
k(t, x)r2

k(t, x)

)
dx dt+

+

∫ T

0

∫
Γ

(h̃(t, x)− h0(t, x))2q2
1(t, x)dΓ dt ≤ 1,

äå f0(t, x), h0(t, x) � çàäàíi ôóíêöi¨, òàêi ùî (f0, h0) ∈ S, q(t, x) i q1(t, x)

� íåïåðåðâíi T -ïåðiîäè÷íi ïî t ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî íà ìíîæèíàõ R1 × Ω̄ i

R1 × Γ, à rk ∈ C(Q̄), k = 1,m.

Íåõàé äåÿêèé T -ïåðiîäè÷íèé ó ÷àñi ïðîöåñ îïèñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ϕ(t, x),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó çàäà÷ó Íåéìàíà

ϕ ∈ W ∗(R1; Ω), (6.146)

∂ϕ(t, x)

∂t
+ A(t)ϕ(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω, (6.147)
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∂ϕ(t, x)

∂νA
= h(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.148)

äå (f, h) ∈ S.

Ïðèïóñòèìî, ùî â îáëàñòi Ω íà ïðîìiæêó ÷àñó t ∈ [0, T ] ñïîñòåðiãàþòüñÿ

ôóíêöi¨

yk(ϕ, ξk; t, x) =
∫ T

0

∫
Ω gk(t, x, τ, y)ϕ(τ, y)dy dτ + ξk(t, x),

(t, x) ∈ (0, T )× Ω,

(6.149)

äå ϕ(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.134) � (6.136), ξk ∈ L2((0, T ) × Ω),

k = 1,m, � ïîõèáêè ó ñïîñòåðåæåííÿõ, gk � ôóíêöi¨, çàäàíi íà ìíîæèíi

[0, T ]×Ω̄×R1×Ω̄ òàêi, ùî gk(t, x, τ+T, y) = gk(t, x, τ, y) ∀τ ∈ R1, t ∈ [0, T ],

x, y ∈ Ω, gk ∈ L2(Q×Q), i, êðiì òîãî, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî iñíó¹ õî÷à á îäíå

÷èñëî i0, 1 ≤ i0 ≤ m, òàêå ùî

∫ T

0

∫
Ω

gi0(t, x, τ, y)dy dτ 6= 0. (6.150)

Iíøèìè ñëîâàìè, íå âñi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïåð-

øèìè äîäàíêàìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ (6.149), ïåðåâîäÿòü êîíñòàíòè â íóëü.

Óìîâà (6.150) çàáåçïå÷ó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè

ϕ(x) êðàéîâî¨ çàäà÷i Íåéìàíà (6.146) � (6.148), ÿêi âiäïîâiäàþòü ôiêñîâà-

íèì f i h i ôóíêöiÿìè yi0(ϕ, ξ; t, x) ïðè çàäàíèõ ðåàëiçàöiÿõ ïîõèáîê ξi0(t, x).

Áóäåìî äàëi ââàæàòè, ùî ôóíêöi¨ f(t, x) i h(t, x) ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâ-

íÿíü (6.147) i (6.148), à òàêîæ ôóíêöi¨ ξk(t, x), ÿêi îïèñóþòü ïîõèáêè ó

ñïîñòåðåæåííÿõ (6.149), íå âiäîìi òî÷íî, à âiäîìî ëèøå, ùî

F := (f, h, ξ) ∈ G0. (6.151)
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Íåõàé â îáëàñòi Q = (0, T ) × Ω çàäàíà ôóíêöiÿ l0 ∈ L2(0, T, L2(Ω)), Ò-

ïåðiîäè÷íà ïî t, l0(t, t+T, x) = l0(t, x). Çàäà÷à îöiíþâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùîá çà ñïîñòåðåæåííÿìè âèãëÿäó (6.149) çà ñòàíîì ñèñòåìè, ÿêà îïèñó¹òüñÿ

êðàéîâîþ çàäà÷åþ Íåéìàíà (6.134) � (6.136) ïðè óìîâàõ (6.151), îöiíèòè

ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë

l(ϕ) =

∫ T

0

∫
Ω

l0(t, x)ϕ(t, x)dx dt (6.152)

â êëàñi ëiíiéíèõ çà ñïîñòåðåæåííÿìè îöiíîê âèãëÿäó

l̂(ϕ) =

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)yk(ϕ, ξk; t, x)dx dt+ c, (6.153)

äå uk ∈ L2(Q), k = 1,m, c ∈ R1. Ïîêëàäåìî u := (u1, ..., um).

Îçíà÷åííÿ 6.5. Îöiíêó

ˆ̂
l(ϕ) =

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

ûk(t, x)yk(ϕ, ξk; t, x)dx dt+ ĉ,

â ÿêié ôóíêöi¨ û(t, x) i ÷èñëî ĉ âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâè

inf
u∈H,c∈R1

sup
F̃∈G0,a∈R1

[
l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a)

]2

, (6.154)

äå

l̂(ϕ̃) =

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)yk(ϕ̃, ξ̃k; t, x)dx dt+ c, (6.155)

à ϕ̃ � äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i

ϕ̃ ∈ W ∗ (R1; Ω), (6.156)

∂ϕ̃(t, x)

∂t
+ A(t)ϕ̃(t, x) = f̃(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω, (6.157)
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∂ϕ̃(t, x)

∂νA
= g̃(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.158)

íàçâåìî ìiíiìàêñíîþ îöiíêîþ âèðàçó (6.152), à âåëè÷èíó

σ(ϕ) :=

{[
l(ϕ)− ˆ̂

l(ϕ)
]2
}1/2

� ìiíiìàêñíîþ ïîõèáêîþ îöiíþâàííÿ.

Òóò ïiä çíàêîì ñóïðåìóìà, êîëè êîíñòàíòà a çìiíþ¹òüñÿ âiä −∞ äî +∞,

ôóíêöiÿ ϕ̃(t, x)+a ïðîáiãà¹ ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (6.156) � (6.158)

ïðè ôiêñîâàíèõ f̃(t, x) i g̃(t, x), çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹, ùî öåé ñóïðåìóì

áóäå ñêií÷åííîþ âåëè÷èíîþ â òîìó i ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî âåêòîð-

ôóíêöiÿ u(t, x) íàëåæèòü ãiïåðïëîùèíi

U =
{
u ∈ H :

∫ T
0

∫
Ω l0(t, x)dx dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

∑m
k=1 uk(τ, ξ)g̃k(τ, ξ)dξ dτ = 0

}
,

(6.159)

äå

g̃k(τ, ξ) =

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

gk(τ, ξ, t, x)dx dt.

Öÿ ãiïåðïëîùèíà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì F (u) = c, äå

c =

∫
Ω

l0(t, x)dx dt,

à

F (u) =
N∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

uk(τ, ξ)g̃k(τ, ξ)dξ dτ

� âiäìiííèé âiä íóëÿ (âíàñëiäîê (6.150)) ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë

ó ïðîñòîði H, i òîìó âîíà ¹ íåïîðîæíüîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â öüîìó

ïðîñòîði.
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Äiéñíî, ñïiââiäíîøåííÿ l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a) ó ëiâié ÷àñòèíi óìîâè (6.154),

âðàõîâóþ÷è âèðàç (6.155) äëÿ l̂(ϕ̃) i ôîðìóëó (6.149), â ÿêié ϕ i η ñëiä

çàìiíèòè íà ϕ̃ i η̃ âiäïîâiäíî, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a) =

∫ T

0

∫
Ω

l0(t, x)(ϕ̃(t, x) + a)dx dt−

−
N∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

uk(t, x)yk(ϕ̃+ a, ξ̃k; t, x)dx dt− c =

=

∫ T

0

∫
Ω

l0(t, x)(ϕ̃(t, x) + a)dx dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)

∫ T

0

∫
Ω

gk(t, x, τ, ξ)(ϕ̃(τ, ξ) + a)dξ dτ dx dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)ξ̃k(t, x)dx dt− c =

=

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x) −

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ

]
ϕ̄(t, x)dx dt+

+a

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x) −

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ

]
dx dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)ξ̃k(t, x)dx dt− c. (6.160)
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (6.144) äëÿ ðîçâ'ÿçêó ϕ̃(t, x) çàäà÷i (6.156)

� (6.158), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (6.143), i òîé ôàêò, ùî ôóíêöi¨ f̃ ,

ξ̃i, i = 1,m, i g̃ íàëåæàòü îáìåæåíèì ìíîæèíàì âiäïîâiäíî â L2(Q) i

L2((0, T ) × Γ), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ëiâà ÷àñòèíà ñïiââiäíîøåííÿ

(6.154) áóäå ñêií÷åííîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè u = (u1, ..., um) ∈ U .

Î÷åâèäíî, ùî

σ(ϕ) ≤ σ = sup
F̃∈G0,a∈R1

[
l(ϕ̃+ a)− ˆ̂

l(ϕ̃+ a)
]2

=

=

{
sup
F̃∈G0

[
l(ϕ̃)− ˆ̂

l(ϕ̃)
]2
}1/2

.

Çàóâàæåííÿ 6.2. Çàóâàæèìî, ùî äàíå âèùå îçíà÷åííÿ ìiíiìàêñíî¨ îöií-

êè ¹ áiëüø çàãàëüíèì, íiæ âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ â [83, 106, 233], îñêiëüêè

âîíî âðàõîâó¹ ÿê íàÿâíiñòü äîäàòêîâèõ ñïiââiäíîøåíü íà äàíi çàäà÷i, òàê

i áàãàòîçíà÷íiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.

Ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à ìiíiìàêñíîãî îöiíþâííÿ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ êðàéîâîþ çàäà-

÷åþ, ñïðÿæåíîþ äî çàäà÷i (6.146) � (6.148) ç êâàäðàòè÷íîþ ôóíêöi¹þ âàð-

òîñòi.

Ç öi¹þ ìåòîþ ïðè ôiêñîâàíîìó u = (u1, ..., um) ∈ U ââåäåìî äî ðîçãëÿäó

ôóíêöiþ z(t, x;u) = z(t, x;u1, ..., um) ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

z ∈ W ∗(R1; Ω), (6.161)
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−∂z(t,x;u)
∂t + A(t)z(t, x;u) = l0(t, x)−

−
∫ T

0

∫
Ω

∑m
k=1 uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ,

(t, x) ∈ R1 × Ω,

(6.162)

∂z

∂νA∗
= 0, (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.163)

∫ T
0

∫
Ω q
−2(t, x)z(t, x;u)dx dt+

+
∫ T

0

∫
Γ q
−2
1 (t, x)z(t, x;u)dΓ dt = 0.

(6.164)

Ôóíêöiÿ z(t, x;u) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðiâíÿíü (6.161) � (6.164) ¹äèíèì ÷èíîì.

Äiéñíî, óìîâà u ∈ U ñïiâïàäà¹ ç óìîâîþ îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i

(6.161) � (6.163) ó êëàñi ôóíêöié W ∗(R1; Ω), äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(6.143). Ïîçíà÷èìî öåé ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç z0(t, x;u) i ïîêëàäåìî

c0 =

∫ T
0

∫
Ω q
−2(t, x)z0(t, x;u)dx dt+

∫ T
0

∫
Γ q
−2
1 (t, x)z0(t, x;u)dΓ dt∫ T

0

∫
Ω q
−2(t, x)dx dt+

∫ T
0

∫
Γ q
−2
1 (t, x)dΓ dt

.

Òîäi ôóíêöiÿ z(t, x;u) = z0(t, x;u) + c0 � ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.161)

� (6.164). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 6.2. Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè ôóíêöiîíàëó l(ϕ) åêâi-

âàëåíòíà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ, ÿêà îïèñó¹òüñÿ êðà-

éîâîþ çàäà÷åþ (6.161) � (6.164) ç ôóíêöi¹þ âàðòîñòi âèãëÿäó

J(u) =

∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z2(t, x;u)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 (t, x)z2(t, x;u)dΓ dt+ (6.165)



261

+
m∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

r−2
k (t, x)u2

k(t, x)dx dt.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è (6.161) � (6.164), (6.160) i òîé ôàêò, ùî äðóãèé

äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ (6.160) îáåðòà¹òüñÿ â íóëü äëÿ

u ∈ U , çíàõîäèìî

l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a) =

=

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x)−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ ]ϕ̃(t, x)dx dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)ξ̃k(t, x)dx dt− c.

Äàëi, îñêiëüêè ϕ̃(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.156) � (6.158), òî â

ñèëó (6.138) âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

∫ T

0

(
∂ϕ̃(t, ·)
∂t

, V (t, ·)
)
dt+

∫ T

0

a (t; ϕ̃(t, ·), V (t, ·)) dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

f̃V dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

h̃V dΓ dt (6.166)

∀V ∈ L2(0, T ;H1(Ω)).

Ïîêëàâøè ó öié òîòîæíîñòi V (t, x) = z(t, x;u), îäåðæèìî

∫ T

0

(
∂ϕ̃(t, ·)
∂t

, z(t, · ;u)

)
dt+
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+

∫ T

0

a (t; ϕ̃(t, ·), z(t, · ;u)) dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

f̃ z dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

h̃z dΓ dt.

Iíòåãðóþ÷è çà ÷àñòèíàìè ïåðøèé äîäàíîê ó ëiâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâ-

íîñòi ïî t íà ïðîìiæêó (0, T ), ùî ¹ çàêîííèì ÷åðåç òå, ùî z, ϕ̃ ∈

W (0, T ; Ω), i âðàõîâóþ÷è Ò-ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöié z i ϕ̃, îäåðæèìî

−
∫ T

0

(
ϕ̃(t, ·), ∂z(t,· ;u)

∂t

)
dt+

∫ T
0 a (t; ϕ̃(t, ·), z(t, · ;u)) dt =

=
∫ T

0

∫
Ω f̃ z dx dt+

∫ T
0

∫
Γ h̃z dΓ dt.

(6.167)

Îñêiëüêè z(t, x;u) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.161) � (6.163), òî â ñèëó (6.148)

âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

−
∫ T

0

(
∂z(t, · ;u)

∂t
, U(t, ·)

)
dt+

∫ T

0

a (t;U(t, ·), z(t, · ;u)) dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x)−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ ]U(t, x)dx dt

∀U ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), ïîêëàäàþ÷è â ÿêié U(t, x) = ϕ̃(t, x), çíàõîäèìî

−
∫ T

0

(
∂z(t, · ;u)

∂t
, ϕ̃(t, ·)

)
dt+

∫ T

0

a (t; ϕ̃(t, ·), z(t, · ;u)) dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x)− (6.168)
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−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ ]ϕ̃(t, x)dx dt.

Ç ðiâíîñòåé (6.167) i (6.168) âèïëèâà¹, ùî

=

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x)−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)dξ dτ ]ϕ̃(t, x)dx dt =

=

∫ T

0

∫
Ω

f̃ z dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

h̃z dΓ dt.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ïðè u ∈ U

inf
c∈R1

sup
F̃∈G0,a∈R1

[
l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a)

]2

=

= inf
c∈R1

sup
F̃∈G0

{∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)
(
f̃(t, x)− f0(t, x)

)
dx dt +

+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x;u)
(
h̃(t, x)− h0(t, x)

)
dΓ dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)ξ̃k(t, x)dx dt+

+

∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)f0(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x;u)h0(t, x)dΓ dt− c
}2

. (6.169)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ ìåæi ó ïðàâié ÷àñòèíi (6.169) ââåäåìî ïîçíà-

÷åííÿ

Σ :=

∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)
(
f̃(t, x)− f0(t, x)

)
dx dt+
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+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x;u)
(
h̃(t, x)− h0(t, x)

)
dΓ dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)ξ̃k(t, x)dx dt

i, ñêîðèñòàâøèñü óçàãàëüíåíîþ íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî i ñïiââiä-

íîøåííÿìè (ii2), îòðèìà¹ìî, ùî ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü

|Σ| ≤
{∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z2(t, x;u)dx dt +

+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 t, x)z2(t, x;u)dΓ dt+

+

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

r−2
k (t, x)u2

k(t, x)dx dt

}1/2

×

×
{∫ T

0

∫
Ω

(
f̃(t, x)− f0(t, x)

)2

q2(t, x)dx dt +

+

∫ T

0

∫
Γ

(
h̃(t, x)− h0(t, x)

)2

q2
1(t, x)dΓ dt+

+

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

ξ̃2
k(t, x)r2

k(t, x)dx dt

}1/2

≤

≤
{∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z2(t, x;u)dx dt +

+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 t, x)z2(t, x;u)dΓ dt+



265

+

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

r−2
k (t, x)u2

k(t, x)dx dt

}1/2

=: a,

â ÿêié çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ ïðè F̃0 = (f̃0, h̃0, ξ̃0) ∈ G0, äå

f̃0(t, x) = ±1

a
q−2(t, x)z(t, x;u) + f0(t, x),

h̃0(t, x) = ±1

a
q−2

1 (t, x)z(t, x;u)
∣∣
Γ

+ h0(t, x),

ξ̃0(t, x) =
(
ξ̃

(0)
1 (t, x), ..., ξ̃(0)

m (t, x)
)
,

ξ̃
(0)
k (t, x) = ∓1

a
r−2
k (t, x)uk(t, x).

Äiéñíî, â ñèëó (6.164) ìà¹ìî

∫ T

0

∫
Ω

f̃0(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

h̃0(t, x)dΓ dt =

= ±1

a

{∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z(t, x;u)dx dt +

+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 t, x)z(t, x;u)dΓ dt

}
+

+

∫ T

0

∫
Ω

f0(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

h0(t, x)dΓ dt = 0.

Òîìó

inf
c∈R1

sup
F̃∈G0,a∈R1

[
l(ϕ̃+ a)− l̂(ϕ̃+ a)

]2

=
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= inf
c∈R1

sup
F̃∈G0

{∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)f̃(t, x)dx dt +

∫ T

0

∫
Γ

h̃z dΓ dt−

−
∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

uk(t, x)ξ̃k(t, x)dx dt− c

}2

=

= inf
c∈R1

sup
|Σ|≤a

(
Σ +

∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)f0(t, x)dx dt+

+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x;u)h0(t, x)dΓ dt− c
)2

=

= a2 =

∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z2(t, x;u)dx dt+

+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 t, x)z2(t, x;u)dΓ dt+

+

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

r−2
k (t, x)u2

k(t, x)dx dt = J(u),

äå ôóíêöiîíàë J âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.165), à iíôiìóì ïî c äîñÿãà-

¹òüñÿ ïðè

c =

∫ T

0

∫
Ω

z(t, x;u)f0(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x;u)h0(t, x)dΓ dt.

Ëåìó äîâåäåíî.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ îäåðæàíèõ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê

÷åðåç ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (6.161) � (6.165) ç âèêîðè-

ñòàííÿì ìiðêóâàíü, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â [120] ç âiäïîâiäíèìè ìîäèôiêàöiÿìè,
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àíàëîãi÷íèìè òèì, ÿêi çðîáëåíi ïðè äîâåäåííi Ëåìè 6.2, ïðèéäåìî äî íà-

ñòóïíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Òåîðåìà 6.7. Ìiíiìàêñíà îöiíêà ôóíêöiîíàëó l(ϕ) ìà¹ âèãëÿä

ˆ̂
l(ϕ) =

∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

ûk(t, x)yk(ϕ, ξk; t, x)dx dt+ ĉ,

äå

ûk(t, x) = r2
k(t, x)

∫ T

0

∫
Ω

p(τ, ξ)gk(t, x, τ, ξ)dξ dτ, k = 1,m,

ĉ =

∫ T

0

∫
Ω

z(t, x)f0(t, x)dx dt+

+

∫ T

0

∫
Γ

z(t, x)h0(t, x)dΓ dt,

à ôóíêöi¨ z(t, x) i p(t, x) âèçíà÷àþòüñÿ ç ðîçâ'ÿçêó íàñòóïíî¨ çàäà÷i:

z ∈ W ∗(R1; Ω), (6.170)

−∂z(t, x)

∂t
+ A∗(t)z(t, x) = l0(t, x)−

−
m∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

r2
k(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)× (6.171)

×
∫ T

0

∫
Ω

p(t′, y)gk(τ, ξ, t
′, y)dy dt′ dξ dτ, (t, x) ∈ R1 × Ω,

∂z(t, x)

∂νA∗
= 0, (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.172)
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∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)z(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 (t, x)z(t, x)dΓ dt = 0, (6.173)

p ∈ W ∗(R1; Ω), (6.174)

∂p(t, x)

∂t
+ A(t)p(t, x) = q−2(t, x)z(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω, (6.175)

∂p(t, x)

∂νA
= q−2

1 z(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.176)

∫ T

0

∫
Ω

[l0(t, x)−

−
m∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

r2
k(τ, ξ)gk(τ, ξ, t, x)× (6.177)

×
∫ T

0

∫
Ω

p(t′, y)gk(τ, ξ, t
′, y)dy dt′ dξ dτ

]
dx dt = 0.

Çàäà÷à (6.170) � (6.177) îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà.

Ïîõèáêà ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëó l(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íiñòü

σ(ϕ) ≤ σ = [l(p)]1/2 =

[∫ T

0

∫
Ω

l0(t, x)p(t, x)dx dt

]1/2

.

Àëüòåðíàòèâíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ìiíiìàêñíèõ îöiíîê çíà÷åíü ôóíêöiî-

íàëó l(ϕ), ÿêå íå çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî âèãëÿäó öüîãî ôóíêöiîíàëó, ùî

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ l0(t, x), îòðèìàíî â íàñòóïíié òåîðåìi.



269

Òåîðåìà 6.8. Ìiíiìàêñíà îöiíêà ôóíêöiîíàëó (6.152) ìà¹ âèãëÿä

ˆ̂
l(ϕ) = l(ϕ̂) =

∫ T

0

∫
Ω

l0(t, x)ϕ̂(t, x)dx dt, (6.178)

äå ôóíêöiÿ ϕ̂(t, x) âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i:

p̂ ∈ W ∗(R1; Ω), (6.179)

−∂p̂(t, x)

∂t
+ A∗(t)p̂(t, x) =

m∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

r2
k(τ, η)gk(τ, η, t, x) [yk(ϕ, ξk; τ, η)− (6.180)

−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ̂(t′, y)gk(τ, η, t
′, y)dy dt′

]
dη dτ = 0, (t, x) ∈ R1 × Ω,

∂p̂(t, x)

∂νA∗
= 0, (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.181)

∫ T

0

∫
Ω

q−2(t, x)p̂(t, x)dx dt+

∫ T

0

∫
Γ

q−2
1 (t, x)p̂(t, x)dΓ dt = 0, (6.182)

ϕ̂ ∈ W ∗(R1; Ω), (6.183)

∂ϕ̂(t,x)
∂t + A∗(t)ϕ̂(t, x) =

= q−2(t, x)p̂(t, x)− f0(t, x), (t, x) ∈ R1 × Ω,

(6.184)

∂ϕ̂(t, x)

∂νA
= q−2

1 p̂(t, x) + h0(t, x), (t, x) ∈ R1 × Γ, (6.185)
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∫ T

0

∫
Ω

m∑
k=1

∫ T

0

∫
Ω

r2
k(τ, η)gk(τ, η, t, x) [yk(ϕ, ξk; τ, η)−

−
∫ T

0

∫
Ω

ϕ̂(t′, y)gk(τ, η, t
′, y)dy dt′

]
dη dτ dx dt = 0. (6.186)

Çàäà÷à (6.179) � (6.186) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Íàñëiäîê 1. Ôóíêöiÿ ϕ̂(t, x), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6.179)

� (6.186), ìîæå áóòè ïðèéíÿòà ó ÿêîñòi îöiíêè òîãî ðîçâ'ÿçêó ϕ(t, x)

âèõiäíî¨ çàäà÷i Íåéìàíà (6.146) � (6.148), ÿêèé ñïîñòåðiãà¹òüñÿ.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä

ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷i çà íàÿâíîñòi çáóðåíü ó êî-

åôiöi¹íòàõ. Ó ïåðøèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ó êîåôiöi¹íòàõ äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ íàÿâíi øâèäêî êîëèâíi ôóíêöi¨ òèïó a(xε ), à ñïîñòåðåæåííÿ ¹

íåëiíiéíèì i â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiäíîøåííþ äî ëiíiéíîãî âèïàäêó

(ε = 0). Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàÿâíi âèïàäêîâi çáóðåííÿ ïðè ñïîñòåðåæå-

ííÿõ. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi êîåôiöi¹íòè íå ¹ àâòîíîìíèìè i çàëåæàòü

âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨.

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü òà îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíó ìiíi-

ìàêñíó îöiíêó â çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåëiíiéíèì

ñïîñòåðåæåííÿì. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òî÷íî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè çàñòî-

ñîâàíî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. Øëÿõîì ïåðåõîäó äî óñåðå-

äíåíèõ ïàðàìåòðiâ ïîáóäîâàíî é îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíó ìiíiìàêñíó îöií-

êó.

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî â çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî

îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî

êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåëiíiéíèì ñïîñòåðåæåííÿì.

Ó ïiäðîçäiëi 6.3 ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíi ãàðàíòîâàíi ñå-

ðåäíüîêâàäðàòè÷íi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷

çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ iç âè-

ïàäêîâèìè çáóðåííÿìè.

Ó ïiäðîçäiëi 6.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ïåðiîäè÷íèõ çà ÷àñîì ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êðàéîâèìè óìîâàìè

Íåéìàíà.
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Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [54], [61], [62], [216],

[217].
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Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçâèòêó òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà ãàðàí-

òîâàíîãî îöiíþâàííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèìè ñèñòåìàìè ç ìàëèì ïàðàìå-

òðîì, çîêðåìà, ïîáóäîâi òà îá ðóíòóâàííþ íàáëèæåíèõ îïòèìàëüíèõ êåðó-

âàíü ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òà ìiíiìàêñíèõ îöiíîê äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ

ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì.

Ó ðîçäiëi 1 ïðîâåäåíî àíàëiç ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë çà òåìîþ äèñåðòàöié-

íèõ äîñëiäæåíü.

Ó ðîçäiëi 2 íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ðåçóëüòàòè òåîði¨ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçïîäiëåíèìè ñèñòåìàìè òà òåîði¨ óñå-

ðåäíåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 3 ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i êîíñòðóþâàííÿ òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëè-

æåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó òåïëîâèìè i

õâèëüîâèìè ïðîöåñàìè â ìiêðîíåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî àáî ãi-

ïåðáîëi÷íîãî òèïó, äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ÿêî¨ ìiñòèòü êîåôiöi¹íòè,

ùî çàëåæàòü âiä øâèäêî êîëèâíèõ ôóíêöié âèäó a(xε ), äå ε > 0 � ìàëèé

ïàðàìåòð, òà ç íåêâàäðàòè÷íîãî öiëüîâîãî ôóíêöiîíàëó òèïó Íåìèöüêîãî,

ùî ¹ â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiäíîøåííþ äî âèïàäêó ε = 0.

Îñíîâíèì ïðèïóùåííÿì ¹ ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âiäïîâiäíà óñåðåäíåíà

(ïðè ε = 0) çàäà÷à äîïóñêà¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â ôîðìi îáåðíåíîãî

çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó äëÿ çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñêií-

÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi
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îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà

äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

íà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ

ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ñèíòåçó äëÿ çà-

äà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçâ'ÿçêàìè ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ íà ñêií-

÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî îá ðóíòóâàííÿ íàáëèæåíîãî ðå-

ãóëÿòîðà äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íîãî âêëþ÷åííÿ, â ÿêîìó êîåôiöi¹íòè ãî-

ëîâíî¨ ÷àñòèíè äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà òà ìíîãîçíà÷íà ôóíêöiÿ âçà-

¹ìîäi¨ çàçíàþòü íåàâòîíîìíèõ çáóðåíü.

Â ðîçäiëi 4 ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i êîíñòðóþâàííÿ òà îá ðóíòóâàííÿ íàáëèæå-

íîãî çîñåðåäæåíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó

äëÿ äèôóçiéíèõ i õâèëüîâèõ ïðîöåñiâ iç íåëiíiéíèìè òà ìíîãîçíà÷íèìè çáó-

ðåííÿìè.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ,

ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ àáî âêëþ÷åííÿ ïåðøîãî àáî äðó-

ãîãî ïîðÿäêó, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêîãî ìiñòèòü íåëiíiéíi àáî ìíîãîçíà÷íi çáó-

ðåííÿ âèäó εF (y), äå y � ôàçîâà çìiííà, ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð, òà çîñå-

ðåäåæíå îáìåæåíå êåðóâàííÿ u(t), òà ç êâàäðàòè÷íîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi.

Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ïðè ïîáóäîâi íàáëèæåíîãî ðåãóëÿòîðà âèñòóïà¹

òî÷íà ôîðìà (ïàðàìåòðè÷íîãî çà íàÿâíîñòi òî÷êè ïåðåêëþ÷åííÿ) ñèíòåçó

äëÿ âiäïîâiäíî¨ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íî¨ çàäà÷i ïðè ε = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îáìåæåíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî
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ñèíòåçó äëÿ íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ â ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ

íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíèé ðåãóëÿòîð äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ òèïó ðåàêöi¨-äèôóçi¨.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 íà îñíîâi ôîðìóëè òî÷íîãî îáìåæåíîãî ïàðàìåòðè÷íîãî

ñèíòåçó äëÿ íåçáóðåíî¨ çàäà÷i îáãðóíòîâàíî íàáëèæåíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi

îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó äëÿ ñëàáî-íåëiíiéíîãî õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó íàáëèæåíîãî ñèíòåçó íà ñêií÷åííîìó

òà íåñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó äëÿ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ âêëþ÷åíü ñó-

áäèôåðåíöiàëüíîãî òèïó ç ìíîãîçíà÷íèìè íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó ôóí-

êöiÿìè âçà¹ìîäi¨.

Ó ðîçäiëi 5 ðîçâ'ÿçàíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åëiïòè÷íèìè i ïà-

ðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè â ñåêòîðiàëüíèõ îáëàñòÿõ iç êâàäðàòè÷íèìè êðè-

òåðiÿìè ÿêîñòi òà íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ âèñòóïà¹ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íà çàäà÷à îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó òà ëi-

íiéíîãî ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî ÷è ïàðàáîëi÷íîãî òèïó â îáëàñòi òèïó êðó-

ãîâîãî ñåêòîðó Ω = {(r, θ)|r ∈ (0, 1), θ ∈ (0, π)} ç ðiâíiñòþ ïîòîêiâ íà

ðàäióñàõ θ = 0 i θ = π i óìîâîþ Äiðiõëå ïðè θ = 0.

Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ¹ ðÿäè Ôóð'¹ ïî áiîðòîíîðìîâàíèì ñèñòåìàì áà-

çèñíèõ ôóíêöié Ñàìàðñüêîãî-Iîíêiíà, ùî ïîðîäæåíi âêàçàíèìè êðàéîâèìè

óìîâàìè. Íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî òàêèõ ðÿäiâ ìiñòÿòüñÿ â ïiä-

ðîçäiëi 5.1.1.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1.2 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åëi-

ïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ â êðóãîâîìó ñåêòîði Ω ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìî-
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âàìè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1.3 ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíå îïòèìàëüíå êå-

ðóâàííÿ, à òàêîæ ïîáóäîâàíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â êëàñi ôóíêöié, ùî

çàëåæàòü ëèøå âiä êóòîâî¨ çìiííî¨ θ.

Ïðè ðîçãëÿäi ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ iç âêàçàíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ðÿäè Ôóð'¹-Áåññåëÿ, íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ùîäî

ÿêèõ ìiñòÿòüñÿ â ïiäðîçäiëi 5.2.1.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2.2 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ïàðà-

áîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi (0, T )×Ω ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòi (0, T )×Ω ç íåëî-

êàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ç ìiíiìàëüíîþ

åíåðãi¹þ.

Ó ðîçäiëi 6 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä

ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ çà íàÿâíîñòi çáóðåíü ó êî-

åôiöi¹íòàõ. Ó ïåðøèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ó êîåôiöi¹íòàõ äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ íàÿâíi øâèäêî êîëèâíi ôóíêöi¨ òèïó a(xε ), à ñïîñòåðåæåííÿ ¹

íåëiíiéíèì i â ïåâíîìó ñåíñi çáóðåíèì ïî âiäíîøåííþ äî ëiíiéíîãî âèïàäêó

(ε = 0). Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi íàÿâíi âèïàäêîâi çáóðåííÿ ïðè ñïîñòåðåæå-

ííÿõ. Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi êîåôiöi¹íòè íå ¹ àâòîíîìíèìè i çàëåæàòü

âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨.

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü òà îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíó ìiíi-

ìàêñíó îöiíêó â çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåëiíiéíèì

ñïîñòåðåæåííÿì. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òî÷íî¨ ìiíiìàêñíî¨ îöiíêè çàñòî-

ñîâàíî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. Øëÿõîì ïåðåõîäó äî óñåðå-

äíåíèõ ïàðàìåòðiâ ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíó ìiíiìàêñíó îöií-
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êó.

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îäåðæàíî â çàäà÷i ìiíiìàêñíîãî

îöiíþâàííÿ ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi øâèäêî

êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè òà íåëiíiéíèì ñïîñòåðåæåííÿì.

Ó ïiäðîçäiëi 6.3 ïîáóäîâàíî i îá ðóíòîâàíî íàáëèæåíi ãàðàíòîâàíi ñå-

ðåäíüîêâàäðàòè÷íi îöiíêè ôóíêöiîíàëiâ âiä ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷

çi øâèäêî êîëèâíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè íåëiíiéíèõ ñïîñòåðåæåííÿõ iç âè-

ïàäêîâèìè çáóðåííÿìè.

Ó ïiäðîçäiëi 6.4 ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ìiíiìàêñíîãî îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

ïåðiîäè÷íèõ çà ÷àñîì ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç êðàéîâèìè óìîâàìè

Íåéìàíà.
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2016-20 ]8 poKaX). Y paMKaX )],aHOI 6l{))],)KeTHOI TeMH )],OCJii)],)KeHO HOBi 3a)],a4i OnTHMaJihHOfO KepyBaHIDI 

)lJlll CHCTeM 3 p03llO)liJieHHMI1 napaMeTpaMH, 30KpeMa, 3anponOHOBaHO aJifOpHTM no6y)lOBI1 

Ha6JIH)I(eHOfO CHHTe3y )lJI5f 3a)laqj MiHiMi3aU,ii eHepreTH4HOfO cpyHKL(iOHaJIY THny cynepll03HU,ii, 

)lOBe)],eHO p03B1li3HiCTb 3a)laqj OllTHMaJihHOfO KepyBaHIDI 3 MiHiMaJihHOJ{) euepriel{) )],Jill napa6oJii4HOfO 

piBIDIHIDI 3 HeJIOKaJibHHMH KpaiioBHMH yMoBaMH. 

3acT. )leKaHa 3 HaB4aJibHO-MeTO)l,H4HOI po60TI1 

cpaKyJihTery KOMll'IOTepHHX HaYK Ta Ki6epHeTHKH 

K. cp.-M. H., )lOU,eHT O.<l>. Kaiiinyp 

KepiBHHK 6l{))],)KeTHo"i TeMH 

3aBi.n:ysaq Kacpe,llp11 CHCTeMHOfO aHaJii3y Ta Teopi! npHHIDITT5f piiiieHb 

)],.cp. -M.H., npocpecop 

• 



,IJ;OMTOK 4. ,IJ;OBI,lJ,KA IIPO BHKOPMCTAHHJI 

B EIO,IJ;)KETHJH TEMI N219E<l>015-02 

KHlBC1I<HI1 HAI.UOHAJibHMH YHIBEPCHTET IMEHI TAP ACA WEBqEHKA 

M. KM'iB 

«3A TBEP ,z:pKYIO» 

~OBI)U(A 

rrpo BHKOpHcTaHHH pe3yJII>TaTiB AHcepTaLJ,ii1Ho'i po60TH KanycTHH OJieHH AHamnilBHH «0nTHMaJII>He 

KepyaaHHSI Ta rapaHTOBaHe OUiHIOBaHHJI y p03ITO)liJieHHX CHCTeMaX 3 MaiiHM napaMeTpOM», ITO)laHOI Ha 

3.ll06yrni HayKOBOfO czynemo AOKTOpa cpi3HKO-MaTeMaTH"lHHX HayK 3a cneLJ,iam>HiCTIO 01.05.04 -
CHCTeMHHM aHaJii3 i TeopiH OnTHMaJibHHX piilieHb. 

Pe3yJII>TaTH AHcepTaUiHHoY po6oTH KanycTHH OneHH AHaTOJii'iBHH «0nTHMaJII>He KepysaHHH Ta 

rapaHTOBaHe OLJ,iHIOBaHHH y p03ITOAiJ1eHI1X CHCTeMax 3 MaJIHM napaMeTpOM» 6y1111 BHKOpHCTaHi npH 

BHKOHaHHi 610Jl)KeTHO'i TeMH «P03p06Ka HOBHX MaTeMaTWIHHX MeTOAiB aHaniJy Ta OITTHMiJauiY CHCTeM B 

YMOBaX HeBH3Hal.feHOCTi» (.N!d9E<l>0] 5-02, HOMep Aep)f(aBHoi' pe€CTpaui1 0 119U1 00338, BHKOHY€ThCH y 

KM'iscbKOMY HauioHaJihHOMy yHisepCHTeTi iMeHi Tapaca llleBqeHKa y 2019-2021 poKax). 3oKpeMa, B 

paMKaX )laHOl 610Jl)KeTHOI TeMH OTpHMaHi npe)lCTaBJieHHH MiHiMaKCHHX Ol(iHOK Allif napa6oJii'IHHX 

CHCTeM 3i lllBHAKO KOJIHBHHMH KOecpiLJ,i€HTaMH Ta .llOCJiiA)f(eHO i"X 6JIH3hKiCTh AO OUiHOK BiAITOBiAHHX 

CHCTeM 3 ycepe)lHeHHMH napaMeTpaMH. 

3aCT. AeKaHa 3 HaB'IaJihHO-MeTO)lH'IHOl po60TH 

cpaKyJII>Tery KOMIT'IOTepHHX HayK Ta Ki6epHeTHKH 

K. cp .-M. H., AOl(eHT 

KepiBHHK 6IOJl)KeTHoi" TeMH 

3aBi)lysaq KacpeApH CHCTeMHOro aHaJii3y Ta Teopii' npHMH.SITTH pillleHh 

n .cp. -M.H., npocpecop 

• 



,l(OMTOK 5. ,l(OBI,D,KA IIPO BIIPOBA,LOKEHIUI B HABLIAJihHJ1H 

ITPOQEC 

KJ11BCbiGIJ1 HA{UOHAJibiilfl1 YHIBEPCMTET IMEill T APACA lllEB1ffiHKA 

«3A TBEP ,[OKYIO» 

Of, 2020 p. 

)J;OBIWA 

npo BWKOpHcTaHHJJ y H~l.!aJibHOMJ' npoL.~eci pe3ynnaTiB ,LJ,ucepTau,iuHoi' po6oTn KanycniH Oneuu 
AuaToJJii'BHH «0nTHMaJ1hHe KepyBaHHJI Ta rapaHTOBaHe ou,imonaHHJI y po3no,LJ,inemtx cHcTeMax 3 MaJIWM 
rrapaMeTpOM», ITO,LJ,aHOi' Ha 3)l06yTT51 HayKOBOfO CTyiieHIO ,LI,OKTopa <Pi3HKO-MaTeMaTHqHI1X HaYK 3a 
Crreu,ianbHiCTIO 01.05 .04- CHCTeMHHH auarri3 i TeO pi» OnTHMaJlbHHX piiDeHb. 

HayKosi pe3yllbTaTH, o,D,ep)KaHi B npoueci HarrHCaHH}I )lHcepTau,iiiuoi' po60TH KanycT»H Oneuu 
Auamnii'suu «OnTHMa.ribHe KepyBaHHJI Ta rapaHmsaue ou,iuroBaHH}I y po3rro,LJ,ineHHX cucTeMax 3 MaJIHM 
rrapaMeTpOM», BnpOBa)l)KeHi y 20] 1-2019 H.p. y HaBqaJibHHH npou,ec Kacpe,D,pH CHCTeMHOfO aHa.niJy Ta 
Teopii' npHHHJITTH piiiieHb <Pai<yJibTeTy KOMII ' IOTepHHX HayK Ta Ki6epHeTHKI1 Kwi'BCbKOfO HaUiOHa.JlbHOfO 
yHisepcuTery iMeui Tapaca lllesYeHKa np11 BHKJia)laHHi )lHCu,ImJJiH «llpHHWITT» pirneHb s yMOBax 
HeBH3uaqeHOCTi» (l piK MariCTPaTypu), «Cyqacui npo6JieMH OnTHMi3aJ..~iY Ta i)leHTHQ>iKau,ii'» ( 1-2 piK 
MariCTPaTypH) Ta «MeTO,D,H OnTHMi3aUii' Ta MO,D,eillOBaHH}I CHCTeM» ( 4 Kypc 6ai<a.naspary). 

3aCT. ,LJ,eKaHa 3 HaB"'aJlbHO-MeTO)lHllHOl po60TH 

<Pai<yJibTeTy KOMfl ' IOTepHHX HaYK Ta Ki6epHeTHKH 

K. <P.-M.H., )lOU,eHT ~c.--- 0.<1>. Karnnyp 

3aBi)lyBal.J I<aQ>e,D,pH CHCTeMHOfO aHaJii3y Ta Teopi'i npuHHJITTX piiiieHh 

,D,. cp.-M.H., rrpocpecop 

BuKJia,D,aq nucuunJiiH «I1pHHHJITTX pirneHh s yMoBax ueBH3HaqeHocTi», 

«Cyqacui IIp06JieMH OllTHMi3au,ii' Ta i)leHTHcpiKaQii'», 

npocpecop Kacpe,D,pu CHCTeMuoro aua.ni3y Ta Teopi'i npnuH5~TTX pirneHh 

,D,.cp.-M.H., npocpecop 

BHKJia)laq ,D,HCQHITJiiHu «MeTO.llH omnMi3au,i'i 

Ta MO,LJ,eJIIOBaHHX CHCTeM», 

,lJ,OQeHT Kacpe)lpH CHCTeMHOfO aHa.ni3y Ta Teopii' rrpHHHJITT51 pirneHh 

~3KOHeqffHH 
0 

K. cp .-M. H., ,D,OU,eHT ~ IJ.M. 3iHhKO 
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