
  

МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
КИЇВСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ ІМЕНІ ТАРАСА ШЕВЧЕНКА 

 
 
 
 
 
 
 

О. С. Слабоспицький 
 
 
 
 

ЗАДАЧІ КЛАСИФІКАЦІЇ 
 
 
 
 

Навчальний посібник 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Київ 
Видавництво «Людмила» 

2020 



  

УДК 519.2(075.8) 
 С47 

 
 
 

Рецензенти: 
чл.-кор. НАН України, д-р техн. наук, проф. М.  Ю.  Кузнєцов  

д-р техн. наук, проф. В.  А.  Заславський  
 

 
 

Рекомендовано до друку  
вченою радою факультету комп'ютерних наук та кібернетики 

(протокол № 4 від 21 вересня 2020 року) 
 
 
 

 
 
 
 

Слабоспицький О. С. 
С47 Задачі класифікації : навч. посіб. / О. С. Слабоспицький. – К. :  

Видавництво «Людмила»,  2020. –  43 с. 
  

Розглянуто основні класи задач класифікації. Висвітлено базові методи 
дискримінантного та кластерного аналізу, які дозволяють розв'язувати ряд 
проблем із розпізнавання образів залежно від обсягу апріорної  
інформації про об'єкти. Досліджено випадки як відсутності навчальної  
вибірки так і її наявності. 

Для студентів, які вивчають дисципліну "Аналіз даних" і споріднені з 
нею предмети. 

 
УДК 519.2(075.8) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

© Слабоспицький О. С., 2020 



 3 

ВСТУП 
 
 
Сучасні інформаційні технології дозволяють не тільки нако-

пичувати різнотипні дані в  неосяжних розмірах, але й  отримува-
ти оперативний доступ до них. Ефективне використання таких 
обсягів інформації важко уявити без наявності можливості її ко-
ректної обробки. Це дозволяють оперативно зробити можливості 
новітньої обчислювальної техніки з використанням широкого 
спектра сучасного програмного забезпечення з аналізу та обробки 
даних. Але головне не тільки провести обробку даних, але й на 
основі отриманих результатів обробки зробити кваліфіковані  
висновки. 

Для цього буде доречним використання апарата сучасного 
аналізу даних. На озброєння можна взяти можливості попе-
редньої обробки даних, кореляційного аналізу, дисперсійного 
аналізу, регресійного аналізу, коваріаційного аналізу, аналізу ча-
сових рядів і т. д. До цього слід додати, що все більшої актуаль-
ності набуває розв'язання проблем в області розпізнавання образів 
(pattern recognition). Тут стануть у нагоді методи як дискримі-
нантного аналізу, так і кластерного аналізу. Саме вони дозво-
ляють вважати об'єкти приналежними до того чи іншого класу 
об'єктів з близькими характеристиками. У роботі висвітлено роз-
в'язання саме цих проблем залежно від обсягу апріорної інформації 
про об'єкти, які підлягають класифікації. Розглянуті випадки кла-
сифікації як із вчителем, так і без нього. Усе це може послужити 
фундаментом при розв'язанні задач у галузі штучного інтелекту, 
робототехніки, Data Science, Big Data (BD) analysis, Smart house, 
при створенні різноманітних безпілотних пристроїв тощо. 

Автор щиро вдячний студентам і співробітникам факультету 
комп'ютерних наук та кібернетики Київського національного  
університету імені Тараса Шевченка, які сприяли покращенню 
цього посібника. Усі зауваження та побажання щодо посібника 
будуть із вдячністю сприйняті. Їх можна надіслати електронною 
поштою на адресу:  sl@univ.kiev.ua. 
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1. ПРОБЛЕМА КЛАСИФІКАЦІЇ 
ОБ'ЄКТІВ 

 
 
У цьому розділі розглянуто постановку задачі класифікації та її 

головні припущення. Описано основні класи цих задач залежно від 
обсягу апріорної інформації про об'єкти (процеси, явища, ситуації), 
які підлягають класифікації. 

Такого типу проблеми виникають у багатьох галузях, а саме: у 
автомобілебудуванні, кораблебудуванні,  літакобудуванні, вироб-
ництві обчислювальної техніки та мобільних телефонів, бізнесі, 
економіці, фінансах, медицині, біології, сільському господарстві, 
соціології тощо. 

 
 

1.1. Постановка задачі  
класифікації та її основні  
припущення 
 
 
Потреба розв'язання задач класифікації постійно виникає, коли 

необхідно обробити дані, які представляють об'єкти з деяких під-
множин об'єктів, що мають спільні риси. Тому перш ніж виконува-
ти обробку інформації, проводять розподіл об'єктів по цих підмно-
жинах. Подальша обробка інформації після цього вже суттєво 
спрощується. 

Наведемо деякі приклади задач класифікації. 
Приклад 1. Перед батьками завжди постає задача навчити ди-

тину розпізнавати літери абетки рукописні та друковані незалежно 
від почерку в рукописному тексті чи використаного  шрифту в 
друкованому виданні. 

Приклад 2. Рибалки повернулися з вдалої риболовлі. Їхній ви-
лов необхідно відсортувати за видами риб. Наприклад: короп, лящ, 
плотва, щука, судак. 
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Приклад 3. Нехай необхідно з'ясувати, чи є певна особа тою за 
кого вона себе видає. Це можна зробити, розв'язуючи задачі ав-
тентифікації особи за відбитками пальців рук (fingerprint authenti-
cation), відбитками долонь рук (palmprint authentication), обличчям 
(face authentication), райдужною оболонкою ока (iris authentication), 
голосом (voice authentication), рукописним почерком (handwriting 
authentication) і т. ін. При потребі використовують декілька рівнів у 
цій процедурі: двофакторну автентифікацію (two-factor authenti-
cation, 2FA) або багатофакторну автентифікацію (multi-factor 
authentication). Усі ці підходи належать до біометричної автен-
тифікації (biometric authentication). 

Приклад 4. Сформулюємо тепер питання інакше. Необхідно 
з'ясувати, хто є ця особа? А це вже задача ідентифікації особи 
(personal identification), зазвичай за біометричними характеристи-
ками, які вже згадувалися в попередньому прикладі. Наприклад, це 
може бути проблема ідентифікації водія-порушника на основі за-
писів з камер відеофіксації дорожнього руху в місті. Або ідентифі-
кації злочинця за відбитками пальців або долонь рук і т. ін. 

Приклад 5.  Припустимо, що по кожному з пацієнтів деякої 
медичної установи доступна інформація про результати ряду їхніх 
аналізів та обстежень. Необхідно на основі цих даних зробити  
висновок про наявність чи відсутність у них певної хвороби, що 
дозволить лікарю оперативно прийняти рішення про вибір най-
більш доцільного курсу їхнього подальшого лікування.  

Приклад 6. Розглянемо потік поштової кореспонденції, яка  
надходить на загальну поштову скриньку деякої установи. Необ-
хідно організувати сортування поштових надходжень по відділах 
цієї установи. 

Приклад 7. Нехай деякий агрегатор новин накопичує інформа-
цію з багатьох джерел. Необхідно новини, які надійшли, оператив-
но відсортувати, наприклад, за такими розділами: політика, еконо-
міка, наука та технології, мистецтво, спорт, здоров'я, за кордоном,  
інше. Ще одна проблема пов'язана з вилученням з цього потоку 
інформації фейкових повідомлень. 
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Приклад 8. Злободенною є задача оперативного виявлення за 
доступною інформацією наближення якогось стихійного лиха.  
Наприклад: землетрусу, виверження вулкану,  урагану, тайфуну, 
смерчу, цунамі тощо. 

Приклад 9. Актуальною залишається задача розпізнавання не-
бесних об'єктів, що наближаються до нашої планети. Це може бути 
астероїд, метеорит, комета або взагалі якийсь невпізнаний об'єкт. 

 
 

1.2. Базові поняття 
та постановка задачі класифікації  
 
 
Перейдемо до формальної постановки задачі класифікації. Не-

хай маємо деяку сукупність об'єктів (процесів, явищ, ситуацій) ω , 
які підлягають аналізу. За традицією ω  ще називають образом 
(pattern). Позначимо через Ω  множину всіх можливих таких об'єк-
тів ω , тобто  

 .ω∈Ω  
У подальшому Ω  будемо називати простором об'єктів (object 

space), або простором образів (pattern space). 
Нехай відомо, що простір усіх об'єктів Ω  розбивається на m  

підмножин { } 1
m

i i=Ω , які не перетинаються. Причому вважається, 
що кожна підмножина складається з об'єктів зі спільними рисами. 
Таким чином, 

 
1

, , .
m

i i j
i

i j
=

Ω = Ω Ω Ω =∅ ∀ ≠
 

 

Ці підмножини { } 1
m

i i=Ω  будемо називати класами.  
Нехай для кожного об'єкта ω  відомий вектор спостережень 

(observation vector) ( )y y= ω
   над його характерними властивостя-

ми. Множину всіх можливих таких векторів спостережень будемо 
називати простором спостережень (observation space) і позначати 
через Y , тобто 
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 ( ) ,y y Y= ω ∈ ∀ω∈Ω
 

. 
Задача класифікації (classification problem) полягає в пошуку 

правила прийняття рішення, оптимального в деякому розумінні, 
про належність об'єкта ω  до одного з класів { } 1

m
i i=Ω  на базі векто-

ра спостережень ( )y y= ω
   та доступної апріорної інформації про 

об'єкт ω .  
Якщо розмірність вектора спостережень y  досить велика або 

він містить надлишкову інформацію, то має сенс провести пони-
ження розмірності (редукцію розмірності) вектора y , який  вико-
ристовується при класифікації. Тобто перейти від вектора спосте-
режень y  до вектора ознак (feature vector) ( )x x= ω

    меншої роз-
мірності, мінімізуючи втрати інформації про об'єкт  ω , за допомо-
гою деякого перетворення 

:R Y X→ , 
де X – простір ознак (feature space), який складається з усіх мож-
ливих векторів ознак x , тобто 
 ( ) ,x x X= ω ∈ ∀ω∈Ω

  . 
У подальшому будемо вважати, що процедура пониження роз-

мірності вектора спостережень y  вже проведена, і тому при розв'я-
занні задача класифікації будемо використовувати замість вектора 
спостережень y  вектор ознак x . 

А саму задачу класифікації будемо вирішувати шляхом розбит-
тя простору ознак X  на підмножини { } 1

m
i iX = , які не перетинають-

ся. Причому iX  складається з векторів ознак,  які відповідають 
об'єктам із класу , 1,i i mΩ = . Таким чином, 

 
1

, , .
m

i i j
i

X X X X i j
=

= =∅ ∀ ≠
 

 

Це розбиття простору ознак X  зазвичай здійснюється за допомо-

гою набору дискримінантних функцій ( ){ } 1
m

i i
d x

=

d , які будуються 
для цієї мети. Причому вони конструюються таким чином, щоб 
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 ( ) ( ){ }: , , 1,j j iX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ =
dd  .  (1.1) 

Тоді алгоритм класифікації об'єкта ω  (тобто віднесення об'єкта ω  
до певного класу) буде мати вигляд 
 ( )( ) ( )( ) , ,j i jякщо d x d x i j тоω > ω ∀ ≠ ω∈Ω

dd  . 
Або, іншими словами, якщо взяти до уваги (1.1), останнє можна 
переписати так: 
 ( ) ,j jякщо x X тоω ∈ ω∈Ω

 . 
Зауваження. У випадку двох класів достатньо мати у своєму 

розпорядженні тільки одну дискримінантну функцію, яка визнача-
ється таким чином: 
 ( ) ( ) ( )1 2d x d x d x= −

ddd 

. (1.2) 

Тоді області { }2

1j j
X

=
 будуть задаватися так: 

 
( ){ }
( ){ }

1

2

: 0 ,

: 0 .

X x d x

X x d x

= >

= <

d

d

 

А безпосередньо алгоритм класифікації об'єкта ω  буде мати 
вигляд 

 
( )( )
( )( )

1

2

0, ,

0, .

якщо d x то

якщо d x то

 ω > ω∈Ω


ω < ω∈Ω

d

d

 

 
 

1.3. Основні типи задач  
класифікації 
 
 
У подальшому будуть розглянуті деякі постановки задач кла-

сифікації залежно від обсягу апріорної інформації про вектор ознак 
( )x x X= ω ∈

  . 
У найкращому випадку для вектора ознак x  може бути дос-

тупна повна інформації про його розподіл.  
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Гірше, коли розподіл вектора ознак x  заданий з точністю до 
деякого вектора невідомих параметрів. У такому випадку цю не-
визначеність зазвичай компенсують наявністю об'єктів з відомими 
класифікаціями, тобто вважають, що нам доступна навчальна ви-
бірка (training sample). Тобто маємо задачу класифікації з вчителем 
(supervised classification). При розв'язуванні такого типу задач 
класифікації в нагоді стане дискримінантний аналіз (discrimi-
nant analysis). 

У найгіршому випадку будь-яка інформація про розподіл век-
тора ознак x  може бути взагалі відсутня, а апріорна інформація 
про об'єкти, які належить розподілити за класами, вичерпується 
тільки інформацією, що об'єкти в кожному з класів близькі (схожі) 
у деякому розумінні. Якщо припускається, що навчальна вибірка 
відсутня, тоді кажуть, що мають справу з задачею класифікації без 
вчителя (unsupervised classification). Цей спектр задач зазвичай ро-
зв'язують методами кластерного аналізу (cluster analysis).  
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2. ОСНОВИ  
ДИСКРИМІНАНТНОГО 

АНАЛІЗУ 
 
 
Почнемо розгляд задач класифікації з випадку, коли для вектора 

ознак x  доступна досить багата інформація, а саме, відома функція 
щільності для кожного класу , 1,i i mΩ = . Припустимо, що класи 
apriori визначені. Необхідно віднести кожен об'єкт ω  до одного із 
цих класів. 

 
 

2.1. Постановка задачі 
та основні припущення  
 
 
Нехай маємо справу з об'єктами ω  із m  заданих класів { } 1

m
i i=Ω , 

тобто  

1
, , .

m

i i j
i

i j
=

Ω = Ω Ω Ω =∅ ∀ ≠
 

 

Припустимо, що доступна така апріорна інформація: 
I. для n -вимірного вектора ознак ( )x x X= ω ∈

   для кож-
ного класу iΩ  відома функція щільності 

( )/ , 1,p x i i m=
 ; (2.1) 

II. для кожного класу iΩ  відома апріорна ймовірність 

1
, 1, ; 1;

m

i i
i

p i m p
=

= =∑  (2.2) 

III. відома невід'ємна функція втрат ( )/C j i , яка дорів-
нює величині втрат (штрафу) при віднесенні об'єкта ω  
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до j -го класу, коли він насправді з i -го класу 

( ), 1,i j m= , причому ( )/ 0, 1,C i i i m= = . (2.3) 
Необхідно побудувати правило прийняття рішення про відне-

сення об'єкта ω  до одного з класів { } 1
m

i i=Ω  на базі вектора ознак 

( )x x= ω
   так, щоб були найменшими середні втрати: 

 ( ) ( )
1 1

/ /
m m

i
i j

Q p C j i P j i
= =

   =   
    

∑ ∑ , (2.4) 

де  ( )/P j i  – ймовірність віднесення об'єкта ω  до j -го класу, ко-

ли він насправді з i -го класу ( ), 1,i j m= . 
Зауваження. Середні втрати при помилковій класифікації  

об'єкта з i -го класу визначаються виразом 

 ( ) ( )
1

/ /
m

j
C j i P j i

=
∑ . 

Зрозуміло, що 

 ( )
1

/ 1, 1,
m

j
P j i i m

=
= =∑ . 

Причому необхідні ймовірності ( )/P j i  можна підрахувати таким 
чином: 
 ( ) ( )/ / , , 1,

jX

P j i p x i dx i j m= =∫
dd  , (2.5) 

де множини jX  згідно з (1.1) мають вигляд 

 ( ) ( ){ }: , , 1,j j iX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ =
dd

, 

а ( ){ } 1
m

i i
d x

=

d  – набір дискримінантних функцій, який побудований 
для цієї задачі. 

Фактично треба буде знайти такий набір дискримінантних 

функцій ( ){ } 1
m

i i
d x

=

d , який забезпечує розбиття простору ознак X  
на підмножини 
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 { } 1
m

i iX =  
1

, ,
m

i i j
i

X X X X i j
=

 
= =∅ ∀ ≠  

 
 

, 

які не перетинаються, причому так, щоб середні втрати Q  були 
найменшими. 

 
 

2.2. Побудова дискримінантних 
функцій 
 
 
Переходимо до знаходження набору дискримінантних функцій 

( ){ } 1
m

i i
d x

=
 таких, що забезпечують потрібне розбиття простору 

ознак X : 

 
1

, , ;
m

i i j
i

X X X X i j
=

= =∅ ∀ ≠
 

 (2.6) 

де ( ) ( ){ }: , , 1,j j iX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ = . 
Проаналізуємо критерій якості (2.4). Для цього перепишемо  

його в іншому вигляді, прийнявши до уваги (2.5): 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

/ /

/ /
j

m m

i
i j

m m

i
i j X

Q p C j i P j i

p C j i p x i dx

= =

= =

   = =  
    

    = =     

∑ ∑

∑ ∑ ∫
dd

 

 ( ) ( )
1 1

/ /
j

m m

i
i j X

p C j i p x i dx
= =

    = =     
∑ ∑ ∫

dd   

 ( ) ( )
1 1

/ /
j

m m

i
j i X

p C j i p x i dx
= =

    = =     
∑ ∑ ∫

dd   
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 ( ) ( )
1 1

/ /
j

m m

i
j i X

p C j i p x i dx
= =

  =   =  
  

∑ ∑ ∫
dd   

 ( ) ( )
1 1

/ /
j

m m

i
j iX

p C j i p x i dx
= =

   =   =   
   

∑ ∑∫
dd   

 ( )
1 j

m

j
j X

g x dx
=

  =  
  

∑ ∫
dd  , (2.7) 

де в останньому перетворенні використано позначення 

 ( ) ( ) ( )
1

/ /
m

j i
i

g x p C j i p x i
=

=   ∑  . 

Припустимо, що для довільної підмножини індексів 
 1 21 qj j j m≤ < < < ≤  
міра Лебега множини 
 ( ) ( ) ( ){ }1 2

:
qj j jx g x g x g x= =

   

  

дорівнює нулеві. 
Тоді враховуючи умову (2.6), неважко бачити, що вираз (2.7) 

досягає свого мінімуму, якщо підмножини { } 1
m

i iX =  вибрати у та-
кому вигляді: 

 ( ) ( ){ }: , , 1,j j iX x g x g x i j j m= < ∀ ≠ =
  , 

причому найменше значення функціонала буде дорівнювати 

 ( )
1,

min j
j mX

Q g x dx
=

 =   ∫
dd  . 

Це дозволяє взяти як потрібний набір дискримінантних функцій 

( ){ } 1
m

i i
d x

=

d  функції виду 

( ) ( ) ( ) ( )
1

/ / , 1,
m

j j i
i

d x g x p C j i p x i j m
=

= − = −   = ∑ddd   . 
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Висновок. Для задачі класифікації у випадку m  класів { } 1
m

i i=Ω  
у припущеннях (2.1) – (2.3) шуканий набір дискримінантних функ-
цій має вигляд 

 ( ) ( ) ( )
1

/ / , 1,
m

j i
i

d x p C j i p x i j m
=

= −   = ∑dd  . (2.8) 

 
 

2.3. Випадок використання  
простої функції втрат 
 
 
Формула (2.8) задає вигляд дискримінантних функцій для задачі 

класифікації в припущеннях (2.1) – (2.3). Проаналізуємо розв'язан-
ня вищезгаданої задачі у випадку, коли як приклад функції втрат 
( )/C j i  вибрана така функція: 

 ( ) ( )/  1 , 0,jiC j i c c= − δ >  (2.9) 

де jiδ  – символ Кронекера, тобто 

 
1, ,

 
0, .ji

якщо j i
якщо j i

=
δ =  ≠

 

Почнемо з аналізу середніх втрат (2.4): 

 ( ) ( )
1 1

/ /
m m

i
i j

Q p C j i P j i
= =

   = =  
    

∑ ∑  

 ( ) ( )
1 1

1 /
m m

i ji
i j

p c P j i
= =

   = − δ =  
    

∑ ∑  

 ( )
1 1

/
m m

i
i j

j i

c p P j i
= =

≠

  
  

= =  
  

  

∑ ∑  
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 ( ){ }
1

1 /
m

i
i

c p P i i
=

=  −  = ∑  

 ( )
1

1 / .
m

i
i

c p P i i
=

  = − 
  

∑  

Останній вираз приводить до висновку, що мінімізація функції 
середніх втрат (2.4) у випадку, коли функція втрат ( )/C j i  має 
вигляд (2.9), звелася до мінімізації ймовірності помилкової класи-
фікації 

 ( ) ( )
1 1 1

/ 1 /
m m m

i i
i j i

j i

p P j i p P i i
= = =

≠

  
  

= −  
  

  

∑ ∑ ∑ . (2.10) 

У цьому разі замість дискримінантних функцій (2.8) можна вико-
ристати набір дискримінантних функцій більш простого вигляду. 

Для цього спочатку проаналізуємо набір дискримінантних 
функцій (2.8): 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1

1

1

/ /

1 /

/

/

m

j i
i
m

i ji
i

m

i
i
i j

j

d x p C j i p x i

p c p x i

c p p x i

c p x p p x j

=

=

=
≠

= −   = 

 = − − d = 

= −   = 

 = − − = 

∑

∑

∑

dd

d

d

dd

 

 ( ) ( )/ , 1, .jc p p x j p x j m = − = 
 

 (2.11) 
Тут скористалися тим, що  

 ( ) ( )
1

/
m

i
i

p x p p x i
=

=   ∑ 

, 

де ( )p x – щільність вектора ознак. 
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Тоді у випадку, який розглядається, області jX  будуть задава-
тися таким чином: 

( ) ( ){ }: ,j j iX x d x d x i j= > ∀ ≠ =
dd

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }: / / ,j ix c p p x j p x c p p x i p x i j = − >  −  ∀ ≠ =  
   

 

( ) ( ){ }: / / , , 1, .j ix p p x j p p x i i j j m= > ∀ ≠ =
 

 (2.12) 

Представлення (2.12) для областей { } 1
m

i iX =  дає змогу стверджу-
вати, що замість дискримінантних функцій виду (2.11) можна ви-
користовувати дискримінантні функції вигляду 

 ( ) ( ) ( )1 / , 1,
j jd x p p x j j m= =
dd  , (2.13) 

а області jX  будуть задаватися таким чином: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1: , , 1,
j ijX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ =
dd  . (2.14) 

Висновок 1. Для задачі класифікації у випадку m  класів 

{ } 1
m

i i=Ω  згідно з критерієм мінімуму ймовірності помилкової кла-
сифікації (2.10) вигляд потрібного набору дискримінантних функ-

цій ( ) ( ){ }1

1

m

i
i

d x
=

d  спрощується і має представлення (2.13), а шукані 

області { } 1
m

i iX =  набувають вигляду (2.14).  
Результат (2.12) дозволяє зробити також ще один корисний  

висновок. 
Дійсно, згідно із формулою Байєса апостеріорна ймовірність 
/j xp   для j -го класу jΩ , після отримання вектора ознак x , за-

дається таким виразом: 

 
( )
( )/

/
, 1,j

j x
p p x j

p j m
p x

= =





. 

Тоді з (2.12) отримуємо 

 ( ) ( ){ }: / / ,j j iX x p p x j p p x i i j= > ∀ ≠ =
 
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( )
( )

( )
( )

{ }/ /

/ /
: ,

: , .

j i

j x i x

p p x j p p x i
x i j

p x p x

x p p i j

  = > ∀ ≠ = 
  

= > ∀ ≠ 





 

 

У результаті можемо стверджувати таке.  
Висновок 2. Задачу класифікації у випадку m  класів { } 1

m
i i=Ω  

згідно з критерієм мінімуму ймовірності помилкової класифікації 
(2.10) можна розглядати як задачу класифікації для m  класів згід-
но з критерієм максимуму апостеріорної ймовірності. 

 
 

2.4. Випадок нормально  
розподілених векторів ознак 
 
 
Додатково до припущень з попереднього розділу будемо вважа-

ти, що n -вимірні вектори ознак x  є нормально розподіленими, а 
саме: 
 ( ) ( ), , 0, , 1,i i i ix x m V V якщо i m= ω > ω∈Ω =

  

  , 

де параметри { } 1, m
i i im V =
   задані. 

Тобто  

 ( )
( ) ( )( )

2
1

1
2

1
22

1/ , 1,
2 det

i Vi
x m

n

i

p x i e i m
V

−− −
= =

p

dd

d , 

де 2 , 0T
Qx x Qx Q= >
   . 

Тоді згідно з  (2.14) області jX  набувають вигляду 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1: ,
j ijX x d x d x i j= > ∀ ≠ =
dd

 

 ( ) ( ){ }: / / ,j ix p p x j p p x i i j= > ∀ ≠ =
 
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
1

2
1

1
2

1
22

1
2

1
22

:

2 det

,
2 det

j V j

i Vi

x m
j

n

j

x mi
n

i

p
x e

V

p e i j
V

−

−

− −

− −


= >
 p




> ∀ ≠ =
p 

dd

dd

 

 
( ) ( )( )

( ){ ( )( )

1

1

2

2

1 1: ln ln det
2 2

1 1: ln ln det ,
2 2

j

i

j j j V

i i i V

x p V x m

x p V x m i j

−

−

= − − − >


> − − − ∀ ≠ =


dd

dd

 

 
( ) ( )( )

( ){ ( )( ) }
1

1

2

2

: 2ln ln det

: 2ln ln det , , 1, .

j

i

j j j V

i i i V

x p V x m

x p V x m i j j m

−

−

= − − − >


> − − − ∀ ≠ =

dd

dd

 

Останнє дозволяє замість дискримінантних функцій (2.13) ви-
користовувати дискримінантні функції вигляду 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1

22 2ln ln det , 1,
j

j j j jV
d x x m p V j m−= − − + − =

ddd   . (2.15) 

Висновок 1. У випадку нормально розподілених векторів ознак 
x  можна скористатися набором дискримінантних функцій (2.15), 
які вже є квадратичними функціями. 

У свою чергу, області { } 1

m
j j

X
=

 можна представити таким чи-

ном: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2: , , 1,
j ijX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ =

dd  . 

Окремо звернемо увагу на випадок, коли коваріаційні матриці 
нормальних розподілів векторів ознак для всіх класів однакові, 
тобто 

 ( ) ( ), , 0, , 1,i ix x m V V якщо i m= ω > ω∈Ω =
  

  . 



 19 

Це дозволяє дещо спростити вигляд потрібних дискримінантних 
функцій. Дійсно, 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2: ,
j ijX x d x d x i j= > ∀ ≠ =

dd

 

 
{ ( ) ( )( )

( ) ( )( ) }
1

1

2

2

: 2ln ln det

2ln ln det ,

j j V

i i V

x p V x m

p V x m i j

−

−

= − − − >

> − − − ∀ ≠ =

dd

dd

 

 
{ ( )

( ) }
1 1

1 1

22 1

22 1

: 2ln 2

2ln 2 ,

T
j j jV V

T
i i iV V

x p x x V m m

p x x V m m i j

− −

− −

−

−

= − + − >

> − + − ∀ ≠ =

   

   

 

 
{ ( )

( )

1

1

21

21

1: ln
2
1ln , , 1, .
2

T
j j j V

T
i i i V

x p x V m m

p x V m m i j j m

−

−

−

−

= + − >

> + − ∀ ≠ =


  

  

 

Таким чином, у цьому випадку замість дискримінантних функ-
цій (2.15) можна використовувати дискримінантні функції спро-
щеного виду 

 ( ) ( ) ( ) 1

23 1 1ln , 1,
2

T
j j j j V

d x x V m p m j m−
−= + − =

dddd    . (2.16) 

Висновок 2. Дискримінантні функції (2.16) у випадку, коли ко-
варіаційні матриці вектора ознак для усіх класів однакові, вже є 
лінійними функціями від вектора ознак. Останнє суттєво спрощує 
їхню геометричну інтерпретацію. 

А це, у свою чергу, дозволяє потрібні області { } 1

m
j j

X
=

 предста-

вити в такому вигляді: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }3 3: , , 1,
j ijX x d x d x i j j m= > ∀ ≠ =
dd

. 
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2.4.1. Випадок двох класів 
 
 
Поглянемо, як можна спростити останні результати у випадку 

двох класів { }2
1i i=Ω . Нехай припущення про нормальність вектора 

ознак x  залишається в силі 
 ( ) ( ), , 0, , 1,2i i i ix x m V V якщо i= ω > ω∈Ω =

  

  , (2.17) 

де параметри { }2
1,i i im V =

  вважаються відомими. 
Для цього випадку, коли 2m = , дискримінантні функції мають 

вигляд (2.15), але можна обмежитися тільки однією дискримінант-
ною функцією ( ) ( )2d xd , яка згідно з (1.2) набуває вигляду 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

1
1

1
2

2 22
1 2

2
1 1 1

2
2 2 2

2ln ln det

2ln ln det

V

V

d x d x d x

x m p V

x m p V

−

−

= − =

= − − + − +

+ − − + =

ddd 

dd

dd

 

 
( )
( )1 1

2 1

2 2 21
2 1

2 1

det
2ln .

detV V
Vpx m x m

p V
− −

 
 = − − − +
 
 

dddd  

 

Тобто ця єдина дискримінантна функція ( ) ( )2d xd  залишається  
квадратичною функцією від вектора ознак. 

Тоді відповідний алгоритм класифікації об'єкта ω  буде мати 
таке представлення: 

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

2
1

2
2

0, ,

0, .

якщо d x то

якщо d x то

 ω > ω∈Ω

 ω < ω∈Ω

d

d

 

А області { }2

1j j
X

=
,  у свою чергу, набувають вигляду 

 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
2

1

2
2

: 0 ,

: 0 .

X x d x

X x d x

= >

= <

d

d
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Якщо додатково до припущення (2.17) вважати, що коваріаційні 
матриці вектора ознак для цих класів однакові, тобто 

 ( ) ( ), , 0, , 1,2i ix x m V V якщо i= ω > ω∈Ω =
  

  , 

то відповідна єдина дискримінантна функція ( ) ( )3d xd  набуде більш 
простого вигляду 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 33

1 2d x d x d x= − =
ddd 

 

 
( )

( )

1

1

21
1 1 1

21
2 2 2

1ln
2

1ln
2

T
V

T
V

x V m p m

x V m p m

−

−

−

−

= + − −

− − + =

  

  

 

 ( ) ( )1 1
2 21 1

1 2 2 1
2

1ln
2

T
V V

px V m m m m
p

− −
−  

= − + + − = 
 

    

 

( ) ( ) ( )1 11
1 2 2 1 2 1

2

1ln .
2

TT px V m m m m V m m
p

− − 
= − + + − + 

 

      

 

В останньому переході була використана тотожність, яка легко 
перевіряється: 

 ( ) ( )2 2
1 2 1 2 1 2

T
Q Qx x x x Q x x− = − +

      , 

де 0Q > , 1 2,x x   – вектори відповідної розмірності. 
А відповідний алгоритм класифікації об'єкта ω  та вигляд об-

ластей { }2

1j j
X

=
 записуються подібним чином, але вже через дис-

кримінантну функцію ( ) ( )3d xd . 
 
 



 22 

2.4.2. Обчислення ймовірності 
помилкової класифікації  
у випадку двох класів 
 
 
Якість розв'язання задачі класифікації можна оцінити за зна-

ченням імовірності помилкової класифікації.  
Продемонструємо її обчислення у випадку, який був розгляну-

тий останнім у попередньому розділі. Тобто у випадку двох класів 

{ }2
1i i=Ω , коли для вектора ознак x  справедливо 

 ( ) ( ), , 0, , 1,2i ix x m V V якщо i= ω > ω∈Ω =
  

  . 
Імовірність помилкової класифікації у випадку двох класів згід-

но з  (2.10) визначається таким чином: 
( ) ( )1 22 /1 1 / 2p P p P+ . 

Залишилося тільки обчислити ймовірності ( ) ( )2 /1 , 1 / 2P P , які 
згідно з (2.5) задаються формулою 

 ( ) ( )/ / , , 1,2
jX

P j i p x i dx i j= =∫
dd  ,   

де  

( )
( ) ( )( )

2
1

1
2

1
22

1/ , 1,2
2 det

i Vx m

n
p x i e i

V

−− −
= =

p

dd

d ; 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
3

1

3
2

: 0 ,

: 0 ,

X x d x

X x d x

= >

= <

d

d

 

а ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 11
1 2 2 1 2 1

2

1ln
2

TT pd x x V m m m m V m m
p

− − 
= − + + − + 

 

dddddddd        . 

Згідно з останнім співвідношенням дискримінантна функція 
( ) ( )3d xd   є лінійним перетворенням нормально розподіленого век-
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тора ознак x , і тому теж буде мати нормальний розподіл 
(див. додаток), а саме: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ))

3 3

1 11
1 2 2 1 2 1

2

1
1 2 1 2

1ln ,
2

, , 1,2.

TT
i

T
i

d x d x

pm V m m m m V m m
p

m m V m m якщо i

− −

−

= ω

  
− + + − +    

− − ω∈Ω =

dd

−

ddddddd     

−

dddd  

 � 

Або скорочено 
 ( ) ( )( ) ( )3 2, , , 1,2,i id x якщо iω µ ∆ ω∈Ω =

d

   

де  

( ) ( ) ( )1 11
1 2 2 1 2 1

2

1ln , 1,2,
2

TT
i i

pm V m m m m V m m i
p

− − 
m = − + + − + = 

 

      

1
22

1 2 .Vm m −∆ = −
   

Означення. Відстанню Махаланобіса (Mahalanobis distance) 
між нормальними розподілами ( )1,m V

  та ( )2 ,m V

  зі спіль-
ною коваріаційною матрицею ( )0V V >  називається величина, 
яка визначається таким чином: 

 1
2

1 2 .Vm m −∆ = −
   

Тоді 

 
( ) ( )( ) ( )
3

0,1 ,id x ω −µ

∆

d

−   якщо , 1,2i iω∈Ω = . 

Це дозволяє провести підрахунок потрібних ймовірностей.  
Дійсно, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

32 /1 /1 0 /1
X

P p x dx P d x= = < =∫
ddd 

 

 
( ) ( )3

1 1 1/ 1 ,
d x

P
 − µ −µ −µ  = < = Φ  ∆ ∆ ∆  

d
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де  

 ( )
2

21 .
2

tz
z e dt

−

−∞

Φ =
π ∫  

У свою чергу, 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

31/ 2 / 2 0 / 2
X

P p x dx P d x= = > =∫
ddd 

 

 
( ) ( )3

2 2 2
d x

P
 − µ −µ = > =
 ∆ ∆ 

d

 

 
( ) ( )3

2 21 2
d x

P
 − µ −µ = − < =
 ∆ ∆ 

d

 

 2 21 ,−µ µ   = −Φ = Φ   ∆ ∆   
 

де в останньому переході скористалися тотожністю 
 ( ) ( ) 1.z zΦ +Φ − =  

Таким чином, отримали, що ймовірність помилкової класифіка-
ції у випадку двох класів { }2

1i i=Ω  має вигляд 

 ( ) ( ) 1 2
1 2 1 22 /1 1 / 2 .p P p P p p−µ µ   + = Φ + Φ   ∆ ∆   

 (2.18) 

Останній результат (2.18) можна записати й іншим чином, якщо 
взяти до уваги, що 

( ) ( ) ( )1 11
1 2 2 1 2 1

2

1ln
2

TT
i i

pm V m m m m V m m
p

− − 
m = − + + − + = 

 

      

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2 1 2 1 2 1

2

1 12 ln
2 2

T T
i

pm m V m m m V m m
p

− −  
= − − + − + + = 

 

        

( ) ( )1 1
2 1 2 1

2

1 2 ln
2

T
i

pm m V m m m
p

−  
= − + − + = 

 

      
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2 1

2

2 1

2

1 ln , 1,
2

1 ln , 2.
2

p якщо i
p

p якщо i
p

  
∆ + =  

 =   − ∆ + =   

 

Тоді ймовірність помилкової класифікації у випадку двох класів 
можна представити у вигляді 

( ) ( )1 22 /1 1 / 2p P p P+ =  

 1 1
1 2

2 2

1 1ln ln .
2 2

p pp p
p p

      ∆ ∆
= Φ − − + Φ − +         ∆ ∆      

 (2.19) 

Висновок. Для підрахунку ймовірності помилкової класифіка-
ції у випадку двох класів { }2

1i i=Ω  можна скористатися результатом 
(2.18) або (2.19). 

 
 

2.5. Задача класифікації  
з вчителем 
 
 
Розглянемо тепер постановку задачі класифікації об'єктів ω  у 

випадку m  класів  

{ } 1
m

i i=Ω   
1

, ,
m

i i j
i

i j
=

 
Ω = Ω Ω Ω =∅ ∀ ≠  
 

 

, 

але з ще меншим обсягом апріорної інформації.  
А саме вважаємо, що: 

I'. Для n -вимірного вектора ознак ( )x x X= ω ∈
   для кож-

ного класу iΩ  функція щільності ( ), /ip x iα
  відома з 

точністю до деякого вектора невідомих параметрів 
, 1,i i mα = .      
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III. Задана невід'ємна функція втрат ( )/C j i  при віднесен-
ні об'єкта ω  до j -го класу, коли він насправді з i -го 

класу ( ), 1,i j m= . 

IV. Доступна навчальна вибірка S , тобто набір векторів 
ознак за їхніми відомими однозначними класифікація-
ми, а саме:  

  
1

, ,
m

i i j
i

S S S S i j
=

= =∅ ∀ ≠
 

, 

де 

( ){ }
1

: , 1, , 1, ,
m

ij ij
i i i i

i
S x x j n i m N n

=
= = ω ω∈Ω = = =∑  . 

Тут iS  – підвибірка навчальної вибірки S , яка складається з век-

торів ознак ( )ijx ω
 , що відповідають об'єктам ω  з класу 

iΩ , 1,i m= . 
А апріорні ймовірності ip  для кожного класу iΩ  залишилися 

невідомими, 
1

1, ; 1
m

i
i

i m p
=

= =∑ . 

Таким чином, наявна невизначеність у постановці задачі ком-
пенсована присутністю навчальної вибірки S . Тобто маємо задачу 
класифікації з вчителем (supervised classification). 

Слід запропонувати таке правило прийняття рішення про від-
несення об'єкта ω  до одного з класів { } 1

m
i i=Ω  на базі доступного 

вектора ознак ( )x x= ω
  , щоб середні втрати були найменшими. 

Подібна задача класифікації, але при припущеннях (2.1) – (2.3) 
була розв'язана раніше. Скористаємося в подальшому цим резуль-
татом. 

Для розв'язання поточної задачі пропонується використовувати  
підстановочне розв'язувальне правило. Суть його полягає в наступ-
ному. 
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Спочатку скористаємося навчальною вибіркою S  для визна-
чення: 

• оцінки ˆ i
i

np
N

=  для апріорної ймовірності ip  для кожного 

класу iΩ , 1,i m= ; 
• оцінки ˆ iα  методом максимальної правдоподібності для век-

тора невідомих параметрів , 1,i i mα = . 

У результаті середні втрати, які необхідно мінімізувати, набу-
вають вигляду 

 ( ) ( )
1 1

ˆ / /
m m

i
i j

Q p C j i P j i
= =

   =   
    

∑ ∑  , 

де  
 ( ) ( )ˆ/ , / , , 1,

j

i
X

P j i p x i dx i j m= α =∫
dd

 . 

Але ця задача була розглянута раніше і її розв'язок згідно з (2.8) 
має вигляд 

 ( ) ( ) ( )
1

ˆˆ / , / , 1,
m

j i i
i

d x p C j i p x i j m
=
 = − α = ∑dd

 . (2.20) 

У підсумку для розв'язання задачі класифікації об'єктів ω  із m  
класів { } 1

m
i i=Ω  в умовах наявності припущень І', ІІІ, ІV можна ско-

ристатися набором дискримінантних функцій (2.20). 
Приклад. Продемонструємо використання підстановочного  

розв'язувального правила у випадку двох класів { }2
1i i=Ω  з нор-

мально розподіленими векторами ознак тобто, коли 

 ( ) ( ) ( ), , 0 , , 1,2i i i ix x m V V якщо i= ω > ω∈Ω =
  

  . 

Як невідомі параметри у цьому випадку виступають  пари 

{ }2
1,i i im V =

 . 
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Тоді, використовуючи навчальну вибірку S , маємо можливість 
визначити оцінки невідомих параметрів: 

• ˆ i
i

np
N

= , 1,2i = ; 

• ( )( )
1 1

1 1ˆ ˆ ˆˆ, , 1,2.
1

i in n Tij ij ij
i i i i

i ij j
m x V x m x m i

n n= =
= = − − =

−∑ ∑       

Залишилось тільки підставити ці оцінки у представлення (2.20) для 
функцій ( ) , 1,jd x j m=

d

 . 
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3. ЕЛЕМЕНТИ КЛАСТЕРНОГО 
АНАЛІЗУ 

 
 
Познайомимося ще з одним колом задач розпізнавання, для 

яких доступний зовсім незначний обсяг апріорної інформації про 
об'єкти, які підлягають розподілу по підмножинах. А саме, відомо 
тільки те, що об'єкти в кожній такій підмножині близькі (схожі) 
між собою згідно з деякою мірою, а об'єкти, які не близькі (не схо-
жі), належать до різних таких підмножин. Тобто фактично необ-
хідно розбити множину всіх об'єктів на деякі підмножини (класте-
ри), які складаються з близьких (схожих) між собою об'єктів. Роз-
в'язанням проблем такого плану і займається кластерний аналіз 
(cluster analysis). 

Отже, задача кластерного аналізу полягає в тому, що треба так 
розбити множину всіх об'єктів на такі кластери (підмножини), щоб 
до кожного кластера були віднесені тільки об'єкти близькі (схожі) 
між собою згідно з вибраною мірою близькості (схожості). Більш 
детальна інформація про такі міри близькості та схожості буде на-
ведена далі. 

Зауважимо, що в загальному випадку кількість кластерів може 
бути заздалегідь невідомою. 

Не можна також забувати і про те, що належність об'єкта до   
певного кластера може залежати від вибору одиниць вимірювання 
компонент вектора ознак.  

 
 

3.1. Вхідна інформація 
у задачі кластерного аналізу 

 
 

Доступна інформація про об'єкти, які підлягають кластерізації,  
може задаватися різним чином. Наведемо деякі можливі варіанти її 
представлення. 
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1) Для кожного об'єкта iω  відомий його n -вимірний вектор 

ознак , 1,ix i N=
 . Тобто фактично на вході маємо матрицю, 

яка складається з векторів ознак  
 ( )1 2 Nx x x  

 . 
2) Для кожної пари об'єктів iω  та jω  з векторами ознак ix  та 

jx  відповідно, відома відстань (distance) ijd  між ними.  
Інакше кажучи, на вході отримуємо матрицю відстаней 
(distance matrix)  

  

12 1

21 2

1 2

0
0

,

0

N

N

N N

d d
d d

d d

 
 
 
 
 
 





   



 

де ( ),ij i jd d x x=
dd

 – відповідне значення функції відстані 

(distance function), яка є дійсною функцією, що задовольняє 
відомі аксіоми:  
 1. ( ), 0, , ,i j i jd x x x x≥ ∀

dddd      

 2. ( ), 0 ,i j i jd x x x x= ⇔ =
dddd      

 3. ( ) ( ), , , , ,i j j i i jd x x d x x x x= ∀
dddddd        

 4. ( ) ( ) ( ), , , , , , .i j i k k j i k jd x x d x x d x x x x x≤ + ∀
ddddddddd           

Функцію відстані ще називають метрикою (metric). 

3) Для кожної пари об'єктів iω  та jω  відоме значення функції 

схожості ijs  для них. Інакше кажучи, на вході маємо  
матрицю схожості (similarity matrix)    

  

12 1

21 2

1 2

1
1

,

1

N

N

N N

s s
s s

s s

 
 
 
 
 
 





   


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де ( ),ij i js s x x=
 

 – відповідне значення функції схожості 

(similarity function), яка є дійсною функцією, що задовольняє 
аксіоми:  
  1. ( )0 , 1, ,i j i js x x x x≤ ≤ ∀

    ,  

 2. ( ), 1 ,i j i js x x x x= ⇔ =
      

 3. ( ) ( ), , , , .i j j i i js x x s x x x x= ∀
       

Зауваження 1. Очевидно, що функції відстані та схожості    
взаємно пов'язані. Дійсно, якщо оперують функцією відстані ijd , 

то вона дозволяє побудувати деяку функцію схожості ijs , напри-
клад, таким чином: 

 
1 , , .

1ij
ij

s i j
d

= ∀
+

 

Зауваження 2. На перший погляд здається, що можна користу-
ватися і зворотним зв'язком 

 
1 1, , .ij
ij

d i j
s

= − ∀  

Тобто, володіючи деякою функцією схожості ijs , запропонувати 

функцію відстані ijd . Але з'ясувалося, що це в загальному випадку 
не так. А саме, не всі функції відстані, побудовані таким чином, 
задовольняють свою останню аксіому (нерівність трикутника), а 
тому не завжди можуть відігравати роль функції відстані. 

Розглянемо деякі вектори ознак ( )1 2, , , T
nx x x x=



  та 

( )1 2, , , T
ny y y y=



 . Наведемо для них ряд прикладів функцій 
відстані  (метрик). 

1.  Манхеттенська відстань (Manhattan distance)  

  ( )1
1

,
n

i i
i

d x y x y
=

= −∑dd  . 
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2.  Евклідова відстань (Euclidean distance)  

  ( ) ( )22
1

,
n

i i
i

d x y x y
=

= −∑dd  . 

3.  Відстань Чебишова (Chebyshev distance)(рівномірна метрика)
  
  ( )

1,
, max i i

i n
d x y x y∞

=
= −

dd  . 

4.  Відстань Мінковського (Minkowski distance)   

 ( )
1

1
, , 1

n pp
p i i

i
d x y x y p

=

 
= − ≥ 
 
∑dd  .  

Зауважимо, що три попередніх приклади  функцій відстані є 
частинними випадками функції відстані Мінковського   

( ),pd x ydd   при 1p = , 2p =  та p = ∞ , відповідно. 

5.  Відстань Махаланобіса (Mahalanobis distance)  

  ( ) 1
1

2( ) ,
V

M
Vd x y x y −

−
= −

dddd    , 

де V – матриця відповідної розмірності, 0V > . 
 
 

3.2. Ієрархічний алгоритм 
 
 

Одним із методів, який  широко використовується на практиці 
при  розв'язуванні задачі кластерного аналізу, є ієрархічний алго-
ритм. Саме він знайшов своє широке застосування з огляду на його 
прозорість та простоту реалізації. 

Нехай треба провести процедуру кластерізації для об'єктів 
, 1,i i Nω = . Опишемо ієрархічний алгоритм (hierarchical algorithm) 

покроково.  
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1. Спочатку вважаємо, що кожен об'єкт iω  являє собою окре-
мий кластер , 1,i i NΩ = . Тобто маємо { }, 1,i i i NΩ = ω = . 
А поточна кількість кластерів m  відповідно буде дорівню-
вати N . 

2. Для довільної пари кластерів { },i jΩ Ω  знаходимо міжклас-

терну відстань ( ), ,ij i jD D i j= Ω Ω < . (Приклади обчислен-
ня міжкластерної відстані будуть наведені в подальшому). 

3. Знаходимо ту пару кластерів { },i jΩ Ω  для якої міжклас-
терна відстань є найменшою й об'єднуємо ці кластери в 
один кластер. 

4. Корегуємо поточну кількість кластерів : 1m m= −  . 
5. Перевіряємо умову зупинки ієрархічного алгоритму. Якщо 

умова зупинки не виконується, то переходимо до кроку 2, 
інакше анулюємо останнє злиття, корегуємо значення 

: 1m m= +   та зупиняємося. (Приклади умов зупинки ієрар-
хічного алгоритму будуть наведені далі). 

Зауваження 1. Якщо на третьому кроці алгоритму кількість пар 
кластерів { },i jΩ Ω  із найменшою міжкластерною відстанню  
виявиться більшою, то об'єднувати можна і декілька таких пар  
кластерів з відповідною корекцією значення поточної кількості 
кластерів m . 

Зауваження 2. Наглядну візуалізацію результату роботи ієрар-
хічного алгоритму можна здійснити шляхом його графічного пред-
ставлення у вигляді дендрограми (dendrogram). 

Зауваження 3. Ієрархічні алгоритми поділяють на агломера-
тивні (agglomerative) та дивізимні (divisive). Наведений вище ієрар-
хічний алгоритм є агломеративним. А дивізимний ієрархічний ал-
горитм є не що інше як дзеркальне відображення агломеративного 
ієрархічного алгоритму. Тобто на його першому кроці вважають, 
що усі об'єкти iω  входять в єдиний спільний кластер ( )1,i N= . А 
на наступних кроках цей кластер послідовно розщепляють на клас-
тери з меншою кількістю об'єктів. 
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3.3. Приклади обчислення  
міжкластерної відстані 

 
 

Залежно від методу, який використовується, конкретизується і 
формула для обчислення міжкластерної відстані. Наведемо деякі її 
приклади. 

1. Метод найближчого сусіда 
 ( ) ( ) ( )( )min , min ,

i
j

ij i jD D d x x
ω∈Ω
ω∈Ω

= Ω Ω = ω ω






dd



  . 

2. Метод найдальшого сусіда 
 ( ) ( ) ( )( )max , max ,

i
j

ij i jD D d x x
ω∈Ω
ω∈Ω

= Ω Ω = ω ω






dd



  . 

3. Метод центроїдів 
 ( ) ( ), ,ij c i j i jD D d x x= Ω Ω =

dd  , 
де  

 
( ) ( )1 , ,

k

k
k

x x k i j
card ω∈Ω

= ω =
Ω ∑dd  . 

4. Метод середнього зв'язку 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )1, , .

i j

ij i j
i j

D D d x x
card card ω∈Ω ω∈Ω

= Ω Ω = ω ω
Ω Ω

∑ ∑





dd



   

 
 

3.4. Варіанти умов зупинки  
ієрархічного алгоритму 

 
 

В основі більшості умов зупинки ієрархічного алгоритму ле-
жить міркування, що відстані між об'єктами всередині кластерів 
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мають бути меншими, ніж між об'єктами з різних кластерів. Вве-
демо деякі поняття. 

Означення. Середня внутрішньокластерна відстань кластера 
iΩ  – це числова характеристика ( )in id Ω , яка дорівнює середній 

відстані між різними об'єктами з кластера iΩ . 

Означення. Середня зовнішньокластерна відстань кластера 
iΩ  – це числова характеристика ( )out id Ω , яка дорівнює середній 

відстані від об'єктів із кластера iΩ  до об'єктів з усіх інших класте-
рів. 

Наведемо деякі приклади широко вживаних умов зупинки  
ієрархічного алгоритму. 

1. Порушується умова, що для довільного кластера середня 
внутрішньокластерна відстань менша середньої зов-
нішньокластерної відстані, тобто умова зупинки має  
вигляд 
  ( ) ( )in i out ii d d∃ Ω ≥ Ω . 
У цьому випадку кажуть, що мають справу з кластерами 
типу згущення в середньому. 

2. Порушується умова, що для довільного кластера середня 
внутрішньокластерна відстань менша середньої зов-
нішньокластерної відстані більш ніж у k  раз, тобто 
умова зупинки предстане в такому вигляді:  

 ( ) ( ) ( ), 1out i
in i

d
i d k

k
Ω

∃ Ω ≥ > . 

Вважають, що у цьому випадку стикаються із сильними  
кластерами.  

3. Нехай apriori задана загальна кількість кластерів *m . 
Тоді алгоритм зупиняється, якщо останнє злиття клас-
терів привело до загальної кількості кластерів, що  
менша ніж  *m . Тобто умова зупинки алгоритму набу-
ває вигляду *m m< . 
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ДОДАТОК 
 
Лінійне перетворення  
нормально розподіленого вектора 
 
 
Розглянемо деякий випадковий нормально розподілений  

вектор   
 ( )~ , , 0, ,nm V Vξ > ξ∈

 

   
тобто вважаємо, що його щільність має вигляд 

 ( )
( ) ( )( )

2
1

1
2

1
22

1

2 det

V
x m

n
p x e

V

−− −

x =
p

dd

d

d . 

Стосовно лінійних перетворень таких векторів справедливо 
таке твердження. 

Т е о р е м а . Припустимо, що  
• ( )~ , , 0, ,nm V Vξ > ξ∈

 

   

• ma∈  , B  – матриця розмірності m n× ,  
тоді справедливо 

 ( )~ , Ta B a Bm BVB+ ξ +


  

 . 

Легко бачити, що остання теорема приводить до таких  
висновків. 

Наслідок 1. Якщо ( )~ , , 0, ,nm V Vξ > ξ∈
 

   то 

 ( ) ( )
1
2 ~ ,n nV m E

−
ξ − θ




  

де nθ  – нульовий вектор розмірності  n ,   nE  – одинична матриця 
розмірності n n× . 

Наслідок 2. Нехай ( )~ , , 0, ,nm V Vξ > ξ∈
 

   тоді 

 ( ) ( ) ( )1 2~
T

m V m n−ξ − ξ − χ
 

  . 
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Наслідок 3. Якщо ( )~ , , 0, ,nm V Vξ > ξ∈
 

   то його можна 
представити як лінійне перетворення стандартно нормально 
розподіленого вектора, а саме:  

 
1
2

*m Vξ = + ξ
 



, 

де ( )* ~ ,n nEξ θ


 .  
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ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК 
 
 

Автентифікація 
багатофакторна (multi-factor authentication), 5 
біометрична (biometric authentication), 5 
двофакторна (two-factor authentication, 2FA), 5 
за відбитками долонь рук (palmprint authentication), 5 
за відбитками пальців рук (fingerprint authentication), 5 
за голосом (voice authentication), 5 
за обличчям (face authentication), 5 
за райдужною оболонкою ока (iris authentication), 5 
за рукописним почерком (handwriting authentication), 5 

Аналіз 
дискримінантний (discriminant analysis), 9, 10 
кластерний (cluster analysis), 9, 29 

Вектор 
ознак (feature vector), 7 
спостережень (observation vector), 6 

Відстань (distance), 30 
евклідова (Euclidean distance), 32 
манхеттенська (Manhattan distance), 31 
Махаланобіса (Mahalanobis distance), 23, 32 
Мінковського (Minkowski distance), 32 
Чебишова (Chebyshev distance)(рівномірна метрика), 32 

Дискримінантна функція (discriminant function), 7 
Задача класифікації (classification problem), 7 
Ідентифікація особи (personal identification), 5 

за біометричними характеристиками, 5 
Ієрархічний алгоритм (hierarchical algorithm), 32 

умова зупинки, 33, 34 
Ймовірність помилкової класифікації 

у випадку 
m  класів, 15 
двох класів, 22, 24, 25 

Клас, 6 
Класифікація 
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без вчителя (unsupervised classification), 9 
з вчителем (supervised classification), 9, 26 

Кластер (cluster), 29 
сильний, 35 
типу згущення в середньому, 35 

Максимум апостеріорної ймовірності 
у випадку 

m  класів, 17 
Матриця 

відстаней (distance matrix), 30 
схожості (similarity matrix), 30 

Метод 
найближчого сусіда, 34 
найдальшого сусіда, 34 
середнього зв’язку, 34 
центроїдів, 34 

Метрика (metric), див. також Відстань, 30 
Міжкластерна відстань, 33, 34 
Навчальна вибірка (training sample), 9 
Об’єкт (object), 6 
Образ (pattern), 6 
Підстановочне розв'язувальне правило, 26 
Простір 

об’єктів (object space), 6 
образів (pattern space), 6 
ознак (feature space), 7 
спостережень (observation space), 6 

Розпізнавання образів (pattern recognition), 3 
Середні втрати, 11 
Середня внутрішньокластерна відстань кластера, 35 
Середня зовнішньокластерна відстань кластера, 35 
Функція 

відстані (distance function), див. також Відстань, 30 
втрат (loss function), 10 

приклад, 14 
схожості (similarity function), 31 
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ПОКАЖЧИК ПОЗНАЧЕНЬ 
 
 

ω  – об'єкт (процес, явище, ситуація), що підлягає класифікації.  
Ω  – простір усіх об'єктів.  

{ } 1
m

i i=Ω  – класи.  

( )y y= ω
   – вектор спостережень.  

Y  – простір спостережень.  

( )x x= ω
   – вектор ознак.  

X  – простір ознак.  

( ){ } 1
m

i i
d x

=

d  – набір дискримінантних функцій.  

( )2,mξ σ   – випадкова величина ξ  нормально розподілена з 

параметрами m  та 2σ . 

( ),m Vξ




   – випадковий вектор ξ


 нормально розподілений з 
параметрами m  та V . 

( )zΦ  – функція розподілу стандартного нормального розподілу 

( )0,1 . 

( ),pd x ydd   – відстань Мінковського між векторами x  та y , 1p ≥ . 

( )
1

( ) ,
V

Md x y
−

dd   – відстань Махаланобіса між векторами x  та y ,  

матриця 0V > . 

( )card A  – потужність множини A . 

( )in kd Ω  – середня внутрішньокластерна відстань кластера kΩ . 

( )out kd Ω  – середня зовнішньокластерна відстань кластера kΩ . 
2 , 0T
Qx x Qx Q= >
   . 
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