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Передмова

Даний посiбник розрахований, перш за все, на студентiв унiверситетiв,
якi навчаються на факультетах прикладної математики та кiбернетики.
Вiн також може бути корисним для студентiв технiчних унiверситетiв,
якi в своїх дослiдженнях використовують статистичнi та ймовiрноснi
методи. Посiбник написаний на основi лекцiй, якi автори читали на фа-
культетi кiбернетики та комп’ютерних наук Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка та Технiчного унiверситету в Глiвi-
цах (Польща).

У посiбнику не використовується стандартний подiл матерiалу на
роздiли. Все оформлено у виглядi лекцiй, i при виборi матерiалу автори
орiєнтувались на курси теорiї ймовiрностей, математичної статистики та
випадкових процесiв для факультетiв кiбернетики та прикладної мате-
матики, а також факультетiв технiчних унiверситетiв, для яких матема-
тика є профiльним предметом.

Вiд читача потрiбнi знання в об’ємi стандартного курсу математи-
чного аналiзу та лiнiйної алгебри для прикладних факультетiв. Знання
теорiї мiри та iнтеграла Лебега не вимагаються. Деякi поняття, якi не
завше можна знайти в програмах прикладних факультетiв унiверситетiв
(наприклад, iнтеграл Стiлтьєса), але без яких подати матерiал на вiдпо-
вiному науковому рiвнi проблематично, формулюються окремо, в об’ємi,
необхiдному для даного посiбника.

Бiльшiсть результатiв подано з доведенням, оскiльки ми вважаємо,
що їх вивчення не лише пiдвищує загальну математичну культуру, але
й дає можливiсть подивитися на проблему, так би мовити, "зсередини".
Тому цей посiбник розрахований на читача, який не обмежується фор-
мальним застосуванням вiдповiдних процедур, а прагне зрозумiти їх су-
тнiсть. Результати, обґрунтування яких виходить за рамки даного по-
сiбника, лише формулюються, але при цьому робляться посилання на
лiтературу, де зацiкавлений читач може знайти вiдповiдну iнформацiю.
Тексти всiх доведень та прикладiв набранi дрiбнiшим шрифтом.
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Нумерацiя теорем, лем, формул, зауважень, наслiдкiв, задач є своєю
в кожнiй лекцiї. Тому при посиланнi на теорему, лему i т.п. з актуальної
лекцiї вказується лише їх номер, а при посиланнi на цi самi об’єкти з
iншої лекцiї вказується сторiнка, на якiй знаходиться даний об’єкт.

Бiльшiсть пiдроздiлiв закiнчується завданнями, якi можна викори-
стовувати при проведеннi практичних занять. До деяких з них, але не
до всiх, подаються вiдповiдi. Частина фактiв, якi використовуються в
доведеннях, подаються у виглядi задач для самостiйного розв’язування.

Знак J в текстi означає кiнець доведення.

Даний посiбник розрахований, перш за все, на студентiв унiверсите-
тiв, якi навчаються на факультетах прикладної математики та кiберне-
тики. Вiн також може бути корисний для студентiв технiчних унiверси-
тетiв, якi в своїх дослiдженнях використовують статистичнi методи.

Автори



ТЕОРIЯ ЙМОВIРНОСТЕЙ



Лекцiя 1. Стохастичний експеримент, випадкова
подiя, ймовiрнiсть

В кожнiй теорiї є первiснi поняття, або тi, сенс яких не визначається. В
арифметицi таким поняттям є число, в геометрiї – точка, лiнiя, площина.

Первiсними поняттями в теорiї ймовiрностей є поняття: стохасти-
чного експерименту, а також простору елементарних подiй (множини
елементарних подiй).

Визначення 1. Пiд стохастичним експериментом розумiють експери-
мент S, результат якого заздалегiдь не можна передбачити.

Результати експерименту, якi виключають один одного, будемо на-
зивати елементарною подiєю. Елементарну подiю зазвичай позначають
грецькою лiтерою ω.

Визначення 2. Множину елементарних подiй стохастичного експери-
менту будемо називати простором елементарних подiй i позначати лi-
терою Ω.

Приклад 1. (пiдкидання монети). Цей експеримент має два можливих результа-
ти: поява "орла" (O), або "цифри" (Ц), отже Ω = {O,Ц}

Приклад 2. Припустимо, що ми пiдкидаємо монету до того часу, поки не випа-
де перший "орел", пiсля чого експеримент закiнчуємо. Результат такого експери-
менту можна представити у виглядi послiдовностi (ЦЦ...ЦO). Кiлькiсть таких
послiдовностей є вочевидь злiченна величина.

1.1 Дискретний простiр елементарних подiй. Поняття
випадкової подiї та ймовiрностi.

Припустимо, що простiр елементарних подiй є не бiльш нiж злiчен-
ний (в частковому випадку скiнченний)

Ω = {ω1, ω2, ...}.

У цьому випадку будемо казати, що простiр Ω є дискретним.
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Визначення 3. Випадковою подiєю будемо називати будь-яку пiдмно-
жину A ⊂ Ω простору елементарних подiй.

Будемо казати, що подiя A настає, якщо настає якась елементарна
подiя, яка належить до A. Iншими словами, якщо результатом експери-
менту є елементарна подiя ω i ω ∈ A, то ми кажемо, що настала подiя A.
В цьому випадку елементарна подiя ω називається елементарною подiєю
сприятливою для подiї A.

Позаяк завжди Ω ⊂ Ω i ∅ ⊂ Ω, то згiдно з наведеним визначенням
множини Ω i ∅ є подiями. Множина Ω називається достовiрною подiєю .
Порожню множину ∅ будемо називати неможливою подiєю.

Оскiльки випадковi подiї визначенi як пiдмножини певної унiверсаль-
ної множини Ω, то операцiї на подiях можна визначити в той самий
спосiб. Це означає що, наприклад, сума двох подiй A i B може бути
визначена як подiя C, яка складається тiльки з тих елементарних по-
дiй, якi належать до A або до B. Але ми будемо використовувати мову,
притаманну теорiї ймовiрностей, це означає, що ми будемо казати про
реалiзацiю або не реалiзацiю вiдповiдних подiй .

Так сумою двох випадкових подiй A i B будемо називати подiю, яка
вiдбувається тодi i тiльки тодi, коли вiдбувається принаймнi одна з цих
подiй. Суму подiй A i B будемо позначати A ∪ B. З визначення суми
випливає, що подiя A∪B складається тiльки з тих елементарних подiй,
якi належать до A або до B. Аналогiчно добутком двох випадкових
подiй A i B будемо називати подiю, яка вiдбувається тодi i тiльки тодi,
коли вiдбуваються обидвi цi подiї одночасно. Добуток подiй A i B будемо
позначати наступним чином: A ∩B або AB.

Подiбним чином визначимо iншi дiї над подiями, а саме: рiзницю
випадкових подiй A i B (позначаємо A\B), подiю протилежну до подiї
A або доповнення до подiї A (позначаємо символом Ā = Ω\A.)

Якщо A ∩B = ∅, тодi подiї A i B будемо називати несумiсними.
Якщо A ⊂ B, тодi будемо казати, що поява подiї A тягне за собою

подiю B (або подiя B є наслiдком подiї A, або (менш уживано) подiя A
мiститься в подiї B.)

Позаяк ми визначаємо подiї як пiдмножини простору Ω, тодi дiї над
подiя мають такi самi властивостi як i дiї над множинами. В зв’язку з
чим, наведемо вiдповiднi твердження без доведення.

Теорема 1. Дiї над подiями мають наступнi властивостi:

1) AB = BA – комутативнiсть добутку;
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2) A ∪B = B ∪A – комутативнiсть суми;

3) A(BC) = (AB)C – асоцiативнiсть добутку;

4) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C – асоцiативнiсть суми;

5) A(B ∪ C) = AB ∪AC – дистрибутивнiсть добутку;

6) A ∪BC = (A ∪B)(A ∪ C) – дистрибутивнiсть суми;

7) A ∪B = Ā ∩ B̄, A ∩B = Ā ∪ B̄ – закони д’Моргана.

Визначення 4. Будемо казати, що задана ймовiрнiсть елементарних
подiй, якщо на Ω = {ω1, ω2, ...} визначена функцiя P(·) така, що:

а) P(ωi) ≥ 0 для всiх i = 1, 2, ...,

б)
∑∞

i=1 P(ωi) = 1.

Визначення 5. Ймовiрнiстю подiї A будемо називати число

P(A) =
∑

ω∈A

P(ω).

Можна зауважити, що, взагалi кажучи, ймовiрнiсть (функцiя P(·))
може бути визначена рiзним чином i тому конкретнi числовi значення
цiєї функцiї не будуть нас цiкавити. Це є справа тiєї чи iншої вибра-
ної моделi. Так, наприклад, якщо в прикладi 1 монета симетрична, то
логiчно взяти P(O) = P(Ц) = 1/2.

Теорема 2. Ймовiрнiсть має наступнi властивостi:

1) P(Ω) = 1, P(Ā) = 1−P(A), P(∅) = 0;

2) якщо A i B є несумiснi, тодi P(A ∪B) = P(A) + P(B);

3) якщо A ⊂ B, тодi P(B\A) = P(B)−P(A) i P(A) ≤ P(B), отже,
P(A) ≤ 1 для всiх A ⊂ Ω;

4) P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB) для довiльних подiй A,B;

5) P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B) для довiльних подiй A,B.
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Доведення цiєї теореми легко випливає з властивостi абсолютної збiжностi рядiв.
Так рiвнiсть P(Ω) = 1, є власне умовою б) у визначеннi ймовiрностi. Оскiльки,

P(Ā) + P(A) =
X
ω∈A

P(ω) +
X

ω∈Ā

P(ω) =
X
ω∈Ω

P(ω) = 1,

тодi будемо мати P(Ā) = 1−P(A). Якщо в цiй рiвностi взяти A = ∅, тодi отримаємо
1 = P(Ω) = 1 − P(∅). Звiдки P(∅) = 0, що доводить пункт 1) нашого твердження.
Доведення решти властивостей ймовiрностi залишаємо читачевi.

Властивiсть 2) може бути легко узагальнена наступним чином: якщо
послiдовнiсть подiй Ai, i = 1, 2, ..., n, n ≤ ∞ є такою, що AiAj = ∅, i 6= j,
тодi

P(∪n
i=1Ai) =

n∑

i=1

P(Ai). (1)

Властивiсть 5) так само може бути легко узагальнена

P(∪n
i=1Ai) ≤

n∑

i=1

P(Ai), (2)

Як i ранiш, випадок n = ∞ не є виключеним (задача 1.)

1.2 Класична схема

Нехай простiр Ω складається з n < ∞ елементiв Ω = {ω1, ..., ωn}.
Припустимо також, що всi елементарнi подiї є однаково ймовiрнi (тобто
P(ωi) = P(ωj) для всiх i, j = 1, ..., n. В цiй ситуацiї будемо говорити,
що ми маємо справу з класичною ймовiрносною схемою. Зрозумiло, що
тодi P(ω) = 1/n для кожного ω ∈ Ω. При цьому ймовiрнiсть довiльної
подiї A, яка мiстить k елементарних сприятливих подiй, визначається
наступним чином:

P(A) =
k

n
. (3)

Символiчно цей вираз можемо записати так:

P(A) =
число елементарних подiй, сприятливих для A

число всiх елементарних подiй
.

Це класичне визначення ймовiрностi, автором якого є Лаплас.
Використання формули (3) зазвичай пов’язано з роздiлом математи-

ки, який називається "Комбiнаторика". В зв’язку з чим наведемо деякi
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поняття i формули з цiєї областi, якi найчастiше використовуються при
розв’язаннi задач класичної схеми. Доведення цих формул можна зна-
йти в довiльному стандарному пiдручнику з комбiнаторики.

Основне правило комбiнаторики. Припустимо, що треба послi-
довно виконати k дiй. Якщо першу дiю можна виконати n1 способами,
другу n2 способами, т.д. Зрештою k-ту дiю nk способами, тодi всi k
дiй можна виконати n1 × n2 × · · · × nk способами.

Розглянемо множину H, яка складається з n рiзних елементiв.

• Кожне впорядкування елементiв з H будемо називати перестанов-
кою. Число всiх перестановок з n елементiв дорiвнює

Pn = n!.

• Впорядковану множину з n елементiв множини H, серед яких певнi
елементи повторюються вiдповiдно n1, n2, ..., nk раз, будемо назива-
ти n–елементною перестановка з повтореннями. Число всiх таких
перестановок дорiвнює:

Pn(n1, n2, ..., nk) =
n!

n1! · n2! · ... · nk!
.

• Пiдмножини по k елементiв множини H, якi розрiзняються мiж
собою принаймнi одним елементом, називаються k–eлементними
комбiнацiями з n–eлементної множини. Число всiх таких комбiна-
цiй визначається формулою:

Ck
n =

n!
k!(n− k)!

.

• Будь-яку впорядковану пiдмножину з k eлементiв множини H на-
зивають розмiщенням. Число всiх k–eлементних розмiщень з n–
eлементної множини визначається формулою:

Ak
n =

n!
(n− k)!

.

• Множини з k елементiв множини H, якi можуть рiзнитись або не
рiзнитись мiж собою, при цьому порядок їх розташування не є ва-
жливим, називають k–eлементними комбiнацiями з повтореннями
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з n–eлементної множини. Число всiх таких комбiнацiй визначає-
ться формулою:

C̄k
n = Ck

n+k−1 =
(n + k − 1)!
k!(n− 1)!

.

• Нехай k ≥ n. Число k–eлементних комбiнацiй з повтореннями, в
яких кожний елемент з n–eлементної множини бере участь при-
наймнi раз, дорiвнює Cn−1

k−1 .

Дану лекцiю закiнчимо корисною формулою, яка є узагальненням
властивостi 4 теореми 2.

Теорема 3. Для довiльних подiй A1, ..., An

P(∪n
i=1Ai) =

n∑

i=1

P(Ai)−
∑

i<j

P(AiAj) + ... + (−1)n−1P(A1...An). (4)

Д о в е д е н н я. Нехай ω ∈ ∪n
i=1Ai, а k дорiвнює числу всiх подiй, до яких входить

ω. Вочевидь, 1 ≤ k ≤ n. Число P(ω) є доданком в лiвiй сторонi (4). Пiдрахуємо,
скiльки разiв доданок P(ω) зустрiчається в правiй сторонi рiвностi.

В першiй сумi P(ω) зустрiчається k разiв, в другiй сумi P(ω) зустрiчається стiль-
ки разiв, скiльки добуткiв AiAj , i < j мiстять ω, a таких добуткiв є C2

k . В третiй сумi
P(ω) зустрiчається C3

k разiв i т.д. Тепер можна пiдрахувати, скiльки разiв доданок
P(ω) зустрiчається в правiй частинi рiвностi (4):

k−C2
k + C3

k − ... + (−1)k−1Ck
k=1−

h
1− C1

k − C2
k + C3

k − ... + (−1)kCk
k

i
=1− (1− 1)k=1.

Отже, в лiвiй i правiй частинi спiввiдношення (4) беруть участь однаковi доданки,що
й доводить рiвнiсть (4). J

Як приклад використування формули (4) розглянемо наступну зада-
чу.

Приклад 1. Нехай задано n eлементiв, розмiщених у певному порядку. Кожне
розташування вiдбувається випадковим чином (кожна з n! перестановок є однаково
ймовiрна). Якою є ймовiрнiсть того, що хоча б один елемент буде займати своє
мiсце?

Р о з в’ я з о к. Нехай подiя Ak oзначає, що k–тий eлемент знаходиться на своєму
мiсцi. Число всiх перестановок дорiвнює n!, a перестановок, сприятливих для подiї
Ak, є (n − 1)! (дiйсно, треба поставити k–тий eлемент на своє мiсце i зробити всi
можливi перестановки з iнших елементiв). Отже,

P(Ak) =
(n− 1)!

n!
.
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Подiя AiAj oзначає, що елементи i–тий i j–тий знаходяться на своїх мiсцях. Число
перестановок, якi є сприятливими цiй подiї, становить (n−2)!, тодi P(AiAj) = (n−2)!

n!
,

i. д., i врештi

P(A1...An) =
(n− (n− 1))!

n!
=

1

n!
.

Подiя ∪n
k=1Ak полягає в тому, що принаймнi один eлемент знаходиться на своєму

мiсцi. Беручи до уваги доведене вище, i те, що в
P

i<j є докладно C2
n доданкiв, вP

i<j<k – C3
n доданкiв i т.д. Понадто, всi вони однаково ймовiрнi. Тодi

P(∪n
k=1Ak) = n

(n− 1)!

n!
− C2

n
(n− 2)!

n!
+ C3

n
(n− 3)!

n!
− ... + (−1)n−1 1

n!
=

= 1− 1

2!
+

1

3!
− ... + (−1)n−1 1

n!
= 1−

�
1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ ... + (−1)n 1

n!

�
.

Вираз у дужках є розкладом e−1 в ряд, a, отже,

P(∪n
k=1Ak)

n→∞−→ 1− e−1.

ЗАВДАННЯ

1. Довести нерiвнiсть (2) для n = ∞.

2. В урнi знаходяться 4 бiлих, 3 чорних i 5 зелених куль. Знайти ймо-
вiрнiсть витягнути з урни бiлу або чорну кулю. ( 7

12)

3. З колоди у 32 карти два рази без повернення вибирають двi карти.
Яка є ймовiрнiсть того, що

a) лише одна з цих карт буде валетом? ( 7
31)

б) принаймнi одна з цих карт буде валетом? ( 59
248)

4. З чисел 1, 2, ..., n вибираємо два числа. Якою є ймовiрнiсть того,
що одне з них буде строго меншим, a друге строго бiльшим вiд
даного числа k, 1 < k < n? (2(k−1)(n−k)

n(n−1) )

5. В урнi є n чорних i m бiлих куль. Вибираємо без повернення k куль
(k < n, k < m). Знайти ймовiрнiсть того, що серед цих k куль буде
рiвно r чорних. (Cr

nCk−r
m

Ck
n+m

)

6. Двадцять осiб: 10 чоловiкiв i 10 жiнок подiлено випадковим чи-
ном на пари. Пiдрахувати ймовiрнiсть того, що кожна пара буде
складатися з осiб рiзної статi. ( 10!

19!!)
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7. У конвертi є 100 свiтлин i серед них одна, яку шукають. З конверту
виймають 10 свiтлин. Знайти ймовiрнiсть того, що серед них є ця
потрiбна свiтлина. (0.1)

8. При наборi номеру телефону абонент забув три останнi цифри. Вiн
пам’ятає тiльки, що цi цифри рiзнi, i набирає їх навмання. Знайти
ймовiрнiсть того, що вiн набрав правильнi цифри. (1/720)

9. У продаж надiйшло n лотерейних бiлетiв, з них m є виграшними.
Якою є ймовiрнiсть виграшу при купiвлi k бiлетiв? (1− (n−m)!(n−k)!

n!(n−m−k)! )

10. (Задача de Mare) Що є бiльш ймовiрним: при одному пiдкиданнi
чотирьох гральних кубикiв отримати принаймнi одну одиницю, чи
при 24 пiдкиданнях двох кубикiв отримати принаймнi один раз двi
одиницi? (1− (5

6)4 > 1− (35
36)24)

11. Якою є ймовiрнiсть того, що 12 осiб мають днi народження в рiзних
мiсяцях? ( 12!

1212 )

12. Пiдрахувати ймовiрнiсть того, що серед k осiб, вибраних випадко-
вим чином, кожна особа вiдзначає день народження в iнший день
року. (Ck

365/Ck
364+k)

13. Маємо n конвертiв з рiзними адресами i n листiв, якi повиннi бути
розiсланi за цими адресами. Випадковим чином вкладають листи
до конвертiв. Якою є ймовiрнiсть того, що m листiв потраплять за
своїми адресами? ( 1

m! [
1
2! − 1

3! + ... + (−1)n−m 1
(n−m)! ]

14. Маємо 30 однакових м’ячикiв, якi кидають до 5 коробок. Якою є
ймовiрнiсть того, що жодна коробка не є пустою? (C4

29

C30
34

)
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ймовiрнiсть

Поняття, якi будуть розглянутi в цiй лекцiї, є одними з найважливiших
понять теорiї ймовiрностей.

2.1 Незалежнiсть подiй

Визначення 1. Подiї A i B будемо називати незалежними, якщо

P(AB) = P(A)P(B).

Так подiї Ω i A для довiльного A є завжди незалежнi, позаяк P(ΩA) = P(A) =

1 · P(A) = P(Ω)P(A). Якщо P(A) = 0, тодi для довiльної подiї B подiї A i B є
незалежнi. Це випливає зi спiввiднощення 0 = P(AB) = 0 ·P(B) = P(A)P (B).

Теорема 1. Якщо подiї A i B є незалежними, тодi незалежними бу-
дуть подiї A i B.

Д о в е д е н н я. Позаяк AB = A\AB, тодi

P(AB) = P(A\AB)=P(A)−P(AB) = P(A)−P(A)P(B)=P(A)(1−P(B))=P(A)P(B).

J
У випадку бiльшої кiлькостi подiй визначення їх незалежностi фор-

мулюється наступним чином.

Визначення 2. Подiї A1, . . . , An будемо називати незалежними, якщо

P(A1A2 · · ·An) = P(A1)P(A2) · · ·P(An).

Визначення 3. Подiї A2, ..., An будемо називати незалежними у суку-
пностi, якщо для кожної пiдмножини iндексiв i1, i2, . . . , ik, 1 ≤ k ≤ n, з
послiдовностi 1, 2, ..., n подiї Ai1 , Ai2 , ..., Aik є незалежними.

В цьому визначеннi без змiни його сутi n можe бути нескiнченним.
З незалежностi подiй A1, A2, ..., An не виникає незалежнiсть пiдмно-

жини цих подiй (задача 3).

21
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Крiм того, довiльна пiдмножина подiй зi сукупностi A1, . . . , An може
складатися з незалежних подiй, але з цього не буде випливати незале-
жнiсть всiєї сукупностi. Це демонструє наступний приклад.
Приклад 1. (Приклад Бернштейна). Проведемо наступний експеримент. На пло-
щину будемо кидати тетраедр, три гранi якого пофарбованi вiдповiдно в червоний,
синiй i зелений кольори, а четверта грань мiстить всi три кольори. Подiя C описує
ситуацiю, коли тетраедр впав на грань, на якiй є червоний кольор. Подiя N буде
означати, що вiн впав на грань, на якiй є синiй кольор. Подiя Z - на грань з зеленим
кольором.

Позаяк кожний колiр присутнiй на двох гранях, будемо мати

P(C) = P(N) = P(Z) =
1

2
.

Легко зрозумiти, що P(CN) = 1/4, P(CZ) = P(ZN) = 1/4. Отже,

P(CN) =
1

4
= P(C)P(N), P(CZ) =

1

4
= P(C)P(Z), P(ZN) =

1

4
= P(Z)P(N),

а тому кожна пiдмножина сукупностi подiй C, N, Z складається з незалежних подiй,
але

P(CNZ) =
1

4
6= P(C)P(N)P(Z) =

1

8
.

2.2 Умовна ймовiрнiсть

Розпочнемо з прикладу. Припустимо, що задана класична схема з n
елементарними подiями, i нас цiкавить певна подiя A. Нехай додатко-
во вiдомо, що станеться подiя B. Якою тодi буде ймовiрнiсть того, що
вiдбудеться також подiя A. Позначимо цю ймовiрнiсть через P(A/B).

Нехай подiя B складається з m елементарних подiй, a подiя AB з k
елементарних подiй. Позаяк з m елементарних подiй B тiльки k є спри-
ятливими для A, тодi згiдно з класичною ймовiрносною схемою повинно
бути:

P(A/B) =
k

m
=

k
n
m
n

=
P(AB)
P(B)

Цей вираз є вказiвкою для визначення загального поняття умовної ймо-
вiрностi.

Визначення 4. Нехай A i B є довiльними подiями, крiм того P(B) > 0.
Умовну ймовiрнiсть подiї A за умови, що станеться подiя B, визначимо
як

P(A/B) =
P(AB)
P(B)

. (1)
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З (1) маємо:

P(AB) = P(B)P(A/B) (2)

Вираз (2) має назву формула ймовiрностi добутку подiй.
Доведення наступного твердження, яке описує властивостi умовної

ймовiрностi, легко випливає з її визначення.

Теорема 2. Умовна ймовiрнiсть має наступнi властивостi:

1) 0 ≤ P(A/B) ≤ 1, P(Ω/B) = 1, P(B/B) = 1:

2) якщо подiї A,B є незалежними, тодi P(A/B) = P(A);

3) якщо подiї A1, ..., An, n ≤ ∞ є такими, що AiAj = ∅, i 6= j, тодi

P(∪n
i=1Ai/B) =

n∑

i=1

P(Ai/B).

2.3 Формула повної ймовiрностi i формула Байєса

При пiдрахунку ймовiрностi складних подiй постає природне пита-
ння: "А чи не можна представити складну подiю через бiльш простi,
ймовiрностi яких можна легше знайти? ". А потiм, використовуючи їх,
пiдрахувати ймовiрнiсть складної подiї. Вiдповiдь на це питання дає на-
ступна теорема, в якiй формула (3) має назву формула повної ймовiрно-
стi.

Теорема 3. Нехай A ⊂ ∪n
j=1Bj , де BiBj = ∅, i 6= j i P(Bi) > 0, i =

1, ..., n. Тодi

P(A) =
n∑

j=1

P(Bj)P(A/Bj). (3)

Зауваження 1. Якщо ∪n
j=1Bj = Ω, тодi умова A ⊂ ∪n

j=1Bj виконується
автоматично.

Д о в е д е н н я. Позаяк A = ∪n
j=1BjA (це випливає з нашого припущення A ⊂

∪n
j=1Bj), i подiї AB1, AB2, ..., ABn є несумiснi (оскiльки такими є подiї B1, B2, ..., Bn),

то будемо мати

P(A) =

nX
j=1

P(ABj) = {в силу (2)} =

nX
j=1

P(Bj)P(A/Bj). C
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Наступна формула, яка має назву формула Байєса, є в певному сенсi
протилежною до (3). Вона дозволяє пiдрахувати ймовiрнiсть, що стане-
ться одна з взаємно несумiсних подiй B1, B2, ..., Bn, якщо вiдомо, що
вiдбудеться подiя A. Iншими словами отримаємо формулу для P(Bi/A).

Теорема 4. (Формула Байєса). Нехай A ⊂ ∪n
j=1Bj , де BiBj = ∅, i 6= j i

P(Bi) > 0, i = 1, ..., n. Тодi

P(Bi/A) =
P(Bi)P(A/Bi)

P(A)
. (4)

Д о в е д е н н я. Легко випливає з визначення умовної ймовiрностi.

2.4 Моделi експериментiв, приклади розрахунку ймо-
вiрностей

Схема бiнарного експерименту

Розглянемо певний експеримент S з двома можливими результатами A
i A. Нехай

P(A) = p, P(A) = q = 1− p, 0 ≤ p ≤ 1.

Визначення 5. Експеримент з двома можливими результатами A i A
будемо називати схемою бiнарного експерименту. В цьому випадку
P(A) = p, P(A) = q = 1− p, 0 ≤ p ≤ 1.

Зрозумiло, що сукупнiсть чисел {p, 1−p}, 0 ≤ p ≤ 1 є ймовiрностями.

Зауваження 2. Назва цiєї схеми походить з того, що часто випадок,
коли вiдбувається A, позначають числом 1, a подiю A – числом 0.

Геометрична схема експерименту

Будемо тепер проводити наш експеримент S багаторазово незалежним
чином. Нехай Ai, Ai описують можливi результати в i–тому експери-
ментi. Зрозумiло, що подiї Ai, i = 1, 2, .... - незалежнi i P(Ai) = p,
P(Ai) = q = 1 − p, 0 ≤ p ≤ 1. Будемо повторювати експеримент S до-
ти, аж поки не станеться подiя Ai. Простiр елементарних подiй в цьому
випадку буде наступним:

Ω = {An : An = A1A2 · · ·An︸ ︷︷ ︸
n

An+1, n ≥ 0}.
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Тодi

P(A1A2 · · ·AnAn+1) = P(A1)P(A2) · · ·P(An)︸ ︷︷ ︸
n

P(An+1) = qnp.

Визначення 6. Описаний вище експеримент будемо називати геоме-
тричною схемою, a сукупнiсть чисел {(1 − p)np, n ≥ 0}, яка описує
ймовiрнiсть результатiв цього експерименту, будемо називати геометри-
чною ймовiрнiстю.

Схема випробувань Бернуллi

Будемо проводити наш експеримент S незалежним чином n разiв. Як
i ранiше, нехай Ai, Ai означають можливi результати в i–тому експери-
ментi. Треба знайти ймовiрнiсть подiї: результат Ai з’явиться k разiв,
0 ≤ k ≤ n. Позначимо цю подiю A(n, k). Кожний результат нашого екс-
перименту можемо представити собi у виглядi вектора з n компонента-
ми. Якщо в i-тому випробуваннi сталася подiя Ai, тодi i-та компонента
дорiвнюватиме 1, а в протилежному випадку - 0. Треба знайти ймовiр-
нiсть того, що по проведенню n разiв експерименту k компонент вектора
дорiвнюватимуть одиницi, a решта нулям. Якщо взяти один з таких ве-
кторiв з n компонентами, то його ймовiрнiсть становитеме pkqn−k. Але
загальне число таких векторiв, в яких k компонент дорiвнює одиницi, a
решта нулям, визначається як Ck

n. Отже, будемо мати:

P(A(n, k)) = Ck
npkqn−k. (5)

Визначення 7. Описаний вище експеримент будемо називати схемою
Бернуллi з параметрами (n, p), a сукупнiсть чисел {Ck

npkqn−k, 0 ≤ k ≤
n ≥ 0}, яка описує ймовiрностi результатiв цього експерименту, назива-
ється бiномiальним розподiлом.

Якщо n i k - великi, тодi пiдрахунок ймовiрностi по формулi (5) є не-
простою справою. Наступна теорема подає наближений вираз для ймо-
вiрностi (5).

Теорема 5. (Пуассона) Якщо в схемi Бернуллi k є сталим, a n i p = p(n)
змiнюються так, що a(n) ≡ np(n) ≤ c, де c- стала, тодi1

P(A(n, k)) = Ck
npk(n)qn−k(n) ∼ (a(n))k

k!
e−a(n), при n →∞. (6)

1Як завжди запис f(n) ∼ g(n), n →∞ означає, що limn→∞
f(n)
g(n)

= 1.
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Д о в е д е н н я. Проведемо розрахунки

Ck
npk(n)qn−k(n) =

n(n− 1)...(n− k + 1)

k!

�
a(n)

n

�k �
1− a(n)

n

�n−k

=

=
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!nk
(a(n))k

�
1−a(n)

n

�n−k

. (7)

Позаяк для сталого k

lim
n→∞

(1− 1

n
)(1− 2

n
)...(1− k − 1

n
) = 1

i, якщо a(n) ≤ c, тодi легко довести, що
�

1− a(n)

n

�n−k

∼ e−a(n).

Отже, з (7) випливає (6). J

Наслiдок 1. Нехай limn→∞ np(n) = λ. Тодi для кожного k маємо:

lim
n→∞P(A(n, k)) =

λk

k!
e−λ.

Позаяк λke−λ/k! > 0 для кожного k ≥ 0, a
∞∑

k=0

λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑

k=0

λk

k!
= e−λeλ = 1,

тодi сукупнiсть чисел {λke−λ/k!, k = 0, 1, 2...} є розподiлом ймовiрно-
стей, який називається розподiлом Пуассона з параметром λ.

ЗАВДАННЯ

1. Двiчi пiдкидають гральний кубик. Подiя A oзначає: за першим ра-
зом випаде 5, а подiя B: сума очок при двох пiдкиданнях бiльша
за 8. Дослiдити подiї A i B на незалежнiсть.

2. З колоди 52 карт виймаємо одну карту. Подiя A oзначає, що ця
карта виявилась пiковою, подiя B – тузом. Перевiрити подiї A i B
на незалежнiсть.

3. Експеримент полягае в пiдкиданнi симетричного грального куби-
ка. Позначимо через A1 випадiння числа не бiльшого 4, через A2

випадiння числа не бiльшого 3, a через A3 появу одного з чисел 3,
4, 5. Показати, що подiї A1, A2, A3, а також A1, A3 є незалежними,
але подiї A1, A2 i A2, A3 - залежнi.
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4. Подiї A i B1, а також A i B2 є незалежними, при цьому B1B2 = ∅.
Довести, що подiї A i B1 ∪B2 також є незалежними.

5. Двi особи по черзi пiдкидають симетричну монету. Виграє та осо-
ба, у якої вперше з’явиться орел. Знайти ймовiрнiсть виграшу для
кожного з гравцiв. (2

3 , 1
3)

6. Скiльки разiв треба пiдкидати трьома монетами, аби ймовiрнiсть
появи принаймнi раз трьох орлiв одночасно була бульше за 0,8?
(n ≥ 12)

7. Що є бiльш ймовiрним при грi з противником рiвного рiвня (ви-
ключаємо нiчиї):

а) виграти три з чотирьох партiй, чи виграти п’ять з восьми пар-
тiй? (1

4 > 7
32)

б) виграти не менш нiж три з чотирьох партiй, чи виграти не
менш нiж п’ять з восьми партiй? ( 5

16 < 93
256)

8. При пiдкиданнi п’яти монет принаймнi на однiй випав орел. Якою
є ймовiрнiсть того, що на рештi монет також випали орли? ( 1

31)

9. Шiсть осiб пробують вiдгадати невiдомий їм результат пiдкидання
грального кубика. Якою є ймовiрнiсть того, що це зробить при-
наймнi одна особа? (1− (5

6)6)

10. Маємо двi урни з кулями. Урна I мiстить 6 бiлих куль i 3 чорних,
урна II мiстить 4 бiлих кулi i 6 чорних.

a) Пiсля того, як куля виймається з урни, вона знову до неї повер-
тається. Знайти ймовiрнiсть наступних подiй:

1. Двi кулi виявились бiлими, якщо їх виймали з урни I. (4
9)

2. Tри кулi виявились чорними, якщо їх виймали з урни II. ( 27
125)

3. з двох куль - одна бiла i одна чорна, якщо їх виймали по однiй
з кожної урни. ( 8

15)

4. З трьох куль - одна бiла i двi чорнi, якщо з I урни виймали двi
кулi, a з II урни – одну. (14

45)

б) Кулi виймаються з урни без повернення. Знайти ймовiрнiсть
вийняти:

1. Двi бiлi кулi, якщо їх виймали з урни I. ( 5
12)
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2. Tри чорнi кулi, якщо їх виймали з урни II. (1
6)

3. Три кулi - одну бiлу i двi чорнi, якщо з урни I виймають двi
кулi, a з урни II –одну. (1

3)

11. Двi урни мiстять вiдповiдно 4 i 7 бiлих, а також 6 i 8 чорних куль.
З кожної урни взяли навмання по однiй кулi, a потiм з цих двох
випадковим чином вибрали одну.

а) Якою є ймовiрнiсть того, що ця куля є бiлою? (13
30)

б) Куля виявилась бiлою. Якою є ймовiрнiсть того, що ця куля
знаходилась у першiй урнi? ( 6

13)

12. Одна партiя мiстить 12 виробiв, a друга 10 виробiв, при цьому в
кожнiй з них є по одному бракованому виробу. Навмання вибраний
вироб з першої партiї перекладається до другої, пiсля цього:

а) з другої партiї навмання вибирається один вироб. Якою є ймо-
вiрнiсть того, що вiн виявиться бракованим? ( 13

132)

б) з першої партiї навмання вибирається один вироб. Якою є ймо-
вiрнiсть того, що вiн виявиться бракованим? ( 1

12)

в) з другої партiї навмання вибирається один вироб i вiн виявив-
ся бракованим. Якою є ймовiрнiсть того, що вiн належить до
першої партiї? ( 1

13)

13. Маємо двi монети – нормальну i „фальшиву", яка вдвiчi частiше
випадає орлом. Пiдкидаємо навмання вибрану монету. Випав орел.
Якою є ймовiрнiсть того, що ми пiдкидали „фальшиву"монету? (4

7)

14. Двi фабрики виробляють певний вироб. Перша виробляє в сере-
дньому 3% бракованих виробiв, друга – 5%. Навмання вибирається
одна з фабрик, пiсля чого купують 100 штук виробу. Якою є ймо-
вiрнiсть того, що докладно два вироби будуть бракованими?

15. В урнi знаходиться одна куля: бiла aбо чорна. До урни кладуть
додатково бiлу кулю, пiсля чого навмання виймається одна куля,
яка виявилась бiлою. Якою є ймовiрнiсть того, що з початку в урнi
була чорна куля. (1

3)
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До цього часу ми розглядали експерименти, в яких множина результатiв
складалась не бiльш нiж злiченної кiлькостi елементiв, тобто простiр Ω
мав скiнченне або злiченне число елементарних подiй. Тодi ми казали,
що кожна пiдмножина простору Ω є випадковою подiєю. Але ж може
бути й так, що простiр Ω є множиною незлiченною. Якщо кинути точку
на промiжок [0, 1] i вважати результатом експерименту отримане чи-
сло з цього промiжку, тодi простором елементарних подiй буде множина
Ω = [0, 1], яка є незлiченною. У цьому випадку, якщо б ми прийняли
кожну пiдмножину Ω за випадкову подiю, перед нами повстали б значнi
труднощi. По-перше, не можемо написати

∑
ω∈A P(ω), адже множина A

може бути незлiченою. По-друге (i то є найважливiше), якщо ми захоче-
мо визначити ймовiрнiсть на всiх пiдмножинах простору Ω таким чином,
щоб мала мiсце наступна природня властивiсть:

P(∪∞n=1An) =
∞∑

n=1

P(An), AiAj = ∅, i 6= j, (1)

то в загальному випадку це можливо єдине тодi, коли P(A) = 0 для
всiх A ⊂ Ω. Це пов’язано з тим, що у випадку незлiченного простору Ω
послiдовностей Ai, i = 1, 2, ..., AiAj = ∅, i 6= j є забагато, аби можна
було в нетривiальний спосiб визначити ймовiрнiсть так, щоб для всiх
таких послiдовностей мала мiсце властивiсть (1).

З цiєю метою поняття випадкової подiї та ймовiрностi у випадку не-
злiченного простору Ω будемо визначати iншим чином. Зрозумiло, що
цей новий пiдхiд не повинен суперечити ситуацiї злiченного простору Ω,
який розглядався в попереднiх лекцiях.

Почнемо з введення нових понять, котрi визначають спецiальнi класи
пiдмножин з Ω, i якi ми будемо вважати випадковими подiями.

29
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3.1 Алгебра i σ-алгебра подiй

Визначення 1.Клас U пiдмножин з Ω будемо називати алгеброю, якщо
виконанi наступнi умови:

a) Ω ∈ U ;
б) якщо A ∈ U , тодi Ā ∈ U ;
в) якщо A ∈ U , B ∈ U , тодi A ∪B ∈ U .

Неважко довести, якщо U є алгеброю, A1, A2, ..., An ∈ U i n < ∞,
тодi ∪n

k=1Ak ∈ U, ∩n
k=1Ak ∈ U (завдання1).

З цього випливає, що наведене вище визначення алгебри еквiвалентне
наступному.

Визначення 2. Клас множин U з Ω називається алгеброю, якщо вiн
є замкненим стосовно скiнченного числа операцiй доповнення, сум та
добуткiв (а, отже, i рiзниць).

Приклад 1.Множина {∅, Ω} є алгеброю подiй (вона часто називається тривiаль-
ною або мiнiмальною).

Приклад 2.Нехай U буде множиною всiх пiдмножин Ω. Вочевидь, тодi U є алге-
брою, яку часто називають максимальною.

Цiкавим є наступний приклад алгебри.

Приклад 3. Нехай Ω = R1 = [−∞,∞). Визначимо клас U пiдмножин з Ω насту-
пним чином:

U = {A ⊂ R1 : A = ∪n
i=1[ai, bi),−∞ ≤ ai < bi ≤ ∞, 1 ≤ n < ∞.}

Легко довести (завдання 2), що множина U є алгеброю.

Визначення 3. Клас U пiдмножин з Ω будемо називати σ-алгеброю,
якщо виконанi наступнi умови:

a) Ω ∈ U ;
б) якщо A ∈ U , тодi Ā ∈ U ;
в) якщо An ∈ U , n = 1, 2, ..., тодi ∪∞n=1An ∈ U .

Як i ранiше, можна довести (завдання 1), що наведене визначення
σ-алгебри еквiвалентне наступному.

Визначення 4.Клас пiдмножин з Ω називається σ-алгеброю, якщо вiн є
замкненим стосовно злiченного числа операцiй доповнень, сум, добуткiв
(a, отже, i рiзниць).
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В прикладах 1-2, наведених вище, клас U є одночасно i σ-алгеброю, a в прикладi
3 нi, позаяк, наприклад, згiдно з визначенням класу U маємо {1} 6∈ U , в той же час:

{1} = ∩∞n=1[1; 1 + n−1).

Наведемо кiлька простих фактiв стосовно σ-aлгебр.

Теорема 1. Нехай Ut, t ∈ T є σ-алгебрами, де T - довiльна множина
iндексiв. Тодi

U = ∩t∈TUt

є σ-aлгеброю.

Визначення 5. Будемо казати, що σ-aлгебра U1 є меншою за σ-алгебру
U2, якщо U1 ⊂ U2.

Визначення 6. Нехай K є певним класом пiдмножин з Ω. Найменша
σ-aлгебра, яка мiстить клас K називається σ-aлгеброю, побудованою над
класом K, i позначається як σ(K).

Вочевидь, σ-aлгебра σ(K) має наступнi властивостi
1. K ⊂ σ(K).
2. Для кожної σ-aлгебри U такої, що K ⊂ U , маємо

σ(K) ⊂ U .

Те, що для кожного класу така найменша σ-aлгебра iснує, випливає з
наступного твердження.

Теорема 2. Для кожного класу множин K iснує найменша σ-aлгебра,
яка мiстить K.

Д о в е д е н н я. Завжди iснує принаймнi одна σ-aлгебра, яка мiстить K. Такою
σ-aлгеброю є, наприклад, σ-aлгебра всiх пiдмножин з Ω, або з K. Нехай Kt, t ∈ T -
всi σ-aлгебри, якi мiстять K. Тодi ∩t∈TKt є найменшою σ-aлгеброю. Tе, що ∩t∈TKt є
σ-aлгеброю, випливає з теореми 1, a те, що вона - найменша, випливає з визначення
цiєї σ-aлгебри. J

3.1.1 Борелiвськi σ-aлгебри

Визначення 7. Нехай Ω = R1 = [−∞,+∞), а множина K буде мно-
жиною всiх iнтервалiв вигляду [a, b), a < b (тобто K = {[a, b), a < b}).
Тодi найменша σ-aлгебра, яка мiстить K називається σ-aлгеброю боре-
лiвських множин в R1. Будемо позначати її наступним чином: B(R1).
Множини B ∈ B(R1) називаються борелiвськими.
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Мoжна довести, що B(R1) = σ(U), де U є алгеброю з прикладу 3.

Зауваження 1.Якщо у визначеннi 7 замiсть Ω взяти довiльний iнтервал
з R1, наприклад [A; B], a замiсть K взяти всi iнтервали [a, b), A ≤ a <
b ≤ B, тодi вiдповiдна σ-aлгебра називається борелiвською σ-aлгеброю
множин з iнтервалу [A; B]. Вона записується як B[A;B].

Наступна теорема, доведення якої полишаємо читачевi (завдання 3),
описує деякi властивостi множин з B(R1).

Теорема 3. Нехай B(R1) є σ-aлгеброю борелiвських множин в R1. Тодi
а) {a} ∈ B(R1) для кожного a ∈ R1.
б) Iнтервали [a, b], (a, b], (a, b) належать до B(R1) для всiх a, b ∈ R1.
в) Замкнута або вiдкрита множина в R1 належить до B(R1).

3.2 Аксiоми теорiї ймовiрностей

Нехай заданi простiр елементарних подiй Ω i якась σ-aлгебра B пiд-
множин з Ω.

Визначення 8. Пару (Ω, B) будемо називати вимiрним простором, a
кожну множину A ∈ B випадковою подiєю.

Нехай заданий вимiрний простiр (Ω, B). Згiдно з визначенням всi
множини з B є подiями. Введемо тепер поняття ймовiрностi подiй з σ-
алгебри B.

Визначення 9. Ймовiрнiсть це числова функцiя P(·), визначена на
σ-aлгебрi B, яка задовiльняє наступним умовам:

P1. P(A) ≥ 0 для всiх A ∈ B.
P2. P(Ω) = 1.
P3. Якщо послiдовнiсть An, n = 1, 2, ... подiй є такою, що AiAj = ∅

для i 6= j, тодi

P(∪∞n=1An) =
∞∑

n=1

P(An). (2)

Визначення 10. Трiйку (Ω, B,P) будемо називати ймовiрносним про-
стором.

У такому виглядi аксiоматика теорiї ймовiрностей була сформульо-
вана A.М. Колмогоровим у 1933 роцi у працi [?]. Вона використовується
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в усiх сферах науки, якi застосовують поняття i результати теорiї ймо-
вiрностей.

У першiй лекцiї, де простiр елементарних подiй Ω був скiнченний або
злiченний, ми вже визначали поняття ймовiрностi (див. визначення 4 на
стор. 15). Teпер нам треба показати, що те визначення є частковим ви-
падком аксiоматичного визначення ймовiрностi. Отже, розглянемо ви-
значення ймовiрностi зi сторiнки 15. Вiзьмемо за σ-алгебру B множину
всiх пiдмножин з Ω. Далi для довiльного A = {ωi1 , ωi2 , ..., ωik , ...} ∈ B

визничимо функцiю P(·) наступним чином:

P(A) def=
∞∑

k=1

aik .

Якщо взяти до уваги пункти а), б) з визначення 4, стор. 15 a також
рiвнiсть (1) зi сторiнки 288 (з n = ∞), тодi легко зрозумiти, що для
визначених B i P(·) справедливi аксiоми P1 − P3 з визначення 9.

З iншої сторони, нехай для вимiрного простору (Ω,B), де Ω =
{ω1, ω2, ...}, i σ-алгебра B– множина всiх пiдмножин з Ω, визначена ймо-
вiрнiсть у сенсi визначення 9.

Teпер кожна пiдмножина з Ω буде подiєю, що вiдповiдає визначенню
на стор. 14. Позаяк кожна елементарна подiя ωi може бути трактована
як одноелементна множина {ωi}, яка є пiдмножиною Ω, тодi згiдно з
визначеням 9 заданi числа ai

def= P(ωi) ≥ 0, отже, умова а) зi стор. 15 є
виконаною. Далi, множину Ω можна трактувати як ∪∞i=1{ωi}, i оскiльки
множини {ωi}, {ωj} є рiзними для i 6= j, тодi згiдно з властивостями P2,
P3 будемо мати:

1 = P(Ω) = P(∪∞i=1{ωi}) =
∞∑

i=1

P({ωi}) =
∞∑

i=1

ai.

Отже, умова б) зi стор. 15 також виконана. Якщо тепер A є будь-якою
подiєю, тодi A = ∪i:ωi∈A{ωi} i, застосовуючи знову умову P3, будемо
мати:

P(A) = P(∪i:ωi∈A{ωi}) =
∑

ωi∈A

P(ωi).

Ми отримали визначення ймовiрностi, яким користувались у випадку
злiченного простору елементарних подiй.
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ЗАВДАННЯ

1. Довести, що якщо U є алгеброю, A1, A2, ..., An ∈ U i n < ∞, тодi
∪n

k=1Ak ∈ U i ∩n
k=1Ak ∈ U . А якщо U є σ-алгеброю, A1, A2, ... ∈ U,

тодi ∪∞k=1Ak ∈ U i ∩∞k=1Ak ∈ U .

2. Довести, що множина U з прикладу 3 є алгеброю.

3. Довести теорему 3.

Вказiвка При доведеннi пункту в) потрiбно використати факт, що кожну вiд-
криту множину з R1 можна представити у виглядi скiнченної, або злiченної
суми iнтервалiв, зазначених у пунктi б), а кожна замкнута множина є допов-
ненням вiдкритої.

4. Нехай Ω = [−∞,∞) i F є σ– алгебра всiх пiдмножин Ω . Для
кожногоA ∈ F покладемо

P(A) =
∑

n∈A

2−n,

де набуває цiлих додатнiх значень. Чи є (Ω,F ,P) ймовiрнiсним
простором?

5. Нехай A1, A2 випадковi подiї, M– найменша σ–алгебра подiї, яка
мiстить подiї A1, A2. Довести, що кожна подiя зM є сумою деякого
числа випадкових подiй A1∩A2, A1∩A2, A1∩A2, A1∩A2. Скiльки
рiзних подiй мiстить σ–алгебра M?
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З формальної точки зору теорему про властивостi ймовiрностi (теоре-
ма 2, стор.15) треба тепер довести на пiдставi аксiом P1 − P3. Але тепер
ця теорема набуває iншого вигляду, позаяк, наприклад, властивiсть 2)
з цiєї теореми тепер випливають з аксiоми P3. Теж саме можна сказати
про рiвнiсть (1) на стор. 288.

Теорема 1. Для довiльних подiй A,B мають мiсце наступнi власти-
востi.

1) P(∅) = 0, P(Ā) = 1−P(A), P(A) ≤ 1;

2) якщо A ⊂ B, тодi P(B\A) = P(B)−P(A) i P(A) ≤ P(B);

3) P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(AB);

4) P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B).

Д о в е д е н н я.
1). Позаяк Ω ∩ ∅ = ∅ i Ω ∪ ∅ = Ω, то на пiдставi аксiом P1, P3 маємо:

1 = P(Ω) = P(Ω ∪ ∅) = P(Ω) + P(∅) = 1 + P(∅).

Звiдки P(∅) = 0. Оскiльки множини A , A є рiзними, тодi знову на пiдставi аксiом
P1, P3 маємо:

1 = P(Ω) = P(A ∪ Ā) = P(A) + P(Ā),

звiдки P(Ā) = 1−P(A), a, отже, P(A) ≤ 1.
2). Якщо A ⊂ B, то B = B\A ∪A, отже, (позаяк (B\A) ∩A = ∅)

P(B) = P(B\A) + P(A).

3). A ∪B = A\AB ∪B i (A\AB) ∩B = ∅, а тому

P(A ∪B) = P(A\AB ∪B) = P(B) + P(A\AB) = P(B) + P(A)−P(AB).

4). Ця властивiсть легко випливає з попередньої. J

35
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Зауваження 1. У випадку злiченного простору елементарних подiй ми
ввели такi поняття як незалежнiсть подiй, умовна ймовiрнiсть. Крiм то-
го, вивели формулу повної ймовiрностi, формулу Байєса тощо. Легко
зауважити, що при визначеннi цих понять i виводi тверджень факт злi-
ченностi простору Ω не використовувався (крiм доведення формули (4),
стор. 18.) Нам була потрiбна теорема 2, стор.15, a оскiльки ця теорема
в загальному випадку випливає з аксiом ймовiрностi, тодi всi поняття,
визначення, теореми з попереднiх лекцiй залишаються в силi i в загаль-
ному випадку. Це стосується також формули 4, стор. 18 (завдання 4).

4.1 Властивостi ймовiрностi як функцiї множини

Вивчимо властивостi функцiї P(·} як функцiї, визначеної на множи-
нах. Для цього нам будуть потрiбнi певнi новi поняття.

Нехай An, n = 1, 2, ... є нескiнченною послiдовнiстю подiй An ⊂ Ω.

Визначення 1.Послiдовнiсть подiй An будемо називати незростаючою,
якщо

A1 ⊇ A2 ⊇ · · · ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ · · · .

Тодi подiю A = ∩∞n=1An називають границею послiдовностi An i позна-
чають

lim
n→∞An = A = ∩∞n=1An.

Визначення 2. Послiдовнiсть подiй An будемо називати неспадною,
якщо

A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ⊆ An ⊆ An+1 ⊆ · · · .

Тодi подiю A = ∪∞n=1An називають границею послiдовностi An i позна-
чають за аналогiєю

lim
n→∞An = A = ∪∞n=1An.

Незростаючi або неспаднi послiдовнiстi називають монотонними.

Теорема 2. Якщо послiдовнiсть подiй An, n = 1, 2, ... є монотонною,
тодi

P( lim
n→∞An) = lim

n→∞P(An). (1)
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Зауваження 2. Якщо послiдовнiсть An, n = 1, 2, ... є неспадною, то
рiвнiсть (1) може бути переписана наступним чином:

P(∪∞n=1An) = P( lim
n→∞An) = lim

n→∞P(An).

Аналогiчно для незростаючих послiдовностей цю рiвнiсть можна пере-
писати так:

P(∩∞n=1An) = P( lim
n→∞An) = lim

n→∞P(An).

Д о в е д е н н я. Нехай послiдовнiсть An, n = 1, 2, ... буде неспадною, тобто
An ⊆ An+1. Позначимо

Bn = An+1\An, i = 1, 2, ...

Легко перевiрити, що BiBj = ∅, i 6= j i

An = ∪n−1
i=1 Bi, n < ∞, ∪∞i=1Ai = ∪∞i=1Bi.

Отже,

P( lim
n→∞

An) = P(∪∞n=1An) = P(∪∞n=1Bn) =

∞X
i=1

P(Bi) =

= lim
n→∞

n−1X
i=1

P(Bi) = lim
n→∞

P(∪n−1
i=1 Bi) = lim

n→∞
P(An).

Якщо послiдовнiсть An, n ≥ 1 - незростаюча, тодi Ān, n = 1, 2, ... є неспадною i

P( lim
n→∞

An) = P(∩∞n=1An) = 1−P(∩∞n=1An) = 1−P(∪∞n=1Ān) =

= 1−P( lim
n→∞

Ān) = 1− lim
n→∞

P(Ān) = lim
n→∞

(1−P(Ān)) = lim
n→∞

P(An).

J
При побудовi конкретного ймовiрносного простору (Ω, B,P) найваж-

чим завданням є побудова ймовiрностi P(·). Основною причиною цього
є те, що повинна бути виконана властивiсть P3. Наступне твердження
часто допомагає у розв’язаннi цiєї проблеми.

Теорема 3. Нехай Ω є простором елементарних подiй, а U - алге-
брою пiдмножин з Ω. Нехай функцiя Q(·), визначена на U , є такою,
що Q(Ω) = 1, Q(A) ≤ 1, A ∈ U , i виконанi наступнi умови:

1) якщо Ai ∈ U , i = 1, 2, ..., n < ∞, i AiAj = ∅ для i 6= j, тодi

Q(∪n
i=1Ai) =

n∑

i=1

Q(Ai); (2)
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2) для кожної незростаючої послiдовностi An ∈ U , n = 1, 2, ... i та-
кої, що limn→∞An = ∅ маємо:

lim
n→∞Q(An) = 0. (3)

Тодi для кожної послiдовностi подiй An ∈ U, n = 1, 2, ... такої, що
AiAj = ∅ для i 6= j, i ∪∞i=1Ai ∈ U , будемо мати:

Q(∪∞n=1An) =
∞∑

n=1

Q(An). (4)

Зауваження 3. Властивiсть (2) для функцiї Q(·) називається власти-
вiстю скiнченної адитивностi, a властивiсть (4) має назву властивiсть
злiченної aдитивностi функцiї Q(·).

Д о в е д е н н я. Нехай An ∈ U, n = 1, 2, ... є такою послiдовнiстю подiй, що
AiAj = ∅ для i 6= j, i ∪∞i=1Ai ∈ U. Позначимо

A = ∪∞n=1An, Cn = A\ ∪n
i=1 Ai, n = 1, 2, ...

Тодi Cn+1 ⊆ Cn. Крiм того, неважко зрозумiти, що limn→∞ Cn = ∅. Отже, маємо

0 = lim
n→∞

P(Cn) = lim
n→∞

P(A\ ∪n
i=1 An) = P(A)− lim

n→∞
P(∪n

i=1An) =

= P(A)− lim
n→∞

nX
i=1

P(Ai) = P(A)−
∞X

i=1

P(Ai).

Звiдки

P(∪∞i=1Ai) =

∞X
i=1

P(Ai).

J

Зауваження 4. Схема застосування цiєї теореми для побудови ймовiрносного
простору (Ω, B,P) є наступною. На просторi елементарних подiй Ω визначаємо ал-
гебру подiй U . Далi нам треба визначити на цiй алгебрi певну функцiю множин Q,
для якої виконуються умови теореми 3. Тодi згiдно з цiєю теоремою функцiя Q бу-
де злiчено адитивною на U . Потiм нам треба скористатися теоремою Каратеодорi з
теорiї мiри. Ця теорема стверджує, що функцiя Q може бути однозначно продовже-
на1 на σ- алгебру, побудовану над U (тобто на σ(U)) до функцiї P(·) такої, що P(·)
буде злiченно адитивною на σ(U). Отже, (Ω, σ(U),P) буде ймовiрносним простором.
Приклад застосування цiєї схеми наведемо нижче.

1Будемо казати, що функцiя ϕ, визначена на U, продовжена до функцiї bϕ, визна-
ченої на bU , якщо U ⊂ bU i ϕ(x) = bϕ(x) для x ∈ U.
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4.1.1 Геометричне визначення ймовiрностi

Розглянемо наступний експеримент. На промiжок [a, b] навмання кидає-
мо точку. Вираз "навмання" тут означає, що для двох довiльних iнтерва-
лiв [a1, b1] ⊂ [a, b], [a2, b2] ⊂ [a, b] рiвної довжини (тобто b1− a1 = b2− a2)
ймовiрнiсть того, що точка потрапить до [a1, b1] дорiвнює ймовiрностi
того, що точка потрапить до iнтервалу [a2, b2]. Вочевидь, в нашому екс-
периментi Ω = [a, b]. За алгебру вiзьмемо

U(a, b) = {A ⊂ [a, b] : A = ∪n
i=1[αi, βi), a ≤ αi < βi ≤ b, 1 ≤ n < ∞}.

На U визначимо функцiю λ(·) наступним чином:

λ(A) =
n∑

i=1

(βi − αi), (5)

де A = ∪n
i=1[αi, βi), й iнтервали [αi, βi), i = 1, ..., n є несумiсними. Позаяк

кожна множина з U(a, b) може бути записана у виглядi суми несумiсних
iнтервалiв, то функцiя λ(·) є визначеною на U(a, b).

Неважко перевiрити, що для функцiї

Q(A) =
λ(A)
b− a

виконуються умови теореми 3. Отже, згiдно з зауваженням 4 на σ-
алгебрi борелiвських множин з [a, b], тобто на B[a,b] = σ(U(a, b)) iснує
функцiя P(·) така, що (Ω,B[a,b],P) є ймовiрносним простором. Зрозумi-
ло, що значення λ(A) для A ∈ U є звичайною довжиною iнтервалу або
суми iнтервалiв. В теорiї мiри Лебегом доведено, що поняття "довжина"
може бути узагальнено на множини з σ(U(a, b)), тобто функцiя λ(·) може
бути продовжена з U на σ(U(a, b)), i для кожної множини A ∈ σ(U(a, b))
визначена величина λ(A) ≥ 0, яку будемо називати "довжиною" множи-
ни A. Тодi для кожної множини A ∈ B[a,b] маємо:

P(A) =
λ(A)
b− a

, A ∈ B[a,b]. (6)

А якщо A ∈ U , то в (6) беруть участь значення функцiї λ з (5).
Наведена схема побудови ймовiрносного простору називається геоме-

тричним визначенням ймовiрностi.
Аналогiчно можна дослiдити ситуацiю, коли в ролi Ω бере участь

певна область евклiдового простору Rn. Розглянемо стисло тiльки випа-
док R2. Нехай область Ω ⊂ R2 i, крiм того, 0 < S(Ω) < ∞, де S(A) oзна-
чає площу областi A. З теорiї мiри Лебега випливає, що сукупнiсть пiд-
множин з Ω, для яких можемо визначити поняття "площа" є σ-алгеброю,
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яку будемо позначати BΩ. Наш експеримент полягає в тому, що в область
Ω випадково кидається точка x. Як i ранiше, слово "випадково" oзна-
чає, що якщо є двi множини A1 ⊂ BΩ, A2 ⊂ BΩ такi що S(A1) = S(A2),
то ймовiрнiсть потрапляння до них точки x є однаковою. Визначимо
ймовiрнiсть подiй в нашому експериментi наступним чином:

P(A) =
λn(A)
λn(Ω)

, A ∈ BΩ. (7)

Легко перевiрити, що для введеної таким чином функцiї P(·) викона-
нi аксiоми ймовiрностi, а отже, ми побудували ймовiрносний простiр
(Ω,BΩ,P). Як i ранiш, ймовiрнiсть, визначену формулой (7), будемо на-
зивати геометричною.

Застосуємо поняття геометричної ймовiрностi до розв’язання насту-
пної задачi, вiдомої як задача Бюффона для голки.

Приклад 1. Площина подiлена паралельними прямими, вiдстань мiж якими до-
рiвнює 2a. На цю площину випадковим чином кидається голка довжини 2l, l < a.
Яка є ймовiрнiсть того, що вона перетне одну з паралельних прямих.

Р о з в’ я з о к. Нехай x буде вiдстанню вiд середини голки до найблищої прямої,
a φ - кутом, який утворює голка з цiєю прямою
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Числа x i φ точно визначають положення голки по вiдношенню до найблищої
прямої. Таким чином, ймовiрносним простором буде прямокутник:

Ω = {(x, φ) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ φ ≤ π}.

Голка перетинає найблищу пряму тодi i тiльки тодi, коли x ≤ l sin φ. Нехай

C = {(x, φ) : x ≤ l sin φ, (x, φ) ∈ Ω}

Оскiльки кожний результат нашого експерименту є однаково можливим, то ми мо-
жемо застосувати схему геометричної ймовiрностi, i тодi ймовiрнiсть нашої подiї до-
рiвнює S(C)/S(Ω), де S(A) площа множини A. Пiсля пiдрахункiв

S(Ω) = aπ, S(C) =

πZ

0

l sin φdφ = 2l,

Отже, остаточно маємо S(C)
S(Ω)

= 2l
aπ

.
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4.2∗. Незалежнiсть σ- алгебр

Нехай (Ω, B,P) буде ймовiрнiсним простором а A1, A2 ⊂ B - деякi
класи подiй з B.

Визначення 3. Класи A1, A2 називаються незалежними, якщо до-
вiльнi подiї A1 ∈ A1, A2 ∈ A2 є незалежними, тобто якщо P(A1A2) =
P(A1)P(A2) для довiльних подiй A1 ∈ A1, A2 ∈ A2.

Нехай тепер A1, A2 ⊂ B будуть алгебрами подiй а U1, U2 позначають
σ- алгебри, згенерованими алгебрами A1, A2 вiдповiдно, тобто U1 =
σ(A1), U2 = σ(A2). Зрозумiло, що U1, U2 є пiдмножинами σ- алгебри B,
тобто U1,U2 ⊂ B.

Цiллю цього пiдроздiлу є доведення наступного результату.

Теорема 4. Якщо алгебри A1, A2 є незалежними, то σ-алгебри U1, U2

також є незалежними.

Для доведення цього твердження нам буде потрiбен деякий допомi-
жний результат, але спочатку

Визначення 4. Рiзниця симетрична множин A, B позначається сим-
волом ∆ i означається наступним чином A∆B = (A\B) ∪ (B\A).

Легко довести, що якщо A∆B = ∅, то A = B (завдання 11).

Лема 1. Нехай A ⊂ B буде деякою алгеброю подiй i U = σ(A) . Тодi
для кожної подiї A ∈ A iснує послiдовнiсть подiй An ∈ A, n ≥ 1, така
що

lim
n→∞P(An∆A) = 0. (8)

Зауваження 5.З означення симетричної рiзницi випливає, що якщо має
мiсце (8), то limn→∞P(An\A) = limn→∞P(A\An) = 0 , а тому з рiвностi
P(A) = P(An)−P(An\A) + P(A\An) отримуємо P(A) = limn→∞P(An).
Тепер з леми 1 випливає, що кожна подiя з U може бути апрoксимована
подiями з породжуючої її алгебри з докладнiстю до подiї нульoвої ймо-
вiрностi: тобто для кожної подiї A ∈ U = σ(A) iснує послiдовнiсть подiй
An ∈ A, така що P(A) = limn→∞P(An) .

Зауваження 6. Послiдовнiсть An з леми 1 будемо називати апроксиму-
ючою послiдовнiстю для A.
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Для апроксимуючою послiдовностi маємо P(A) = limn→∞P(An).

Д о в е д е н н я леми 4. Означимо множину подiй наступним чином

U∗ = {A ∈ U : ∃ An ∈ A, n ≥ 1 така що lim
n→∞P(An∆A) = 0.}

Iншими словами, множина U∗ складається з подiй з U для яких iснує
послiдовнiсть подiй з A така, що виконується спiввiдношення (8). Оче-
видно A ⊂ U∗ (для A ∈ A досить взяти An = A ) а отже якщо ми
покажемо, що U∗ є σ-алгеброю, то тодi автоматично U = σ(A) ⊂ U∗ i
наше твердження буде доведено.

Доведемо спочатку, що U∗ є алгеброю. Нехай A ∈ U∗ i An ∈ A, n ≥ 1
послiдовнiсть для якої limn→∞P(An∆A) = 0. Тодi для послiдовностi
An ∈ A, n ≥ 1 маємо

lim
n→∞P(An∆A) = lim

n→∞P(An\A) + lim
n→∞P(A\An) = lim

n→∞P(AnA)+

+ lim
n→∞P(AAn) = lim

n→∞P(A\An) + lim
n→∞P(An\A) = lim

n→∞P(An∆A) = 0

а отже A ∈ U∗.
Аналогiчно можна довести, що якщо A,B ∈ U∗ i послiдовностi

An, Bn, n ≥ 1 апроксимують вiдповiдно A та B, то послiдовнiсть
An ∪Bn, n ≥ 1 апроксимує A ∪B (завдання 12). Отже U∗ є алгеброю.

Доведемо тепер, що U∗ є σ - алгеброю. Тут нам буде потрiбен такий
простий результат.

Лема 2. Якщо limn→∞P(Ank∆Ak) = 0 для кожного фiксованого k =
1, 2, ... i limk→∞P(Ak∆A) = 0, то iснує послiдовнiсть k = k(m), n =
n(m), m = 1, 2, ... така, що k = k(m) → ∞, n = n(m) → ∞ якщо
m →∞ i limm→∞P(An(m)k(m)∆A) = 0.

Д о в е д е н н я. Для довiльних n, k маємо (завдання 13)

P(Ank∆A) = P(AnkAkA) + P(AnkAkA) + P(AAnkAk) + P(AAnkAk) ≤
≤ P(AkA) + P(AnkAk) + P(AnkAk) + P(AAk) =
= P(Ak∆A) + P(Ank∆Ak). (9)

Нехай послiдовнiсть εm > 0 буде такою, що limm→∞ εm = 0. З умови
леми випливає, що для кожного m ми можемо знайти k = k(m) таке, що
P(Ak(m)∆A) ≤ εm/2. Аналогiчно для вибраного k = k(m) ми можемо
знайти n = n(m) таке, що P(An(m)k(m)∆Ak(m)) ≤ εm/2. А тому з (9)
маємо

P(An(m)k(m)∆A) ≤ εm/2 + εm/2 = εm.
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Останяя нерiвнiсть доводить нашу лему.
Тепер вже легко завершити доведення леми. Нехай Ai ∈ U∗, i ≥ 1

i послiдовностi Ani ∈ A, n ≥ 1 апроксимують Ai, i ≥ 1. Позначимо
C = ∪∞i=1Ai, Ck = ∪k

i=1Ai. Легко зрозумiти, що limk→∞P(Ck∆C) = 0.
Оскiльки U∗ є алгеброю, то Ck = ∪k

i=1Ai ∈ U∗ для всiх k < ∞, а от-
же iснує послiдовнiсть подiй Dnk ∈ A таких, що limn→∞ P (Dnk∆Ck)
для кожного k = 1, 2, .... Тепер з леми 2 випливає, що для деякої по-
слiдовностi Dm ∈ A, m = 1, 2, ... маємо limm→∞P(Dm∆C) = 0, а отже
C = ∪∞i=1Ai ∈ U∗, що i доводить наше твердження.

Д о в е д е н н я теореми 4. Нехай A ∈ U1, B ∈ U2. Тодi згiдно леми 1
iснують послiдовностi подiй An ∈ A1, Bn ∈ A2 такi, що P(An∆A) →
0, P(Bn∆B) → 0, якщо n →∞ i подiї Ai, Bj є незалежними для всiх i, j.
З спiввiдношення

P(AB∆AnBn) = P(ABAnBn) + P(ABAnBn) = P
(
AB(An ∪Bn)

)
+

+ P
(
(A ∪B)AnBn

) ≤ P(ABAn)+P(ABBn)+P(AAnBn)+P(BAnBn) ≤
≤P(AAn)+P(BBn)+P(AAn)+P(BBn)=P(A∆An)+P(B∆Bn)

n→∞−→ 0

випливає, що послiдовнiсть AnBn апроксимує подiю AB. Тепер маємо

P(AB) = lim
n→∞P(AnBn) = lim

n→∞P(An)P(Bn) = P(AB),

що i доводить нашу теорему.
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ЗАВДАННЯ

1. Нехай An =
(

1
2n , 1

n

)
. Описати множини A = ∪∞n=1An, A = ∩∞n=1An.

2. Довести, що якщо подiї A i B є незалежними, i A ⊂ B, тодi або
P(A) = 0, aбо P(B) = 1.

3. Нехай AB = ∅. Довести, що P(A) ≤ P(B̄).

4. Довести, що для довiльних подiй A1, ..., An має мiсце рiвнiсть:

P(∪n
i=1Ai) =

n∑

i=1

P(Ai)−
∑

i<j

P(AiAj) + ... + (−1)n−1P(A1...An).

5. Довести, що множина значень P(A) у випадку довiльного простору
(Ω,B,P) є замкненою множиною.

6. Дрiт довжиною 7 см загнуто пiд прямим кутом у випадково вибра-
ному мiсцi. Якою є ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж його кiнцями
є бiльшою за 5 см?

7. На площинi проведенi паралельнi прямi на вiдстанi 2a. На площину
випадковим чином кидається квадрат зi стороною b (

√
2b < 2a).

Якою є ймовiрнiсть того, що квадрат не перетне жодної прямої?

8. У колi з радiусом R випадковим чином проведена хорда. Визначи-
ти ймовiрнiсть того, що її довжина не перевищує сторони рiвно-
стороннього трикутника, який є вписаним в це коло.

9. Визначити ймовiрнiсть того, що розв’язки квадратного рiвняння
x2+2ax+b = 0 є дiйсними, якщо коефiцiєнти можуть з однаковими
ймовiрностями прийняти значення в прямокутнику:

a) −k ≤ a ≤ k, −k2 ≤ b ≤ k2, б) −k ≤ a ≤ k,−l ≤ b ≤ l, l < k2,

c) −k ≤ a ≤ k, −l ≤ b ≤ l, l > k2.

10. На промiжку довжиною l випадковим чином взято двi точки. Якою
є ймовiрнiсть того, що вiдстань мiж ними не перевищує r, 0 ≤ r ≤ l?
( r(2l−r)

l2
)

11. Довести, що якщо A∆B = ∅, то A = B.

12. Довести, що якщо A,B ∈ U∗ i послiдовностi An ∈ A, Bn ∈ A, n ≥ 1
апроксимують вiдповiдно A та B, то послiдовнiсть An ∪Bn, n ≥ 1
апроксимує A ∪B.
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13. Довести спiввiдношення (9).



Лекцiя 5. Випадкова величина i функцiя
розподiлу

5.1 Випадкова величина

Нехай є заданим довiльний ймовiрносний простiр (Ω,B,P).

Визначення 1. Випадковою величиною ξ будемо називати функцiю ξ =
ξ(ω), що вiдображає множину Ω в множину дiйсних чисел R1, для якої
виконується наступна умова:

{ω : ξ(ω) < x} ∈ B (1)

для кожного x ∈ R1.

Зауваження 1. Умова (1) є рiвнозначною наступнiй:

{ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ B

для кожної борелiвської множини B ⊂ R1 (див. [?], стор. 55)).

Нехай ξ(ω) є випадковою величиною. Позаяк {ω : ξ(ω) < x} ∈ B для
всiх x ∈ R1, тодi можемо визначити ймовiрнiсть P({ω : ξ(ω) < x}), яку
для зручностi будемо записувати як P(ξ < x). Цю ймовiрнiсть можна
трактувати як функцiю вiд змiнної x i ця функцiя має спецiальну назву,
що є змiстом наступного визначення.

Визначення 2. Функцiю F (x) = P({ω : ξ(ω) < x}) будемо називати
функцiєю розподiлу випадкової величини ξ.

Наступна теорема описуює головнi властивостi функцiї розподiлу.

Теорема 1.Функцiя розподiлу F (x) випадкової величини ξ має наступнi
властивостi:

1) якщо x1 < x2, то F (x1) ≤ F (x2);

2) limx→−∞ F (x) = 0 i limx→∞ F (x) = 1;

46
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3) limx↑x0 F (x) = F (x0);

4) P(ξ ∈ [a; b)) = F (b)− F (a) для довiльних a, b ∈ R1, a < b.

Д о в е д е н н я. 1) Якщо x1 < x2, то {ω : ξ(ω) < x1} ⊆ {ω : ξ(ω) < x2}, i згiдно
властивостi 2 теореми 1 (стор. 35) будемо мати:

F (x1) = P(ξ < x1) ≤ P(ξ < x2) = F2(x).

2) Розглянемо числову послiдовнiсть xn, n = 1, 2, . . ., таку що xn спадає i xn →
−∞, n →∞. Позначимо An = {ξ < xn}. З того, що послiдовнiсть xn → −∞ монотон-
но, випливає, що послiдовнiсть множин An є незростаючою i, вочевидь, ∩∞n=1An = ∅.
На пiдставi теореми 2 (стор. 36) маємо limn→∞P(An) = 0, або limn→∞ F (xn) = 0. З
цього результату та з монотонностi функцiї F (x) випливає, що

lim
x→−∞

F (x) = 0.

Доведення властивостi limx→∞ F (x) = 1 є aналогiчним (завдання 3).
3) Нехай A = {ξ < x0}, An = {ξ < xn}, де послiдовнiсть xn, n = 1, 2, . . . зростає

i xn ↑ x0. Послiдовнiсть множин An є, вочевидь, неспадаючою i limn→∞An = A.
Будемо мати:

lim
xn↑x0

F (x) = lim
n→∞

P(An) = P(A) = F (x0).

4) Позаяк {ξ ∈ [a, b)} = {ξ < b}\{ξ < a} i {ξ < a} ⊂ {ξ < b}, то
P(ξ ∈ [a, b)) = P(ξ < b)−P(ξ < a) = F (b)− F (a).

J
Tвердження 1 можна трактувати так: умови 1)-3) є необхiдними, аби

функцiя F (x) була функцiєю розподiлу. Наступна теорема показує, що цi
умови є також достатнiми, аби функцiя F (x) була функцiєю розподiлу.

Теорема 2. Якщо функцiя F (x) має властивостi 1)− 3) з попередньої
теореми, то вона є функцiєю розподiлу певної випадкової величини,
тобто iснує ймовiрносний простiр (Ω,B,P) i випадкова величина ξ,
визначена на цьому просторi, така, що F (x) = P(ξ < x).

Д о в е д е н н я. Нехай за простiр елементарних подiй буде Ω = R1 = [−∞,∞).
За алгебру подiй виберемо

U = {A ⊂ R1 : A = ∪n
i=0[ai, bi), −∞ ≤ ai < bi ≤ ∞, 0 ≤ n < ∞.}

На множинах з U визначимо функцiю Q(·) наступним чином: якщоA = ∪n
i=0[ai, bi),

де iнтервали [ai, bi) є несумiснi, то

Q(A) =

nX
i=0

(F (bi)− F (ai)). (2)

З монотонностi F (x) випливає, що P(A) ≥ 0, a з властивостi 2), що P(Ω) = 1. Позаяк
кожна множина з U може бути записана у виглядi суми несумiсних iнтервалiв, то
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визначення (2) є коректним. Також легко зрозумiти, якщо множини A1, ..., An, n < ∞
належать до U i є несумiснi, то

Q(∪n
i=1Ai) =

nX
i=0

Q(Ai).

Отже, функцiя Q є скiнченно адитивна. Доведемо, що якщо послiдовнiсть An ∈ U
n ≥ 1 є спадною i такою, що limn→∞An = ∅, то limn→∞Q(An) = 0. Достатньо це
зробити для множин An вигляду An = [an, bn) з an ≤ an+1, bn+1 ≤ bn, n ≥ 1. Отже,
нехай limn→∞[an, bn) = ∅. Тодi iснує таке n0, що bn = b ≥ an для n ≥ n0 (завдання 4),
отже, limn→∞ an = b. На пiдставi властивостi 3) будемо мати:

lim
n→∞

Q([an, bn)) = lim
n→∞

(F (bn)− F (an)) = F (b)− lim
n→∞

F (an) = 0.

Тепер з теореми 3 (стор. 37) випливає, що функцiя множин Q є злiченно адитивною
на U , a з зауваження 4 (стор.38) випливає, що ця функцiя може бути однозначно
продовжена на σ-алгебру B(R1), побудовану на U , тобто σ- алгебру борелiвських
множин B(R1) = σ(U). Таким чином, на B(R1) побудована невiд’ємна злiченно ади-
тивна функцiя множин P(·) така, що P(Ω) = 1 i P(A) = Q(A) для A ∈ U . Доведемо,
що (Ω,B(R1),P) i є потрiбний нам ймовiрносний простiр. Визначимо випадкову ве-
личину наступним чином: ξ(z) = z, z ∈ Ω = R1. Маємо

P({z : ξ(z) < x}) = P([−∞, x)) = Q([−∞, x)) = F (x)− F (−∞) = F (x).

Отже, випадкова величина ξ, визначена на ймовiрносному просторi (Ω,B(R),P), має
функцiю розподiлу F (x).

Визначення 3. Будемо казати, що функцiя розподiлу F (x) випадкової
величини ξ має в точцi x0 атом величини p > 0, якщо функцiя F (x) має
в цiй точцi стрибок величини p, тобто

p = F (x0 + 0)− F (x0) > 0,

де F (x0 + 0) = limx↓x0 F (x).

Часом також кажуть, що випадкова величина ξ має атом в точцi x0.
Обгрунтовує це наступне твердження.

Теорема 3. Функцiя розподiлу F (x) випадкової величини ξ має в точцi
x0 атом тодi i тiльки тодi, якщо

P(ξ = x0) > 0. (3)

Д о в е д е н н я. Для довiльного ε > 0 маємо (властивiсть 4 теореми 1)

P(x0 ≤ ξ < x0 + ε) = F (x0 + ε)− F (x0)

i якщо ε → 0, то з цього спiввiдношення випливає

P(ξ = x0) = F (x0 + 0)− F (x0). (4)

Teпер, якщо функцiя F (x) має стрибок в точцi x0, то права частина в (4) є бiльшою
вiд нуля, a тодi i лiва частина є бiльшою вiд нуля i навпаки. J
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5.2 Типи функцiй розподiлу

Функцiї розподiлу дискретного типу

Визначення 4. Будемо казати, що випадкова величина ξ є дис-
кретного типу, якщо для певної скiнченної, або злiченної множини
{x1, x2, . . . , xn, ..} має мiсце:

a) pi = P(ξ = xi) > 0, i = 1, 2, ..,

б)
∑∞

i=1 pi = 1.

З цього визначення випливає, що випадкова величина ξ приймає зна-
чення тiльки з множини {x1, x2, . . . , xn, ..}.
Зауваження 2. Сукупнiсть чисел {pi, i = 1, 2, ...} з попереднього визна-
чення називається розподiлом випадкової величини ξ.

Визначення 5. Функцiю розподiлу випадкової величини ξ дискретного
типу будемо називати функцiєю розподiлу дискретного (або сходинко-
вого) типу.

Легко зрозумiти, що функцiя розподiлу випадкової величини ξ може
бути записана у виглядi

F (x) = P(ξ < x) =
∑
xi<x

P(ξ = xi) =
∑

i:xi<x

pi,

де
∑

xi<x (
∑

i:xi<x) означає, що сумування вiдбувається по всiм xi мень-
шим вiд x (всiм i, для яких xi меньше вiд x). Якщо xk < x ≤ xk+1, тодi
будемо мати:

F (xk+1)−F (x)=
∑

xi<xk+1

P(ξ=xi)−
∑
xi<x

P(ξ=xi)=
∑

x≤xi<xk+1

P(ξ=xi)=0,

а, отже, функцiя розподiлу дискретного типу є сталою мiж атомами.

Функцiї розподiлу неперервного типу.

Визначення 6. Будемо казати, що функцiя розподiлу F (x) випадкової
величини ξ є неперервного типу, якщо F (x) є неперервною функцiєю
змiнної x.

З теореми 3 маємо

Наслiдок 1.Функцiя розподiлу F (x) випадкової величини ξ є неперерв-
ного типу тодi i тiльки тодi, якщо P(ξ = x) = 0 для всiх x ∈ R1.
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Теорема 4. (Жордана ) Кожна функцiя розподiлу може бути однозна-
чно представлена у виглядi:

F (x) = pFd(x) + (1− p)Fc(x), (5)

де 0 ≤ p ≤ 1, i Fd(x), Fc(x) є вiдповiдно функцiя розподiлу дискретного
i неперервого типу.

Д о в е д е н н я. Доведемо спочатку однозначнiсть цього представлення. При-
пустимо, що iснує ще одне представлення

F (x) = qGd(x) + (1− q)Gc(x). (6)

Тодi, для всiх x з (5), (6) маємо

pFd(x)− qGd(x) = (1− q)Gc(x)− (1− p)Fc(x).

З цiєї рiвностi випливає, що функцiя (1− q)Gc(x)− (1− p)Fc(x) має дискретний тип,
що (оскiльки є неперервною) можливе лише тодi, коли

(1− q)Gc(x)− (1− p)Fc(x) ≡ c = const.

Звiдки при x → −∞ випливає c = 0, a при x →∞ маємо 1− p = 1− q, отже, p = q i
Gc(x) = Fc(x). Але ж тодi i Gd(x) = Fd(x).

Нехай функцiя F (x) буде довiльною функцiєю розподiлу. Якщо функцiя F (x) є
неперервною, тодi твердження є правдивим i в цьому випадку p = 0. Припустимо
тепер, що функцiя F (x) не є неперервною. Позаяк F (x) є зростаючою, то вона мо-
же мати не бiльш нiж злiчене число стрибкiв. Позначимо всi точки стрибкiв через
x1, x2, . . ., a через p1, p2, .. вiдповiдно величини цих стрибкiв, i нехай

p =

∞X
n=1

pn.

Moжна вважати, що 0 < p < 1, позаяк в протилежному випадку функцiя F (x) є або
неперервна (p = 0), aбо дискретна (p = 1).

Легко зрозумiти, що функцiя

Fd(x) =
1

p

X

k:xk<x

pk

є функцiєю розподiлу дискретного типу. Покладемо

Fc(x)
def
=

F (x)− pFd(x)

1− p
=

F (x)−Pxk<x pk

1− p
(7)

i доведемо, що таким чином визначена функцiя є функцiєю розподiлу неперервного
типу. Дiйсно,

Fc(−∞) = 0, Fc(∞) =
1− p

1− p
= 1.
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Нехай тепер x < y, a xk, k ∈ B будуть стрибками функцiї F (x), якi мiстяться в
iнтервалi [x, y). Тодi

Fc(y)− Fc(x) =
F (y)− F (x)− p(Fd(y)− Fd(x))

1− p
=

P(x ≤ ξ < y)−Pk∈B P(ξ = xk)

1− p
=

=
P(x ≤ ξ < y, ξ 6= xk, k ∈ B)

1− p
≥ 0.

Тому

Fc(x) ≤ Fc(y).

Функцiя
P

xk<x pk представляє стрибки функцiї F (x), a отже, функцiя F (x) −P
xk<x pk не має стрибкiв, тобто, є неперервною i згiдно теореми 2 (стор. 47) є фун-

кцiєю розподiлу. Позаяк, як це випливає з (7),

F (x) = pFd(x) + (1− p)Fc(x),

то теорема доведена. J

Функцiя розподiлу абсолютно непервного типу.

Визначення 7.Будемо казати, що функцiя розподiлу F (x) є абсолютно
неперервного типу, якщо iснує функцiя f(x) ≥ 0 така, що

F (x) =

x∫

−∞
f(y)dy, x ∈ (−∞,∞). (8)

Визначення 8.Функцiя f(x) ≥ 0 в представленнi (8) називається щiль-
нiстю функцiї розподiлу F (x).

Позаяк F (∞) = 1, то з (8) випливає, що для щiльностi завше вико-
нується умова

∫∞
−∞ f(y)dy = 1. Ця умова, а також невiд’ємнiсть функцiї

f(x) гарантують те, що вона є щiльнiстю певної функцiї розподiлу. Це
випливає з наступного твердження.

Теорема 5. Для того, щоб iнтегрована на (−∞,∞) функцiя f(x) була
щiльнiстю певної функцiї розподiлу необхiдно i достатньо:

а) f(x) ≥ 0 для всiх x ∈ R1,

б)
∞∫
−∞

f(x)dx = 1.

Д о в е д е н н я. Необхiднiсть умов а), б) випливає з визначення, a для доста-
тностi вистачить довести, що функцiя

F (x) =

xZ

−∞

f(y)dy
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є функцiєю розподiлу. Mаємо

F (−∞) = 0, F (∞) =

Z ∞

−∞
f(x)dx = 1.

Якщо x1 < x2, то

F (x1) =

x1Z

−∞

f(y)dy ≤
x1Z

−∞

f(y)dy +

x2Z

x1

f(y)dy =

x2Z

−∞

f(y)dy = F (x2).

Вочевидь, функцiя F (x) є неперервною, отже, згiдно теореми 2 (стор. 47) є функцiєю
розподiлу. J

Якщо f(x) є щiльнiстю функцiї розподiлу F (x) випадкової величини
ξ, тодi для a < b маємо

P(a≤ξ≤b)=P(ξ ≤ b)−P(ξ < a)=

b∫

−∞
f(x)dx−

a∫

−∞
f(x)dx=

b∫

a

f(x)dx. (9)

Якщо щiльнiсть є неперервною в точцi x, то з аналiзу вiдомо, що права
частина в (8) є диференцiйованою в цiй точцi i

dF (x)
dx

= f(x). (10)

Зауваження 3.Якщо щiльнiсть не є непрерервною в точцi x, то, взагалi
кажучи, формула (10) не має мiсця, aле можна довести (див., наприклад,
[28], роздiл 4, §3), що для довiльної щiльностi f(x) рiвнiсть (10) викону-
ється майже скрiзь, тобто, для всiх x за вийнятком, може, множини
точок, яка має мiру Лебега нуль.
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ЗАВДАННЯ

1. Довести, що умови

a) {ω : ξ(ω) < x} ∈ B для кожного x ∈ R1,

б) {ω : ξ(ω) ≤ x} ∈ B для кожного x ∈ R1,

в) {ω : ξ(ω) > x} ∈ B для кожного x ∈ R1,

г) {ω : ξ(ω) ≥ x} ∈ B для кожного x ∈ R1

є рiвнозначними.

2. Навести приклад ймовiрнiсного простору (Ω,B,P) та вiдображен-
ня ξ : Ω → R1, яке не буде випадковою величиною в сенсi означен-
ня 1 .

3. Довести, що limx→∞ F (x) = 1 для кожної функцiї розподiлу F (x).

4. Нехай An = [an, bn) є такими, що an ≤ an+1, bn+1 ≤ bn, n ≥ 1 i
limn→∞[an, bn) = ∅. Довести, що iснуює таке n0, що bn = b для
n ≥ n0 i an ↑ b.

5. Випадкова величина ξ є такою, що:

x -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
P(ξ = x) 1/16 1/16 1/8 1/4 1/4 1/8 1/16 1/16

a) Знайти функцiю розподiлу ξ i намалювати її графiк.

б) Знайти функцiю розподiлу випадкової величини η = ξ2 − 1.

6. Якi з поданих нижче функцiй є функцiями розподiлу;

а) F (x) = 3
4 + 1

2π arctg x, б) F (x) =





0, x ≤ 0;
[x]
2 , 0 < x ≤ 2;
1, x > 2;

в) F (x) =
{

0, x ≤ 0;
x

1+x , x > 0; г) F (x) =
{

0, x ≤ 0;
1− 1−e−x

x , x > 0;

д) F (x) = e−e−x
.

Знайти вiдповiднi щiльностi (у випадках, коли вони iснують).
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7. Довести, що якщо F (x) є функцiєю розподiлу, то для довiльного
h > 0 функцiї

а) G(x) = 1
h

x+h∫
x

F (v)dv, Q(x) = 1
2h

x+h∫
x−h

F (v)dv

є функцiями розподiлу.

б) Якщо F (0) = 0, то функцiя G(x) = F (x) − F (x−1), x ≥ 1 i
G(x) = 0, x < 1 також є функцiєю розподiлу.

8. Розподiл випадкової величини ξ називається симетричним, якщо
функцiї щiльностей випадкових величин ξ i −ξ є однаковими. До-
вести, що розподiл випадкової величини ξ з функцiєю розподiлу
F (x) є симетричним тодi i тiльки тодi, коли F (−x) = 1− F (x + 0)
для довiльного x.

9. Функцiя розподiлу F (x) є визначеною наступним чином

F (x) =





1
8π arctg x + 1

16 , x ≤ 0,
1
8x + 1

4 , 0 < x ≤ 1,
2
π arctg x, x > 1.

Знайти атоми i записати розклад Жордана для цiєї функцiї.

10. Довести, що функцiя

F (x) =





1
4ex, x ≤ 0,

1
2(1 + x2

2 ), 0 < x ≤ 1,
1− 1

8e1−x, x > 1

є функцiєю розподiлу. Знайти її атоми i розклад Жордана.

11. Випадкова величина ξ приймає натуральнi k з ймовiрностями
P(ξ = k) = c

3k , де c є сталою величиною. Визначити c, а також
пiдрахувати P(ξ ≥ 4).

12. Довести, що функцiя, визначена наступним чином:

f(x) =
{

0, x < 0,
3e−3x, x ≥ 0

є щiльнiстю розподiлу. Знайти її функцiю розподiлу F (x). Пiдра-
хувати P(1 < ξ < 3).
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13. Для якого значення C функцiя

f(x) =
C

ex + e−x

є щiльнiстю розподiлу випадкової величини. Знайти функцiю роз-
подiлу цiєї випадкової величини.

14. Випадковаi величини мають щiльнiсть

а) f(x) = 1
π(1+x2)

;

б) f(x) = 1
2 |x|e−|x|.

Знайти функцiї розподiлiв цих випадкових величини.



Лекцiя 6. Приклади розподiлiв та незалежнiсть
випадкових величин

В цiй лекцiї ми розглянемо деякi приклади розподiлiв випадкових вели-
чин, якi часто зустрiчаються в застосуваннях, а також розглянемо деякi
iншi поняття пов’язанi з випадковими величинами.

6.1 Приклади розподiлiв випадкових величин

Будемо казати, що випадкова величина ξ має:

• розподiл нуля-одиницi, якщо P(ξ = 1) = p ≥ 0, P(ξ = 0) = q ≥ 0,
p + q = 1.

• геометричний розподiл, якщо

P(ξ = n) = qnp = (1− p)np n ≥ 0, 0 ≤ p ≤ 1. (1)

Цей розподiл має цiкаву властивiсть. Пiдрахуємо P(ξ ≥ n + k/ξ ≥
k), n, k ≥ 0, де випадкова величина ξ має розподiл (1). Згiдно з
визначенням умовної ймовiрностi:

P(ξ = n + k/ξ ≥ k) =
P(ξ = n + k)

P(ξ ≥ k)
=

pqn+k

p
∞∑

i=k

qi

= pqn.

A, отже,

P(ξ = n + k/ξ ≥ k) = P(ξ = n). (2)

Таким чином, розподiл залишається геометричним. Властивiсть (2)
називається властивiстю вiдсутностi пам’ятi. Можна довести,
що серед дискретних розподiлiв тiльки геометричний має таку вла-
стивiсть. Нижче ми розглянемо показниковий розподiл, для якого
має мiсце подiбна властивiсть. Там ми подамо iнтерпретацiю цiєї
властивостi;

56
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• розподiл Бернуллi aбо бiномiальний, якщо

P(ξ = k) = Ck
npk(1− p)n−k, 0 ≤ p ≤ 1, 0 ≤ k ≤ n.

• розподiл Пуассона з параметром λ, якщо

P(ξ = n) =
λn

n!
e−λ, n = 0, 1, 2..., 0 < λ < ∞.

• рiвномiрний розподiл, якщо його щiльнiсть має вигляд:

f(x) =
{

1
b−a , a ≤ x ≤ b,

0, x 6∈ [a, b].

В цих виразах a i b є довiльними сталими, при чому a < b.

• показниковий (експоненцiйний) розподiл з параметром λ > 0, якщо
його щiльнiсть є функцiєю вигляду:

f(x) =
{

0, x < 0,
λe−λx, x ≥ 0.

Iнтегруючи щiльнiсть, отримаємо функцiю розподiлу: F (x) = 1 −
e−λx, x ≥ 0 i F (x) = 0, x < 0. Численнi застосування показни-
кового розподiлу пов’язанi з його властивiстю, яка є аналогiчна
властивостi геометричного розподiлу. Якщо випадкова величина ξ
має показниковий розподiл, тодi для всiх x, y ≥ 0 виконується рiв-
нiсть:

P(ξ > x + y/ξ > x) = P(ξ > y). (3)

Доведення цiєї властивостi можна провести так само, як це ми ро-
били для геометричного розподiлу.

Властивiсть (3) також має назву властивiсть вiдсутностi пам’я-
тi i може бути iнтерпретована наступним чином: якщо випадкова
величина ξ з показниковим розподiлом є часом безаварiйної робо-
ти певного елементу, тодi незалежно вiд того, скiльки вiн пропра-
цював до певного моменту часу, подальший iнтервал часу роботи
не залежить вiд "минулого" i має такий самий розподiл як увесь
час роботи елементу вiд самого початку. Можна довести, що серед
неперервних розподiлiв таку властивiсть має лише показниковий
розподiл.
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• гамма розподiл з параметрами λ > 0, p > 0, якщо його щiльнiсть
є функцiєю вигляду

f(x, p, λ) =

{
0, x < 0,

λpxp−1

Γ(p) e−λx, x ≥ 0,

де через Γ(p) позначена гамма функцiя, тобто функцiя

Γ(p) =

∞∫

0

xp−1e−xdx, p > 0.

Розподiли такого типу часто використовуються в таких прикла-
дних дисциплiнах як теорiя обслуговування, теорiя надiйностi i
математична статистика. Наведемо цi розподiли.

Перш за все, можна зауважити, що для p = 1, це буде вiдомий нам
вже показниковий розподiл з параметром λ.

– Нехай p = n, де n натуральне число. Тодi

f(x, n, λ) =

{
0, x < 0,

λnxn−1

(n−1)! e−λx, x ≥ 0.

Розподiл з такою щiльнiстю має спецiальну назву: розподiл
Ерланга з параметрами (n, λ) (aбо розподiл Ерланга порядку
n з параметром λ, aбо просто розподiл Ерланга). Цей розподiл
часто використовується в теорiї ослуговуваннi, а також при
моделюваннi комп’ютерних мереж та мереж звя’зку.

– Нехай p = n/2, λ = 1/2. Тодi

f(x, n/2, 1/2) =

{
0, x < 0,

xn/2−1

2n/2Γ(n/2)
e−

x
2 , x ≥ 0.

Розподiл з такою щiльнiстю також має спецiальну назву: роз-
подiл chi-квадрат з n ступенями свободи, який за звичай
позначають як χ2

n(x). Цей розподiл часто зустрiчається в за-
дачах математичної статистики.

• нормальний розподiл або гауссовський з параметрами m ∈ R1,
σ2 > 0, якщо щiльнiсть є функцiєю вигляду:

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 , −∞ < x < ∞. (4)
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Нормальний розподiл з параметрами m,σ2 зазвичай позначають
символом N(m,σ2) i запис ξ ∈ N(m,σ2) oзначає, що щiльнiсть
випадкової величини ξ має вигляд (2). В окремому випадку, ко-
ли m = 0, σ2 = 1 кажуть про стандартний нормальний розподiл
(стандартний нормальний розподiл), з яким ми будемо часто зу-
стрiчатися в подальшому. Щiльнiсть цього розподiлу зазвичай по-
значають лiтерою ϕ, a функцiю розподiлу – Φ, тобто,

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , Φ(x) =
1√
2π

x∫

−∞
e−

y2

2 dy, −∞ < x < ∞.

• розподiл Кошi з параметрами m ∈ R1, λ > 0, якщо його щiльнiсть
є функцiєю вигляду:

f(x) =
λ

π(λ2 + (x−m)2)
, −∞ < x < ∞.

6.2 Незалежнi випадковi величини. Функцiї вiд випад-
кових величин.

Нехай на ймовiрносному просторi (Ω,B,P) заданi випадковi величи-
ни ξ, η.

Визначення 1. Випадковi величини ξ, η будемо називати незалежни-
ми, якщо для всiх x, y ∈ R1 подiї {ω : ξ(ω) < x}, {ω : η(ω) < y} є
незалежними. Iншими словами, якщо має мiсце рiвнiсть:

P(ξ < x, η < y) = P(ξ < x)P(η < y)

для довiльних x, y ∈ R1, тодi випадковi величини ξ, η називають незале-
жними.

Якщо випадковi величини ξ, η є дискретними i ξ ∈ {x1, x2, ...}, η ∈
{y1, y2, ...}, то цi випадковi величини називають незалежними, якщо

P(ξ = xi, η = yj) = P(ξ = xi)P(η = yj)

для довiльних xi, yj .
Нехай числова функцiя g(x) є визначеною на R1, a ξ - випадкова ве-

личина, задана на ймовiрносному просторi (Ω,B,P). Чи буде g(ξ) випад-
ковою величиною? Взагалi кажучи, без додаткових припущень стосовно
g(·) вiдповiдь на це питання є негативною. Наведене нижче тверджен-
ня вiдповiдає на сформульоване питання, але спочатку одне необхiдне
визначення.
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Визначення 2. Нехай B(R1) є борелiвська σ- алгебра множин з R1.
Функцiя g : R1 → R1 називається борелiвською, якщо {x : g(x) ∈ B} ∈
B(R1) для довiльного B ∈ B(R1).

Можна довести, що умова {x : g(x) ∈ B} ∈ B(R1) для довiльного
B ∈ B(R1) є рiвнозначною наступнiй: {x : g(x) < z} ∈ B(R1) для довiль-
ного z ∈ R1.

Теорема 1. Нехай ξ є випадковою величиною на ймовiрносному про-
сторi (Ω, B,P). Тодi для довiльної борелiвської функцiї g : R1 → R1

значення g(ξ) буде випадковою величиною на тому ж ймовiрносному
просторi.

Доведення легко виникає з того, що множина Bx = {z : g(z) < x} ∈ B(R1) а отже
{ω : g(ξ(ω)) < x} = {ω : ξ(ω) ∈ Bx} ∈ B, де останнє включення випливає з того, що
ξ(ω) є випадковою величиною.

Клас борелiвських функцiй мiстить функцiї, якi принаймнi є одно-
стороннє неперервними, а також границi таких функцiй.

Наступна проблема: нехай ξ та η є випадковими величинами, зада-
ними на ймовiрносному просторi (Ω, B,P). Чи буде, наприклад, ξ + η
випадковою величиною?

Наступне твердження oписує деякi ситуацiї, коли дiї над випадкови-
ми величинами дають в результатi випадковi величини.

Теорема 2. Нехай ξ, η, ξn, n = 1, 2, ... є випадковими величинами, ви-
значеними на ймовiрносному просторi (Ω,B,P). Тодi

1) ξ ± η, ξη i ξ/η за умови, що η 6= 0, є випадковими величинами;

2) supn ξn, infn ξn є випадковими величинами;

3) якщо iснують наступнi границi limn→∞ ξn, limn→∞ξn, limn→∞ξn,
то вони є випадковими величинами;

Д о в е д е н н я. Нехай Q позначає множину рацiональних чисел в R1. Для
довiльно фiксованого x маємо

{ω : ξ(ω) + η(ω) < x} = ∩r∈Q{ω : ξ(ω) < r < x− η(ω)} = ∩r∈Q{ω : ξ(ω) < r}∩
∩ {ω : r < x− η(ω)} = ∩r∈Q{ω : ξ(ω) < r} ∩ {ω : η(ω) < x− r} ∈ B

Аналогiчно розглядаються випадки ξ − η та ξ/η.
Для доведення другого та третього пункт потрiбно скористуватися з наступних

спiввiдношень (завдання 3)
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{ω : sup
n

ξn < x} = Ω\ ∪∞n=1 {ω : ξn(ω) ≥ x} ∈ B; (5)

{ω : inf
n

ξn < x} = ∪∞n=1{ω : ξn(ω) < x} ∈ B; (6)

{ω : limn→∞ξn < x} = ∪∞k=1 ∪∞n=1 ∩∞j=n{ω : ξj(ω) < x− 1/k} ∈ B; (7)
{ω : limn→∞ξn < x} = ∪∞k=1 ∪∞n=1 ∩∞j=n{ω : ξj(ω) > x + 1/k} ∈ B. (8)

Дведення того, що limn→∞ ξn є випадковою величиною можна знайти в [?].

Легко зрозумiти, що якщо випадковi величини ξ, η є незалежними,
a функцiї f(x), g(x) - борелiвськими, то випадковi величини f(ξ), g(η)
є також незалежними. Навпаки, взагалi кажучи, так не є (див. завда-
ння 6), aле якщо iснують оберненi f−1(x), g−1(x), то з незалежностi
f(ξ), g(η) випливає незалежнiсть ξ, η.

6.2∗. σ- алгебри, породженi випадковими величинами

Нехай ξ буде випадковою величиною визначеною на деякому ймовiр-
нiсному просторi (Ω, B,P.) Означимо клас подiй Bξ = {ξ(ω) ∈ B}, де
B- борелiвськi множини з R1. Легко довести (завдання 10 ), що Bξ, що
є σ-алгеброю i ця алгебра називається σ-алгеброю продженою випад-
ковою величиною ξ. Головним результатом цього пiдроздiлу є наступне
твердження

Теорема 3. Випадковi величини ξ, η є незалежними тодi i лише тодi,
коли є незалежними σ -алгебри Bξ та Bη.

Цю лекцiю завершимо означенням iнтеграла Стiлтьєса (Stieltijes),
яке нам буде потрiбне в наступнiй лекцiї.

6.3 Iнтеграл Стiлтьєса

Згадаймо визначення iнтеграла Рiмана (Rieman).
Нехай функцiя f(x) є обмеженою на скiнченному iнтервалi [a, b]. Для фiксо-

ваного натурального n розглянемо розбиття iнтервалу [a, b] наступного вигляду
a = a0(n) < a1(n) < ... < an(n) < an+1(n) = b. Будемо позначати таке розбиття
як Pn = {a0(n), a1(n), ..., an(n), an+1(n)}. Якщо розглядаємо розбиття Pn+1, то завше
припускаємо, що Pn ⊂ Pn+1, тобто точки розбиття Pn є точками розбиття Pn+1. Для
i = 0, ..., n позначимо

m−
i (n) = inf{f(x) : ai(n) ≤ x < ai+1(n))}, m+

i (n) = sup{f(x) : ai(n) ≤ x < ai+1(n))},
i нехай S±n (f) =

Pn
i=0 m±

i ∆i(n), ∆i(n) = ai+1−ai . Легко довести, що якщо Pn ⊂ Pn+1,
то S+

n+1(f) ≤ S+
n (f) i S−n (f) ≤ S−n+1(f), отже, iснують границi lim∆(n)→0 S±n (f), де

∆(n) = supi ∆i(n). Mожна довести, що цi границi не залежать вiд розбиття Pi(n).
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Визначення 3. Якщо

lim
∆(n)→0

S+
n (f) = lim

∆(n)→0
S−n (f) ∈ (−∞,∞),

тодi ця спiльна границя називається iнтегралом Рiмана функцiї f(x) на iнтервалi

[a, b] i позначається символом
bR

a

f(x)dx.

Iнтеграл Рiмана на (−∞,∞) визначаємо як

∞Z

−∞

f(x)dx = lim
b →∞,
a → −∞

bZ

a

f(x)dx,

за умови, що остання границя iснує.
Moжна довести, що якщо функцiя f(x) є неперервною на скiнченному iнтервалi

[a, b], то

bZ

a

f(x)dx = lim
∆(n)→0

nX
i=0

f(xi(n))∆i(n),

де xi(n) є довiльною точкою з iнтервалу [ai(n), ai+1(n)].

Визначення iнтегралу Стiлтьєса подамо тiльки для ситуацiї, яка розглядається у
даному пiдручнику. Загальний випадок читач може знайти в [28] (роздiл 6, § 6).

Нехай на промiжку [a, b], −∞ < a < b < ∞ є заданими двi функцiї: функцiя
розподiлу F (x) i функцiя g(x), яка є неперервною на [a, b]. Для розбиття Pn iнтервалу
[a, b], який ми розглядали вище, утворимо суму

Sn(g) =

nX
i=0

g(x̃i(n))(F (ai+1(n))− F (ai(n)),

де x̃i(n) є довiльним числом з [ai+1(n), ai(n)].

Визначення 4. Нехай ∆(n) = max0≤i≤n(ai+1(n)− ai(n)). Якщо iснує

S(g) = lim
∆(n)→0

Sn(g) = lim
∆(n)→0

nX
i=0

g(x̃i(n))(F (ai+1(n))− F (ai(n)),

то цю границю будемо називати iнтегралом Стiлтьєса i позначати символом

S(g) =

bZ

a

g(x)dF (x).

Нехай тепер на вiсi [−∞,∞) є заданими двi функцiї: функцiя розподiлу F (x) i
неперервна функцiя g(x).

Позаяк iнтеграл
R b

a
|g(x)|dF (x) монотонним чином залежить вiд a, b при a →

−∞, b → ∞, то границя
b→∞
a→−∞
lim

R b

a
|g(x)|dF (x) завше iснує, aле може дорiвнювати



Лекцiя 6. Приклади розподiлiв та незал. випадкових величин 63

+∞. Якщо ця границя є скiнченною, тодi можемо визначити iнтеграл Стiлтьєса на
необмеженому iнтервалi (−∞,∞) звичним чином:

∞Z

−∞

g(x)dF (x)
def
=

b→∞
a→−∞
lim

bZ

a

g(x)dF (x).

Отже, приходимо до наступного визначення:

Визначення 5. Будемо казати, що функцiя g(x) є iнтегрована в сенсi Стiлтьєса
стосовно неспадної функцiї F (x), якщо

bZ

a

|g(x)|dF (x) < ∞. (9)

Зауваження 1. Якщо функцiя F (x) є диференцiйованою i F ′(x) = f(x), тодi
F (ai+1(n)) − F (ai(n)) = f(x̃i(n))(ai+1(n) − ai(n)), де ai(n) < x̃i(n) < ai+1(n) i, от-
же,

bZ

a

g(x)dF (x) = lim
∆(n)→0

nX
i=0

g(x̃i(n))f(x̃i(n))(ai+1(n)− ai(n)) =

bZ

a

g(x)f(x)dx.

Таким чином, iнтеграл Стiлтьєса в цьому випадку спiвпадає з iнтегралом Рiмана.

Зауваження 2. Tреба зауважити, що наведене визначення iнтеграла Стiлтьєса вра-
ховує можливий стрибок функцiї F (x) в точцi a i не враховує його в точцi b. Це є
iстотним, бо можна було б дати таке визначення (i часом так де-якi автори роблять),
яке враховує можливi стрибки в обидвох точках. В нашiй ситуацiї будемо вважати,
точка a належить областi iнтегрування, a точка b нi.

Наступне твердження, в якому йде мова про властивостi iнтеграла Стiлтьєса,
легко випливає з визначення цього iнтеграла (при чому межi a, b можуть приймати
значення a = −∞, b = ∞. )

Теорема 4. Припустимо, що iнтеграли Стiлтьєса всiх зазначених функцiй є ви-
значиними. Тодi:

1)
bR

a

dF (x) = F (b)− F (a);

2) для довiльних a < c < b має мiсце рiвнiсть

bZ

a

g(x)dF (x) =

cZ

a

g(x)dF (x) +

bZ

c

g(x)dF (x);

3) для довiльних сталих C1, C2 має мiсце рiвнiсть

bZ

a

g(x)d(C1F (x) + C2G(x)) = C1

bZ

a

g(x)dF (x) + C2

bZ

a

g(x)dG(x);
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4) якщо f(x) ≤ g(x), тo

bZ

a

f(x)dF (x) ≤
bZ

a

g(x)dF (x);

5) якщо послiдовнiсть fn(x) є такою, що limn→∞ fn(x) = f(x), рiвномiрно сто-
совно x, то

lim
n→∞

bZ

a

fn(x)dF (x) =

bZ

a

f(x)dF (x);

6) якщо функцiя G(x) є неперервною на промiжку [a, b] −∞ < a < b < ∞ i iснує
G′(x) = g(x), то

bZ

a

G(x)dF (x) = F (b)G(b)− F (a)G(a)−
bZ

a

F (x)g(x)dx;

7) нехай для функцiї F (x) виконуються умови: F ′(x) = f1(x) для a < x < c i
F ′(x) = f2(x) для c < x < b. Тодi

bZ

a

g(x)dF (x) = g(a)(F (a + 0)− F (a)) +

cZ

a

g(x)f1(x)dx + g(c)(F (c + 0)− F (c))+

+

bZ

c

g(x)f2(x)dx. (10)

Зауваження 3. З (10) випливає, що якщо функцiя є сходинковою на iнтервалi [a, b],
тобто, має вигляд:

F (x) =

�
c0, x = a,
ci, x ∈ [ai, ai+1), i = 0, ..., n,

де a = a0 < a1 < ... < an < an+1 = b i c0 < c1 < ... < cn, то

bZ

a

g(x)dF (x) =

nX
i=0

g(ai)(ci+1 − ci).

Зокрема, якщо F (x) є функцiєю розподiлу дискретного типу з атомами в точках xi i
величинами стрибкiв pi, i = 1, 2, ..., то

∞Z

−∞

g(x)dF (x) =

∞X
i=1

g(xi)pi (11)

за умови, що ряд в (11) є абсолютно збiжним.

Як i для iнтеграла Рiмана має мiсце наступний результат.
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Теорема 5. Якщо функцiя f(x) є неперервною на скiнченному промiжку [a, b], то

bZ

a

f(x)dF (x) = lim
∆(n)→0

nX
i=0

f(x̃i(n))(F (ai+1(n))− F (ai(n)),

де x̃i(n) є довiльною точкою з iнтервала [ai(n), ai+1(n)].

ЗАВДАННЯ

1. Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини, яка дорiвнює
площi кола, якщо радiус кола є випадковою величиною зi щiль-
нiстю

f(x) =
{

1
2 , x ∈ [0, 2],
0, x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,∞).

2. Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини, яка дорiвнює
обєму куба, якщо його дiагональ є випадковою величиною зi щiль-
нiстю

f(x) =
{

2e−2x, x ≥ 0,
0, x < 0.

3. Довести спiввiдношення (5)-(8).

4. Довести, що якщо ξ є випадковою величиною, то |ξ| теж є випад-
кова величина.

5. Випадкова величина ξ має щiльнiсть f(x). Знайти щiльностi насту-
пних випадкових величин: а) 1/ξ, б) eξ, в) sin ξ, г) F (ξ), де
F (x) є функцiя розподiлу для ξ.

6. Нехай випадкова величина (ξ, η) має розподiл pi,j = P(ξ = i, η =
j), i, j = −1, 0, 1 вигляду p1,1 = p−1,1 = 1/32, p−1,−1 = p1,−1 =
p1,0 = p0,1 = 3/32, p−1,0 = p0,−1 = 5/32, p0,0 = 8/32. Довести, що
випадковi величини ξ2, η2 є незалежними, a ξ, η нi.
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7. Довести, що для довiльної функцiї розподiлу F (x) мають мiсце
спiввiднощення:

lim
x→∞x

∞∫

x

1
y
dF (y) = 0, lim

x→+0
x

∞∫

x

1
y
dF (y) = 0

lim
x→−∞x

x∫

−∞

1
y
dF (y) = 0 lim

x→0
x

x∫

−∞

1
y
dF (y) = 0

8. Випадкова величина ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [0, 1] .
Знайти розподiл випадкової величини 1/ξ.

9. Випадкова величина ξ має щiльнiсть:

а) 1
x2
√

2π
e−1/2x2 . Знайти щiльнiсть випадкової величини η = ξ−1.

(нормальна стандардова N(0, 1))

б) 1
π

1
1+x2 . Знайти щiльнiсть випадкової величини η = ξ2.

в) рiвномiрну на [−π/2, π/2]. Знайти щiльнiсть випадкової вели-
чини η = sin ξ. ( 1

π
√

1−x2
)

10. Довести, що для довiльної випадкової величини клас подiй {ξ(ω) ∈
B}, де B- борелiвськi множини з R1 є σ-алгеброю.



Лекцiя 7. Числовi характеристики випадкових
величин.

З розподiлом випадкової величини пов’язанi певнi числовi значення, якi
ще називають параметрами або характеристиками розподiлу, i якi вi-
дiграють значну роль у теорiї ймовiрностей та математичнiй статистицi.
Розкриймо по черзi змiст цих понять.

7.1 Математичне сподiвання випадкової величини

7.1.1 Випадок дискретної випадкової величини

Нехай ξ є дискретною випадковою величиною i P(ξ = xk) = pk > 0, xk ∈
R1, k = 1, 2, ....

Визначення 1. Математичне сподiвання (середнє значення) випадко-
вої величини ξ будемо позначати символом Mξ i визначати як:

Mξ =
∞∑

k=1

xkpk (1)

за умови, що ряд в (1) є абсолютно збiжним , тобто збiгається ряд

∞∑

k=1

|xk|pk < ∞.

Зауваження 1. З цього означення випливає, що для того щоб знайти
математичне сподiвання випадкової величини потрiбно пiдрахувати су-
му добуткiв всiх можливих значень цiєї величини з ймовiрностями, з
якими вона приймає цi значення.

Зауваження 2. Математичне сподiвання випадкової величини ξ є аналогом зна-
ного з фiзики такого поняття як центр ваги. Так якщо на числовiй вiсi в точках
з координатами x1, x2, . . . , xn маємо вiдповiдно маси m1, m2, . . . , mn, то вiдомо, що
центр ваги всiх цих n мас буде в точцi з координатою

x0 =
x1m1 + x2m2 + . . . + xnmn

M
, M =

nX
i=1

mi.

67
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Якщо позначити pi = mi/M, то тодi pi > 0, i = 1, 2, ..., n, a
Pn

i=1 pi = 1, а отже числа
pi можемо iнтерпретувати як ймовiрностi. Якщо означити випадкову величину ξ, яка
прибирає значення xi, i = 1, ..., n з ймовiрностями P(ξ = xi) = pi, то тодi

x0 =

nX
i=1

xipi = Mξ.

Отже, можна сказати, що математичне сподiвання є "середньою” точкою розподiлу,
довкола якої групуються значення випадкової величини.

Теорема 1. Якщо математичнi сподiвання випадкових величин iсну-
ють, тодi мають мiсце наступнi властивостi:

1) для довiльної c = const маємо : Mc = c i Mcξ = cMξ;

2) для довiльних a, b ∈ R1 має мiсце рiвнiсть

M(aξ + bη) = aMξ + bMη;

3) якщо випадковi величини ξ, η є незалежними, то M(ξη) = MξMη;

4) якщо P(ξ ≤ η) = 1, то Mξ ≤ Mη i, зокрема, якщо P(ξ ≤ C) = 1,
то Mξ ≤ C;

5) |Mξ| ≤ M|ξ|.
Д о в е д е н н я.
Справедливiсть властивостей 1), 4), 5) легко випливає з визначення математи-

чного сподiвання i властивостей числових рядiв. Доведемо властивостi 2), 3).
2). Нехай ξ, η є дискретними випадковими величинами i ξ ∈ {x1, x2, ...}, η ∈

{y1, y2, ...}. Випадкова величина aξ + bη приймає значення axi + byj з ймовiрностями
pij . Якщо тепер скористатися зауваженням 1, то будемо мати:

M(aξ + bη) =

∞X
i,j=1

(axi + byj)P(ξ = xi, η = yj) = a

∞X
i=1

xi

∞X
j=1

P(ξ = xi, η = yj)+

+ b

∞X
j=1

yj

∞X
i=1

P(ξ = xi, η = yj) = a

∞X
i=1

xiP(ξ = xi) + b

∞X
j=1

yjP(η = yj) = aMξ + bMη.

3). Tепер P(ξ = xi, η = yj) = P(ξ = xi)P(η = yj) i так само, як i ранiше, маємо:

M(ξη) =

∞X
i,j=1

xiyjP(ξ = xi, η = yj) =

∞X
i,j=1

xiyjP(ξ = xi)P(η = yj)

=

∞X
i

xiP(ξ = xi)

∞X
j=1

yjP(η = yj) = MξMη.

З доведеної теореми випливає:
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Наслiдок 1. Якщо iснують метематичнi сподiвання випадкових ве-
личин ξ1, ξ2, .., ξn , n < ∞, то:

1) для довiльних ai ∈ R1, i = 1, 2, ...n маємо

M
n∑

i=1

aiξi =
n∑

i=1

aiMξi;

2) якщо, крiм того, випадковi величини є незалежними, то

M
n∏

i=1

ξi =
n∏

i=1

Mξi.

Приклад 1. Випадкова величина ξ має розподiл нуля-одиницi, тобто P(ξ = 0) = p,
P(ξ = 1) = q = 1− p, 0 ≤ p ≤ 1. Знайти Mξ.

Р о з в’ я з о к. Маємо

Mξ = 0 · p + 1 · q = q.

Приклад 2. Знайти Mξ, якщо випадкова величина ξ має бiномiальний розподiл з
параметрами n, p.

Р о з в’ я з о к. Маємо

Mξ =

nX

k=0

kCk
npkqn−k =

nX

k=1

kn!

k!(n− k)!
pkqn−k =

nX

k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
pkqn−k

= np

nX

k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1qn−k = np

n−1X

l=0

(n− 1)!

l!(n− 1− l)!
plqn−1−l = np(p + q)n−1 = np.

7.1.2 Загальний випадок

Нехай випадкова величина ξ є такою, що a ≤ ξ < b, де −∞ < a < b < ∞
Для натурального числа n розглянемо деяке розбиття a = a0(n) <

a1(n) < ... < an(n) < an+1(n) = b iнтервалу [a, b], яке позначимо
Pn = {a0(n), ...., an(n)}. Будемо ваважати, що цi розбиття вибрано так,
що Pn ⊂ Hn+1 i maxi(ai+1(n) − ai(n)) → 0 якщо n → ∞. Означимо
дискретнi випадковi величини ξ±n наступним чином

ξ+
n = ai+1(n), ξ−n = ai(n) якщо ai(n) ≤ ξ < ai+1(n). (2)
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Для розподiлiв випадкових величин ξ±n

P(ξ+
n = ai+1(n)) = P(ξ−n = ai(n)) = P(ai(n) ≤ ξ < ai+1(n)) =

= F (ai+1(n))− F (ai(n)) def= pi(n), i = 0, ..., n.

Зрозумiло також,

ξ−n ≤ ξ ≤ ξ+
n , ξ−n ↑ ξ, ξ+

n ↓ ξ якщо n →∞. (3)

Маємо

lim
n→∞Mξ+

n = lim
n→∞

n∑

i=0

ai+1(n)
(
F (ai+1(n))−F (ai(n))

)
=

b∫

a

xdF (x), (4)

lim
n→∞Mξ−n = lim

n→∞

n∑

i=0

ai(n)
(
F (ai+1(n))−F (ai(n))

)
=

b∫

a

xdF (x). (5)

Цю спiльну границю для Mξ±n логiчно прийняти за означення матема-
тичного сподiвання випадкової величини ξ i отже маємо

Mξ
def= lim

n→∞Mξ±n =

b∫

a

xdF (x). (6)

Спiввiдношення (6) вказує як потрiбно означити математичного сподi-
вання в загальному випадку.

Визначення 2. Нехай випадкова величина ξ має функцiю розподiлу
F (x). Математичне сподiвання випадкової величини ξ озачаєтиься на-
ступним чином

Mξ
def=

∞∫

−∞
xdF (x), якщо

∞∫

−∞
|x|dF (x) < ∞. (7)

Зауваження 3. Формула (1) є частковим випадком формули (1), оскiль-
ки якщо випадкова величина ξ є дискретного типу, то F (x) =

∑
xi<x pi,

а, отже,
∞∫

−∞
xdF (x) =

∞∑

k=1

xkpk,

що випливає з визначення iнтеграла Стiлтьєса.
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Зауваження 4. Якщо функцiя розподiлу F (x) має щiльнiсть f(x), тодi
з зауваження 1 (стор. 63) випливає:

Mξ =

∞∫

−∞
xf(x)dx, якщо

∞∫

−∞
|x|f(x)dx < ∞. (8)

В теоремi 1 було описано властивостi математичного сподiвання, але
лише для випадку дискретної випадкової величини. Зараз ми покажемо,
що це твердження залишається в силi i в загальному випадку. Властиво-
стi 1), 4), 5) з цього твердження, очевидно, заново доводити непотрiбно,
оскiльки вони випливають з властивостей iнтеграла Стельтєса а тому
розглянемо лише властивостi 2), 3). Їх доведення буде iншим, i щоб його
реалiзувати нам будуть потрiбнi деякi допомiжнi факти.

Якщо в конструкцiї (2) взяти a = 0, 0 < b < ∞ (тобто випадкова
величина є обмеженою i невiд’ємною), то з побудови випадкових величин
ξ±n випливає наступний результ

Лема 1. Для довiльної обмеженої, невiд’ємноюї випадкової величини ξ
iснуює послiдовноiсть дискретних, обмежених i невiд’ємних випадко-
вих величин ξ±n таких, що

ξ−n ≤ ξ ≤ ξ+
n , ξ−n ↑ ξ, ξ+

n ↓ ξ, n →∞.

Зауваження 5. Послiдовностi ξ±, про яких говориться в попереднiй
лемi, будемо називати апроксимуючими послiдовностями для випадко-
вої величини ξ. З їх конструкцiї та спiввiдношень (4), (5) випливає, що
Mξ = limn→∞Mξ±n .

Лема 2. Довiльна випадкова величина ξ може бути записана у виглдi
ξ = ξ+ − ξ−, де ξ± ≥ 0.

Для доведення цiє леми потрiбно взяти ξ+ = max(0, ξ), ξ− =
max(0,−ξ)

Зауваження 6. Легко зрозумiти, що Mξ < ∞ тодi i тiльки тодi, коли
Mξ± < ∞.

Лема 3. Нехай для випадкової величини ξ ≥ 0 маємо Mξ < ∞. Тодi
iснує послiдовнiсть oбмежених випадкових величин ξn ≥ 0 таких, що
Mξn → Mξ при n →∞.
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Д о в е д е н н я. Нехай

ξn =

�
ξ, 0 ≤ ξ ≤ n,
n, ξ > n.

Маємо:

��Mξ −Mξn

�� = ��
∞Z

0

xdF (x)−
nZ

0

xdF (x)− n(1− F (n))
�� ≤

∞Z

n

xdF (x)+

+ n(1− F (n)) =

∞Z

n

xdF (x) + n

∞Z

n

dF (x) ≤ 2

∞Z

n

xdF (x)
n→∞−→ 0. J

Перейдемо тепер до доведення властивостей 2), 3).
Властивiсть 2). Якщо взяти до уваги властивiсть 1), то вистачить

розглянути випадок a = b = 1. Нехай спочатку випадковi величини ξ, η
будуть обмеженими i невiд’ємними, а ξ±n , η±n будуть апроксиммуючими
послiдовностями для випадкових випадкових величин ξ, η. Легко зро-
зумiти (завдання 3), що послiдовностi ξ±n + η±n будуть апроксимуючими
для випадкової величини ξ + η. Тодi

Mξ−n + Mη−n = M(ξ−n + η−n ) ≤ M(ξ + η) ≤ M(ξ+
n + η+

n ) = Mξ+
n + Mη+

n

Перехiд до границi n →∞ в цих спiввiдношеннях дає властивiсть 2) для
обмежених невiд’ємних випадкових величин. З леми 3 легко випливає
властивiсть 2) для довiльних невiд’ємних випадкових величин, а, вико-
ристовуючи лему 2, завершуємо доведення властивостi 2) для довiльних
випадкових величин.

Тепер доведемо властивiсть 3). Нехай випадковi величини ξ, η будуть
обмеженими i невiд’ємними, a ξ±n ≥ 0, η±n ≥ 0 будуть апроксиммуючи-
ми послiдовностями для випадкових випадкових величин ξ, η. Неважко
зрозумiти, що випадковi величини ξ+

n , η+
n i ξ−n , η−n також є незалежними.

Маємо

ξ−n ≤ ξ ≤ ξ+
n , η−n ≤ η ≤ η+

n .

Звiдки

ξ−n η−n ≤ ξη ≤ ξ+
n η+

n =⇒ Mξ−n η−n ≤ Mξη ≤ Mξ+
n η+

n .

А оскiльки випадковi величини e ξ±n , η±n є дискретними та незалежними,
то з власностi 3 теореми 2 маємо

Mξ−n Mη−n ≤ Mξη ≤ Mξ+
n Mη+

n . (9)
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Переходячи в (9) до границi отримуємо властивiсть 3) для обмежених,
невiд’ємних випадкових величин. Як i ранiше, з леми 3 випливає вла-
стивiсть 3) для довiльних невiд’ємних незалежних випадкових величин.

Якщо тепер ξ, η є довiльнi незалежнi випадковi величини, то згiдно
з лемою 2 маємо ξ = ξ+ − ξ−, η = η+ − η−, де ξ±, η± ≥ 0, i випадковi
величини ξ±, η± є незалежними. Отже,

M(ξη) = M(ξ+ − ξ−)(η+ − η−) = Mξ+η+−Mξ+η−−Mξ−η+ + Mξ−η− =
= Mξ+Mη+ −Mξ+Mη−−Mξ−Mη+ + Mξ−Mη− =
= (Mξ+ −Mξ−)(Mη+ −Mη−) = M(ξ+ − ξ−)M(η+ − η−) = MξMη.

Знайдемо математичне сподiвання випадкових величин з експонен-
цiйним та нормальним розподiлами.

Приклад 3.Випадкова величина ξ має показниковий розподiл з параметром λ. Зна-
йти Mξ.

Р о з в’ я з о к. Iнтегруючи частинами, будемо мати

Mξ =λ

∞Z

0

xe−λxdx = −xe−λx
���
∞

0
+

∞Z

0

e−λxdx = −e−λx

λ

���
∞

0
=

1

λ
.

Приклад 4.Нехай ξ ∈ N(m, σ2). Знайти Mξ.

Р о з в’ я з о к. Маємо

Mξ =
1

σ
√

2π

∞Z

−∞

x exp {− (x−m)2

2σ2
}dx =

m√
2π

∞Z

−∞

e−
z2
2 dz +

σ√
2π

∞Z

−∞

ze−
z2
2 dz = m.

Oстання рiвнiсть випливає з того, що функцiя (2π)−1/2e−
z2
2 є щiльнiстю а функцiя

ze−
z2
2 - непарна i iнтегрування в останньому iнтегралi вiдбувається на симетричному

iнтервалi.

7.2 Дисперсiя

Нехай ξ є випадковою величиною зi скiнченним математичним спо-
дiванням Mξ < ∞.

Визначення 3. Дисперсiю випадкової величини ξ будемо позначати
символом D2ξ i визначати як

D2ξ = M(ξ −Mξ)2, (10)

за умови, що математичне сподiвання в правiй частинi рiвностi (10) є
скiнченним.
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Якщо випадкова величина ξ є дискретною i приймає (скiнченне) злi-
ченне число значень x1, x2, ... вiдповiдно з ймовiрностями p1, p2, ..., тодi

D2ξ =
∞∑

i=1

(xi −Mξ)2pi, (11)

за умови, що ряд в (11) є збiжним.
Якщо функцiя F (x) (f(x)) є функцiєю розподiлу (щiльнiстю) випад-

кової величини ξ, то формулу (10) можна записати наступним чином:

D2ξ =

∞∫

−∞
(x−Mξ)2dF (x),

(
D2ξ =

∞∫

−∞
(x−Mξ)2f(x)dx.

)
(12)

У формулах (12) ми припускаємо, що iнтеграли є скiнченними.

Зауваження 7.Позаяк у визначеннi (10) значення (ξ−Mξ)2 є невiд’єм-
ним, то iнтеграл

∞∫

−∞
(x−Mξ)2dF (x) (13)

є завше визначеним, хоча можлива ситуацiя, коли вiн дорiвнюватиме
+∞. Тодi природньо треба прийняти, що D2ξ = +∞. Тому в деяких пiд-
ручниках aвтори вважають, що дисперсiя є визначеною завжди (тобто
навiть тодi, коли iнтеграл в (13) є нескiнченним). В цьому пiдручнику ми
завжди будемо вважати, що дисперсiя визначена лише тодi, коли вона
скiнченна

Наступний простий результат часто використовується для знаходже-
ння дисперсiї

Теорема 2. Має мiсце рiвнiсть:

D2ξ = Mξ2 − (Mξ)2. (14)

Д о в е д е н н я. Маємо

D2ξ=M(ξ −Mξ)2=M
�
ξ2 − 2ξMξ + (Mξ)2

�
=Mξ2 − 2MξMξ + (Mξ)2=Mξ2 − (Mξ)2.

Наслiдок 2. Якщо Mξ2 < ∞, то

Mξ2 ≥ (Mξ)2. (15)
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Нерiвнiсть (15) випливає з (14), позаяк завше D2ξ ≥ 0. J

Теорема 3. Дисперсiя має наступнi властивостi:

1) якщо c = const, то D2c = 0 i D2cξ = c2D2ξ;

2) якщо випадковi величин ξ, η, є незалежними, тодi для довiльних
сталих a, b ∈ R1 має мiсце рiвнiсть

D2(aξ + bη) = a2D2ξ + b2D2η;

3) для довiльної сталої c має мiсце рiвнiсть

M(ξ − c)2 ≥ M(ξ −Mξ)2,

а вираз M(ξ − c)2 приймає найменше значення, коли c = Mξ, i
значення це, вочевидь, дорiвнює D2ξ.

Д о в е д е н н я. Властивостей 1), 2) легко випливає з визначення дисперсiї i
властивостей математичного сподiвання.

Доведемо властивiсть 3). Маємо

M(ξ−c)2=M((ξ −Mξ)+(Mξ − c))2=M(ξ −Mξ)2 + 2M(ξ −Mξ)(Mξ − c) + (Mξ − c)2

= M(ξ −Mξ)2 + (Mξ − c)2 ≥ M(ξ −Mξ)2.

Якщо c = Mξ, то в цих спiввiдношеннях настає рiвнiсть. J

Наслiдок 3.Якщо випадковi величини ξ1, ξ2, . . . , ξn є незалежними, то
для довiльних ai ∈ R1 має мiсце рiвнiсть:

D2
n∑

i=1

aiξi =
n∑

i=1

a2
i D

2ξi.

Визначення 4. Корiнь квадратний з дисперсiї, або
√

D2ξ = Dξ нази-
вають стандартним вiдхиленням.

Приклад 1. Знайти дисперсiю D2ξ випадкової величини типу 0-1.

Р о з в’ я з о к. Нехай P(ξ = 1) = p ∈ [0, 1] i P(ξ = 0) = 1− p = q. Позаяк Mξ = p,
тодi будемо мати

D2ξ = Mξ2 − (Mξ)2 = p− p2 = pq.

Приклад 2. Знайти D2ξ, якщо випадкова величина ξ має бiномiальний розподiл з
параметрами n, p.
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Р о з в’ я з о к. Випадкову величину, яка має бiномiальний розподiл можемо
змоделювати схемою Бернуллi з параметрами n, p. Припустимо, що ми маємо n не-
залежних випробувань типу 0-1 з ймовiрнiстю успiху p. Нехай ξi = 1, якщо в i-тому
випробуваннi був успiх i ξi = 0, якщо неуспiх. Тодi ξi, i = 1, ..., n є незалежними одна-
ково розподiленними випадковими величинами типу 0-1. Зрозумiло, що ξ =

Pn
i=1 ξi

Позаяк D2ξi = pq, то з властивостi дисперсiї 2) маємо:

D2ξ = D2� nX
i=1

ξi

�
=

nX
i=1

D2ξi = npq.

Приклад 3. Знайти D2ξ, якщо випадкова величина ξ має показниковий розподiл з
параметром λ.

Р о з в’ я з о к. Оскiльки Mξ = λ−1, то

D2ξ = Mξ2 − λ−2 = λ

∞Z

0

x2e−λxdx− λ−2 = λ−2.

Приклад 4. ξ ∈ N(m, σ2). Знайти D2ξ.

Р о з в’ я з о к. Вiдомо, що Mξ = m. Пiдрахуємо

M(ξ −m)2 =
1

σ
√

2π

∞Z

−∞

(x−m)2 exp {− (x−m)2

2σ2
}dx =

σ2

√
2π

∞Z

−∞

ze−
z2
2 dz =

=(iнтегруючи частинами) =
σ2

√
2π

∞Z

−∞

e−
z2
2 dz = σ2.

Дисперсiя, а також стандартне вiдхилення, є характеристиками, якi
описують "розпорошення" значень випадкової величини стосовно мате-
матичного сподiвання. За малої дисперсiї випадкова величина приймає
свої значення "недалеко" вiд математичного сподiвання. Докладний сенс
слова "недалеко" розкриває наступне твердження, яке дає можливiсть
оцiнити ймовiрнiсть того, що випадкова величина ξ належить до певної
областi.

Теорема 4. (Нерiвнiсть Чебишова). Якщо випадкова величина ξ є та-
кою, що D2ξ < ∞, тодi для довiльного ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P(|ξ −Mξ| ≥ ε) ≤ D2ξ

ε2
. (16)

Д о в е д е н н я. Позначимо Mξ = m. Для ε > 0 будемо мати:

D2ξ =

∞Z

−∞

(x−m)2dF (x) =

Z

|x−m|<ε

(x−m)2dF (x) +

Z

|x−m|≥ε

(x−m)2dF (x) ≥

≥
Z

|x−m|≥ε

(x−m)2dF (x) ≥ ε2

Z

|x−m|≥ε

dF (x) = ε2P(|ξ −m| ≥ ε).
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Отже, D2ξ ≥ ε2P(|ξ −m| ≥ ε), що є рiвнозначним (16).

Наслiдок 4. Якщо D2ξ = 0, то P(ξ = Mξ) = 1.

Справдi, якщо D2ξ = 0, то з нерiвностi (16) випливає, що для кожного ε > 0

будемо мати: P(|ξ −Mξ| ≥ ε) = 0, i при ε ↓ 0 отримаємо P(|ξ −Mξ| > 0) = 0. Це є,
вочевидь, можливим тiльки тодi, коли P(ξ = Mξ) = 1. J

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що для кожної подiї A має мiсце рiвнiсть

MχA(ξ) = P(ξ ∈ A),

де χA(ξ) – характеристична функцiя множини A.

2. Знайти математичне сподiвання випадкової величини ξ з насту-
пним дискретним розподiлом:

xi -1 2 3 7
P(ξ = xi) 1/8 1/4 1/8 1/2

3. Довести, що якщо послiдовностi а ξ±n , η±n є апроксиммуючими для
випадкових величини ξ, η, то послiдовностi ξ±n + η±n будуть апро-
ксимуючими для випадкової величини ξ + η.

4. Знати математичнi сподiвання i дисперсiї випадкових величин, якi
мають наступнi розподiли: геометричний, рiвномiрний, гамма i роз-
подiл Пуассона.

5. Навести приклад дискретної випадкової величини, яка не має ма-
тематичного сподiвання.

6. Довести, що якщо Mξ iснує, то Mξ =
∫∞
0 (1−F (x))dx−∫ −∞

0 F (x)dx
i limx→∞ x(1− F (x)) = limx→−∞ xF (x) = 0.

7. Знайти математичне сподiвання випадкової величини, яка має
щiльнiсть:

f(x) =
1√
2π

x2e−
x2

2 , f(x) =
1
2
e−|x|.
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8. Випадкова величина ξ має розподiл:

a) P(ξ = k) = ak

(1+a)k+1 , a > 0, k = 0, 1, 2, . . . (i );

b)

P(ξ = k) =
( αλ

1 + αλ

)k (1 + α) . . . (1 + (k − 1)α)
k!

p0,

k = 1, 2, . . . , α > 0, λ > 0

i

P(ξ = 0) = (1 + αλ)−1/α

Цей розподiл називають розподiлом Поля (Polya).

Знайти Mξ, D2ξ.

9. Навести приклад випадкової величини, яка має скiнченне матема-
тичне сподiвання, але нескiнченну дисперсiю.

10. Знайти дисперсiї випадкових величин, якi мають наступнi щiльно-
стi:

a) f(x) =
{

1
2 cosx, |x| ≤ π

2 ,
0, |x| > π

2 ,
б) f(x) = 1

2e−|x|,

в)f(x) =
{

3
4(2x− x2), 0 ≤ x ≤ 2,

0, x < 0,
г) f(x) =

{
1

π
√

1−x2
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1.

11. Нехай ξ1, ..., ξn– незалежнi рiвномiрно розподiленi на [0, 1] випад-
ковi величини. Позначимо η = ξ1 · ξ2 · .... · ξn. Обчислити Mη.
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випадкових величин

Як ми вже говорили, що такi характеристики як Mξ, D2ξ вже дають
певну iнформацiю про випадкову величину ξ. Так, наприклад, за допо-
могою нерiвностi Чебишева можемо оцiнити вiдхилення випадкової ве-
личини вiд її середньої вартостi. Iснують i iншi числовi характеристики,
якi теж дозволяють зрозумiти деякi особливостi випадкових величини
або її розподiлу. Головнi з них це мiри середнiх значень (до них належать
Mξ, D2ξ), мiнливостi, асиметрiї та концентрацiї.

8.1 Мiри положення, асиметрiї та розпорошеностi

Визначення 1. Звичайним моментом порядку k i абсолютним момен-
том порядку k випадкової величини ξ будемо називати вiдповiдно:

mk = Mξk =

∞∫

−∞
xkdF (x), νk = M|ξ|k =

∞∫

−∞
|x|kdF (x), (1)

де k = 1, 2, ....

Визначення 2. Центральним моментом порядку k i абсолютним цен-
тральним моментом порядку k випадкової величини ξ будемо називати
вiдповiдно:

µk = M(ξ −Mξ)k, κk = M|ξ −Mξ|k. (2)

Зауваження 1. Зауважимо, що для абсолютних моментiв значення k =
1, 2, ... можна замiнити на k > 0.

Визначення 3. Квантиллю порядку 0 < p < 1 випадкової величини ξ з
функцiєю розподiлу F (x) будемо називати число

k(p) = inf{x : F (x) > p}. (3)

79
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Якщо функцiя розподiлу F (x) є неперервною в точцi k(p), тодi k(p)
є найменшим розв’язком рiвняння F (x) = p, a якщо на додаток функцiя
розподiлу F (x) зростає в точцi k(p), то k(p) є єдиним розв’язком рiвняння
F (x) = p.

Kвантиль k(1/2) називають медiаною випадкової величини ξ i часто
позначають символом me.

Визначення 4. Mодою або домiнантою випадкової величини ξ, позна-
чають символом m0, будемо називати:

а) у випадку дискретної випадкової величини – значення випадкової
величини, яке є найбiльш ймовiрним,

б) у випадку абсолютно неперервної випадкової величини – значення
аргументу, в якому щiльнiсть досягає локального максимуму.

Значення моди у випадку а) є тим значенням, яке випадкова вели-
чина приймає найчастiше. У випадку б) випадкова величина найчастiше
приймає значення, якi лежать в околi моди (таких величин може бути
кiлька, отже, мода може приймати не єдине значення).
Приклад 1. Знайти модальне значення випадкової величини ξ зi щiльнiстю:

f(x) =

�
xe−2x/

√
3, x > 0,

−xe2x, x ≤ 0.

Р о з в’ я з о к. Tреба знайти локальний максимум щiльностi. Для x > 0 маємо:

f ′(x) = e−2x/
√

3
�
1− 2x√

3

�
,

отже, f ′(x) = 0 для x0 =
√

3/2. Легко довести, що це є локальний максимум щiльностi
на пiввiсi x > 0.

Для x < 0 аналогiчно можна показати, що x2 = −1/2 є локальним максимумом
щiльностi на пiввiсi x ≤ 0. Випадкова величина ξ має два модальнi значення.

Визначення 5. Показником мiнливостi випадкової величини ξ назива-
ють число

γ1 =
D2ξ

|Mξ| , Mξ 6= 0. (4)

Як ми вже говорили, дисперсiя характеризує розпорошення випад-
кової величини, але коли нам потрiбно порiвняти розпорошеннiсть двох
випадкових величин, то зробити це за допомогою дисперсiї неможливо,
оскiльки якщо середнi значення цих величин сильно рiзняться, напри-
клад, 1 та 100, то вiдхилення на ±1 вiд середнього значення для першої
випадкової величини означає змiну середнього значення на 100% а для
другої-на 1%. В цьому випадку використовуємо показник мiнливостi.
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Визначення 6. Показником асиметрiї випадкової величини ξ назива-
ють число

γ2 =
µ3

D3ξ
. (5)

Якщо γ2 > 0, то кажуть, що асиметрiя розподiлу є додатньою, в
цьому випадку графiк щiльнiсть випадкової величини ξ має асиметрiю
правостронню, а якщо γ2 < 0, то кажуть, що асиметрiя є вiд’ємною i в
цьому випадку графiк щiльнiсть випадкової величини ξ має асиметрiю
лiвостронню. У випадку γ2 = 0, графiк щiльнiсть є, бiльш-менш, симе-
тричним.

Для нормального розподiлу цей показник дорiвнює нулевi.

Визначення 7. Eксцесом випадкової величини ξ називають значення

γ3 =
µ4

D4ξ
− 3. (6)

Цей показник служить для порiвняння скупчення даного розподiлу
зi скупченням нормального розподiлу. Додатнiй ексцес вказує на те, що
графiк даного розподiлу є вищим i бiльш сконцентрованим довкола вiсi
x = Mξ, нiж графiк кривої нормального розподiлу. Вiд’ємний ексцес має
протилежне значення.

Наступне поняття характеризує зв’язок мiж випадковими змiниими
ξ, η .

Визначення 8. Нехай випадковi величини ξ, η є такими, що Mξ2 <
∞,Mη2 < ∞. Коефiцiєнтом кореляцiї випадкових величин ξ, η назива-
ється число

ρξη =
M[(ξ −Mξ)(η −Mη)]

DξDη
. (7)

Теорема 1. Коєфiцiєнт кореляцiї має такi властивостi:

1) |ρξη| ≤ 1;

2) якщо величини ξ, η є незалежними, то ρξη = 0;

3) ρaξ+b,cη+d=ρξη для довiльних чисел a, b, c, d ∈ R1 таких, що ac > 0;

4) якщо |ρξη| = 1, то αξ + βη = γ з ймовiрнiстю 1 для деяких
α, β, γ ∈ R1.
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Д о в е д е н н я. Пункт перший випливає вiразу з нерiвностi Кошi-Буняковського
(нерiвнiсть (9) нижче.)

Доведення пунктiв 2), 3) є легким а тому зоставимо його читачевi. Доведемо
тепер четвертий пункт для випадку ρξη = 1. Згiдно з (7) маємо

M[(ξ −Mξ)(η −Mη)] = DξDη. (8)

Позначимо ξ1 = (ξ −Mξ)/Dξ, η1 = (η −Mη)/Dη. Тодi Mξ1 = 0, D2ξ1 = 1, Mη1 = 0,
D2η1 = 1, а тому з (8) дiстаємо M(ξ1η1) = 1. Маємо

D2(ξ1 − η1) = M(ξ1 − η1)
2 = Mξ2

1 − 2M(ξ1η2) + Mη2
1 = 0.

Отже D2(ξ1 − η1) = 0 i це означає, що з ймовiрнiстю 1 ξ1 − η1 = c = const, або

ξ −Mξ

Dξ
− η −Mη

Dη
= c,

що, очевидно, доводить пункт 4).

Властивiсть 3) означає, що лiнiйне перетворення випадкових вели-
чин ξ, η не впливає на силу їх зв’язку а властивiсть 4) означає, що чим
ближче ρξη до ±1 тим мiцнiший лiнiйна залежнiсть мiж величинами ξ, η,
i та залежнiсть є на 100% лiнiйною якщо ρξη = ±1. Тому можна сказати,
що коєфiцiєнт кореляцiї характеризує лiнiйний зв’язок мiж випадковими
величинами.

Якщо ρξη = 0, то говоримо, що випадковi величини ξ, η є неско-
рельованими, якщо ρξη > 0, то говоримо, що випадковi величини ξ, η
є скорельованi додатньо, а у випадку ρξη < 0 говоримо, що випадковi
величини ξ, η є скорельованi вiд’ємно.

8.2 Нерiвностi для моментiв

Теорема 2. Якщо випадковi величини ξ, η є такими, що Mξ2 < ∞ i
Mη2 < ∞, то

1) (Кошi-Буняковського (Cauchy-Buniakowski))

|Mξη| ≤
√

Mξ2Mη2. (9)

2) (Шварца (Schwarz))
√

M(ξ + η)2 ≤
√

Mξ2 +
√

Mη2. (10)

Д о в е д е н н я. Позаяк

M|ξη| ≤ 1

2
(Mξ2 + Mη2) < ∞,
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то значення Mξη є визначеним.
Нехай x ∈ R1. Тодi

0 ≤ M(ξ + xη)2 = x2Mη2 + 2xMξη + Mξ2. (11)

Якщо розглядати праву частину в (11) як квадратичну функцiю стосовно x, то з (11)
випливає, що ця функцiя є невiд’ємною, що є можливим лише тодi, коли дискримiнат
цiєї квадратичної функцiї не бiльший нуля, тобто

4(Mξη)2 − 4Mξ2Mη ≤ 0,

що є рiвнозначним (9).
Для доведення (10) використаємо нерiвнiсть (9). Mаємо:

M(ξ + η)2 ≤ Mξ2 + 2Mξη + Mη2 ≤ Mξ2 + 2
p

Mξ2Mη2 + Mη2 = (
p

Mξ2 +
p

Mη2)2.

J

Наступнi 2 твердження, якi включають ряд важливих нерiвностей,
подамо без доведення. Їх можна знайти в [1] або [?]. Зазначимо лише,
що нерiвнiсть (12) є узагальненням нерiвностi Чебишова i має подiбне
доведення.

Теорема 3.

1) (Maркова) Якщо M|ξ|r < ∞, r > 0, то для довiльного ε > 0 має
мiсце нерiвнiсть

P(|ξ| ≥ ε) ≤ M|ξ|r
εr

. (12)

2) (Гельдера (Galder)) Нехай p > 0, q > 0, 1/p + 1/q = 1, a випадковi
величини ξ, η є такими, що M|ξ|p < ∞ i M|η|q < ∞, тодi

M|ξη| ≤ (
M|ξ|p)1/p(M|η|p)1/p

. (13)

3) (Ляпунова) Якщо 0 < s < t, то

(
M|ξ|s)1/s ≤ (

M|ξ|t)1/t
. (14)

З останньої нерiвностi отримаємо:

Наслiдок 1. Якщо M|ξ|t < ∞, t > 0, to M|ξ|s < ∞, 0 < s < t.

Якщо в (12) замiсть ξ взяти ξ−Mξ, то ми отримаємо нерiвнiсть для
центральних моментiв:
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Наслiдок 2.Якщо M|ξ|r < ∞, r > 0, то для довiльного ε > 0 має мiсце

P(|ξ −Mξ| ≥ ε) ≤ µr

εr
. (15)

Теорема 4. (Колмогорова) Нехай ξ1, ξ2, ..., ξn послiдовнiсть незале-
жних випадкових величин таких, що Mξ2

i < ∞, i = 1, ...n. Позначимо
Sn =

∑n
k=1(ξk −Mξk). Для довiльного ε > 0 має мiсце нерiвнiсть

P(max{|S1|, ..., |Sn|} ≥ ε)) ≤ D2Sn

ε2
. (16)

Наступна таблиця мiстить числовi характеристики розподiлiв, якi
найчастiше використовуються.

Назва Щiльнiсть aбо Мат. Дис- Асиметрiя Eксцес
розподiлу розподiл спод. персiя

Нуля-одиницi p, q = 1− p p pq −2p−1√
pq

1−6p+6p2

pq

Бiномiальний Ck
npkqn−k np npq − 2p−1√

npq
1−6p+6p2

npq

Геометричний (1− p)n−1p 1
p

1−p
p2

p+1√
p

1+4p+p2

p

Пуассона e−λ λk

k! λ λ 1√
λ

1
λ

Показниковий λe−λx 1
λ

1
λ2 2 6

Ерланга λnxn−1e−λx

(n−1)!
n
λ

n
λ2

2√
n

6
n

χ2
n

xn/2−1e−x/2

2n/2Γ(n/2)
n 2n

√
8
n

12
n

Рiвномiрний 1
b−a , x ∈ (a, b) a+b

2
(b−a)2

12 0 −6
5

Нормальний 1
σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 m σ2 0 0

Гама λp

Γ(p)x
p−1e−λx p

λ
p
λ2

2√
p

6
p



Лекцiя 8. Iншi числовi характеристики випадкових величин 85

ЗАВДАННЯ

1. Для розподiлу зi щiльнiстю

f(x) =
{

3
32(4x− x2), для 0 ≤ x ≤ 4,

0, для iнших x

знайти me, mo.

2. Випадкова величина ξ приймає значення -3, -1, 2, 4 з вiдповiдними
ймовiрностями: 1/8, 1/8, 1/2, 1/4.

a) Знайти медiану i моду цього розподiлу,

б) знайти розподiл випадкової величини η = ξ2, а також її медiану
i моду.

3. Для розподiлу зi щiльнiстю

f(x) =
{

1
2x, 0 ≤ x ≤ 2,
0, для iнших x

знайти квантилi k(1/4), k(3/4).

4. Пiдрахувати дисперсiю, третiй звичайний i центральний моменти
для випадкової величини ξ з наступним дискретним розподiлом:

xi -1 2 3 7
P(ξ = xi) 1/8 1/4 1/8 1/2

5. Нехай випадкова величина ξ ∈ N(m,σ2) довести, що

M(ξ −m)n =





0, якщо n = 2k + 1, k = 1, 2, . . .

(2k − 1)!!σ2k, якщо n = 2k, k = 1, 2, . . .

6. Для випадкової величини неперервного типу ξ маємо: Mξ=2,
D2ξ=0, 001. Оцiнити зверху наступну ймовiрнiсть P(ξ 6∈ [1, 9; 2, 1]).

7. Нехай Mecξ < ∞, c > 0. Показати, що для довiльного ε > 0 будемо
мати P(ξ > ε) ≤ e−cεMecξ.

8. Нехай ξ ∈ N(m,σ2). Довести, що для довiльного ε > 0

P(|ξ − a| > εσ) ≤ 2
ε
√

2π
e−ε2/2.
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9.1 Багатовимiрна функцiя розподiлу

Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn є випадковими величинами, визначеними на
ймовiрносному просторi (Ω, B,P). Кожному ω ∈ Ω цi випадко-
вi величини ставлять у вiдповiднiсть n-вимiрний вектор ξ̄(ω) =
(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)). Точку з координатами (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω))
можна також трактувати як точку n-вимiрного евклiдового простору
Rn. Отже, можна казати, що випадковi величини ξ1, ξ2, . . . , ξn визнача-
ють вiдображення простору Ω в простiр Rn. Пiдсумуємо це все у виглядi
наступного визначення.

Визначення 1. Випадковим вектором або багатовимiрною випадко-
вою величиною будемо називати сукупнiсть випадкових величин ξ =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Визначення 2. Функцiю

Fξ1ξ2...ξn(x1, . . . , xn) = P(ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn)

будемо називати функцiєю розподiлу випадкового вектора (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
aбо спiльною функцiєю розподiлу випадкових величин ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Визначення 3. Випадковi величини ξ1, ξ2, , .., ξn, якi визначенi на одно-
му ймовiрносному просторi, будемо називати незалежними, якщо для
всiх xi ∈ R1, i = 1, .., n виконана умова:

P(ξ1 < x1, ξ2 < x2, , .., ξn < xn) =
n∏

i=1

P(ξi < xi)

aбо, що є еквiвалентним,

Fξ1,ξ2,,..,ξn(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

i=1

Fξi(xi),

де Fξi(xi) є функцiями розподiлу випадкових величин ξi, i = 1, . . . , n.

86
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Визначення 4. Будемо казати, що функцiя розподiлу випадкового ве-
ктора (ξ1, ξ2, .., ξn) є aбсолютно неперервного типу, якщо її можна запи-
сати у виглядi:

F (x1, . . . , xn) =

x1∫

−∞
· · ·

xn∫

−∞
f(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn, (1)

де f(t1, . . . , tn) ≥ 0. В цьому випадку функцiя f(t1, . . . , tn) називається
спiльною щiльнiстю випадкових величин (ξ1, ξ2, .., ξn).

З визначення щiльностi випливає, що
∞∫

−∞
· · ·

∞∫

−∞
f(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn = F (∞,∞, . . . ,∞) = 1.

Має мiсце наступне твердження:

Теорема 1. Для того, щоб функцiя f(x1, x2, . . . , xn) була щiльнiстю
певної функцiї розподiлу n-вимiрного випадкового вектора необхiдно i
достатньо, щоб були виконанi наступнi умови:

а) f(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0,

б)
∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

f(t1, . . . , tn)dt1 · · · dtn = 1.

Якщо зазначенi умови виконанi, то вiдповiдна функцiя розподiлу мо-
же бути представлена у виглядi (1).

Якщо функцiя f(t1, . . . , tn) є неперервною в точцi (x1, x2, . . . , xn), то-
дi, так само як i в одновимiрному випадку, маємо:

∂nF (x1, . . . , xn)
∂x1∂x2 · · · ∂xn

= f(x1, x2, . . . , xn). (2)

Зокрема, якщо функцiя f(t1, . . . , tn) неперервна, то рiвнiсть (2) має мiсце
для всiх x1, x2, . . .xn.

У загальному випадку можна стверджувати, що iснує така борелiв-
ська множина B ⊂ Rn, λn(B) = 0, де λn(·) є мiрою Лебега, що рiвнiсть
(2) має мiсце для всiх x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn\B.

9.2 Двовимiрна неперервна випадкова величина

Нехай заданий двовимiрний випадковий вектор (ξ, η) i F (x, y) =
P(ξ < x, η < y) є його функцєю розподiлу. Позначимо через Fξ(x), Fη(x)
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функцiю розподiлу ξ, η, тобто Fξ(x) = P(ξ < x), Fη(x) = P(η < x).
Вочевидь,

Fξ(x) = F (x,∞), Fη(x) = F (∞, x).

Визначення 5.Функцiї Fξ(x), Fη(x) називають маргiнальними функцi-
ями розподiлу випадкового вектора (ξ, η).

Якщо функцiя F (x, y) є абсолютно неперервного типу, тобто

F (x, y) =

x∫

−∞

y∫

−∞
f(u, v)dvdu, (3)

то

Fξ(x) = F (x,∞) =

x∫

−∞

∞∫

−∞
f(u, v)dvdu =

x∫

−∞
fξ(u)du,

Fη(y) = F (∞, y) =

∞∫

−∞

y∫

−∞
f(u, v)dvdu =

y∫

−∞
fη(v)dv,

де

fξ(u) =
∫ ∞

−∞
f(u, v)dv, fη(v) =

∫ ∞

−∞
f(u, v)du. (4)

Ми фактично довели наступне твердження:

Теорема 2. Якщо функцiя розподiлу випадкового вектора (ξ, η) є абсо-
лютно неперервною зi щiльнiстю f(x, y), то маргiнальнi функцiї роз-
подiлу Fξ(x), Fη(y) також абсолютно неперервнi зi щiльностями fξ(x),
fη(y) з (4).

Якщо ξ, η є незалежним, то згiдно з визначенням 3 маємо:

F (x, y) = Fξ(x)Fη(y). (5)

Крiм того, якщо функцiя розподiлу F (x, y) є абсолютно неперервного
типу з щiльнiстю f(x, y), то

∂2F (x, y)
∂x∂y

= f(x, y),
dFξ(x)

dx
= fξ(x),

dFη(y)
dy

= fη(y),
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i згiдно з (5) маємо:

f(x, y) = fξ(x)fη(y). (6)

Нехай функцiя розподiлу випадкового вектора (ξ, η) є абсолютно непе-
рервного типу i має мiсце рiвнiсть (6). Тодi

F (x, y) =

x∫

−∞

y∫

−∞
f(u, v)dvdu =

x∫

−∞
fξ(u)du

y∫

−∞
fη(v)dv = Fξ(x)Fη(y).

Отже, ми довели наступне твердження:

Теорема 3. Нехай функцiя розподiлу випадкового вектора (ξ, η) є абсо-
лютно неперервного типу зi щiльнiстю f(x, y), a fξ(x), fη(y) - маргi-
нальнi щiльностi. Тодi для незалежностi випадкових величин ξ, η не-
обхiдно i достатньо, щоб була виконана рiвнiсть:

f(x, y) = fξ(x)fη(y).

Приклад 1.Спiльна щiльнiсть випадкових величин ξ, η має вигляд

f(x, y) =

8
<
:

1
9
xy, 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤ y ≤ 4,

0, для решти x, y.

Знайти fξ(x), fη(y) та перевiрити на незалежнiсть цi випадковi величини.

Р о з в’ я з о к. Маємо

fη(y) =
1

9
y

2Z

1

xdx =
1

6
y для 2 ≤ y ≤ 4,

fξ(x) =
1

9
x

4Z

2

ydy =
2

3
x для 1 ≤ x ≤ 2,

а для решти значень x, y вiдповiднi щiльностi рiвнi нулевi. Ослiльки, f(x, y) =
fξ(x)fη(y), то випадковi величини ξ, η є незалежними.

Приклад 2.Спiльна щiльнiсть випадкових величин ξ, η має вигляд

f(x, y) =

� 1
2
√

xy
, 0 < x ≤ y ≤ 1,

0, для решти x, y.

Знайти fξ(x), fη(y) та перевiрити на незалежнiсть цi випадковi величини.
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Р о з в’ я з о к. Маємо

fξ(x) =

∞Z

−∞

f(x, v)dv =

1Z

x

1

2
√

xv
dv =

r
v

x

���
1

x
=

r
1

x
− 1, 0 < x ≤ 1.

Аналогiчно

fη(y) =

∞Z

−∞

f(u, y)du =

yZ

0

1

2
√

uy
du =

r
u

y

���
y

0
= 1, 0 < y ≤ 1.

Оскiльки, f(x, y) 6= fξ(x)fη(y), то випадковi величини ξ, η є залежними.

З виразу (3) легко випливає, що

P(a ≤ ξ1 ≤ b, c ≤ η ≤ d) =

b∫

a

d∫

c

f(u, v)dvdu. (7)

Узагальненяям формули (7) є наступна: для довiльної борелiвської мно-
жини B ∈ R2 має мiсце рiвнiсть:

P((ξ, η) ∈ B) =
B

∫ ∫
f(u, v)dvdu. (8)

9.2.1 Двовимiрний нормальний розподiл

Розгдянемо тепер один дуже важливий приклад двовимiрного розподiлу,
який часто зустрiчається в рiзних застосуваннях. Почнемо з наступного
визначення.

Визначення 6. Будемо казати, що випадковий вектор (ξ, η) має двови-
мiрний нормальний розподiл, якщо його щiльнiсть визначається форму-
лою:

f(x, y) =
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

exp
{− 1

2(1− ρ2)

[(x−m1)2

σ2
1

−

− 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+

(y −m2)2

σ2
2

]}
, (9)

де −∞ < x, y < ∞, σ1, σ2 ≥ 0, |ρ| ≤ 1,−∞ < m1,m2 < ∞.

Знайдемо маргiнальнi розподiли випадкових величин ξ i η.
Нехай

x−m1

σ1
= u,

y −m2

σ2
= v. (10)
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Тодi

(x−m1)
2

σ2
1

− 2ρ
(x−m1)(y −m2)

σ1σ2
+

(y −m2)
2

σ2
2

= (v − ρu)2 + (1− ρ2)u2, (11)

i

fξ(x) =

∞Z

−∞

f(x, y)dy =
1

2πσ1

p
1− ρ2

e−
u2
2

∞Z

−∞

exp

�
− 1

2(1− ρ2)
(v − ρu)2

�
dv

=
1√

2πσ1

e
(x−m1)2

σ2
1 . (12)

Остання рiвнiсть випливає з того, що

1√
2π
p

1− ρ2

∞Z

−∞

exp

�
− 1

2(1− ρ2)
(v − ρu)2

�
dv = 1

оскiльни пiдiнтегральна функцiя є щiльнiсттю розподiлу N(ρu, 1− ρ2). Аналогiчно

fη(y) =
1√

2πσ2

e
(y−m2)2

σ2
2 . (13)

Отже, маємо цiкавий наслiдок.

Наслiдок 1. Маргiнальними розподiлами двовимiрного нормального
розподiлу є нормальнi розподiли N(m1, σ1), N(m2, σ2).

Знайдемо тепер M[(ξ −m1)(η −m2)]. Використовуючи замiну (10) i
рiвнiсть (11) маємо:

M[(ξ −m1)(η −m2)] =

∞∫

−∞
(x−m1)(y −m2)f(x, y)dy =

=
σ1σ2

2π
√

1− ρ2

∞∫

−∞
ue−

u2

2

∞∫

−∞
v exp

{
− 1

2(1− ρ2)
(v − ρu)2

}
dvdu =

=
σ1σ2ρ√

2π

∞∫

−∞
u2e−

u2

2 du = σ1σ2ρ.

Отже,

ρ =
M[(ξ −m1)(η −m2)]

σ1σ2
=

M[(ξ −Mξ)(η −Mη)]
DξDη

.

Це означає, що ρ є коефiцiєнтом кореляцiї для випадкових величин ξ, η.



9.2. Двовимiрна неперервна випадкова величина 92

Якщо цi випадковi величини незалежнi, то ρ = 0, a з виразiв (9), (12),
(13) випливає, що якщо ρ = 0, то

f(x, y) = fξ(x)fη(y).

Це означає, що випадковi величини ξ, η є незалежними. Отже, маємо
такий результат:

Теорема 4.Якщо випадковi величини ξ, η мають спiльний нормальний
розподiл, то вони є незалежними тодi i тiльки тодi, коли є некорельо-
ваними.

9.2.2 Дискретна двовимiрна випадкова величина

Якщо iснує сукупнiсть чисел (скiнченна або злiчена) {xi, xj ∈ R1, i, j =
1, 2, ...} така, що

∞∑

ij=1

P(ξ = xi, η = yj) = 1,

то будемо говорити, що двовимiрна випадкова величина (ξ, η) є дискре-
тного типу.

Сукупнiсть чисел {pij = P(ξ = xi, η = yi), i, j = 1, 2, ...} називається
розподiлом двовимiрної випадкової величини.

Для маргiнальних розподiлiв тепер будемо мати:

P(ξ = xi) =
∞∑

j=1

P(ξ = xi, η = yj) =
∞∑

j=1

pij
def= pi,

P(η = yj) =
∞∑

i=1

P(ξ = xi, η = yj) =
∞∑

i=1

pij
def= qi.

Значення, якi приймає дискретна випадкова величина, i вiдповiднi цим
значенням ймовiрностi зручно подавати у виглядi кореляцiйної таблицi:

ξ\η y1 y2 . . . yn . . . Σ
x1 p11 p12 . . . p1n . . . p1

x2 p21 p22 . . . p2n . . . p2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn pn1 pn2 . . . pnn . . . pn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Σ q1 q2 . . . pn . . . 1
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Якщо випадковi величини ξ, η - незалежнi, то, вочевидь,

pij = piqj

для всiх i, j = 1, 2, . . ..
Функцiю розподiлу двовимiрної випадкової величини ξ, η можна за-

писати:

F (x, y) =
∑
xi<x

∑
yj<y

P(ξ = xi, η = yj).

Як i у одновимiрному випадку, для дискретної випадкової величини ξ,
η бiльш зручним використовувати поняття розподiлу, a не функцiї роз-
подiлу.

ЗАВДАННЯ

1. Задана функцiя

F (x, y) =
{

1− (1 + x)−p − (1 + y)−p + (1 + x + y)−p, 0 ≤ x, 0 ≤ y,
0, для iнших x, y,

де p > 0. Показати, що F (x, y) є абсолютно неперервного типу i
знайти її щiльнiсть.

2. Випадковi величини ξ, η мають спiльну щiльнiсть

f(x, y) =
1
π

exp{−(x2 − 2xy + 2y2)}.

Знайти fξ(x), fη(x).

3. Двовимiрна випадкова величина (ξ, η) має розподiл зi щiльнiстю:

f(x, y) =
{ x+y

2 e−(x+y), 0 ≤ x, 0 ≤ y,
0, для iнших x, y.

Знайти:

а) функцiю розподiлу цiєї випадкової величини,

б) щiльнiсть fξ(x), fη(x),

в) дослiдити незалежнiсть випадкових величин ξ, η,

г) знайти P(0 ≤ ξ < 1, η > 1).
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4. Нехай випадковий вектор (ξ, η) має функцiю розподiлу:

F (x, y) =
{

(1− e−λx)(1− e−µy), x ≥ 0, y ≥ 0,
0, для iнших x, y.

a) Знайти Fξ(x), Fη(y), fξ(x), fη(y) i дослiдити незалежнiсть ви-
падкових величин ξ, η.

б) Знайти P(ξ + η < 1/2).

5. Випадкова величина (ξ, η) має щiльнiсть, визначену виразом:

f(x, y) =
{

4x(1− y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,
0, для iнших x, y.

a) Знайти одновимiрнi щiльностi.

б) Дослiдити, чи випадковi величини ξ, η є незалежними.

в) Пiдрахувати P(ξ + η < 1/2).

6. Визначити сталу c так, щоб функцiя

f(x, y) =
{

cxy(2− x− y), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,
0, для iнших x, y.

була щiльнiстю двовимiрної випадкової величини (ξ, η).

a) Знайти P(ξ + η ≤ 1).

б) Дослiдити, чи випадковi величини ξ, η є незалежними.

7. Визначити сталу c так, щоб задана функцiя була щiльнiстю випад-
кової величини (ξ, η).

f(x, y) =
{

x(cy + 1), 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1,
0, для iнших x, y.

a) Знайти функцiю розподiлу F (x, y).

б) Пiдрахувати ймовiрнiсть P(1 ≤ ξ, η ≤ 1/2).

8. Двовимiрна випадкова величина має розподiл зi щiльнiстю:

f(x, y) =
1

2π(1 + x2 + y2)
3
2

.

Знайти маргiнальнi та умовнi щiльностi.
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9. Нехай F , G є одновимiрними функцiями розподiлу з щiльностями
f , g. Довести, що для |α| ≤ 1

U(x, y) = F (x)G(y)[1 + α(1− F (x))(1−G(y))]

є двовимiрною функцiєю розподiлу з маргiнальними щiльностями
f i g.

10. Виймаємо одну карту з колоди 24 карт.Визначимо через ξ випад-
кову величину, яка приймає значення 0, якщо карта є трефою, зна-
чення 1, якщо є бубною, значення 2 та 3 якщо є вiдповiдно червою
та пiкою. Позначимо через η випадкову величину яка приймає зна-
чення 5, 4, 3 у випадках вiдповаiдно туза, короля, дами i значення
0 для решти випадкiв.

a) Знайти розподiл випадкової величини (ξ, η), а також маргiнальнi
розподiли.

б) Дослiдити цi випадковi величини на незалежнiсть.

в) Пiдрахувати ймовiрнiсть P(ξ ≥ η).
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10.1 Умовна функцiя розподiлу двох неперервних ви-
падкових величин

При дослiдженнi двох випадкових величин ξ, η, якi є, взагалi кажучи,
залежними часто виникає потреба знаходження ймовiрностей подiй, якi
стосуються однiєї випадкової величини при фiксованому значеннi iншої.
Нехай, наприклад, ми хочемо знайти розподiл випадкової величини ξ за
умови, що η = y, тобто P(ξ < x/η = y). Якщо P(η = y) > 0, то згiдно з
визначенням умовної ймовiрностi (формула (1), стор. 22) будемо мати:

P(ξ < x/η = y) =
P(ξ < x, η = y)

P(η = y)
. (1)

Aле, якщо P(η = y) = 0, а так буде, коли функцiя розподiлу випадкової
величини η є неперервною в точцi y, то ми не можемо використати вираз
(1). Як тодi пiдрахувати ймовiрнiсть у лiвiй частинi (1)? Moжемо зро-
бити наступним чином. Нехай f(x, y) є щiльнiстю випадкових величин
ξ, η. Припустимо додатково, що функцiя f(x, y) є неперервною стосовно
своїх аргументiв, i нехай y буде таким, що fη(y) > 0. Тодi для всiх ε > 0
маємо:

P(y − ε ≤ η ≤ y + ε) =

y+ε∫

y−ε

fη(v)dv > 0.

Логiчно прийняти, що limε↓0 P(ξ ∈ A/y−ε ≤ η ≤ y+ε) = P(ξ ∈ A/η = y).
Тому

P(ξ < x/η = y) = lim
ε↓0

P(ξ < x/y − ε ≤ η ≤ y + ε) =

= lim
ε↓0

P(ξ < x, y − ε ≤ η ≤ y + ε)
P(y − ε ≤ η ≤ y + ε)

= lim
ε↓0

∫ x
−∞

∫ y+ε
y−ε f(u, v)dvdu

∫ y+ε
y−ε fη(v)dv

=

= lim
ε↓0

∫ x
−∞ ε−1

∫ y+ε
y−ε f(u, v)dvdu

ε−1
∫ y+ε
y−ε fη(v)dv

=

∫ x
−∞ f(u, y)du

fη(y)
.

96
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Отже, за наших припущень стосовно f(x, y) можемо записати:

P(ξ < x/η = y) =

∫ x
−∞ f(u, y)du

fη(y)
.

Якщо тепер Nη = {y : fη(y) = 0}, тодi

P(η ∈ Nη) =
∫

Nη

fη(y)dy = 0.

Звiдки випливає, що подiя {η = y} має ймовiрнiсть нуль для всiх y, для
яких fη(y) = 0. Тобто на практицi подiя {η = y} не вiдбуваається, а тому
значення P(ξ < x/η = y) для y ∈ Nη не є для нас iстотним i ми можемо
визначити їх довiльним чином, наприклад, як нуль.

Наведенi мiркування є пiдставою для наступного визначення.

Визначення 1.Нехай функцiя розподiлу випадкового вектора (ξ, η) має
щiльнiсть f(x, y). Тодi умовну функцiю розподiлу випадкової величини
ξ за умови η = y будемо позначати Fξ/η(x/y) (aбо просто F (x/y) ) i
визначати наступним чином:

Fξ/η(x/y) = P(ξ < x/η = y) def=





x∫
−∞

f(u,y)
fη(y) du, якщо fη(y) > 0,

0, якщо fη(y) = 0.

(2)

З (2) випливає, що

Fξ/η(x/y) =

x∫

−∞
fξ/η(u/y)du,

де функцiя

fξ/η(x/y) def=





f(x,y)
fη(y) , якщо fη(y) > 0,

0, якщо fη(y) = 0.

(3)

називається умовною щiльнiстю випадкової величини ξ, за умови η = y.

Зауваження 1. Як i для умовної функцiї розподiлу, для щiльностi за-
мiсть fξ/η(x/y) зазвичай пишемо f(x/y).
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З (3) легко випливає, що

fξ/η(x/y) =
fη/ξ(y/x)fξ(x)

fη(y)
,

i це є аналогом формули Байєса (вираз (4), стор. 24)
Moжемо тепер вивести „неперервний” aналог формули повної ймо-

вiрностi.

Теорема 1.Нехай Fξ(x), Fη(x) будуть функцiями розподiлу випадкових
величин ξ, η. Має мiсце наступна формула

Fξ(x) = P(ξ < x) =

∞∫

−∞
P(ξ < x/η = y)dFη(y). (4)

Формула (4) називається формулою повної ймовiрностi.
Якщо випадкова величина η має щiльнiсть fη(y), то

Fξ(x) =

∞∫

−∞
P(ξ < x/η = y)fη(y)dy. (5)

Д о в е д е н н я. Доведемо тiльки (5). Нехай fη(y) > 0, тодi з (2) випливає

fη(y)P(ξ < x/η = y) =

xZ

−∞

f(u, y)du. (6)

A якщо fη(y) = 0, то
xZ

−∞

f(u, y)du ≤
∞Z

−∞

f(u, y)du = fη(y) = 0.

i, отже,
R x

−∞ f(u, y)du = 0 для всiх x, а це означає, що рiвнiсть (6) виконується, i якщо
fη(y) = 0. Тому можемо вважати, що ця рiвнiсть виконується для всiх y. Iнтегруючи
її по y вiд −∞ до +∞, отримаємо:

∞Z

−∞

fη(y)P(ξ < x/η = y)dy =

xZ

−∞

∞Z

−∞

f(u, y)dydu =

xZ

−∞

fξ(u)du = Fξ(x).

J

Зауваження 2. Вираз (4) можна записати в рiвнозначному виглядi:

P(ξ ∈ B) =

∞∫

−∞
P(ξ ∈ B/η = y)fη(y)dy (7)

для кожної борелiвської множини B.
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Визначення 2. Умовне математичне сподiвання для ξ при умовi η = y
визначається формулою

M{ξ/η = y} =

∞∫

−∞
xdF (x/y) =

∞∫

−∞
xf(x/y)dx

при умовi, що iнтеграли в цiй формулi є абсолютно збiжними.

Має мiсце наступна формула, яку можна розглядати як аналог фор-
мули повної ймовiрностi для математичного сподiвання.

Mξ =

∞∫

−∞
M{ξ/η = y}dFη(y) =

∞∫

−∞
M{ξ/η = y}fη(y)dy.

10.2 Сума, частка, добуток випадкових величин

Розглянемо тепер застосування виразу (4) для знаходження функцiї
розподiлу випадкових величин ζ = ξ + η, θ = ξ

η , τ = ξη у випадку, коли
випадковi величини ξ, η є незалежними.

Теорема 2.Нехай функцiї Fξ(x), Fη(x) є вiдповiдно функцiями розподiлу
незалежних випадкових величин ξ, η. Тодi функцiя розподiлу випадкової
величини ζ = ξ + η може бути представлена у виглядi:

Fξ+η(x) =

∞∫

−∞
Fξ(x− y)dFη(y) =

∞∫

−∞
Fη(x− y)dFξ(y), (8)

a якщо випадковi величини ξ, η мають щiльностi fξ(x), fη(x), то

Fξ+η(x) =

∞∫

−∞
Fξ(x− y)fη(y)dy =

∞∫

−∞
Fη(x− y)fξ(y)dy, (9)

fξ+η(x) =

∞∫

−∞
fξ(x− y)fη(y)dy =

∞∫

−∞
fη(x− y)fξ(y)dy. (10)

Д о в е д е н н я. На пiдставi (4) можемо записати:

Fξ+η(x)=P(ξ+η < x) =

∞Z

−∞

P(ξ+η < x/η=y)dFη(y)=

∞Z

−∞

P(ξ < x− y/η = y)dFη(y)

= (позаяк ξ, η є незалежними)

∞Z

−∞

P(ξ < x− y)dFη(y) =

∞Z

−∞

Fξ(x− y)dFη(y).
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Формула (9) випливає з (8), a пiсля диференцiонування в (9) отримаємо (10). J

Iнтеграли у формулi (8) мають спецiальну назву.

Визначення 3. Функцiя

G(x) =

∞∫

−∞
G2(x− y)dG1(y) =

∞∫

−∞
G1(x− y)dG2(y)

називається згорткою функцiй G1(x), G2(x).

Отже, функцiя розподiлу суми двох незалежних випадкових величин
є згорткою їх функцiй розподiлу.

Зауваження 3. Якщо випадковi величини ξ, η приймають тiльки цiлi значення з
ймовiрностями pn, qn, n = 0,±1,±2, . . .. Це означає, що P(ξ = n) = pn, P(η = n) =
qn, n = 0,±1,±2, . . . , тодi aналогом (8) є формула

P(ξ + η = n) =

∞X
i=−∞

qipn−i.

Сума у правiй частинi останньої рiвностi називається також згорткою, a повне
визначення виглядає наступним чином:

Визначення 4. Нехай послiдовностi чисел ai, bi, i = 0,±1,±2, . . . є такими, що
∞X

i=−∞
|ai| < ∞,

∞X
i=−∞

|bi| < ∞,

тодi послiдовнiсть ci, i = 0,±1,±2, . . ., яка визначена наступним чином:

cn =

∞X
i=−∞

an−ibi =

∞X
i=−∞

aibn−i

називається згорткою послiдовностей ai, bi.

З теореми 2 випливає дуже важливий висновок. Припустимо, що одна
з випадкових величин ξ, η має щiльнiсть. Нехай, наприклад, це буде ξ.
Через fξ(x) позначимо щiльнiсть її функцiї розподiлу, i нехай ζ = ξ + η.
Тодi на пiдставi виразу (8) маємо:

Fξ+η(x) =

∞∫

−∞
Fξ(x− y)dFη(y) =

∞∫

−∞

x−y∫

−∞
fξ(u)dudFη(y) =

=

x∫

−∞

∞∫

−∞
fξ(u− y)dFη(y)du.
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Звiдки випливає, що функцiя розподiлу Fξ+η(x) має щiльнiсть, яку мо-
жна представити виразом:

fξ+η(x) =

∞∫

−∞
fξ(x− y)dFη(y) (11)

Отже, маємо наступний результат.

Наслiдок 1. Якщо принаймнi одна з незалежних випадкових величин
є абсолютно неперервною, то сума таких випадкових величин є також
абсолютно неперервною.

Розглянемо тепер частку i добуток випадкових величин ξ, η, aле тiль-
ки в ситуацiї, коли цi випадковi величини мають щiльнiсть.

Теорема 3. Нехай функцiї fξ(x), fη(x) є щiльностями незалежних ви-
падкових величин ξ, η. Тодi для щiльностi випадкової величини θ = ξ/η
має мiсце формула:

fθ(x) =

∞∫

−∞
|y|fξ(xy)fη(y)dy.

Теорема 4. Нехай функцiї fξ(x), fη(x) є щiльностями незалежних ви-
падкових величин ξ, η. Тодi для щiльностi випадкової величини θ = ξη
має мiсце формула:

fθ(x) =

∞∫

−∞
|y|−1fξ(xy−1)fη(y)dy.

Доведення цих тверджень залишаємо читачевi.
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ЗАВДАННЯ

1. Спiльна щiльнiсть випадкових величин ξ, η задана наступним чи-
ном:

f(x, y) =
{

1
9xy, 1 ≤ x ≤ 2, 2 ≤ y ≤ 4,
0, для iнших x, y.

Знайти f(x/y) i f(y/x), а також F (x/y), F (y/x).

2. Для щiльностi

f(x, y) =

{
1

2
√

xy , 0 < x ≤ y ≤ 1,

0, для iнших x, y

Знайти f(x/y), а також f(y/x).

3. Спiльна щiльнiсть випадкових величин ξ, η є визначеною виразом:

f(x, y) =
{ x+y

2 e−(x+y), x > 0, y > 0,
0, для iнших x, y.

a) Знайти умовнi розподiли.

б) Використовуючи формулу повної ймовiрностi пiдрахувати P(ξ−
η < 1).

4. Двовимiрна випадкова величина має щiльнiсть:

f(x, y) =
1
π

e−
1
2
(x2+2xy+5y2).

Знайти маргiнальнi та умовнi щiльностi.

5. Нехай випадковi величини ξ, η мають спiльний нормальний розпо-
дiл вигляду (9), стор.90 . Довести, що:

f(x/y) =
1

σ1

√
2π(1− ρ2)

exp

{
− 1

2σ2
1(1− ρ2)

[
x−m1 − ρ

σ1

σ2
(y −m2)

]2
}

.

6. Випадковi величини ξ, η є незалежними i мають показниковий роз-
подiл з параметром λ = 1. Нехай η = ξ + η, ζ = ξ/(ξ + η). Знайти:

а) щiльнiсть випадкової величини η,
( fη(x) = xe−x, для x > 0 i fη(x) = 0, для x < 0.)
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б) щiльнiсть випадкової величини ζ,
(fζ(x) = 1, для 0 < x < 1 i fζ(x) = 0, для iнших.)

в) чи випадковi величини η, ζ є незалежними?
(випадковi величини η, ζ є незалежними.)

7. Випадковi величини ξ, η є незалежними i ξ, η ∈ N(0, 1). Знайти
розподiл квадрату вiдстанi вiд точки (ξ, η) до початку координат.

8. Випадковi величини α, β є незалежними i мають рiвномiрний роз-
подiл на iнтервалi (-1,1). Знайти щiльнiсть i функцiю розподiлу
випадкової величини α + β.

9. Випадковi величини ξ, η мають розподiл зi спiльною щiльнiстю:

f(x, y) =
1
2π

e−
x2+y2

2 .

Знайти розподiл випадкової величини ξ − η.

10. Знайти розподiл випадкової величини ξ
η , якщо ξ, η є незалежни-

ми випадковими величинами з показниковим розподiлом з параме-
тром 1.

11. Довести, що випадковi величини ξ + η, ξ/η є незалежними, якщо
ξ, η є незалежними випадковими величинами з показниковим роз-
подiлом з параметром 1.

12. Довести, що у випадку, коли випадковi величини ξ ∈ N(0, σ2), η ∈
N(0, σ2) є незалежними, то випадковi величини ξ2+η2, ξ/η є також
незалежними.

13. Знайти розподiл випадкової величини ξ+η, якщо ξ, η є незалежни-
ми випадковими величинами з наступними розподiлами: ξ - має по-
казниковий розподiл з параметром 1, η - рiвномiрний на iнтервалi
(0,1).

14. Випадковi величини x1, . . . , ξn є незалежними i мають показнико-
вий розподiл з параметром λ. Довести, що щiльнiсть розподiлу су-
ми ξ + . . . + ξn має вигляд: λn

(n−1)!x
n−1e−λx (розподiл Ерланга).

15. Знайти розподiл випадкової величини ξ + η, якщо ξ та η є незале-
жними випадковими величинами i мають: ξ - розподiл Кошi з пара-
метрами λ = 1, m = 0, а η - дискретний розподiл: P(η = 0) = 1/3,
P(η = 1) = 2/3.
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16. (Задача M. Ядренко) Випадковi величини ξ, η - незалежнi i мають
розподiл зi щiльнiстю:

fξ(x) = fη(x) =
C

1 + x4
.

Знайти C i довести, що випадкова величина ξ/η має розподiл Кошi.

17. (Задача M. Ядренко) Випадковi величини ξ, η є незалежними i
мають розподiл зi щiльнiстю:

fξ(x) =
1

π
√

1− x2
, |x| < 1, fη(x) =

{
0, x ≤ 0

xe−x2/2, x > 0.

Довести, що випадкова величина ξη має нормальний розподiл.

18. Випадковi величини ξ, η є незалежними i мають показниковий роз-
подiл з параметром λ . Знайти функцiю розподiлу випадкової ве-
личини ξ+η

ξ .

19. Нехай ξ, η –незалежнi випадковi величини i τ = ξ + η. Довести,
що:

Fτ (x) =

∞∫

−∞
Fξ(x + v)dFη(v) =

∞∫

−∞

(
1− Fη(v − x)

)
dFξ(v)

20. Випадковi величини ξ, η мають спiльний нормальний розподiл i
Mξ = Mη = 0, D2ξ = D2η = 1, M{ξη} = 1/2 .

Знайти: а) D2{ηξ}, б) D2{η2ξ2}.
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Нехай на ймовiрносному просторi (Ω, B,P) задана послiдовнiсть випад-
кових величин ξn, n = 1, 2 . . . .

11.1 Збiжнiсть випадкових величин

11.1.1 Збiжнiсть з ймовiрнiстю 1

Визначення 1. Послiдовнiсть випадкових величин ξn, n = 1, 2 . . . на-
зивають збiжною з ймовiрнiстю 1 (aбо майже напевно) до випадкової
величини ξ, якщо

lim
n→∞ ξn(ω) = ξ(ω) (1)

для всiх ω ∈ Ω за вийнятком, може бути, множини B ⊂ Ω з нульовою
ймовiрнiстю: P(B) = 0.

Збiжнiсть з ймовiрнiстю 1 будемо позначати наступним чином:

lim
n→∞ ξn = ξ м.н, ξn

n→∞
м.н−→ ξ aбо ще так: P( lim

n→∞ ξn = ξ) = 1.

Нехай A = {ω : limn→∞ ξn(ω) = ξ(ω)}. Iншими словами, для всiх
ω ∈ A границя limn→∞ ξn(ω) iснує i дорiвнює ξ(ω). Зрозумiло, що якщо
P(A) = 1, то ξn

n→∞
м.н−→ ξ. Доведемо, що

A = ∩∞k=1 ∪∞N=1 ∩∞n=N{ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1
k
}. (2)

Для цього скористаюмось з наступного факту. Числова послiдовнiсть
cn збiгається до c при n → ∞ тодi i тiльки тодi, коли для довiльного
натурального k iснує таке N(k) ≥ 1, що |cn−c| ≤ 1/k, для всiх n ≥ N(k).
Tепер будемо мати:

ω ∈ ∩∞k=1 ∪∞N=1 ∩∞n=N{ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1/k} ⇐⇒
⇐⇒ ∀ k ≥ 1, ω ∈ ∪∞N=1 ∩∞n=N {ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1/k} ⇐⇒
⇐⇒ ∀ k ≥ 1,∃ N(k) ≥ 1, що ω ∈ ∩∞n=N(k){ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1/k} ⇐⇒
⇐⇒ ∀ k ≥ 1,∃ N(k) ≥ 1, що |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1/k, ∀ n ≥ N(k) ⇐⇒
⇐⇒ lim

n→∞
ξn(ω) = ξ(ω) ⇐⇒ ω ∈ A.
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Позаяк, як це неважко довести, рiвностi P(Ak) = 1, k ≥ 1 i P(∩∞k=1Ak) =
1 є рiвнозначними, то тепер з (2) отримаємо, що послiдовнiсть випадко-
вих величин ξn, n ≥ 1 є збiжною з ймовiрнiстю 1 до випадкової величини
ξ тодi i тiльки тодi, коли для довiльного k ≥ 1 маємо:

P(∪∞m=1 ∩∞n=m {ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ 1/k} = 1 (3)

В останнiй рiвностi 1/k можемо замiнити довiльним ε > 0. A, позаяк,
послiдовнiсть подiй ∩∞n=m{ω : |ξn(ω) − ξ(ω)| ≤ ε}, m ≥ 1 є зростаючою,
то, беручи це до уваги, а також теорему 2 (стор. 36) i рiвнiсть (3) маємо
такий наслiдок.

Наслiдок 1. Послiдовнiсть випадкових величин ξn, n ≥ 1 збiгається з
ймовiрнiстю 1 до випадкової величини ξ тодi i тiльки тодi, коли для
довiльного ε > 0 маємо:

lim
m→∞P(∩∞n=m{ω : |ξn(ω)− ξ(ω)| ≤ ε} = 1. (4)

11.1.2 Збiжнiсть за ймовiрнiстю.

Визначення 2. Послiдовнiсть випадкових величин ξn, n = 1, 2 . . . на-
зивають збiжною за ймовiрнiстю до випадкової величини ξ, якщо для
кожного ε > 0 виконується умова:

lim
n→∞P(|ξn − ξ| > ε) = 0. (5)

Збiжнiсть за ймовiрнiстю будемо позначати наступним чином: ξn
n→∞
p−→ ξ.

Якщо послiдовнiсть випадкових величин ξn, n ≥ 1 є збiжною з ймо-
вiрнiстю 1 до випадкової величини ξ, тодi для довiльного ε > 0 з (4)
маємо:

lim
n→∞P(|ξn − ξ| > ε) = 1− lim

n→∞P(|ξn − ξ| ≤ ε) ≤
≤ 1− lim

n→∞P(∩∞k=n{ω : |ξk(ω)− ξ(ω)| ≤ ε} = 0,

a, отже, зi збiжностi ξn
n→∞
м.н−→ ξ випливає збiжнiсть ξn

n→∞
p−→ ξ. Зворотнiй

факт не має мiсця (завдання 2), але є справедливе наступне твердження.

Теорема 1. Якщо ξn
n→∞
p−→ ξ, то iснує послiдовнiсть nk →∞, така що

ξnk nk→∞
м.н−→ ξ.
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Для доведення цього твердження нам буде потрiбним результат, який
часто використовують в теорiї ймовiрностей i теорiї випадкових процесiв.

Лема 1. (Бореля-Кантеллi) Нехай An, n = 1, 2, . . . є послiдовнiстю по-
дiй, a B - подiя, яка означає, що вiдбулась нескiнченна кiлькiсть подiй
з An.

1) Для того, щоб серед подiй An вiдбулась їх скiнченна кiлькiсть
(тобто P(B) = 0 ) достатньо, аби

∞∑

n=1

P(An) < ∞.

2) Якщо подiї An є незалежними, то серед An вiдбудеться скiнченна
кiлькiсть подiй тодi i тiльки тодi, коли

∞∑

n=1

P(An) < ∞.

Д о в е д е н н я. Насамперед доведемо, що

B = ∩∞n=1 ∪∞k=n Ak. (6)

Маємо:

ω ∈ B ⇐⇒ ∃ nk, k ≥ 1, що ω ∈ Ank ⇐⇒ ω ∈ ∪∞k=nAk,∀ n ≥ 1 ⇐⇒ ∩∞n=1 ∪∞k=n Ak

Доведемо тепер пункт 1) тези. Для кожного n ≥ 1 з (6) маємо B ⊂ ∪∞k=nAk, i,
крiм того,

P(B) ≤ P(∪∞k=nAk) ≤
∞X

k=n

P(Ak)
n→∞−→ 0.

Отже, P(B) = 0, що й треба було довести.
Д о в е д е н н я пункту 2). Достатнiсть випливає з пункту 1), i треба довести

тiльки необхiднiсть.
Завдяки припущенням можемо записати:

0 = P(B) = P(∩∞n=1 ∪∞k=n Ak) = lim
n→∞

P(∪∞k=nAk),

а отже, для деякого N маємо: P(∪∞k=NAk) < 1 або P(∩∞k=N Āk) > 0. В наступних
спiввiдношеннях використовується нерiвнiсть ln(1− x) ≤ −x, |x| < 1. Маємо:

0 < P(∩∞k=N Āk) = lim
n→∞

P(∩n
k=N Āk) = lim

n→∞
Πn

k=NP(Āk) = lim
n→∞

eln(Πn
k=NP(Āk)) =

= lim
n→∞

e
Pn

k=N ln(1−P(Ak)) ≤ lim
n→∞

e−
Pn

k=N P(Ak) = e−
P∞

k=N P(Ak).

Звiдки випливає, що
P∞

k=N P(Ak) < ∞. Отже, послiдовнiсть
P∞

k=1 P(Ak) є збiжною.
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Teпер легко довести теорему 1. Позаяк ξn
n→∞
p−→ ξ, то для кожного k iснує таке

натуральне nk, що

P(|ξnk − ξ| > 1

k
) ≤ 1

k2
.

Тодi

∞X

k=1

P(|ξnk − ξ| > 1

k
) ≤

∞X

k=1

1

k2
< ∞,

i на пiдставi леми 1 вiдбувається тiльки скiнченне число подiй |ξnk − ξ| > 1
k
, a це,

власне, й означає, що iснує таке N (взагалi кажучи, випадкове), що

P(|ξnk − ξ| ≤ 1

k
) = 1

для всiх k ≥ N , що i означає, що limk→∞ ξnk = ξ м.н. J

Наступне тведження наводить головнi властивостi збiжностi за ймо-
вiрнiстю.

Теорема 2. Нехай ξn
n→∞
p−→ ξ тодi:

1) якщо функцiя f(x) є неперервною, то

f(ξn)
n→∞
p−→ f(ξ);

2) якщо для фiксованого C > 0 P(|ξn| ≤ C) = 1, n = 1, 2, . . . , то

lim
n→∞Mξn = Mξ; (7)

3) якщо для деякого α > 0 supn M|ξn|1+α < ∞, то limn→∞Mξn = Mξ.

Доведення наведемо тiльки для перших двох пунктiв. Доведення третього можна
знайти в [?] в пiдроздiлi 2, стор.132.

1). Нехай ε > 0 буде усталеним малим числом, i 0 < N < ∞ є вибраним так,
що P(ξ 6∈ [−N, N ]) = P(|ξ| > N) ≤ ε. Позаяк функцiя f(x) є неперервною, то вона є
рiвномiрно неперервною на iнтервалi [−2N, 2N ], a, отже, iснує δ ∈ (0, N) таке, що

|f(x)− f(y)| ≤ ε якщо |x− y| ≤ δ, x, y ∈ [−2N, 2N ]. (8)

Tепер будемо мати:

P(|f(ξn)−f(ξ)| > ε) = P(|f(ξn)−f(ξ)| > ε, |ξ| ≤ N) + P(|f(ξn)−f(ξ)| > ε, |ξ| > N) ≤
≤ P(|f(ξn)−f(ξ)|>ε, |ξn−ξ|≤δ, |ξ| ≤ N)+P(|f(ξn)−f(ξ)|>ε, |ξn−ξ|>δ, |ξ| ≤ N)+ε ≤
≤ P(|f(ξn)− f(ξ)| > ε, |ξn − ξ| ≤ δ, |ξ| ≤ N) + P(|ξn − ξ| > δ) + ε. (9)
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З того, що |ξn − ξ| ≤ δ, |ξ| ≤ N)| ≤ N i 0 < δ < N випливає ξ, ξn ∈ [−2N, 2N ], a, отже,
згiдно з (8) перший доданок в (9) дорiвнює нулевi, i маємо наступну нерiвнiсть:

P(|f(ξn)− f(ξ)| > ε) ≤ P(|ξn − ξ| > δ) + ε. (10)

Позаяк limn→∞P(|ξn − ξ| > δ) = 0, то iснує натуральне число n0(ε) таке, що P(|ξn −
ξ| > δ) ≤ ε для всiх n ≥ n0(ε), i тепер з (10) маємо:

P(|f(ξn)− f(ξ)| > ε) ≤ 2ε якщо n ≥ n0(ε),

що доводить перший пункт.
2). Якщо P(|ξn| ≤ C) = 1 i ξn

n→∞
p−→ ξ, to P(|ξ| < 2C) = 1. Дiйсно, маємо:

P(|ξ| ≥ 2C) = P(|ξ−ξn+ξn| ≥ 2C) ≤ P(|ξ−ξn|+ |ξn| ≥ 2C) ≤ P(|ξ − ξn| ≥ C)
n→∞−→ 0.

Звiдки P(|ξ| ≥ 2C) = 0, або P(|ξ| < 2C) = 1.
Teпер з ймовiрнiстю 1 маємо: |ξn − ξ| ≤ |ξn| + |ξ| ≤ 3C i, отже, для довiльного

ε > 0 oтримаємо:

|Mξn −Mξ| ≤ M|ξn − ξ| = M|ξn − ξ|χ{|ξn − ξ| > ε}+ M|ξn − ξ|χ{|ξn − ξ| ≤ ε}
≤ 3CMχ{|ξn − ξ| > ε}+ εMχ{|ξn − ξ| ≤ ε} ≤ 3CP(|ξn − ξ| > ε) + ε.

Таким чином,

limn→∞|Mξn −Mξ| ≤ ε. (11)

Позаяк в (11) ε є довiльним, то limn→∞Mξn = Mξ, i (7) є доведеним.

11.1.3 Збiжнiсть в середньому i в середньому квадрати-
чному.

Визначення 3. Послiдовнiсть випадкових величин ξn, n = 1, 2 . . . нази-
вають збiжною в середньому до випадкової величини ξ, якщо M|ξn| <
∞, n = 1, 2, . . ., M|ξ| < ∞, i

lim
n→∞M|ξn − ξ| = 0. (12)

Збiжнiсть в середньому будемо позначати наступним чином: ξn
n→∞
с−→ ξ.

Визначення 4. Послiдовнiсть випадкових величин ξn, n = 1, 2 . . . нази-
вають збiжною в середньому квадратичному до випадкової величини ξ,
якщо Mξ2

n < ∞, n = 1, 2, . . . ,Mξ2 < ∞, i limn→∞M(ξn − ξ)2 = 0.

Збiжнiсть у середньому квадратичному позначають так: ξn
n→∞
с.к−→ ξ.

Зауваження 1.Якщо ξn
n→∞−→ ξ з ймовiрнiстю 1 aбо за ймовiрнiстю, то з

цього ще не випливає рiвнiсть limn→∞Mξn = Mξ, aле, якщо limn→∞ ξn =
ξ в середньому, то limn→∞Mξn = Mξ, що випливає з

|Mξn −Mξ| = |M(ξn − ξ)| ≤ M|ξn − ξ|
n→∞−→ 0.
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Наступне твердження наводить залежнiсть мiж рiзними типами збi-
жностей.

Теорема 3.
1. Якщо ξn

n→∞
м.н−→ ξ, то ξn

n→∞
p−→ ξ.

2. Якщо ξn
n→∞
с.к−→ ξ, то ξn

n→∞
с−→ ξ.

3. Якщо ξn
n→∞
с−→ ξ, то ξn

n→∞
p−→ ξ.

Д о в е д е н н я. Пункт 1 був вже доведений в пiдроздiлi 11.1.2 вище. Пункт 2
випливає очевидним чином з нерiвностi

(M|ξn − ξ|)2 ≤ M|ξn − ξ|2,
a, користуючись нерiвнiстю Маркова для кожного ε > 0, маємо:

P(|ξn − ξ| > ε) ≤ M|ξn − ξ|
ε n→∞−→ 0.

Звiдки випливає доведення пункту 3. J
Для числових послiдовностей має мiсце наступний результат: якщо

cn
n→∞−→ α i cn

n→∞−→ β, то α = β. Це так зване твердження про одно-
значнiсть границi. Подiбне твердження має мiсце i для послiдовностей
випадкових величин.

Теорема 4. Якщо ξn
n→∞−→ ξ i ξn

n→∞−→ η в якомусь з вищезазначених
сенсах, то

P(ξ = η) = 1.

Д о в е д е н н я. Тут буде потрiбна нерiвнiсть, яку ми iнодi будемо використо-
вувати далi. А саме, для довiльних випадкових величин ξ, η i довiльного ε має мiсце
нерiвнiсть:

P(|ξ + η| > ε) ≤ P(|ξ| > ε/2) + P(|η| > ε/2). (13)

Нерiвнiсть (6) в очевидний спосiб виникає зi спiввiдношення:

{|ξ + η| > ε} ⊂ {|ξ| > ε/2} ∪ {|η| > ε/2}, (14)

тобто, якщо вiдбувається подiя {|ξ + η| > ε}, то вiдбувається хоча б одна з подiй
{|ξ| > ε/2}, {|η| > ε/2}.

Якщо припустити, що рiвнiсть (14) не є правдивою, тобто подiя {|ξ + η| > ε}
вiдбувається, a oбидвi подiї {|ξ| > ε/2}, {|η| > ε/2} нi. Тодi вiдбуваються обидвi подiї
{|ξ| ≤ ε/2}, {|η| ≤ ε/2} i маємо

|ξ + η| ≤ |ξ|+ |η| ≤ ε/2 + ε/2 = ε,
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отже, подiя {|ξ + η| > ε} не вiдбувається, що протирiчить припущенню.
Доведемо тепер теорему 4. З попереднього твердження випливає, що завжди

ξn
n→∞
p−→ ξ, ξn

n→∞
p−→ η. Тодi для довiльного ε > 0 маємо:

P(|ξ − η| > ε) = P(|ξ − ξn + ξn − η| > ε) ≤ P(|ξ − ξn| > ε

2
) + P(|ξn − η| > ε

2
)

n→∞−→ 0.

Отже, для кожного ε > 0

P(|ξ − η| > ε) = 0,

що є рiнозначним тому, що P(ξ = η) = 1. J

11.2 Критерiї збiжностi випадкових величин

Для числових послiдовностей має мiсце наступний критерiй збiжно-
стi. А саме, послiдовнiсть cn є збiжною тодi i тiльки тодi, коли

cn − cm −→ 0 якщо n →∞, m →∞. (15)

Якщо для послiдовностi cn, n ≥ 0 виконується властивiсть (15), то ка-
жуть, що послiдовнiсть cn є фундаментальною. Отже, можемо говорити,
що числова послiдовнiсть є збiжною тодi i тiльки тодi, коли вона є фунда-
ментальною. Виявляється, що для послiдовностей випадкових величин
ситуацiя є подiбною. Aле перед тим розглянемо необхiдне визначення.

Визначення 5. Будемо казати, що послiдовнiсть випадкових величин
ξn, n = 1, 2, .. є фундаментальною послiдовнiстю в сенсi збiжностi май-
же напевно (за ймовiрнiстю, в середньому, в середньому квадратично-
му ), якщо випадковi величини ξn−ξm збiгаються до нуля в тому самому
сенсi при n →∞, m →∞. При чому, у випадку фундаментальної послi-
довностi в сенсi середньої або середньої квадратичної збiжностi вважає-
мо вiдповiдно, що M|ξn| < ∞ або Mξ2

n < ∞.

Зауваження 2. Для зручностi замiсть „фундаментальна послiдовнiсть
в сенсi збiжностi майже напевно ” будемо писати „послiдовнiсть м.н.-
фундаментальна” i аналогiчне скорочення застосуємо для iнших видiв
фундаментальних послiдовностей.

Теорема 5. Для того, щоб послiдовнiсть ξn, n = 1, 2, . . . була збiжною
в сенсi м.н. (p, с, ск) необхiдно i достатньо, аби вона була фундамен-
тальною в тому самому сенсi.
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Д о в е д е н н я. Для збiжностi майже напевно це твердження випливає з
аналогiчної властивостi для числових рядiв.

Розглянемо лише випадок збiжностi за ймовiрнiстью. Доведення для iнших видiв
збiжностi можна знайти в [?], пiдроздiл 4, стор. 141.

Н е о б х i д н i с т ь.
Якщо ξn

n→∞
p−→ ξ, то необхiднiсть випливає з наступного спiввiдношення:

P(|ξn − ξm| > ε) ≤ P(|ξn − ξ| > ε/2) + P(|ξm − ξ| > ε/2)
n,m→∞−→ 0.

Д o с т a т н i с т ь Насамперед доведемо, що можна знайти пiдпослiдовнiсть ξnk

таку, що ξnk k→∞
p−→ ξ, де ξ є певною випадковою величиною.

Маємо

n→∞
m→∞
lim P(|ξn − ξm| > ε) = 0

Оскiльки для кожного фiксованого k = 2, 3, ...

n→∞
m→∞
lim P(|ξn − ξm| > k−2) = 0,

то можна вибрати послiдовнiсть nk, k = 2, 3, ..., n1 = 1 таку, що nk > nk−1, i

sup
m>nk

P(|ξnk − ξm| > k−2) ≤ k−2.

Зрозумiло, що тодi
P(|ξnk − ξnk+1 | > k−2) ≤ k−2.

для всiх k. Отже,
∞X

k=1

P(|ξnk − ξnk+1 | > k−2) ≤
∞X

k=1

k−2 < ∞.

Згiдно леми Борелi-Кантеллi, iснує таке натуральне N (взагалi кажучи випадкове),
що

P(|ξnk − ξnk+1 | ≤
1

k2
) = 1, для всiх k ≥ N. (16)

В свою чергу з (16) випливає, що iснує така множина B з P(B) = 0, що

|ξnk (ω)− ξnk+1(ω)| ≤ 1

k2
, для k ≥ N(ω), ω ∈ Ω\B. (17)

Нерiвнiсть (17) показує, що ряд

ξn1 +

∞X

k=1

(ξnk+1 − ξnk )

збiгається для всiх ω ∈ Ω\B, позаяк його члени вiд певного моменту є обмеженими
членами збiжного ряду

∞X

k=1

1

k2
.

Визначимо випадкову величину ξ наступним чином:

ξ =

8
<
:

ξn1 +
P∞

k=1(ξnk+1 − ξnk ), ω ∈ Ω\B,

0, ω ∈ B.
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Для кожного ω ∈ Ω\B маємо:

lim
m→∞

ξnm = lim
m→∞

�
ξn1 +

m−1X

k=1

(ξnk+1 − ξnk )
�

= ξn1 +

∞X

k=1

(ξnk+1 − ξnk ) = ξ, (18)

отже, ξnk n→∞
м.н−→ ξ.

Teпер вже легко закiнчити доведення. Якщо послiдовнiсть ξn, n = 1, 2 . . . є p-
фундаментальною, то можемо знайти пiдпослiдовнiсть ξnkтаку, що ξnk k→∞

p−→ ξ. Teпер
для кожного ε > 0 можемо записати:

P(|ξn − ξ| > ε) ≤ P(|ξn − ξnk | > ε/2) + P(|ξnk − ξ| > ε/2)
n→∞

k→∞
−→ 0.

J

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що послiдовнiсть ξn має границю в середньому квадрати-
чному сенсi тодi i тiльки тодi, коли iснує границя limM(ξnξm) при
n →∞, m →∞.

2. Нехай (Ω, B,P), де Ω = [0, 1], B–σ-алгебра борелiвських множин в
[0, 1] а P означена в спосiб геометричний. Для кожного n = 1, 2, ...
нехай l та k будуть числами такими, що n = l+2k, 0 ≤ l < 2k. Легко
зауважити, що числа k, l визначаються однозначно i k →∞, якщо
n →∞. Покладемо

ξn(ω) =
{

1, ω ∈ [l2−k, (l + 1)2−k),
0, для iнших ω.

Довести, що послiдовнiсть ξn(ω) є збiжною до нуля за ймовiрнiстю
але не з ймовiрнiстю 1.

3. Навести приклад послiдовностi випадкових величин збiжної за
ймовiрнiстю, але не збiжної в середньому.

4. Навести приклад послiдовностi випадкових величин збiжної в се-
редньому, але не збiжної в середньому квадратичному сенсi.

5. Довести, якщо ξn
n→∞
p−→ ξ, ηn

n→∞
p−→ η, то ξnηn

n→∞
p−→ ξη.

6. Випадковi величини ξn та ηn збiгаються за ймовiрнiстью до ξ та η
вiдповiдно. Довести, що якщо випадковi величини ξn та ηn є неза-
лежними, то ξ, η теж є незалежними.
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7. Задана послiдовнiсть незалежних випадкових величин {ξn} з ну-
льовим математичним сподiванням Mξn = 0 Показати, що ряд

∞∑

n=1

ξn

збiгається в середньому квадратичному сенсi тодi i тiльки тодi, ко-
ли

∑∞
n=1 D2ξn < ∞.

8. Випадкова величина ξn має показникову щiльнiсть з параметром
n. Довести, що ξn

n→∞
p−→ 0. Чи буде ця послiдовнiсть збiжною з

ймовiрнiстю 1.

У наведених нище прикладах операцiї з випадковмих величинами
розумiємо в спосiб натуральний i будемо припускати, що ξ ≡ η,
коли P(ξ 6= η) = 0.

9. Нехай L1 позначає простiр випадкових величин зi скiнченним ма-
тематичним сподiванням, заданих на одному ймовiрносному про-
сторi, тобто

L1 = {ξ : M|ξ| < ∞}.

Визначимо вiдстань в L1 для довiльних ξ, η ∈ L1 як ρ(ξ, η) = M|ξ−
η|. Довести, що простiр L1 з визначеною в такий спосiб вiдстанню
є простором Банаха.

10. Нехай L2 позначає простiр випадкових величин зi скiнченним дру-
гим моментом, заданих на спiльному ймовiрносному просторi, тоб-
то

L2 = {ξ : Mξ2 < ∞}.

Визначимо вiдстань в L2 для довiльних ξ, η ∈ L2 як ρ(ξ, η) = M(ξ−
η)2. Довести, що простiр L2 є простором Банаха.
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Як вiдомо, найважливiшою характеристикою випадкової величини є
функцiя розподiлу. Всi види збiжностей, наведенi вище, не використову-
ють цього поняття в явний спосiб. Введемо тепер ще один тип збiжно-
стi для послiдовностей випадкових величин (oстаннiй в даному курсi),
який називається слабка збiжнiсть випадкових величин aбо слабка збi-
жнiсть розподiлiв.

Нехай задана послiдовнiсть випадкових величин ξn, n = 1, 2, .. з фун-
кцiями розподiлу Fn(x) = P(ξn < x), а також випадкова величина ξ з
функцiєю розподiлу F (x) = P(ξ < x).

Визначення 1. Будемо говорити, що послiдовнiсть ξn, n = 1, 2, . . . збi-
гається до ξ за розподiлом при n →∞, якщо Fn(x)

n→∞−→ F (x) в кожнiй
точцi неперервностi функцiї F (x).

Збiжнiсть за розподiлом (слабку збiжнiсть) будемо позначати насту-
пним чином:

ξn
n→∞
d−→ ξ або Fn

n→∞
d−→ F.

З цього визначення випливає, що у випадку, коли гранична функцiя
розподiлу є неперервною, то ξn

n→∞
d−→ ξ oзначає, що Fn(x)

n→∞−→ F (x) для
кожного x.

Приклад 1. Нехай Ω = {ω1, ω2},P(ω1) = P(ω2) = 1/2. Визначимо випадковi вели-
чини ξn, ξ наступним чином:

ξn(ω) =

8
<
:

1/n, ω = ω1,

1− 1/n, ω = ω2,
ξ(ω) =

8
<
:

1, ω = ω1,

0, ω = ω2.

Функцiї розподiлу введених випадкових величин мають вигляд:

Fn(x) =

8
>>>><
>>>>:

0, x ≤ 1
n
,

1
2
, 1

n
< x ≤ 1− 1

n
,

1, x > 1− 1
n
,

F (x) =

8
>>>><
>>>>:

0, x ≤ 0,

1
2
, 0 < x ≤ 1,

1, x > 1.
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Вочевидь, Fn
n→∞
d−→ F.

Зауважимо, що в цьому прикладi гранична функцiя розподiлу має двi точки
розриву: 0 i 1. Для x = 0, вочевидь, 0 = Fn(0)

n→∞−→ F (0) = 0, але для x = 1 маємо
1 = Fn(1) 6→ F (1) = 1/2, n →∞.

Теорема 1. Якщо ξn
n→∞
p−→ ξ, то ξn

n→∞
d−→ ξ.

Д о в е д е н н я. Нехай x є точкою неперервностi для функцiї розподiлу F (x), i
ε є довiльним фiксованим малим числом. Маємо:

|P(ξn < x)−P(ξ < x)| = |P(ξn < x, ξ < x) + P(ξn < x, ξ ≥ x))−P(ξ < x)| =
= |P(ξn < x, ξ ≥ x)−P(ξn ≥ x, ξ < x)| ≤ P(ξn < x, ξ ≥ x) + P(ξn ≥ x, ξ < x) (1)

Iснує δ > 0 таке, що P(x ≤ ξ < x + δ) = F (x + δ)− F (x) ≤ ε. Mаємо

P(ξn < x, ξ ≥ x) = P(ξn < x, ξ ≥ x + δ) + P(ξn < x, x ≤ ξ < x + δ) ≤
≤ P(|ξn − ξ| ≥ δ) + P(x ≤ ξ < x + δ) ≤ P(|ξn − ξ| ≥ δ) + ε. (2)

Позаяк ξn
n→∞

p−→ ξ, то iснує n0 таке, що P(|ξn − ξ| ≥ δ) ≤ ε для n ≥ n0, i з (2)
випливає, що P(ξn < x, ξ ≥ x) ≤ 2ε для n ≥ n0. Оскiльки ε довiльне мале число,
то будемо мати, що limn→∞P(ξn < x, ξ ≥ x) = 0. З завдання 3 випливає, що також
limn→∞P(ξn ≥ x, ξ < x) = 0, i тепер з (1) випливає наша теза.

З доведеного твердження маємо, що збiжнiсть ξn
n→∞

p−→ ξ тягне за

собою збiжнiсть ξn
n→∞

d=⇒ ξ. Навпаки це не є правдою. Aле в одному
конкретному випадку, дуже важливому для статистики, збiжнiсть за
ймовiрнiстю i слабка збiжнiсть є рiвнозначними.

Теорема 2. Нехай Fn(x) є функцiями розподiлу випадкових величин
ξn, n = 1, 2 . . .. Послiдовнiсть випадкових величин ξn є збiжною за ймо-
вiрнiстю до константи c тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞Fn(x) = F (x) =





0, x ≤ c,

1, x > c.
(3)

Д о в е д е н н я. Зрозумiло, що досить розглянути випадок c = 0. Необхiднiсть
випливає з попереднього твердження. Нехай тепер має мiсце (3). Для довiльного ε > 0
маємо

P(|ξn| > ε) = P(ξn > ε) + P(ξn < −ε) = 1−P(ξn ≤ ε) + P(ξn < −ε)

= 1− Fn(ε + 0) + Fn(−ε)
n→∞−→ 0.

J

Розгляд слабкої збiжностi закiнчимо двома твердженнями (без до-
ведення), якi є дуже суттєвими для теорiї збiжностей. Доведення цих
тверджень читач може знайти в [1], [?].
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Теорема 3. (Перша теорема Хеллi) Кожна послiдовнiсть

F1(x), F2(x), . . . , Fn(x), . . .

функцiй розподiлу мiстить пiдпослiдовнiсть

Fn1(x), Fn2(x), . . . , Fnk
(x), . . .

слабко збiжну до певної неспадної, неперервної злiва функцiї G(x) такої,
що 0 ≤ G(x) ≤ 1.

Зауваження 1. Хоча фукцiя G(x) є неперервною злiва, неспадною i
0 ≤ G(x) ≤ 1, але вона може не бути функцiєю розподiлу, оскiльки
можлива ситуацiя, коли G(∞)−G(−∞) < 1, про що свiдчить наступний
приклад.

Приклад 2. Нехай

Fn(x) =

8
<
:

0, x < −n,
x+n
2n

, |x| ≤ n,
1, x > n.

Тодi для кожного x

lim
n→∞

Fn(x) = 1/2.

Теорема 4. (Друга теорема Хеллi) Якщо послiдовнiсть функцiй роз-
подiлу Fn(x), n = 1, 2, . . . є слабко збiжною до функцiї розподiлу F (x),
тодi для кожної неперервної i oбмеженої функцiї g(x), −∞ < x < ∞
має мiсце рiвность

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) =

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x) (4)

Теорема 5. Нехай послiдовнiсть функцiй розподiлу Fn(x), n = 1, 2, . . .
є такою, що для кожної неперервної i oбмеженої функцiї g(x), −∞ <
x < ∞ має мiсце рiвнiсть:

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) =

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x), (5)

де F (x) є певною функцiєю розподiлу. Тодi послiдовнiсть функцiй роз-
подiлу Fn(x) є слабко збiжною до F (x).
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Д о в е д е н н я. Достатньо довести, що кожна слабко збiжна пiдпослiдовнiсть
послiдовностi Fn(x) є збiжною до F (x). Aле, насамперед, треба переконатись, що такi
послiдовностi взагалi iснують. Насправдi, це випливає з першої теореми Хеллi, яка
гарантує iснування такої послiдовностi. Нехай тепер послiдовнiсть Fnk (x), k = 1, 2, . . .

є такою, що Fnk (x)
k→∞
d−→ F0(x), де F0(x) є певною неспадною обмеженою функцiєю.

Доведемо, що F0(x) ≡ F (x). З другої теореми Хеллi отримаємо:

lim
k→∞

Z ∞

−∞
g(x)dFnk (x) =

Z ∞

−∞
g(x)dF0(x) (6)

для кожної неперервної обмеженої функцiї g(x). З (2), (6) випливає
Z ∞

−∞
g(x)dF (x) =

Z ∞

−∞
g(x)dF0(x) (7)

для кожної неперервної обмеженої функцiї g(x). Звiдки для g(x) ≡ 1 маємо F0(−∞)−
F0(∞) = F (−∞) − F (∞) = 1 i, отже, F0(−∞) = 0, F0(∞) = 1. Teпер з рiвностi (7)
неважко отримати F (x) = F0(x) (див. завдання 4). J

З доведеної теореми i другої теореми Хеллi випливає рiвнозначне
визначення слабкої збiжностi функцiй розподiлу.

Визначення 2. Будемо говорити, що послiдовнiсть Fn(x), n = 1, 2, . . .
функцiй розподiлу слабко збiгається до функцiї розподiлу F (x), якщо
для кожної неперервної i обмеженої функцiї g(x), −∞ < x < ∞ має
мiсце рiвнiсть:

lim
n→∞

∫ ∞

−∞
g(x)dFn(x) =

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x).

ЗАВДАННЯ

1. Кажуть, що послiдовнiсть випадкових величин ξn є oбмеженою за
ймовiрнiстю, якщо для кожного ε > 0 iснує M , а також n0 такi,
що P(|ξn| > M) < ε для всiх n > n0. Показати, що у випадку, коли
послiдовнiсть ξn є збiжною за розподiлом, то вона є обмеженою за
ймовiрнiстю.

2. Навести приклад послiдовностi випадкових величин, яка є збiжною
за розподiлом, але не збiгається за ймовiрнiстю.

3. Довести, що limn→∞P(ξn ≥ x, ξ < x) = 0), якщо x є точкою не-
перервностi для розподiлу випадкової величини ξ а послiдовнiсть
випадкових величин ξn збiгається за ймовiрнiстью до ξ.
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4. Довести, що рiвнiсть (7) спричиняє те, що F (x) = F0(x) для ко-
жного x.

Вказiвка. Для ε > 0 i фiксованого x0 записати рiвнiсть (7) для
неперервної функцiї g(x) такої, що |g(x)| ≤ 1, g(x) = 1, x ≥ x0 i
g(x) = 0, x ≤ x0 − ε, a потiм перейти до границi при ε → 0.

5. Довести, що FSn n→∞
d−→ 0, де Sn = ξ1 + ξ2 + ... + ξn a ξn, n = 1, 2, .. є

послiдовнiстю незалежних однаково розподiлених випадкових ве-
личин таких, що P(ξn = 0) < 1.

6. Чи справедливе твердження: Якщо ξn
n→∞
d−→ ξ i ηn

n→∞
d−→ η, то ξn +

ηn
n→∞
d−→ ξ + η?

7. Довести твердження: Якщо Fn
n→∞

d−→ F i Fn є послiдовнiстю фун-
кцiй розподiлу, то

lim
n→∞ sup

t
|Fn(t)− F (t)| = 0.

8. Випадкова величина ξ має розподiл Пуассона з параметром λ. До-
вести, що розподiл випадкової величини (ξ − λ)/

√
λ слабко збiгає-

ться при λ →∞ до стандартного нормального розподiлу.

9. Випадкова величина ξ має розподiл гамма з параметрами λ, p. До-
вести, що розподiл випадкової величини (λξ − p)/

√
p слабко збiга-

ється при p → 0 до стандартного нормального розподiлу.

10. Величини ξn, n = 1, 2, ... мають розподiл

P(ξn = k) =
cn

k2+1/n
, c−1

n =
∞∑

k=1

k−2−1/n, k = 1, 2, ...

Довести, що послiдовнiсть ξn, n = 1, 2, ... збiгається слабо до вели-
чини ξ з розподiлом

P(ξ = k) =
c

k2
, c =

∞∑

k=1

k−2, k = 1, 2, ...

Довести також, що Mξn < ∞ але Mξ = ∞
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В цiй лекцiй ми розглянемо поняття характеристичної функцiї випадко-
вої величини, яке є одним з головних iнструметiв вивчення властивостей
розподiлiв цих величин.

13.1 Означення та властивостi характеристичних фун-
кцiї

Нехай задана випадкова величина ξ з функцiєю розподiлу F (x).

Визначення 1. Характеристичною функцiєю випадкової величини ξ
називають комплекснозначну функцiю

ϕ(t) = Meitξ =

∞∫

−∞
eitxdF (x), (1)

де t є дiйсною змiнною, a i – уявною одиницею (i2 = −1).

Якщо функцiя розподiлу має щiльнiсть f(x), то (1) можна записати
наступним чином:

ϕ(t) =

∞∫

−∞
eitxf(x)dx. (2)

Оскiльки

eitx = cos(tx) + i sin(tx),

то вираз (1) можна подати ще так

ϕ(t) = M(cos(tξ) + i sin(tξ)) =

∞∫

−∞
cos(tx)dF (x) + i

∞∫

−∞
sin(tx)dF (x).

120
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Зауваження 1. В загально прийнятiй термiналогiї аналiзу Фур’є ϕ(t) з
(2) є перетворенням Фур’є функцiї f(x). Це перетворення є визначеним
для кожної функцiї f , оскiльки

∞∫

−∞
|f(x)|dx < ∞.

Teрмiн „характеристична функцiя” зазвичай застосовують тодi, коли у
виразi (2) функцiя f(x) є щiльнiстю.

Характеристична функцiя iснує для кожної випадкової величини ξ.
Це випливає з того, що

|ϕ(t)| = |
∞∫

−∞
eitxdF (x)| ≤

∞∫

−∞
|eitx|dF (x) =

∞∫

−∞
dF (x) = 1.

Приклад 1. Випадкова величина має показниковий розподiл з параметром λ. Зна-
демо її характеристичну функцiю.

ϕ(t) = λ

∞Z

0

eitxe−λxdx =
λ

it− λ
, t ∈ R1.

Теорема 1. Характеристична функцiя має наступнi властивостi:

1) ϕ(0) = 1, |ϕ(t)| ≤ 1 для всiх t ∈ R1;

2) для довiльних сталих a, b має мiсце рiвнiсть:

ϕaξ+b(t) = eibtϕξ(at);

3) ϕ(t) = ϕ(−t), де ϕ(t) oзначає спряжене комплексне число до ϕ(t);

4) функцiя ϕ(t) є рiвномiрно неперервною на дiйснiй вiсi;

5) якщо випадковi величини ξ, η є незалежними з вiдповiдними ха-
рактеристичними функцiями ϕξ(t), ϕη(t), то характеристична
функцiя суми ξ + η має вигляд:

ϕξ+η(t) = ϕξ(t)ϕη(t).
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Д о в е д е н н я пунктiв 1-3 випливає з визначення очевидним чином.
Доведемо пункти 4,5. Нехай задане фiксоване ε > 0. Позаяк F (N)

N→∞−→ 1, a
F (−N)

N→∞−→ 0, то можна вказати таке N0 > 0, що

1− F (N0) + F (−N0) =

Z

|x|>N0

dF (x) ≤ ε.

Для довiльного h ∈ R1 маємо

|ϕ(t + h)− ϕ(t)| =
���
∞Z

−∞

eitx(eihx − 1)dF (x)
��� ≤

∞Z

−∞

|eihx − 1|dF (x) =

≤
Z

|x|≤N0

|eihx − 1|dF (x) +

Z

|x|>N0

|eihx − 1|dF (x) ≤
Z

|x|≤N0

|eihx − 1|dF (x)+

+ 2

Z

|x|>N0

dF (x) ≤
Z

|x|≤N0

|eihx − 1|dF (x) + ε. (3)

Перехiд в (3) до границi limh→0 дає

limh→0|ϕ(t + h)− ϕ(t)| ≤ 2ε

Позаяк в цiй нерiвностi ε довiльне, то пункт 4 є доведеним.
Для доведення останнього пункту зауважимо, що оскiльки випадковi величини

ξ, η - незалежнi, то випадковi величини eitξ, eitη також є незалежними. Тодi

ϕξ+η(t) = Meit(ξ+η) = Meitξeitη = MeitξMeitη = ϕξ(t)ϕη(t).

J
Отже, якщо випадковi величини ξ, η - незалежнi, то характеристи-

чна функцiя ξ+η дорiвнює добутковi характеристичних функцiй додан-
кiв. Aле результат навпаки, тобто, якщо характеристична функцiя суми
ξ +η дорiвнює добутковi характеристичних функцiй доданкiв, то випад-
ковi величини ξ, η є незалежними, не має мiсця. Натомiсть справедливе
наступне твердження, яке наведемо без доведення (завдання 12).

Теорема 2. Якщо для довiльних t, s ∈ R1

Mei(tξ+sη) = MeitξMeisη,

то випадковi величини ξ, η є незалежними

Як було доведено ранiше, якщо Fξ(x), Fη(x) є функцiями розподiлу
незалежних випадкових величин ξ, η, то функцiя

Fξ+η(x) = Fξ ? Fη(x) =

∞∫

−∞
Fξ(x− y)dFη(y)
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є функцiєю розподiлу випадкової величини ξ+η, a тодi характеристична
функцiя цiєї випадкової величини може бути представлена у виглядi:

ϕξ+η(t) =

∞∫

−∞
eitxdFξ+η(x) = ϕξ(t)ϕη(t). (4)

У зв’язку з чим можемо сказати, що згортцi функцiй розподiлу вiдпо-
вiдає добуток їх характеристичних функцiй.

Приклад 2.Для випадкової величини ξ ∈ N(m, σ2) знайти характеристичну фун-
кцiю.

Р о з в’ я з о к. Нехай спочатку ξ ∈ N(0, 1) Тодi

ϕ(x) =
1√
2π

∞Z

−∞

eitxe−
x2
2 dx.

Диференцiюючи останнiй вираз по t пiд знаком iнтегралу, маємо:

dϕ(t)

dt
=

i√
2π

∞Z

−∞

xeitx−x2/2dx = − i√
2π

�
eitxe−x2/2

���
∞

−∞
−it

∞Z

−∞

eitx−x2/2dx
�

= − t√
2π

∞Z

−∞

eitx−x2/2dx = −tϕ(t).

Отримали рiвняння dϕ(t)
dt

= −ϕ(t), звiдки ϕ(t) = Ce−
t2
2 . Позаяк ϕ(0) = 1, то C = 1, i

ϕ(t) = e−
t2
2 .

Якщо ξ ∈ N(m, σ2), то випадкова величина η = ξ−m
σ

∈ N(0, 1), i тодi на пiдставi
властивостi 2 характеристичних функцiй oтримаємо:

ϕξ(t) = ϕση+m(t) = eimtϕη(σt) = eimte−
σ2t
2 = et(im−σ2

2 ).

J

Теорема 3. Якщо iснує k-тий момент випадкової величини ξ
(тобто M|ξ|k < ∞, k ≥ 1 ), то iснує неперервна l-та (1 ≤ l ≤ k)
похiдна функцiї ϕ(t), i

ϕ(l)(0) = ilMξl, a Mξl = (−i)lϕ(l)(0). (5)

Д о в е д е н н я. Якщо 1 ≤ l ≤ k, то M|ξ|l < ∞ i можемо записати:

|
∞Z

−∞

(ix)leitxdF (x)| ≤
∞Z

−∞

|x|ldF (x) = M|ξ|l < ∞. (6)
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З (6) випливає, що iнтеграл
R∞
−∞(ix)leitxdF (x) є рiвномiрно збiжним по t для всiх

1 ≤ l ≤ k. Таким чином, можна диференцiювати в
R∞
−∞ eitxdF (x) по t пiд знаком

iнтегралу l разiв. Звiдки отримаємо:

ϕ(l)(t) = il
∞Z

−∞

xleitxdF (x),

отже,

ϕ(l)(0) = il
∞Z

−∞

xldF (x) = ilMξl.

J

13.2 Генератриси

Якщо випадкова величина ξ є цiлочисловою, тобто P(ξ = k) = pk, k =
0,±1,±2, ... i

∑∞
k=−∞ pk = 1, то згiдно з визначенням характеристичної

функцiї будемо мати:

ϕ(t) =

∞∫

−∞
eitxdF (x) =

∞∑

k=−∞
eitkpk =

∞∑

k=−∞
(eit)kpk,

отже, характеристична функцiя є в кiнцевому рахунку функцiєю ком-
плексної змiнної z = eit . Позаяк |z| = 1, то комплексне число z лежить
на колi з радiусом 1 i центром в точцi початку координат комплексної
площини. У цьому випадку зручнiше застосовувати не характеристичну
функцiю, а генератрису, яку зараз визначимо.

Визначення 2. Якщо випадкова величина ξ є такою, що
∑∞

k=−∞P(ξ =
k) = 1, то генератрисою випадкової величини ξ будемо називати фун-
кцiю

P (z) = Mzξ =
∞∑

k=−∞
zkP(ξ = k), |z| = 1.

Якщо P (z) - генератриса випадкової величини ξ, то її характеристи-
чна функцiя, вочевидь, дорiвнює P (eit), t ∈ R1.

Приклад 1. Випадкова величина ξ має бiномiальний розподiл

P(ξ = k) = Ck
npkqn−k, 0 < k ≤ n.

Знайти її генератрису.
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Р о з в’ я з о к.

P (z) =

nX

k=0

Ck
nzkpkqn−k = (zp + q)n.

Приклад 2. Знайти генератрису розподiлу Пуассона з параметром λ.
Р о з в’ я з о к.

P (z) =

∞X

k=0

zke−λ λk

k!
= e−λ

∞X

k=0

(zλ)k

k!
= e−λeλz = e−λ(1−z).

Позаяк дiйснiй вiсi (−∞,∞) при вiдображеннi t → eit вiдповiдає коло
з радiусом 1 i центом в точцi початку координат комплексної вiсi, то
можна легко написати вiдповiдники теорем 1, 2. А саме:

Теорема 4. (Властивостi генератрис).

1. P (1) = 1, |P (z)| ≤ 1 для всiх |z| = 1.

1) для довiльних цiлих k, n має мiсце рiвнiсть

Pkξ+n(z) = znPξ(zk);

2) P (z) = P (z);

3) функцiя P (z) є неперервною на колi |z| = 1;

4) якщо випадковi величини ξ, η є незалежними с генератрисами
Pξ(z) i Pη(z), то для генератриси ξ + η маємо:

Pξ+η(z) = Pξ(z)Pη(z), |z| = 1.

Aналог теореми 3 не буде таким простим. Це пов’язано з тим фактом,
що у випадку характеристичної функцiї має мiсце рiвнiсть

dleitx

dtl
= (ix)leitx.

А тепер для l ≤ k маємо

dlzk

dzl
= k(k − 1) · · · (k − l + 1)zk−l,

отже, степенi (ix)l вiдповiдає добуток k(k−1) · · · (k−l+1)z−l i в наслiдок
чого значення похiдної dlzk

dtl
|z=1 вже не буде дорiвнювати Mξl. Наведемо

вiдповiдник теореми 3 лише для l = 1, 2.
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Теорема 5. Якщо M|ξ|2 < ∞, то iснують перша i друга похiднi функцiї
P (z) в точцi z = 1 i, крiм того,

Mξ =
dP (z)

dz
|z=1, Mξ2 =

d2P (z)
dz2

|z=1 + Mξ. (7)

J

Приклад 3. (продовження прикладу 1) Знайти Mξ, Mξ2.
Р о з в’ я з о к. З формул (7) отримуємо:

Mξ =
d(zp + q)n

dz
|z=1 = np(zp + q)n−1|z=1 = np,

Mξ2 =
d2(zp + q)n

dz2
|z=1 + np = n(n− 1)p2(zp + q)n−2|z=1 + np = np(np + q).

Наступна таблиця мiстить приклади розподiлiв та їх характеристи-
чних функцiй або генератрис. Звернiмо увагу на характеристичну фун-
кцiю розподiлу пiд номером 8. Ця функцiя дорiвнює нулевi поза межами
скiнченного iнтервалу, хоча щiльнiсть є ненульовою на всiй дiйснiй вiсi.
Ця особливiсть дуже часто використовується в аналiзi Фур’є.

Lp. Назва розподiлу Щiльнiсть aбо Oбласть Функ. характер.
розподiл визначення aбо генератриса

1 Показниковий λe−λx x ≥ 0, λ > 0 λ
λ−it

2 Ерланга λnxn−1e−λx

(n−1)!
x ≥ 0, λ > 0

�
λ

λ−it

�n

3 χ2
n

xn/2−1e−x/2

2n/2Γ(n/2)
x ≥ 0

�
λ

λ−it

�n/2

4 Рiвномiрний 1/a 0 < x < a eiat−1
at

5 Рiвномiрний 1/2a −a < x < a sin(at)
at

6 Tрикутний 1
a

�
1− |x|

a

�
|x| ≤ a 2 1−cos at

a2t2

7 Нормальний 1

σ
√

2π
e
− (x−m)2

2σ2 −∞ < x < ∞ e−σ2t2/2+imt
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Lp. Назва розподiлу Щiльнiсть aбо Oбласть Функ. характер.
розподiл визначення aбо генератриса

8 - 1−cos ax
aπx2 −∞ < x < ∞

�
1− |t|

a
, |x| ≤ a

0, |x| > a.

9 Гамма λp

Γ(p)
xp−1e−λx

0 < x < ∞,
0 < λ < ∞,
0 < p < ∞

�
λ

λ−it

�p

10 Кошi λ
π(λ2+(x−m)2)

−∞ < x < ∞,
−∞ < m < ∞,

λ > 0
e−λ|t|+imt

11 Нуля-одиницi p, q = 1− p 0 ≤ p ≤ 1 q + pz

12 Бiномiальний Ck
npkqn−k 0 ≤ p ≤ 1,

0 ≤ k ≤ n
(q + pz)n

13 Геометричний qn−1p
0 ≤ p ≤ 1,

n ≥ 1
zp(1− qz)−1

14 Пуассона e−λ λk

k!
λ > 0, k ≥ 0 eλ(z−1)

13.2.1 Гратчастi розподiли

Розглянемо тепер випадковi величини, якi є дуже подiбнi до цiлочисло-
вих.

Визначення 3. Розподiл випадкової величини ξ будемо називати гра-
тчастим (арифметичним) з кроком h > 0, якщо iснують такi a i h,
що

∞∑

k=−∞
P(ξ = a + kh) = 1. (8)

В цьому випадку будемо казати, що випадкова величина ξ є гратчастою
з кроком h.
Приклад 4. Випадкова величина ξ є такою, що P(ξ =

√
2 + 1

3
k) = 1

2k , k = 1, 2, ...
Позаяк

∞X

k=1

1

2k
= 1,
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то ця ця випадкова величина є гратчастою з кроком 1
3
.

Цiлочисловi випадковi величини є, вочевидь, гратчастими випадко-
вими величинами з натуральним кроком h ≥ 1. В той же час, навпа-
ки, якщо для випадкової величини ξ справедливе спiввiдношення (8),
то випадкова величина η = ξ−a

h є цiлочисловою випадковою величиною
(завдання 1).

Теорема 6. Випадкова величина ξ має гратчастий розподiл з кроком
h тодi i тiльки тодi, коли

|ϕ(2π
h )| = 1. (9)

Д о в е д е н н я. Якщо випадкова величина ξ має гратчастий розподiл i має
мiсце рiвнiсть (9), то

|ϕ( 2π
h

)| = |Mei 2πξ
h | = |

∞P
k=−∞

ei
2π(a+kh)

h P(ξ = a + kh)| =

= |ei 2πa
h

∞X

k=−∞
e2iπkP(ξ = a + kh)| = |ei 2πa

h

∞X

k=−∞
P(ξ = a + kh)| = |ei 2πa

h | = 1.

Якщо навпаки, має мiсце рiвнiсть (9), то

1 = |Mei 2πξ
h | = |Mcos 2πξ

h
+ iMsin 2πξ

h
| =

r�
Mcos 2πξ

h

�2

+
�
Msin 2πξ

h

�2

.

Отже,
�
Mcos 2πξ

h

�2

+
�
Msin 2πξ

h

�2

= 1. (10)

Позаяк завжди Mη2 ≥ (Mη)2, то

M
�
cos 2πξ

h

�2

≥
�
Mcos 2πξ

h

�2

, M
�
sin 2πξ

h

�2

≥
�
Msin 2πξ

h

�2

. (11)

Якщо хочя б одна нерiвнiсть (11) була строгою, то, додаючи цi нерiвностi одна до
одної, з урахуванням (10) ми би отримали:

1 = M
�
cos 2πξ

h

�2

+ M
�
sin 2πξ

h

�2

> 1.

Як наслiдок в (11) має мiсце рiвнiсть, це означає, що

M
�
cos 2πξ

h

�2

=
�
Mcos 2πξ

h

�2

, M
�
sin 2πξ

h

�2

=
�
Msin 2πξ

h

�2

.

Це є рiвнозначним наступним спiввiдношенням:

D2cos 2πξ
h

= 0, D2sin 2πξ
h

= 0.

Отже, отримаємо з ймовiрнiстю 1:

cos 2πξ
h

= c1, sin 2πξ
h

= c2, (12)
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де c1, c2 є таким константами, що c2
1 + c2

2 = 1. Якщо через α позначити аргумент
комплексного числа c1 + ic2, тобто, якщо c1 + ic2 = cos α + i sin α, то з (12) випливає
cos 2πξ

h
+ i sin 2πξ

h
= cos α + i sin α aбо e

2πξ
h = eα. Звiдки

2πξ
h
− α = 2πk, k = 0,±1,±2, . . .

або

ξ =
αh

2π
+ hk, k = 0,±1,±2, . . .

J

ЗАВДАННЯ

1. Показати, що якщо випадкова величина ξ має гратчастий розподiл,
то випадкова величина (ξ − b)/h є цiлочисельною.

2. Нехай ξi, i = 1, 2, 3... є незалежними однаково розподiленими ви-
падковими величинами з генератрисою Q(z). Випадкова величина
η приймає значення 0, 1, 2, ... i є незалежною вiд ξi. Функцiя g(z) є
генератрисою η. Нехай

ζ = ξ1 + ξ2 + ... + ξη.

Довести, що генератрисою випадкової величини ζ є g(Q(z)).

3. Знайти характеристичну функцiю розподiлу Лапласа, який має
щiльнiсть:

f(x) =
1
2
e−|x|.

4. Знайти характеристичну функцiю розподiлу зi щiльнiстю:

f(x) =
{ |x|, |x| ≤ 1,

0, |x| > 1.

5. Знайти характеристичну функцiю випадкової величини ξ−η, якщо
ξ, η є незалежними i мають однакову характеристичну функцiю
ϕ(t).
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6. Випадкова величина ξ приймає значення 2 i 5 з ймовiрностями
вiдповiдно 1

3 ,
2
3 . Знайти її генератрису i характеристичну функцiю.

7. За допомогою характеристичних функцiй знайти моменти стандар-
тного нормального розподiлу N(0,1) i розподiлу гамма.

8. Випадкова величина ξ має генератрису P (z). Знайти генератриси
випадкових величин ξ + 2, 2ξ.

9. Довести теорему 2.

10. Використовуючи таблицю характеристичних функцiй, визначити
розподiл випадкової величини, характеристична функцiя якої має
вигляд:

a) ϕ(t) = eeit−1, б) ϕ(t) = 1+eit

2 , в) ϕ(t) = e−|t|, г) ϕ(t) = sin t
t ,

д)

ϕ(t) =
{

1− |t| dla |t| ≤ 1,
0 dla |t| > 1.

11. Довести, що характеристична функцiя приймає дiйснi значення то-
дi i тiльки тодi, коли розподiл випадкової величини є симетричним.
(розподiл випадкової величини ξ називається симетричним, якщо
функцiї розподiлу випадкових величин ξ та −ξ є iдентичними, тоб-
то, F (x) = P(ξ < x) = P(−ξ < x) = 1−P(ξ ≥ −x) = 1−F (−x+0))

12. Довести теорему 2.



Лекцiя 14. Подальшi властивостi
характеристичних функцiй

14.1 Формула обернення

Як ми вже з’ясували, кожнiй функцiї розподiлу вiдповiдає своя хара-
ктеристична функцiя. Головною метою цього параграфу є з’ясування та-
ких питань: "Як для заданої характеристичної функцiї знайти функцiю
розподiлу, яка їй вiдповiдає, i скiльки таких функцiй розподiлу iснує? ".
Формули, за якими можна для заданої характеристичної функцiї знайти
вiдповiдну функцiю розподiлу, називаються „ формулами обернення ”.

Теорема 1. Нехай ϕ(t) є характеристичною функцiєю для функцiї роз-
подiлу F (x), тодi для довiльних x < y, в яких функцiя F є неперервною,
будемо мати:

F (y)− F (x) =
1
2π

lim
c→∞

c∫

−c

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt.

Д о в е д е н н я. З визначення характеристичної функцiї i пiсля простих пере-
творень отримаємо:

Jc =
1

2π

cZ

−c

e−itx − e−ity

it
ϕ(t)dt =

1

2π

cZ

−c

∞Z

−∞

eit(z−x) − eit(z−y)

it
dF (z)dt =

=
1

2π

∞Z

−∞

cZ

−c

eit(z−x) − eit(z−y)

it
dtdF (z) =

∞Z

−∞

Ψ(c, z, x, y)dF (z), (1)

де

Ψ(c, z, x, y) =
1

π

cZ

0

� sin t(z − x)

t
− sin t(z − y)

t

�
dt.

З аналiзу вiдомо, що

1

π
lim

c→∞

cZ

0

sin(αt)

t
dt =

8
<
:

1
2
, α > 0,

− 1
2
, α < 0

(2)
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i ця збiжнiсть є рiвномiрною стосовно α для всiх |α| ≥ δ > 0 з фiксованим δ. Крiм
того, для всiх |α| ≤ δ i всiх достатньо великих c > 0 будемо мати:

��� 1
π

cZ

0

sin(αt)

t
dt
��� ≤ 1. (3)

Нехай δ > 0 є фiксованим i таким, що x + δ < y − δ. Маємо

Jc =
� x−δZ

−∞

+

x+δZ

x−δ

+

y−δZ

x+δ

+

y+δZ

y−δ

+

∞Z

y+δ

�
Ψ(c, z, x, y)dF (z).

Звiдки

|Jc − F (y) + F (x)| ≤
���
� x−δZ

−∞

+

∞Z

y+δ

�
Ψ(c, z, x, y)dF (z)

���+
���

x+δZ

x−δ

Ψ(c, z, x, y)dF (z)
���+

+
���

y+δZ

y−δ

Ψ(c, z, x, y)dF (z)
���+
���

y−δZ

x+δ

Ψ(c, z, x, y)dF (z)− F (y) + F (x)
���. (4)

З визначення функцiї Ψ(c, z, x, y) i зi спiввiдношень (2), (3) випливають мiсце наступнi
властивостi цiєї функцiї:

1. |Ψ(c, z, x, y)| ≤ 2 для всiх z, x, y i достатньо великих c;

2. limc→∞Ψ(c, z, x, y) = 0, якщо −∞ < z < x− δ, aбо y + δ < z < ∞;

3. limc→∞Ψ(c, z, x, y) = 1, якщо x + δ < z < y − δ.

З властивостей функцiї Ψ(c, z, x, y) i (4) випливає:

limc→∞|Jc − F (y) + F (x)| ≤ 2
�
F (x + δ)− F (x− δ)

�
+

+ 2
�
F (y + δ)− F (y − δ)

�
+
���F (y − δ)− F (y) + F (x)− F (x + δ)

���. (5)

Позаяк x, y є точками неперервностi функцiї F (x), то права частина в (5) прямує до
нуля, якщо δ → 0. Цей факт завершує доведення нашого твердження.

Зауваження 1. Границю в теоремi 1 називають „ iнтегралом у сенсi
Кошi ” функцiї ϕ(t)(it)−1(exp(−ixt)− exp(−iyt)).

14.1.1 Застосування формул обернення

З теореми про обернення легко випливає дуже важливий результат, який
часом називают теоремою про однозначнiсть.

Теорема 2. Характеристична функцiя випадкової величини однозначно
визначає її функцiєю розподiлу.

Наступний результат часто використовується в математичнiй стати-
стицi.
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Теорема 3. Нехай випадковi величини ξk, k = 1, . . . , n є незалежними
i ξk ∈ N(mk, σk). Тодi для довiльних ak, k = 1, . . . , n маємо:

n∑

k=1

akξk ∈ N(M, D2), M =
n∑

k=1

akmk D2 =
n∑

k=1

a2
kσ

2
k.

Д o в е д е н н я наведемо тiльки для n = 2. Випадкова величина ξ1 має характери-
стичну функцiю виду exp t(−σ2

1/2+im1), i згiдно з пунктом 2 теореми 1 стор. 121 хара-
ктеристична функцiя випадкової величини a1ξ1 є наступною: exp t(−a2

1σ
2
1/2+ ia1m1).

Aналогiчно для випадкової величини a2ξ2 характеристична функцiя має вигляд:
exp t(−a2

2σ
2
2/2 + im2a2). Згiдно з пунктом 5 цiєї самої теореми будемо мати, що хара-

ктеристична функцiя суми a1ξ1 + a2ξ2 має вигляд:

ϕa1ξ1+a2ξ2(t) = et(−a2
1σ2

1/2+ia1m1)et(−a2
2σ2

2/2+ia2m2 = e
t

�
−(a2

1σ2
1+a2

2σ2
2)/2+i(a1m1+a2m2)

�
.

Oстаннi вираз в наведенних рiвностях є характеристичною функцiєю нормального
розподiлу з параметрами a1m1 + a2m2, a2

1σ
2
1 + a2

2σ
2
2 , отже, на пiдставi теореми про

однозначнiсть маємо: a1ξ1 + a2ξ2 ∈ N(a1m1 + a2m2, a
2
1σ

2
1 + a2

2σ
2
2), що й завершує

доведення. J

14.2 Теорема про неперервнiсть

Метою цього пункту є доведення одного з найважливiших тверджень
теорiї ймовiрностей.

Теорема 4.Нехай задана послiдовнiсть функцiй розподiлу Fn(x) , n ≥ 1
i вiдповiдна їм послiдовнiсть характеристичних функцiй ϕn(t). Якщо
ϕn(t) → ϕ(t) при n → ∞ для кожного t i функцiя ϕ(t) є неперервною в
точцi t = 0, то

1. ϕ є характеристичною функцiєю певної функцiї розподiлу F ,
2. Fn

n→∞
d−→ F .

I навпаки, якщо Fn
n→∞

d−→ F i F є функцiєю розподiлу, то ϕn(t) →
ϕ(t), при чому ϕ(t) є характеристичною функцiєю функцiї розподiлу F .

Сенс цього твердження можна прокоментувати наступним чином.
Нехай задана послiдовнiсть випадкових величин ξn, n ≥ 1. Стоїть задача
вивчити збiжнiсть функцiй розподiлу Fn(x) = P(ξn < x) при n → ∞.
Отже, треба з’ясувати, чи iснує така функцiя розподiлу F (x), до якої
б прямувала послiдовнiсть Fn(x) для кожного x (або для тих x, якi є
точками неперервностi F (x) – слабка збiжнiсть). Знаходження явних
виразiв для функцiй розподiлу Fn(x) є часто справою дуже важкою.
Теорема 4 дає нам iншу можливiсть розв’язання цiєї задачi. А саме, тре-
ба знайти характеристичнi функцiї ϕn(t) випадкових величин ξn (a це
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часто набагато легше зробити), а потiм перевiрити, чи iснує границя
limn→∞ ϕn(t). Якщо ця границя iснує i дорiвнює ϕ(t), то перевiряємо
її додатково ще на неперервнiсть у точцi t = 0. Якщо ϕ(t) є в цiй то-
чцi неперервною, то aвтоматично ϕ(t) є характеристичною функцiєю,
i послiдовнiсть Fn(x) збiгається до функцiї розподiлу, якiй вiдповiдає
ϕ(t). Якщо ж limn→∞ ϕn(t) не iснує, то Fn не збiгається навiть слабко до
жодної функцiї розподiлу. Бiльша частина граничних тверджень теорiї
ймовiрностей i математичної статистики спирається на Tвердження 4.

Д o в е д е н н я теореми 4. Друга частина цiєї теореми є фактично другою
теоремою Хеллi,отже, не потребує доведення. У зв’язки з чим, доведемо тiльки пун-
кти 1, 2.

Перша теорема Хеллi стверджує, що завжди iснує пiдпослiдовнiсть Fnk (x), k ≥ 1
i неспадна функцiя F (x), 0 ≤ F (−∞), F (∞) ≤ 1 такi, що limk→∞ Fnk (x) = F (x)
у кожнiй точцi неперервностi функцiї F (x). Доведемо, що функцiя F (x) є функцiєю
розподiлу. Дiйсно, треба показати, що F (∞)−F (−∞) = 1. (Позаяк 0 ≤ Fnk (x)| ≤ 1, то
0 ≤ F (x) ≤ 1 i, якщо F (∞)−F (−∞) = 1, то з монотонностi функцiї F (x) випливає, що
це є можливим лише тодi, коли F (−∞) = 0, F (∞) = 1). Нехай F (∞)−F (−∞) = δ < 1.
Оскiльки 1 = limk→∞ ϕnk (0) = ϕ(0) i функцiя ϕ(t) є неперервною в нулi, то iснують
τ, ε > 0 такi, що

1

2τ

τZ

−τ

ϕ(t)dt > δ +
ε

2
. (6)

Нехай K > 2/τε таке, що K i −K є точками неперервностi функцiї F (x). Тодi
limk→∞(Fnk (K)− Fnk (−K)) = F (K)− F (−K) ≤ δ.

Позаяк

���
τZ

−τ

eitxdt
��� ≤ 2τ, i

���
τZ

−τ

eitxdt
��� =

���2 sin τx

x

��� ≤ 2

K
, dla x > K,

то

���
τZ

−τ

ϕ(t)dt
��� = lim

k→∞

���
τZ

−τ

ϕnk (t)dt
��� = lim

k→∞

���
∞Z

−∞

τZ

−τ

eitxdtdFnk (x)
��� ≤

≤ lim
k→∞

Z

|x|≤K

���
τZ

−τ

eitxdt
���dFnk (x)

���+ lim
k→∞

Z

|x|>K

���
τZ

−τ

eitxdt
���dFnk (x) ≤ 2τδ+

2

K
≤ 2τδ+τε.

Отже,

1

2τ

���
τZ

−τ

ϕ(t)dt
��� ≤ δ +

ε

2
,

що суперечить (6).
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ЗАВДАННЯ

1. Знайти розподiл суми двох незалежних випадкових величин з роз-
подiлом Кошi.

2. Знайти розподiл суми двох незалежних випадкових величин з гео-
метричним розподiлом.

3. Довести за допомогою характеристичних функцiй аналог теоре-
ми 3 для розподiлу Пуассона.

4. Для розподiлiв: показникового, Eрланга, рiвномiрного, трикутно-
го, нуля-одиницi, бiномiального, геометричного дослiдити: чи сума
двох незалежних випадкових величин з таким розподiлом буде ма-
ти розподiл цього ж типу?

5. Випадкова величина має характеристичну функцiю ϕ(t) = e−
1
2
t2 .

Знайти її розподiл.

6. Випадкова величина має характеристичну функцiю ϕ(t) = cos(t).
Знайти її розподiл.

7. Нехай послiдовнiсть ϕn(t), n = 1, 2, . . . характеристичних функцiй
є такою, що ϕn(t)

n→∞−→ 1 для −δ < t < δ, δ > 0. Довести, що тодi
ϕn(t)

n→∞−→ 1 для всiх t.

8. Нехай ξ є числом успiхiв в схемi Бернуллi з параметрами p,N, де
ймовiрнiсть успiху p є сталою, а параметр N має розподiл Пуассона
з параметром a. Знайти розподiл випадкової величини ξ.
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15.1 Слабкий закон великих чисел.

Визначення 1. Нехай ξn, n = 1, 2, ... є послiдовнiстю випадкових вели-
чин, для яких Mξn < ∞, n = 1, 2, .... Будемо казати, що для послiдов-
ностi ξn, n = 1, 2, ... має мiсце слабкий закон великих чисел , якщо

1
n

n∑

k=1

(ξk −Mξk) n→∞
p−→ 0.

Зауваження 1. З цього визначення випливає, що для великих n послi-
довнiсть випадкових величин 1

n

∑n
k=1 ξk поводить себе як числова послi-

довнiсть cn = 1
n

∑n
k=1 Mξk.

Якщо випадковi величини є однаково розподiленими, то слабкий за-
кон великих чисел можна записати у виглядi:

1
n

n∑

k=1

ξk n→∞
p−→ Mξ1.

Якщо ж додатково випадковi величини є незалежними, то має мiсце
наступне твердження.

Теорема 1. (Хiнчина). Якщо випадковi величини ξk, k = 1, 2, . . . є неза-
лежними, однаково розподiленими i Mξk = a, то

1
n

n∑

k=1

ξk n→∞
p−→ Mξ1 = a. (1)

Д о в е д е н н я. Якщо ϕ(t) є характеристичною функцiєю ξi, то на пiдставi
формули (5) (стор. 123) маємо: lim t−1(1− ϕ(t)) = ϕ′(0) = iMξ1 = ia, звiдки

ϕ(t) = 1 + iat + o(t) t → o.

Нехай Sn = 1
n

Pn
k=1 ξk. Тодi

MeiSn =
�
Meiξ1/n�2 =

�
ϕ(t/n)

�n

=
�
1 +

iat

n
+ o(

t

n
)
�n

n→∞−→ eiat (2)

Позаяк eiat є характеристичною функцiєю випадкової величини ξ = a = const, то на
пiдставi теореми 2 (стор. 116) будемо мати: Sn

n→∞
p−→ a. J
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Наслiдок 1. ( (Бернуллi) Нехай в схемi випробувань Бернуллi з ймо-
вiрнiстю успiху p випадкова величина µn описує число успiхiв в n ви-
пробуваннях. Тодi

µn

n n→∞
p−→ p. (3)

Д о в е д е н н я. Схему випробувань Бернуллi можна представити як n
незалежних випробувань типу "успiх-неуспiх". Визначимо випадковi величини ηk,
k = 1, 2, . . . , n наступним чином:

ηk =

�
1, якщо в k-тому випробуваннi був успiх,
0, у протилежному випадку.

Оскiльки, згiдно з визначенням схеми Бернуллi, всi n випробувань є незалежними i
вiдбуваються в однакових умовах, то випадковi величини ηk, k = 1, 2, . . . , n є також
незалежними i мають однаковий розподiл: P(ηk = 1) = p, P(ηk = 0) = 1−p. Вочевидь,
µn =

Pn
k=1 ηk. Позаяк Mηk = p, D2ηk = (1 − p)p, то є виконаними припущення

попереднього наслiдку для послiдовностi ηk, k = 1, 2, . . . , n. Отже,

µn

n
=

1

n

nX

k=1

ηk
n→∞
p−→ Mη1 = p.

J
Якщо випадковi величини ξn, n = 1, 2, ... є незалежними, aле з рiзни-

ми розподiлами, то має мiсце наступний результат.

Теорема 2. (Чебишова) Нехай ξn, n = 1, 2, ... є послiдовнiстю незале-
жних випадкових величин таких, що D2ξn ≤ C, n = 1, 2, ... Тодi

1
n

n∑

k=1

(ξk −Mξk) n→∞
p−→ 0. (4)

Д о в е д е н н я. Позначимо

Sn =
1

n

nX

k=1

(ξk −Mξk).

Тодi

MSn = 0, i D2Sn =
1

n2

nX

k=1

D2ξk <
C

n
.

На пiдставi нерiвностi Чебишова для довiльного ε > 0 маємо:

P(|Sn| ≥ ε) ≤ D2Sn

ε2
≤ C

nε2 n→∞−→ 0,

що й доводить збiжнiсть (4). J

Зауваження 2.Доведене твердження залишається в силi, якщо замiсть
D2ξn ≤ C, n = 1, 2, ... вимагати виконання умови: n−2

∑n
k=1 D2ξk n→∞−→ 0

(завдання 1).



15.2. Слабкий закон великих чисел. 138

15.2 Посилений закон великих чисел

Визначення 2.Посиленим законом великих чисел називають твердже-
ння, що рiзниця

1
n

n∑

k=1

(ξk −Mξk) n→∞
м.н−→ 0.

Наступне твердження дає достатнi умови для виконання посиленого
закону велихих чичел. Вiдмiтимо, що в цьому твердженнi не вимагається
щоб випадковi величини були одинаклво розподiленi.

Теорема 3. Нехай задана послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин ξ1, ξ2, . . ., Mξk = mk i понадто:

∞∑

k=1

D2ξk

k2
< ∞.

Тодi

1
n

n∑

k=1

(ξk −mk) n→∞
м.н−→ 0, (5)

отже, для послiдовностi ξ1, ξ2, . . . має мiсце посилений закон великих
чисел.

Д о в е д е н н я. Позначимо Sn =
Pn

k=1(ξk −Mξk). Достатньо показати, що для
довiльного ε > 0

lim
n→∞

P(sup
k≥n

��Sk

k

�� > ε) = 0. (6)

Нехай An = {max2n≤k<2n+1

��Sk
k

�� > ε}. Зрозумiло, що

{ω : sup
k≥n

��Sk

k

�� > ε} = ∪∞k=nAk (7)

для довiльного n. Використовуючи нерiвнiсть Колмогорова (стор. 84) маємо

P(An) ≤ P( max
2n≤k<2n+1

��Sk

�� > 2nε) ≤ P(max{|S1|, ..., |S2n+1 |} > 2nε) ≤

≤ D2S2n+1

ε222n
=

P2n+1

j=1 D2ξj

ε222n
.

Отже

∞X
n=1

P(An) ≤
∞X

n=1

P2n+1

j=1 D2ξj

ε222n
= ε−2

∞X
j=1

D2ξj

X

n:2n+1≥j

2−2n.
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Остання сума в цiй нерiвностi менша подвоєного першого доданку а томуP
n:2n+1≥j 2−2n ≤ 8j−2 що дає

∞X
n=1

P(An) ≤ 8ε−2
∞X

j=1

D2ξj

j2
< ∞

З леми Бореля-Кантелi випливє, що вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй An.
Iншими словами, для деякого n0(взагалi кажучи, випадкового) подiї An, n ≥ n0 не
вiдбуваються з ймовiрнiстю 1, а тому

P( max
2n≤k<2n+1

��Sk

k

�� ≤ ε) = P(An) = 1, n ≥ n0

З (7) тепер дiстаємо

P( sup
k≥n0

��Sk

k

�� ≤ ε) = P(∩∞k=n0Ak) = 1

Оскiльки ε тут довiльне мале число, то це i завершує доведення нашої теореми. J

Для однаково розподiлених випадкових величин посилений закон ве-
ликих чисел має наступний вигляд:

1
n

n∑

k=1

ξk n→∞
м.н−→ Mξ1.

A, якщо крiм того випадковi величини ξi, i = 1, ..., n є незалежними,
то наступне твердження визначає необхiднi i достатнi умови, коли для
цих випадкових величин має мiсце посилений закон великих чисел.

Теорема 4. (Посилений закон великих чисел Колмогорова) Нехай
ξn, n = 1, 2, ... є незалежними, однаково розподiленими випадковими
величинами. Для того, щоб

1
n

n∑

k=1

ξk n→∞
м.н−→ a (8)

необхiдно i достатньо iснування математичного сподiвання Mξk = a.

Д о в е д е н н я. Д о с т а т н i с т ь. Для довiльного натурального k означимо
ξ∗k = ξkχ(|ξk| ≤ k) i нехай Sn =

Pn
k=1 ξk, S∗n =

Pn
k=1 ξ∗k. Покажемо, що зi збiжностiь

n−1(S∗n −MS∗n)
n→∞
м.н−→ 0 випливає збiжнiсть n−1(Sn − na)

n→∞
м.н−→ 0 .

Якщо Ak = {ξk 6= ξ∗k}, то маємо

∞X

k=1

Ak=

∞X

k=1

P(|ξk|>k)=

∞X

k=1

∞X

j=k

P(j<|ξ1|≤j + 1) =

∞X
j=1

jP(j<|ξ1|≤j + 1)≤M|ξ1|≤∞.
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Звiдки, згiдно леми Бореля-Кантеллi, випливає, що вiдбувається лише скнченна кiль-
кiсть подiї {ξk 6= ξ∗k} . А це, в свою чергу, означає, що для кожного ω ∈ Ω\B, де
P(B) = 0 маємо ξn(ω) = ξ∗n(ω), n ≥ n0, для деякого скiнченного числа n0 (рiзного
для рiзних ω), i тому для даного ω маємо

Sn

n
=

Pn0
k=1 ξk −

Pn0
k=1 ξ∗k

n
+

P∞
k=1 ξ∗k
n

=

Pn0
k=1 ξk −

Pn0
k=1 ξ∗k

n
+

S∗n
n

,

а тому з ймовiрнiстю 1

lim
n→∞

Sn

n
= lim

n→∞
S∗n
n

. (9)

Очевидно limk→∞Mξ∗k = Mξk = a, а тому limn→∞MS∗n/n = a, що разом з (9) дає

lim
n→∞

Sn − na

n
= lim

n→∞
S∗n −MS∗n

n
.

Оскiльки

D2ξ∗n ≤ M(ξ∗n)2 ≤
nX

k=1

k2P(k − 1 ≤ |ξ1| < k),

то
∞X

n=1

D2ξ∗n
n

≤
∞X

n=1

nX

k=1

k2

n2
P(k − 1 ≤ ξ1| < k) =

∞X

k=1

k2P(k − 1 ≤ |ξ1| ≤ k)

∞X

n=k

1

n2
=

= P(|ξ1| ≤ 1)

∞X
n=1

1

n2
+

∞X

k=2

k2P(k − 1 ≤ |ξ1| < k)

∞X

n=k

1

n2
≤

≤ ( в цьому мiсцi використовуємо нерiвнiсть
∞X

n=k

1

n2
≤ 2

k
, k ≥ 2)

≤
∞X

n=1

1

n2
+

∞X

k=2

kP(k − 1 ≤ |ξ1| < k) ≤ 1 +

∞X
n=1

1

n2
+

∞X

k=2

(k − 1)P(k − 1 ≤ |ξ1| < k) ≤

≤ 1 +

∞X
n=1

1

n2
+ M|ξ1| < ∞.

Отже для послiдовностi випадкових величин ξ∗n, n = 1, 2, ... виконуються умови по-
передньої теореми а тому для неї, а отже i для ξn, n = 1, 2, ..., має мiсце посилений
закон великих чисел.

Н е о б х i д н i с т ь. Нехай тепер виконується (8). Оскiльки

ξn

n
=

Sn

n
− n− 1

n

Sn−1

n− 1 n→∞
м.н−→ 0,

то подiя {|ξn|/n > 1} вiдбувається скiнченну кiлькiсть раз, що згiдно леми Бореля-
Кантеллi, означає збiжнiсть ряду

P∞
n=1 P(|ξn| > n), а тому

M|ξ1| ≤
∞X

n=1

(n + 1)P(n ≤ |ξn| < n + 1) = 1 +

∞X
n=1

P(|ξn| > n) < ∞.

J
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ЗАВДАННЯ

1. Довести зауваження 2.

2. Послiдовнiсть ξn, n ≥ 1 випадкових величин (взагалi кажучи, за-
лежних) така, що

lim
n→∞n−2D2

( n∑

k=1

ξk

)
= 0.

Довести, що для цiєї послiдовностi має мiсце слабкий закон вели-
ких чисел.

3. Маємо послiдовнiсть ξn, n ≥ 1 незалежних випадкових величин,
рiвномiрно розподiлених на [0; 1] Довести, що en

∏n
k=1 ξk n→∞

p−→ 1.

4. Маємо послiдовнiсть ξn, n ≥ 1 незалежних випадкових вели-
чин з показниковим розподiлом з параметром λ. Довести, що
n
√∏n

k=1 ξk n→∞
м.н−→ e−c, c =

∞∫
0

e−x ln xdx –стала Ейлера.

5. Нехай ξn, n ≥ 1 послiдовнiсть незалежних випадкових величин
таких, що

P(ξn = −n) = P(ξn = n) = 1/n, P(ξn = 0) = 1− 2/n.

а) Довести, що
∑∞

n=2 n−2D2ξn = ∞.

б) Посилений закон великих чисел для послiдовностi ξn, n ≥ 1 не
виконується.

6. Довести, що необхiдною умовою виконання для послiдовностi не-
залежних випадкових величин ξn, n ≥ 1 з M|ξn| < ∞, n ≥ 1
посиленого закону великих чисел є умова ξn−Mξn

n n→∞
м.н−→ 0.



Лекцiя 16. Центральна гранична теорема

16.1 Центральна гранична теорема

У попереднiй лекцiї ми довели, що за певних умов стосовно випадко-
вих величин ξn, n = 1, 2, ... сума Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn помножена на n−1

при великих n поводить себе як певна числова послiдовнiсть (aбо навiть
певне число). Хоча константу теж можна розглядати як певну випадко-
ву величину, яка з ймовiрнiстю 1 приймає тiлько одне значення, отже,
є, як кажуть, "виродженою". Природньо постає питання, a чи можна
знайти числову функцiю f(n) таку, що випадкова величина f(n)Sn при
великих n поводить себе як певна невироджена випадкова величина. На-
ступне твердження, яке є одним з найважливiших у теорiї ймовiрностей,
описує таку ситуацiю.

Теорема 1. Якщо ξn є послiдовнiстю незалежних, однаково розподiле-
них випадкових величин i Mξn = a, D2ξn = σ2, то

P(
∑n

i=i ξi − an

σ
√

n
< x)

n→∞−→
1√
2π

x∫

−∞
e−

u2

2 du (1)

рiвномiрно стосовно x, −∞ < x < ∞.
Д о в е д е н н я. Позаяк випадковi величини ηk = (ξk − a)/σ є незалежними,

однаково розподiленими i Mηk = 0, D2ηk = 1, k = 1, 2, . . . n, а
Pn

k=1 ξk − an

σ
√

n
=

Pn
k=1 ηk√

n
,

то доведення достатньо провести для a = 0 i σ2 = 1. Нехай

Sn =
ξ1 + ξ2 + ... + ξn√

n
i Fn(x) = P(Sn < x).

Оскiльки гранична функцiя в (1) є неперервною для x ∈ [−∞,∞], то рiвномiрна
збiжнiсть в (1) буде випливати зi звичайної збiжностi (завдання 2.1), доведення якої
ми наведемо.

Якщо ϕ(t) є характеристичною функцiєю випадкової величини ξi, то згiдно з
пунктом 5 теореми 1 (стор. 121) oтримаємо:

ϕSn(t) = MeitSn =

nY

k=1

Mitξk/
√

n = ϕn( t√
n
).
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Позаяк має мiсце розклад (див. [?], стор. 577)

ψ(t) = 1− t2/2 + o(t2),

то
ϕSn(t) = ϕn( t√

n
) = (1− t2/2n + o(t2/n))n

n→∞−→ e−t2/2.

Функцiя exp(−t2/2) є характеристичною функцiєю стандартного нормального розпо-
дiлу, отже, на пiдставi теореми про неперервнiсть (стор. 133) збiжнiсть (1) є доведе-
ною. J

Зауваження 1. В умовах щойно розглянутого твердження для випад-
кової величини ηk,n

def= (ξk −Mξk)/σ
√

n маємо:

max
k≤n

D2ηk,n =
1√
n n→∞−→ 0.

Це означає, що сума

Sn =
ξ1 + ξ2 + ... + ξn − na

σ
√

n
= η1,n + η2,n + ... + ηn,n

є сумую n „малих” незалежних випадкових величин, тобто таких, що їх
дисперсiя рiвномiрно прямує до нуля при n →∞. Доведене твердження
показує, що така сума для великих n має бути нормальною випадковою
величиною. Як виявилось, така ситуацiя є типовою. Отже, якщо є сума
великої кiлькостi випадкових величин, дисперсiя яких рiвномiрно мала,
то можемо очiкувати, що розподiл цiєї суми буде близьким до нормаль-
ного.

Зауваження 2. В умовах попередньої теореми для довiльних a < b має
мiсце:

P(a ≤
∑n

k=1 ξk − an

σ
√

n
≤ b)

n→∞−→
1√
2π

b∫

a

e−
u2

2 du (2)

рiвномiрно стосовно x, −∞ < x < ∞.

Зауваження 3. Позаяк стандартний нормальний розподiл є неперерв-
ним, то збiжнiсть (2) залишається в силi, якщо замiсть ” ≤ ” написати
” < ”.

Розглянемо схему випробувань Бернуллi, пов’язану з спостережен-
нями за подiєю A. Це означає, що в кожному окремому випробуваннi
нас цiкавить лише подiя A, яка вiдбувається з ймовiрнiстю p. Нехай µn

є числом реалiзацiй подiї A при n незалежних випробуваннях, q = 1− p.
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Теорема 2. (Iнтегральна Муавра-Лапласа (Moivre-Laplace)) Для довiль-
них a < b:

lim
n→∞P

(
a ≤ µn − np√

npq
≤ b

)
=

1√
2π

b∫

a

e−
u2

2 du = Φ(b)− Φ(a), (3)

де Φ(x), як завжди, означає функцiю розподiлу стандартного нормаль-
ного розподiлу.

Д o в е д е н н я цiєї теореми легко випливає з того, що (див. доведення наслiдку 1,
стор. 137)

µn =

nX

k=1

ξk,

де ξk є незалежними випадковими величинами з однаковим розподiлом: P(ξk = 1) =

p, P(ξk = 0) = 1− p. Позаяк Mξk = p, D2ξk = pq, то результат випливає з (2).
J

Нерiвнiсть a ≤ µn ≤ b є рiвнозначною

a− np√
npq

≤ µn − np√
npq

≤ b− np√
npq

,

отже, з iнтегральної теореми Муавра-Лапласа випливає, що для великих
n маємо наближену рiвнiсть:

P(a ≤ µn ≤ b) ≈ Φ(
b− np√

npq
)− Φ(

a− np√
npq

). (4)

Помилка, яка з’являється при застосуваннi цiєї формули (4), є зво-
ротньо пропорцiйна до √npq (див. [1], стор. 101), звiдки випливає, що
цю формулу належить застосовувати при великих n i, якщо p не є до-
статньо близьким до 0 чи 1. Iншими словами, число √npq не повинно
бути малим.

Подамо тепер умови збiжностi до нормального розподiлу послiдов-
ностей сум незалежних випадкових величин ξn, n = 1, 2, ..., якщо ξn не
є однаково розподiленими. У цьому випадку припускаємо, що середнє
значення i дисперсiя кожної випадкової величини iснують, aле залежать
вiд n, тобто, Mξn = an, D2ξn = σ2

n. Введемо наступнi позначення: Fn(x)
– функцiя розподiлу ξn, крiм того,

B2
n =

n∑

k=1

σ2
k, Sn =

∑n
k=1 ξk −

∑n
k=1 ak

Bn
.
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припустимо, що є виконаною наступна умова:
L0 (умова Лiндеберга (Lindeberg)). Для кожного τ > 0

Ln(τ) def=
1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x−ak|≥τBn

(x− ak)2dFk(x)
n→∞−→ 0.

Зауваження 4. Якщо в умовi L0 формально взяти τ = 0, то ми б
отримали:

Ln(0) def=
1

B2
n

n∑

k=1

∫

|x−ak|≥0

(x− ak)2dFk(x) =
1

B2
n

n∑

k=1

σ2
k = 1.

Отже, умова Лiндеберга вимагає, aби сумарна частина дисперсiї ви-
падкових величин ξk, k = 1, 2, . . . , n по oбластi, яка виходить поза ме-
жi сумарного стандартного вiдхилення Bn, була малою в порiвняннi з
сумарною дисперсiєю B2

n. У свою чергу це спричиняє рiвномiрну ма-
лiсть дисперсiї випадкових величин ξk,n = ξk − ak.Bn. Дiйсно. Нехай
Ak(τ, n) = {x : |x− ak| ≥ τBn}. Тодi

max
k≤n

D2ξk,n = max
k≤n

[ 1
B2

n

∫

Ak(τ,n)

(x−ak)2dFk(x)+
1

B2
n

n∑

k=1

∫

Ak(τ,n)

(x−ak)2dFk(x)
]

≤ Ln(τ) + τ2.

Оскiльки τ є довiльним i виконана умова L0, це буде означати, що

max
k≤n

D2ξk,n n→∞−→ 0. (5)

Позаяк легко зауважити, що

∑n
k=1 ξk −

∑n
k=1 ak

Bn
=

n∑

k=1

ξk,n,

то згiдно з (5) можемо стверджувати, що умова Лiндеберга гарантує нам,
що ми маємо суму рiвномiрно малих доданкiв, i для великих n така сума
ймовiрно теж мусить мати нормальний розподiл (див. зауваження 1).

Наступне твердження, яке ми подаємо без доведення, свiдчить про
те, що саме так є насправдi.
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Теорема 3. (Центральна гранична теорема). Якщо ξn, n = 1, 2, . . . є
послiдовнiстю незалежних випадкових величин з Mξn = an, D2ξn =
σ2

n < ∞, i виконана умова L0, то

P
(∑n

k=1(ξk − ak)
Bn

< x
)

n→∞−→
1√
2π

x∫

−∞
e−

u2

2 du

рiвномiрно стосовно x, −∞ < x < ∞.

Можна навести також iншi достатнi умови, щоб центральна гранична
теорема для незалежних випадкових величин мала мiсце. Однiєю з таких
умов є умова Ляпунова. Ця умова є бiльш обмежувальна нiж умова
Лiндеберга, aле у багатьох випадках є бiльш легкою для перевiрки.

Теорема 4. (Ляпунова). Якщо послiдовнiсть незалежних випадкових
величин ξn, Mξn = an, n = 1, 2, . . . є такою, що для де-якого δ > 0
M|ξk|2+δ < ∞, i виконана умова:

∑n
k=1 M|ξk − ak|2+δ

√∑n
k=1 M(ξk − ak)2

=
∑n

k=1 M|ξk − ak|2+δ

Bn
n→∞−→ 0, (6)

то

lim
n→∞P

(∑n
k=1(ξk − ak)

Bn
< x

)
n→∞−→

1√
2π

x∫

−∞
e−

u2

2 du

рiвномiрно стосовно x, −∞ < x < ∞.

Д о в е д е н н я. Доведемо, що з умови (6) випливає умова Лiндеберга. Нехай
Cn =

Pn
k=1 M|ξk − ak|2+δ i Ak(τ, n) = {x : |x − ak| ≥ τBn}. Позаяк з x ∈ Ak(τ, n),

тобто, |x− ak| ≥ τBn, випливає

h |x− ak|
τBn

iδ

≥ 1,

то будемо мати:

Ln(τ) =
1

B2
n

nX

k=1

Z

Ak(τ,n)

(x− ak)2dFk(x) ≤ 1

B2
n

nX

k=1

1

(τBn)δ

Z

Ak(τ,n)

|x− ak|2+δdFk(x) ≤

≤ C2+δ
n

τ δB2+δ
n

= τ−δ
�Cn

Bn

�2+δ

n→∞−→ 0.

J
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16.2 Локальна гранична теорема

У твердженнях попереднього параграфу нас цiкавила поведiнка ймо-
вiрностi P(ηn < x) при n → ∞, де ηn є нормованою сумою незалежних
випадкових величин. Якщо випадковi величини є дискретного типу, то-
дi є можливою ситуацiя, що P(ηn = a) 6= 0 для всiх n. Виникає питан-
ня: "Як поводить себе ця ймовiрнiсть при зростаючому n?"Tвердження,
якi вiдповiдають на такi питання, називають локальними, на вiдмiну
вiд тверджень попереднього параграфу, якi називають iнтегральними
(наприклад, теорема 2). Зауважимо, якщо серед доданкiв суми неза-
лежних випадкових величин ξ1 + ξ2 + . . . + ξn хоча б одна має не-
перервний розподiл, то й сама сума має неперервний розподiл, отже,
P(ξ1 + . . . + ξn = a) = 0 для всiх a, i локальна гранична теорема втрачає
сенс. Ось чому, у цьому параграфi припускаємо, що випадковi величини
ξ1, ξ2, . . . є незалежними i мають дискретний розподiл.

Теорема 5. (Пуассона) Якщо µn дорiвнює числу випадкiв, коли сталась
подiя A при проведеннi n незадежних випробувань, p(n) - ймовiрнiсть
цiєї подiї в кожному окремому випробуваннi, q(n) = 1−p(n), i виконана
умова: limn→∞ np(n) = λ > 0. Тодi для довiльного k має мiсце:

lim
n→∞P(µn = k) =

e−λkλ

k!
.

J
Це твердження вже було доведене на стор. 25. Його можна застосу-

вати до наближеного пiдрахунку ймовiрностi P(µn = k) для великих n
i малих p, якщо 0 < np < 20. Значення k не повинно бути великим. Iна-
кше помилка може бути значною. Якщо умови на λ i k не виконуються,
треба застосовувати наближену формулу:

P(µn = k) ' 1√
2πσ

exp
[
−1

2

(k −m

σ

)2]
, (7)

де m = np, σ =
√

npq, q = 1− p. Використання цiєї формули обумовлене
наступним результатом

Теорема 6. (локальне Муавра-Лапласа) Якщо k → ∞, n − k → ∞
таким чином, що

k→∞n→∞lim
k − np√

npq
= y, (8)
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то

k→∞n→∞lim
√

npq P(µn = k) =
1√
2π

e−y2/2. (9)

Позаяк доведення цього твердження є чисто технiчним, наведемо лище схему
доведення. З формули Стiрлiнга (Stirling) маємо:

n! =
√

2πnnne−n(1 + αn),

де αn
n→∞−→ 0. Застосовуючи цю формулу, пiсля простих перетворень отримаємо:

√
npq P(µn = k) =

1√
2π

R(n, k)S(n, k)T (n, k), (10)

де

R(n, k) =
√

npq

r
n

k(n− k)
, S(n, k) =

�np

k

�k� nq

n− k

�n−k

,

T (n, k) =
1 + αn

(1 + αk)(1 + αn−k)
.

Вочевидь, T (n, k) → 1, якщо n, k, n− k →∞, a з (8) випливає

k = np +
√

npq y + β(n) (11)

i β(n) = o(
√

n). Tепер маємо:

√
npqR(n, k) =

√
pqq

(p+y
p

pq/n+β(n)/n)((1−p)−y
p

pq/n−β(n)/n)
n→∞−→

√
pqp

p(1− p)
= 1.

(12)

З вiдомих результатiв математичного аналiзу:
�
1 +

a

x
+ o(x−1)

�xb

x→∞−→ eab,
�
1 +

a

x
+ o(x−1)

�o(x)

x→∞−→ 1,

легко довести, що
� k

np

�−k

∼
�
1 +

y
p

q/p√
n

+
β(n)

np

�−np

e−y2q

i
� nq

n− k

�n−k

∼
�
1− y

p
p/q√
n

− β(n)

nq

�−nq

e−y2p,

i, отже,

S(n, k) ∼
�
1 +

y
p

q/p√
n

+
β(n)

np

�−np�
1− y

p
p/q√
n

− β(n)

nq

�−nq

e−y2
, (13)

де f(n) ∼ g(n) oзначає, що f(n)/g(n)
n→∞−→ 1 . З (13), використовуючи розклад:

ln(1 + z + o(z)) = z − z2

2
+ o(z2), z → 0, маємо:

k→∞n→∞lim S(n, k) = e−y2
ey2/2 = e−y2/2. (14)
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Використовуючи (10),(12) i (14), отримаємо:

k→∞n→∞lim
√

npq P(µn = k) =
1√
2π

e−y2/2.

Теорема доведена. J

Зауваження 5. Рiвнiсть (1) можна записати у такому виглядi:

k→∞n→∞lim
√

npq P
(µn − np√

npq
=

k − np√
npq

)
=

1√
2π

e−y2/2. (15)

Стосовно (8) маємо k − np ∼ y
√

npq при k, n, n − k → ∞. З цього i з
(1) випливає наступний варiант локальної граничної теореми Муавра-
Лапласа.

Теорема 7. (локальна Mуавра-Лапласа). Нехай µn є числом випадкiв,
коли вiдбулась подiя A при n незалежних випробуваннях, p - її ймовiр-
нiсть у кожному окремому випробуваннi, q = 1− p. Тодi для довiльного
y має мiсце:

lim
n→∞

√
npq P

(µn − np√
npq

= y
)
=

1√
2π

e−y2/2.

J
З (1) маємо також наближену формулу ( див. формулу (7))

P(µn = k) ≈ 1√
2πnpq

e
− (k−np)2

2npq .

Яку рекомендується застосовувати якщо n ≥ 100 i npq > 20.

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що якщо fn(x)
n→∞−→ f(x) для кожного x ∈ (−∞,∞) i

функцiя f(x) є неперервною на вiсi [−∞,∞], то ця збiжнiсть є
рiвномiрною стосовно x.

2. Випадковi величини ξn, n = 1, 2, ... є незалежними i мають один i
той же рiвномiрний розподiл на iнтервалi (0, 1). Пiдрахувати P(ξ1+
ξ2 + ... + ξ1000 < 490).

3. Випадковi величини ξn, n = 1, 2, ... є незалежними i мають розподiл
P(ξ = k) = e−22k

k! , k=0, 1, 2,... . Пiдрахувати P(ξ1 + ξ2 + ... + ξ100 >
190).
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4. Випадковi величини ξn, n = 1, 2, ... є незалежними i мають розподiл
зi щiльнiстю f(x) = 3

32(−x2 +4x), 0 < x < 2. Пiдрахувати P(1900 <
ξ1 + ξ2 + ... + ξ1000 < 2000).

5. Пiдрахувати ймовiрнiсть того, що число одиниць, якi з’явились при
6000 пiдкиданнях грального кубика лежить в iнтервалi (950, 990).

6. Якою є ймовiрнiсть отримати щонайменше 6 oрлiв при 10 пiдки-
даннях, а також ймовiрнiсть отримати щонайменше 600 oрлiв при
1000 пiдкиданнях монети?

7. З великої групи осiб вибрали 5000 oсiб, серед яких було 2800 жiнок.
Чи обгрунтованим є припущення, що в цiй групi жiнок бульше нiж
чоловiкiв?

8. Стрiлець влучає в цiль з ймовiрнiстю p = 0.1. Скiльки разiв вiн
мусить стрiляти, aби з ймовiрнiстю 0.99 мати щонайменше 500 влу-
чень?

9. Знайти значення b таке, щоб ймовiрнiсть появи k одиниць при 6000
пiдкиданнях становила 0.5, де k ∈ (900, b).

10. Скiльки разiв треба пiдкидати монету, aби ймовiрнiсть того, що
число орлiв лежить в iнтервалi (0.499,0.501), становила 0.99?

11. Ймовiрнiсть влучити в цiль при одному пострiлi дорiвнює 0,01.

a) Якою є ймовiрнiсть того, що в 500 пострiлах буде докладно 6
влучень?

b) Скiльки треба зробити пострiлiв, aби ймовiрнiсть влучити хоча
б один раз була бiльшою за 0,9?

12. Гральний кубик пiдкидають 144 рази. Пiдрахувати ймовiрнiсть то-
го, що 25 раз з’явиться п’ятiрка. (0,0871)

13. У певному вишi навчається 10.000 студентiв. Припускаючи, що днi
народження студентiв рiвномiрно розташованi протягом року, зна-
йти ймовiрнiсть того, що докладно 25 студентiв вiдзначають день
народження 3 сiчня.

14. В умовах попереднього завдання знайти ймовiрнiсть того, що кiль-
кiсть студентiв, якi не закiнчать навчання, буде знаходитись в iн-
тервалi [300, 400], якщо вiдомо, що в середньому 5% студентiв вiд-
раховуються з учбового закладу до закiнчення навчання.



MАТЕМАТИЧНА
СТАТИСТИКА

На сьогоднiшнiй день можна вказати багато непоганих пiдручникiв з
математичної статистики в яких знайшли вiдображення основнi резуль-
тати та тенденцiй розвитку сучасної статистичної теорiї. Видiлимо лише
тi з них, якi мали найбiльший вплив на написання даного посiбника. Це,
перш за все, класична монографiя Крамера [10], а також монографiя
Боровков О.О. [1] та посiбник Лiнькова Ю.М. [13, 14]. Останнi два пiд-
ручники розрахованi на студентiв математичних спецiальностей унiвер-
ситетiв i вимагають вiд читача досить ґрунтовних знань не лише з те-
орiї ймовiрностей а також з багатьох iнших роздiлiв математики. Для
студентiв технiчних унiверситетiв а також студентiв факультетiв кiбе-
рнетики, iнформатики i навiть прикладної математики рiвень цих пiд-
ручникiв зависокий. Для них бiльш придатним є пiдручник Iвченка Г.И.
та Медведєв Ю.И. [12]. Посiбник, який пропонується, в iдейному планi
близький до [12], але ми придiляємо бiльше уваги доведенням а тому
цей посiбник розрахований на читача, який не обмежується формаль-
ним застосуванням вiдповiдних процедур, а прагне зрозумiти їх суть.
Результати, обґрунтування яких виходить за рамки даного посiбника,
лише формулюються, але при цьому подаємо посилання на лiтературу
де зацiкавлений читач можне знайти вiдповiдну iнформацiю.

При виборi матерiалу автори орiєнтувались на односеместровий курс
математичної статистики для технiчних унiверситетiв для яких матема-
тика є профiльним предметом. Як правило такий курс включає такi
роздiли класичної статистичної теорiї як "Оцiнка параметрiв" та "Тео-
рiя гiпотез". Цi два роздiли є головними i в даному посiбнику. Ми також
обмежилися, в основному, випадком скалярного параметра.



Лекцiя 1. Головнi поняття та задачi
математичної статистики

Кожна математична дисциплiна починається з формулювання певних
початкових понять (часом дуже абстрактних). Вони зазвичай є голов-
ними елементами алфавiту мови цiєї математичної дисциплiни. Так в
евклiдовiй геометрiї до таких понять вiдносяться "точка", "площина",
"пряма" та деякi iншi. Алфавiт математичної статистики включає бага-
то "лiтер" алфавiту теорiї ймовiрностей i це природно, оскiльки матема-
тична статистика базується на поняттях та методах цiєї теорiї але дослi-
джує свої специфiчнi задачi використовуючи як методи теорiї ймовiрно-
стей так i свої власнi. Тому в цьому роздiлi ми опишемо головнi задачi
та поняття математичної статистики використовуючи при цьому термi-
нологiю теорiї ймовiрностей. Iншими словами, ми опишемо ймовiрносно-
статистичну модель, яка буде розглядатися в даному посiбнику. Такий
опис нам буде потрiбний ще тому, що в невеликому посiбнику практично
неможливо описати (навiть коротко) рiзнi розгалуження математичної
статистики i тому нам видається сенсовним з самого початку чiтко окре-
слити "територiю" в границях якої будуть вiдбуватися головнi подiї.
Крiм того, в цiй частинi ми наведемо ряд результатiв якi з формальної
точки зору можна вiднести до теорiї ймовiрностей (наприклад теорема
Фiшера) але, як побачимо потiм, вони грають важливу роль в математи-
чнiй статистицi i тому є логiчним включати їх до курсу цiєї дисциплiни.

1.1 Предмет та завдання математичної статистики

Що є математична статистика? Навiщо вона потрiбна та якi завдання
розв’язує? В повсякденному життi ми часто вживаємо слово "статисти-
ка", але зазвичай воно асоцiюється з таким виразом як "набiр даних".
Наприклад при вимiрюваннi показникiв деякої характеристики зазви-
чай кажуть, що в результатi цих вимiрювань маємо "статистику цiєї
характеристики". Рiчний статистичний звiт Державного комiтету ста-
тистики мiстить багато рiзних даних, якi стосуються нашого життя, а
особливо розвитку та стану економiки країни i в тих звiтах також ча-
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сто вживається це слово. Але значення слова "статистика" в подiбного
типу довiдниках вiдрiзняється вiд того значення, яке буде розумiтися
в цьому посiбнику. У подальшому також буде вживатися термiн "мате-
матична статистика". Рiзницю мiж словами "статистика" в широкому
сенсi i "математична статистика" з’ясуємо на дуже простому прикла-
дi, який також дозволить нам окреслити коло завдань, якi стосуються
математичної статистики. Нехай ми маємо автомат, який виробляє пли-
тки шоколаду вагою 100 грам. Вочевидь, що в наслiдок змiни умов працi
цього автомату (коливання електричної напруги, випадкова змiна густи-
ни шоколаду i т.i.) ми не завжди будемо отримувати плитки, вага яких
точно дорiвнює 100 грамам. Крiм того може статися, що автомат почне
працювати зi збоями i тодi потрiбне буде втручання механiка. Виникає
питання як маючи значення ваг реально зроблених плиток шоколаду
прийняти рiшення про якiсть роботи автомату? Нехай, наприклад, має-
мо такi результати вимiрювань

101, 100, 98.5, 99.6, 100.3, 101.4, 98.7, 99.3, 100.6, 99.6,

98.7, 99.5, 101, 101.5, 98.8, 99.6, 100.6, 100.7, 98.8, 99.7. (1)

Неважко знайти, що середнє значення ваги плиток шоколаду з (1) до-
рiвнює 99.89, i тепер виникає таке питання: Чи це вiдхилення ваги пли-
тки шоколаду вiд "iдеальної" ваги в 100 гр. є iстотним? Якщо вiдповiдь
"так", тодi автомат працює не нормально. А якщо вiдповiдь "нi" тодi ав-
томат працює нормально i не треба витрачати зусиль (i коштiв) на його
перевiрку. Власне кажучи вiдповiдi на подiбного типу запитань, i є одним
з багатьох завдань математичної статистики. Данi з (1) в математичнiй
статистицi називають "вибiрка" i фактично кожна така вибiрка є резуль-
татом вимiрювання деякої характеристики, яка нас цiкавить. Такi данi є
вiдправною iнформацiєю для математичної статистики, головним завда-
нням якої є запропонувати методи i алгоритми, якi на пiдставi цих даних
дозволяють отримати вiдповiдi на питання, що стосуються цiєї характе-
ристики. Бiльш детально будемо говорити про це нижче а тут лише за-
уважимо, що наведений вище приклад можна формалiзувати наступним
чином. Нехай H0 означає, що вiдхилення середньої величини вибiрки (1)
вiд 100 не є iстотним, а H1, що це вiдхилення є iстотним. В математичнiй
статистицi говоримо, що ми маємо справу з двома гiпотезами: головною
(H0) i альтернативною (H1) i треба знайти алгоритм, який дозволить
на основi даних з (1) або прийняти гiпотезу H0, або вiдхилити її, i то-
дi прийняти альтернативну гiпотезу H1. Це власне i є завдання одного
з напрямкiв математичної статистики, який має назву "Перевiрка гiпо-
тез". Можна навести ще один приклад, який пов’язаний з попереднiм.
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Нехай ξ є реальною вагою шоколадної плитки. З описаної вище ситуацiї
природно вважати, що для нормально працюючого автомату ξ є випад-
ковою величиною з математичним сподiванням 100, тобто Mξ = 100.
Докладний вигляд функцiї розподiлу величини ξ нам зазвичай невiдо-
мий але в практичних застосуваннях часто вважаємо, що цей розподiл
є наближено нормальний (це є власне наслiдок центральної граничної
теореми) i тому можна вважати, що dP(ξ<x)

dx ≈ 1√
2πσ

exp
(− (x−100)2

2σ2

)
, де

σ є невiдома нам дисперсiя. З теорiї ймовiрностей вiдомо, що дисперсiя
характеризує вiдхилення випадкової величини вiд математичного сподi-
вання i може служити характеристикою правильностi роботи автомату.
Виникає питання: Як на пiдставi даних (1) оцiнити невiдоме значення
σ? (Бо тодi ми могли б порiвнювати рiзнi автомати i використовувати
кращi з них). Це є типовою проблемою роздiлу математичної статистики
пiд назвою "Оцiнка параметрiв". Можна було б навести i iншi приклади,
але на пiдставi наведеного можемо сказати, що головне завдання мате-
матичної статистики полягає в розробцi i обґрунтуванню методiв аналiзи
даних. Отже можна сказати що математична статистика це прикладна
математична дисциплiна i, як це вже було зауважено вище, її основою
теорiя ймовiрностей.

Процес розв’язання статистичної проблеми можна (умовно) подiлити
на такi етапи: I. Формулювання проблеми. II. Збiр даних. III. Обробка
даних статистичними методами. IV. Прийняття рiшень.

В цьому пiдручнику головна увага буде придiлена III та IV етапам.
Перейдемо тепер до, так би мовити, формально-математичного опи-

су задач математичної статистики. Цей опис ми розпочинаємо з впрова-
дження головних понять математичної статистики таких як генеральна
популяцiя та випадковою вибiркою.

1.2 Генеральна популяцiя та випадкова вибiрка

Вихiдними поняттями математичної статистики є "генеральна попу-
ляцiя", "випадкова вибiрка", "оцiнка" та "статистика". Першi два поня-
ття пов’язанi з наступною схемою випадкового експерименту.

Розглянемо наступний випадковий експеримент S: маємо певний на-
бiр елементiв A однiєї природи i експеримент полягає в тому що випад-
ково вибираємо елемент з цього набору, записуємо значення певної хара-
ктеристики ξ цього елементу i повертаємо елемент до A. Припускається
при цьому, що експеримент органiзовано так, що можливiсть вибору є
однаковою для всiх елементiв, тобто жоден елемент немає переваги над
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iншим.

Визначення 1.Будемо говорити, що даний набiр A є генеральною суку-
пнiстю (або генеральною популяцiєю). Популяцiя величин, якi спосте-
рiгалися пiд час n реалiзацiй експерименту S, будемо називати випад-
ковою вибiркою з генеральної популяцiї, а вище описаний процес генера-
цiї вибiрки– процесом незалежної генерацiї випадкової вибiрки. Число n
називається об’ємом вибiрки.

Важливою особливiстю описаного експерименту є та обставина, що
всi вимiри характеристики ξ виконуються незалежно i в тих самих умо-
вах, що, очевидно, не завже може бути реалiзовано на практицi.

В даному посiбнику розглядається лише процес незалежної генерацiї
випадкової вибiрки.

У прикладi, який був описаний вище, в якостi ξ виступає вага шоко-
ладної плитки.

Стосовно процесу генерацiї вибiрки зробимо два зауваження, якi при-
ведуть нас до математичної моделi, яка буде базовою в наших подальших
дослiдженнях.

По-перше, до проведення експерименту значення характеристики ξ
нам невiдомi i лише пiсля вибору елемента з генеральної популяцiї ми
отримаємо значення цiєї характеристики. Отже, характеристика ξ може
вважатися випадковою величиною ξ(ω), яка визначена на деякому ймо-
вiрносному просторi (Ω,B,P), а експеримент S фактично означає те, що
ми вибираємо ω = ω1, а це, в свою чергу, автоматично фiксує значен-
ня нашої випадкової величини x1 = ξ(ω1). Таким чином, значення цiєї
характеристики є результатом нашого стохастичного експерименту i ми
можемо трактувати її як випадкову величину.

По-друге, вочевидь для нас не є iстотною природа предметiв з A,
оскiльки нас цiкавлять лише значення характеристики ξ. А отже, на
процес утворення вибiрки можемо дивитись ще наступним чином: роби-
мо n послiдовних вимiрiв випадкової величини ξ, яка є визначеною на
деякому ймовiрносному просторi (Ω,B,P). Iстотним є те, що цi вимiри
ми робимо незалежним чином i в однакових умовах. Все це дає пiдставу
казати, що фактично ми маємо справу з генеральною популяцiєю, яка
представлена випадковою величиною ξ.

Згiдно з такою iнтерпретацiєю процесу генерацiї вибiрки ми можемо
в iнший спосiб трактувати саму вибiрку

x1, x2, x3, . . . , xn. (2)
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Характеристика ξ має певну функцiю розподiлу Fξ(x), яка зазвичай
невiдома. Якщо тепер запитати яка є ймовiрнiсть того, що пiсля про-
ведення експерименту ми отримаємо значення ξ менше деякого уста-
леного y, то вочевидь маємо взяти тi ω, для яких ξ(ω) < y тобто
{x1 < y} = {ω : ξ(ω) < y}, a це означає, що

P(x1 < y) = P(ω : ξ(ω) < y) = P(ξ < y) = Fξ(y).

Такi самi мiркування можемо повторити i для xi, i = 2, . . . , n, a оскiльки
ми маємо справу з незалежною генерацiєю вибiрки, то можемо зробити
наступний важливий висновок,

Компоненти випадкової вибiрки (2) з генеральної популяцiї ξ з фун-
кцiєю розподiлу Fξ(x) можемо вважати як послiдовнiсть незалежних
однаково розподiлених випадкових величин з функцiєю розподiлу Fξ(x).

Маючи на увазi таку iнтерпретацiю вибiрки часто говорять (i ми
теж так будемо говорити) "нехай задана вибiрка (2) з деякого розподiлу
Fξ(x)". Вiдносно цього розподiлу зробимо кiлька зауважень. Постiйно
будемо вважати,що:

а) розподiл Fξ(x), тобто генеральної популяцiї, є дискретним або аб-
солютно неперервним;

б) Якщо розподiл генеральної популяцiї є абсолютно неперервним i
f(x) його щiльнiсть, то на кожному скiнченому iнтервалi функцiя
f(x) є неперервною справа i має границi злiва (за винятком може
скiнченої кiлькостi точок з цього iнтервалу).

Ми також будемо ввсажати, що всi функцiї g(u1, ..., un), якi зустрiча-
ються далi, мають такi самi властивостi як i в пунктi б) вiдносно кожного
аргументу.

Прокоментуємо цi умови. Моделi для яких виконується умова а) най-
бiльш поширенi в застосуваннях i тому є сенсовним обмежитись лише
ними. Пункт б) по сутi не є окремою умовою, оскiльки, якщо функцiя
розподiлу є абсолютно неперервною, тодi щiльнiсть завжди може бути
вибрана так щоб ця умова виконувалася. Як ми побачимо далi, для кон-
струкцiї статистик використовуються функцiї типу g(u1, ..., un) (скаляр-
нi чи векторовi). Але всi сенсовнi статистики будуються за допомогою
функцiй, для яких умова в) є виконана (у бiльшостi випадкiв функцiя g
є навiть неперервною).

Всi цi умови були б зайвi, якщо використовувати поняття i результати
теорiї мiри. Aлe оскiльки ми не будемо використовувати результати цiєї
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теорiї, то цi умови нам потрiбнi, щоб сформулювати ряд результатiв (i
звичайно подати їх доведення) в математично коректний спосiб.

Мiркування, якi були наведенi вище, можна трохи формалiзувати.
В теорiї ймовiрностей вихiдним пунктом є поняття ймовiрносного

простору (Ω,B,P) з простором елементарних подiй Ω = {ω}, алгеброю
подiй B (тобто множина B мiстить Ω та замкнута вiдносно доповнень та
об’єднань не бiльш нiж злiченої кiлькостi множин) i ймовiрнiстюP(тобто
функцiя множин P означена на B, зпевними властивостями). Випадковi
величини ξ(ω) за означенням є вiдображення ξ(ω) : Ω → R1 = (−∞,∞),
такi що {ω : ξ(ω) < x} ∈ B для кожного x ∈ R1) i головно задачею теорiї
ймовiрностей є розробка методiв дослiдження випадкових величин та
ймовiрностей, пов’язаних з ними. При цьому ми завжди вважаємо, що
функцiя P є визначеною, а отже визначена i функцiя розподiлу кожної
випадкової величини.

В задачах математичної статистики ситуацiя трохи iнша. Як i вище,
ми вважаємо, що генеральна популяцiя ξ визначена на деякому ймовiр-
носному просторi (Ω,B,P), але тепер функцiя Fξ(x) = P(ξ < x) нам,
взагалi кажучи, невiдома або вiдома лише частково (наприклад, з до-
кладнiстью до параметра). Як було зазначено вище, вiдносно випадкової
велчини ξ (або популяцiї генеральної) в математичнiй статистицi розгля-
дається двi групи завдань: визначення (або оцiнювання) характеристик
популяцiї генерально ξ та перевiрка гiпотез вiдносно цiєї популяцiї. При-
кладом завдань з першої групи є, наприклад, оцiнка наступних параме-
трiв Mξ,D2ξ або параметру λ, якщо вiдомо, що популяцiя генеральна
має розподiл експоненцiйний вигляду 1 − e−λx, x ≥ 0, де λ > 0 є не-
вiдомим параметром. Ця група завдань належить до роздiлу "Оцiнка
параметрiв". Завданям з другої групи є, наприклад, наступне: ввжаємо,
що популяцiя генеральна має розподiл F0(x) i потрiбно перевiрити, чи це
наше припущення (або гiпотеза ) справедливе. Ця група завдань нале-
жить до роздiлу "Перевiрка гiпотез". Цi завдання ми мусисо розва’язати
маючи помiри популяцiї генеральної (тобто вибiрку (2), користуючись
теоретичними знаннаями про випадковi величини та їх власностi з роз-
дiлу "Теорiя ймовiрностей".

Як ми побачимо пiзнiше, маючи скiнченому вибiрку ми практично
нiколи не зможемо знайти невiдомий нам параметр з точнiстю до 100%.
I це є типовою ситуацiєю в математичнiй статистицi. Причиною цього є
той факт, що популяцiя генеральна приймає, взагалi кажучи, нескiнчен-
ну кiлькiсть значень а тому переходячи до скiнченна вибiрки ми частину
iнформацiї про популяцiю втрачаємо.

На закiнчення цього пiдроздiлу скажемо ще про один важливий
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факт. Iнодi буває так, що окрiм вибiрки ми ще маємо певну апрiорну
iнформацю про популяцiю генеральну. Задачi такого роду виникають як
при оцiнка параметрiв, так i при перевiрцi гiпотез. Ця обставина часто
є дуже корисною. Так, наприклад, маємо вибiрку для популяцiї гене-
ральної ξ i нашим завданням є знайти розподiл цiєї популяцiї. Нехай
додатково вiдомо, що цей розподiл є нормальним N(m,σ2), де параме-
три m, σ2 є невiдомими. В цьому випадку наше завдання зводиться до
оцiнки параметрiв m σ2. Неважко зрозумiти, що якiсть нашої вiдповiдi
буде значно кращою в порiвняння з ситуацiєю якби ми нiчого не зна-
ли про розподiл популяцї ξ. А отже, чим менша ступiнь невизначеностi
вiдносно розподiлу генеральної популяцiї тим глибше i повнiше можна
дослiдити вiдповiдну задачу.



Лекцiя 2. Елементи описової статистики

2.1 Статистичнi характеристики розподiлiв

З курсу теорiї ймовiрностей вiдомо, що для функцiї розподiлу довiль-
ної випадкової величини можна ввести цiлу низку числових характери-
стик, якi хоча й не визначають цю функцiю розподiлу однозначно, але
у багатьох випадках дають суттєву iнформацiю про саму випадкову ве-
личину. Найчастiше використовують наступнi характеристики: матема-
тичне сподiвання, дисперсiю, коефiцiєнт асиметрiї, ексцес, медiану, моду
а також деякi iншi. В цьому роздiлi ми подамо статистичнi аналоги цих
характеристик (якi часто називають описовими характеристиками) i якi
вираховуються на пiдставi випадкової вибiрки. Їхня головна цiннiсть по-
лягає в тому, що вони мають зрозумiлу практичну iнтерпретацiю i ча-
сто вже на основi них можна отримати досить глибоку iнформацiю про
саму випадкову величину (генеральну популяцiя). Для того щоб ефе-
ктивно використовувати цi характеристики в практичних дослiдженнях
вiд користувача не вимагається фундаментальних математичних знань.
Фактично вже випускник середньої школи без жодних проблем може
успiшно ними користуватися (а отже i зрозумiти матерiал цього роздi-
лу). Цим i пояснюється той факт, що цi характеристики часто вживаю-
ться при аналiзi даних в економiчних та соцiологiчних дослiдженнях. В
наступному роздiлi ми бiльш глибоко вивчимо властивостi цих характе-
ристик а також їх зв’язок з вiдповiдними теоретичними аналогами.

2.1.1 Характеристики вибiрки

Нехай

x1, . . . , xn (1)

є n-елементна вибiрка, яка представляє собою реалiзацiї деякої випадко-
вої величини ξ. Спочатку зробимо впорядкування елементiв вибiрки за
зростанням i отримаємо нову популяцiя

x(1) ≤ x(2) ≤ · · · ≤ x(n). (2)

159
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Визначення 1. Сукупнiсть (2) будемо називати варiацiйним рядом.

Визначення 2. Розмахом величини ξ у вибiрцi(1) будемо називати
рiзницю R = x(n) − x(1).

Визначення 3. Середнiм арифметичним вибiрки (1) будемо називати
число x(n), яке визначається за формулою x(n) = n−1

∑n
k=1 xk.

Умовно можна сказати, що середнє арифметичне визначає пункт в
околi якого групуються значення випадкової величини ξ.

Визначення 4. Вибiрковою дисперсiєю вибiрки (1) будемо називати
число S2(n), визначене виразом S2(n) = 1

n

∑n
k=1(xk − x(n))2.

Визначення 5. Величина S(n) =
√

S2(n) називається cередньоквадра-
тичним вiдхиленням вибiрки (1).

Якщо середнє арифметичне x(n) є тим числом, в околi якого групу-
ються значення змiнної ξ, то вибiркова дисперсiя (а значить i середньо-
квадратичне вiдхилення) характеризує ширину цього околу: чим менше
S(n), тим бiльше значень змiнної ξ є згрупованими довкола точки x(n).
Отже, можемо сказати, що вибiркова дисперсiя описує розпорошення
значень характеристики ξ.

Якщо пiдрахувати значення x(n), S(n), то вже на основi цих даних
можна зробити певнi висновки стосовно змiнної ξ. Так вiдрiзок

[x(n)− S(n);x(n) + S(n)] (3)

називається типовим iнтервалом значень випадкової величини ξ i має
ту властивiсть, що бiля 70% всiх значень вибiрки, яка дослiджується, ле-
жить в цьому вiдрiзку. На практицi цей факт використовують наступним
чином: появу чергового n + 1-гo вимiру випадкової величини ξ на 70%
очiкують у вiдрiзку (3). Аналогiчно, вiдрiзок [x(n)−3S(n);x(n)+3S(n)]
мiстить майже всi компоненти вибiрки. Цей факт ще називають "прави-
лом трьох сигм"1

Визначення 6. Квантилем kn(p) рiвня 0 ≤ p ≤ 1 будемо називати таке
перше значення x(k) у варiацiйному рядi (2), для якого k/n > p. Iншими
словами kn(p) = min{x(k) : k/n > p}.

Квантиль рiвня 1/2, тобто kn(1/2), називається медiаною i часто по-
значається символами me(n), M(n).

1Назва походить з того, що якщо ξ ∈ N(m, σ2), то P(ξ ∈ [m− 3σ; m + 3σ]) ≈ 0, 999.
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Зауваження 1. В деяких пiдручниках ми можемо зустрiти iншi визна-
чення квантилiв. Так, наприклад, медiана iнодi визначається як

me(n) =
{

x((n+1)/2), якщо n непарне,
1
2

(
x(n/2) + x((n+1)/2)

)
, якщо n парне. (4)

Але, як побачимо згодом, наведене визначення квантилi буде узгоджу-
ватися з визначенням квантилi для функцiї розподiлу (в нашiм випадку
для емпiричної функцiї розподiлу, яка вiдповiдає вибiрцi (1) ).

В застосуваннях часто використовують ще й iншi характеристики,
так званi квартилi. Найчастiше вживають першi, другi та третi кварти-
лi. Це є вiдповiдно квантилi рiвнiв 0,25, 0,5 i 0,75. Так перший квартиль
kn(0, 25) позначають Q1 i вiддiляє вiн 25% елементiв вибiрки (1) з мен-
шими значеннями вiд 75% елементiв з бiльшими значеннями.

Квартиль другого рiвня kn(0, 5) позначають Q2, або me(n), є звичай-
ною медiаною, про яку вели мову ранiше. Вочевидь, вiн дiлить суку-
пнiсть (1) навпiл.

Квартиль третього рiвня kn(0, 75) позначається Q3 i вiддiляє вiн 75%
елементiв вибiрки з меншими значеннями (1) вiд 25% з бiльшими значе-
ннями.

Визначення 7. Вiдхиленням четвертинним будемо називати число
Q(n) =

(
Q3(n)−Q1(n)

)
/2.

Вiдхиленням четвертинне є аналогом середньоквадратичного вiдхи-
лення i в принципi не надає жодної додаткової iнформацiї стосовно ве-
личини, яка спостерiгається, але, позаяк цей показник потребує значно
менших розрахункiв, його часто використовують для швидкого аналiзу
даних. Так, наприклад, пiсля пiдрахунку всiх квартилiв можемо записа-
ти типовий iнтервал значень змiнної ξ у виглядi [M(n) − Q(n);M(n) +
Q(n)], який не спiвпадає з iнтервалом (3), який зазвичай бiльш точно
описує типовi значення характеристики, але оскiльки для знаходження
iнтервалу [M(n)−Q(n);M(n)+Q(n)] потрiбно виконати меншу кiлькiсть
обчислень у порiвняннi з iнтервалом (3), то якраз його часто використо-
вують на практицi.

Визначення 8. Модальним значенням (модою, домiнантою) вибiрки
(1) будемо називати такий елемент вибiрки m0, який виступає в цiй ви-
бiрцi найбiльшу кiлькiсть разiв i якщо вiн не дорiвнює x(1) або x(n).

Мода може не iснувати а може бути неоднозначна.
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Ведене вище середньоквадратичне вiдхилення S2(n) є абсолютною
мiрою варiацiї певної характеристики i вимiрюється в тих самих одини-
цях, що i сама характеристика. Отже, загалом кажучи, цей показник не
можна застосовувати до порiвняння ступеня розпорошення двох рiзних
вибiрок. З цiєю метою розглядають вiдносний показник, який вводиться
наступним чином.

Визначення 9. Показником змiнностi характеристики ξ будемо нази-
вати число V (n) = S(n)/x(n).

Цей показник найчастiше подають у вiдсотках.
Для означення наступних показникiв введемо поняття моментiв ви-

щих порядкiв.

Визначення 10. Моментом порядку l з вибiрки (1) будемо називати
число ml(n), яке задається виразом ml(n) = n−1

∑n
k=1 xl

k.

Визначення 11.Центральним моментом порядку l з вибiрки (1) буде-
мо називати число µl(n), яке задається виразом µl(n) = n−1

∑n
k=1(xk −

x(n))l.

Визначення 12. Показником асиметрiї вибiрки (1) будемо називати
число γ1(n) = µ3(n)/S3(n).

Цей показник приймає значення з вiдрiзку [−1; 1] i його сенс можемо
подати в наступний спосiб. Нехай випадкова величини ξ має щiльнiсть
f(x), a число елементiв вибiрки (1) є великим. Нехай графiк функцiї
f(x) є бiльш витягнутим до правої сторони. Тодi теоретичний показник
асиметрiї є додатнiм γ1 > 0 (див. рис. 2.1).

В цьому випадку кажуть, що розподiл випадкової величини ξ має
правосторонню асиметрiю. Для таких розподiлiв γ1(n) > 0 (загалом ка-
жучи, для великих n).

Якщо графiк щiльностi є бiльш витягнутим до лiвої сторони, тодi
теоретичний показник асиметрiї γ1 < 0. В цiй ситуацiї кажуть, що ви-
падкова величина ξ має лiвосторонню асиметрiю. Для таких розподiлiв
γ1(n) < 0 для великих n.

Якщо ж щiльнiсть f(x) є симетрична вiдносно деякої прямої x = a,
(див. рис. 2.1), тодi теоретичний показник асиметрiї γ1 = 0. Для таких
розподiлiв γ1(n) ≈ 0 (знову для великих n ).

Чим ближче показник до +1 чи −1, тим сильнiшою є вiдповiдна
асиметрiя. Якщо γ1(n) є близькою до нуля, тодi це означає, що реалiзацiї
випадкової величини бiльш менш рiвномiрно лягають по обидвi сторони
вiд пункту симетрiї, яким є значення середнього арифметичного.



2.2. Розподiльчий ряд 163

Рис. 2.1:

Визначення 13. Показником концентрацiї (коефiцiєнтом сплющення
або куртозою ) вибiрки (1) будемо називати число β(n) = µ4(n)/S4(n).

Якщо випадкова величина ξ має нормальний розподiл, тодi β(n) ≈ 3
для великих n. A позаяк в застосуваннях одним з головних розподiлiв
є нормальний розподiл, то часто замiсть β(n) використовують iнший
показник, який називають ексцесом .

Визначення 14. Ексцесом вибiрки (1) будемо називати число γ2(n) =
β(n)− 3.

Якщо випадкова величина ξ має щiльнiсть f(x), а вибiрка (1) є ве-
ликою, тодi наступний графiк iлюструє як виглядає щiльнiсть f(x), для
рiзних значень β(n).

Отже, можемо сказати, що показник концентрацiї характеризує сту-
пiнь сплющення щiльностi випадкової величини. I, наприклад, зростання
цього показника сигналiзує, що значення випадкової величини ξ мають
тенденцiю до концентрацiї довкола Mξ .

У пiдручниках [25], [39] можна знайти ряд iнших числових характе-
ристик, якi пiдраховують для вибiрки (1).

2.2 Розподiльчий ряд

При значному розмiрi вибiрки розрахунок показникiв, про якi ми
вели мову в попередньому пiдроздiлi, може бути важким навiть при за-
стосуваннi комп’ютерiв. Для цього з метою спрощення аналiзу, елементи
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Рис. 2.2:

вибiрки часто групують в класи або групи i приймають, що всi елемен-
ти, якi мiстяться в даному класi, є iдентичними i отже можуть бути
представленi одним значенням (як побачимо згодом, серединою цього
класу). Вся ця процедура називається групуванням даних i застосовує-
ться не лише при розрахунку числових характеристик, a i при побудовi
статистичних тестiв. Опишемо головнi етапи цiєї процедури.

Крок I: Визначення кiлькостi класiв. Iснує декiлька способiв
визначення числа k класiв в залежностi вiд об’єму n вибiрки. Цi способи
потрiбно сприймати як рекомендацiї, якi виникли радше з практики, а
не з теоретичних мiркувань, i тому в кожному конкретному випадку
число класiв визначаємо з огляду на сенс завдання, враховуючи також
конкретнi данi, якими диспонуємо. Найчастiше застосовуються наступнi
правила: k = [1 + 3, 222 lnn], k = [

√
n].

Крок II. Довжина, межi тa середини класiв
Якщо R є розмахом вибiрки, k є числом класiв, то за довжину класу

приймається значення b ≈ R/k, але так, аби bk ≥ R. Iншими слова-
ми, якщо береться наближене значення b, то це наближення має бути з
надлишком. Точки, якi є межами окремих класiв, визначаються зазви-
чай з точнiстю до α/2, де α є докладнiсть, з якою визначалися елементи
вибiрки.

За лiву межу першого класу належить прийняти величину l1 = x(1)−
α/2, а потiм за початок m−того класу будемо мати lm = lm−1 + b =
x(1) − α/2 + (m− 1)b, a [lm, lm+1) є m-тим класом.
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Зауваження 2.На практицi за значення лiвої межi першого класу часто
беруть x(1), a решту меж визначають так, як описано вище.

Визначення 15. Число значень вибiрки, якi мiстяться в i -тому класi
будемо називати розмiром (або об’ємом) i -того класу i позначати ni.

Отже, для кожного класу можна розрахувати такi параметри:
1. Межi класу [li, li+1). 2. Розмiр класу ni. 3. Середину класу x̄i = li+b/2.

Визначення 16. Сукупнiсть пар (ni, x̄i), i = 1, ..., k будемо називати
розподiльчим рядом.

Визначення 17. Число ωi = ni/n будемо називати частотою i-того
класу.

Приклад 1.З генеральної популяцiї вибрано n = 50 -елементну вибiрку i отримано
наступнi результати:

3, 6; 5, 0; 4, 0; 4, 7; 5, 2; 5, 9; 4, 5; 5, 3; 5, 5; 3, 9; 5, 6; 3, 5; 5, 4; 5, 2; 4, 1; 5, 0; 3, 1; 5, 8; 4, 8; 4, 4;

4, 6; 5, 1; 4, 7; 3, 0; 5, 5; 6, 1; 3, 8; 4, 9; 5, 6; 6, 1; 5, 9; 4, 2; 6, 4; 5, 3; 4, 5; 4, 9; 4, 0; 5, 2; 3, 3; 5, 4;

4, 7; 6, 4; 5, 1; 4, 3; 5, 2; 6, 2; 4, 4; 4, 3; 5, 8; 3, 7.

Знайти для даної вибiрки розподiльчий ряд.

Р о з в’ я з о к. Упорядкуємо дану вибiрку в порядку зростання. Отримаємо

3, 0; 3, 1; 3, 3; 3, 5; 3, 6; 3, 7; 3, 8; 3, 9; 4, 0; 4, 0; 4, 1; 4, 2; 4, 3; 4, 3; 4, 4; 4, 4; 4, 5; 4, 5; 4, 6; 4, 7;

4, 7; 4, 7; 4, 8; 4, 9; 4, 9; 5, 0; 5, 0; 5, 1; 5, 1; 5, 2; 5, 2; 5, 2; 5, 2; 5, 3; 5, 3; 5, 4; 5, 4; 5, 5; 5, 5; 5, 6;

5, 6; 5, 8; 5, 8; 5, 9; 5, 9; 6, 1; 6, 1; 6, 2; 6, 4; 6, 4.

При розмiрi вибiрки n = 50, [
√

50] = 7, а тому число класiв k = 7. Знаходимо
xmin = 3, 0, xmax = 6, 4. Отже R = 3, 4, R/k ≈ 0, 49. Приймаємо значення довжини
класу b=0,5. Оскiльки в цьому випадку точнiсть α = 0, 1, то за лiву межу першого
класу приймаємо l1 = xmin− 0, 05 = 2, 95. Отже, перший клас має вигляд [2,95; 3,45).
Позаяк, лише 3 елементи з варiацiйного ряду мiстяться в першому класi, то n1 = 3.
Продовжуючи таким чином далi, отримаємо результати, представленi в наступнiй
таблицi.

№ класу Класи Середини класiв Розмiр класу Частоти
1 [2,95;3,45) 3,2 3 0,06
2 [3,45;3,95) 3,7 5 0,1
3 [3,95;4,45) 4,2 8 0,16
4 [4,45;4,95) 4,7 9 0.18
5 [4,95;5,45) 5,2 12 0.24
6 [5,45;5,95) 5,7 8 0.16
7 [5,95;6,45) 6,2 5 0,1P

ni = 50
P

wi = 1
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Рис. 2.3: Гiстограма.

Отриманий розподiльчий ряд можна також вiдобразити у виглядi гiстограми.
На горизонтальнiй вiсi позначаються середини класiв, або межi окремих класiв, a на
вертикальнiй вiсi значення ni

Можна також на вертикальнiй вiсi вiдкласти значення wi. Зєднавши точки з
координатами (x̄1 − b; 0), (x̄i, wi), i = 1, . . . , k, (x̄k + b; 0), отримаємо полiгон частот.

Рис. 2.4: Полiгон частот

Пiсля групування замiсть вибiрки (1) будемо мати наступнi пари чи-
сел: (ni, x̄i), i = 1, 2, ..., k. З практичної точки зору це є аналогiчне тому,
що значення вибiрки (1), якi мiстяться в одному i тому ж класi замi-
нюються серединою класу. Цей факт потрiбно взяти до уваги в поданих
вище виразах для розрахунку числових характеристик для вибiрки. Так,
якщо ni -число елементiв i-того класу, k -кiлькiсть класiв, a [li; li+1) межi
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класiв, то для середнього арифметичного, дисперсiї, моменту порядку l,
а також центрального моменту порядку l вiдповiдно будемо мати

x(n) =
1
n

k∑

i=1

x̄ini, S2(n) =
1
n

k∑

i=1

(
x̄i − x(n)

)2
ni,

ml(n) =
1
n

k∑

i=1

x̄l
ini, µl(n) =

1
n

k∑

i=1

(
x̄i − x(n)

)l
ni (5)

Наведемо також вирази для розрахунку квартилiв та моди.

Qk(n) = lm(k) +
b(nk/4−∑m(k)−1

i=1 ni)
nm(k)

, k = 1, 2, 3, (6)

де m(k) номер класу, в якому мiститься k-тий квартиль.
Mода вираховується згiдно наступного виразу

D(n) = lm +
b(nm − nm−1)

2nm − nm−1 − nm+1
, (7)

де m - номер класу, в якому мiститься мода.
Всi iншi вирази для числових характеристик, про якi ми вели мову

в попередньому параграфi залишаються без змiн.

Приклад 2.Знайти числовi характеристики (середнє, дисперсiю та iншi) для згру-
пованої вибiрки з прикладу 1 .

Р о з в’ я з о к. Перш за все знайдемо середнє значення, дисперсiю а також третiй
та четвертий моменти з вибiрки з вибiрки. Для цього використаємо формули (5) а
конкретнi числовi значення вiзьмемо з таблицi на сторiнцi 165. Маємо

x(50) =
1

50

7X
i=1

x̄ini =
1

50

�
3, 2 · 3 + 3, 7 · 5 + 4, 2 · 8 + 4, 7 · 9 + 5, 2 · 12+

+ 5, 7 · 8 + 6, 2 · 5
�

= 4, 86;

S2(50) =
1

50

7X
i=1

(x̄i − x(n))2ni =
1

50

�
(3, 2− 4, 86)2 · 3 + (3, 7− 4, 86)2 · 5+

+ (4, 2− 4, 86)2 · 8 + (4, 7− 4, 86)2 · 9 + (5, 2− 4, 86)2 · 12+

+ (5, 7− 4, 86)2 · 8 + (6, 2− 4, 86)2 · 5
�
≈ 0, 69;
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µ3(50) =
1

50

7X
i=1

(x̄i − x(50))3ni =
1

50

�
(3, 2− 4, 86)3 · 3 + (3, 7− 4, 86)3 · 5+

+ (4, 2− 4, 86)3 · 8 + (4, 7− 4, 86)3 · 9 + (5, 2− 4, 86)3 · 12+

+ (5, 7− 4, 86)3 · 8 + (6, 2− 4, 86)3 · 5
�
≈ −0, 13;

µ4(50) =
1

50

7X
i=1

(x̄i − x(50))4ni =
1

50

�
(3, 2− 4, 86)4 · 3 + (3, 7− 4, 86)4 · 5+

+ (4, 2− 4, 86)4 · 8 + (4, 7− 4, 86)4 · 9 + (5, 2− 4, 86)4 · 12+

+ (5, 7− 4, 86)4 · 8 + (6, 2− 4, 86)4 · 5
�
≈ 1, 07.

Порахуємо тепер з формули (6) перший квартиль. Перш за все потрiбно знайти зна-
чення для m(1). Цим значенням буде перше число k для якого виконується спiввiд-
ношення n1 + n2 + ... + nk > n/4. В нашому випадку маємо n/4 = 50/4 = 12, 5 а
оскiльки

n1 = 3 < 12, 5, n1 + n2 = 3 + 5 = 8 < 12, 5,

n1 + n2 + n3 = 3 + 5 + 8 = 16 > 12, 5,

то m(1) = 3, тобто перший квартиль потрапив до третього класу [3,95;4,45) а тому з
формули (6) маємо

Q1(50) = l3 +
b(n/4−P2

i=1 ni)

n3
= 3, 95 +

0.5(50/4− 3− 5)

8
= 4, 2

Порахуємо тепер з формул (??), (??) другий та третiй квартилi. Значення для m(2) та
m(3) знаходимо подiбно до того як m(1). Тобто в якостi m(2) вибираємо перше число
k для якого виконується спiввiдношення n1 + n2 + ... + nk > n/2, а m(3) буде перше
число k для якого виконується спiввiдношення n1 + n2 + ... + nk > 3n/4. Виконавши
необхiднi дiї знаходимо m(2) = 5, m(3) = 6. Тобто другий квартиль потрапив до
п’ятого класу [4, 95; 5, 45) а третiй до шостого [5, 45; 5, 95). Тому з формул (??), (??)
аналогiчно попередньому маємо

M(50) = Q2(50) = 4, 95 +
0.5(50/2− 3− 5− 8− 9)

12
= 4, 95;

Q3(50) = 5, 45 +
0.5(50 3

4
− 3− 5− 8− 9− 12)

8
= 5, 5.

З цих обчислень та означення 7 отримуємо значення для вiдхилення четвертинного

Q(50) =
Q3(50)−Q1(50)

2
=

5, 5− 4, 2

2
= 0, 65.

Для моди потрiбно користуватися формулою (7). В нашому випадку розмiр п’ятого
класу є найбiльшим а тому m = 5 i для моди маємо

D(50) = lm +
b(nm − nm−1)

2nm − nm−1 − nm+1
= 4, 95 +

0, 5(12− 9)

2 · 12− 9− 8
= 5, 16.

Знайдемо тепер показник змiнностi, асиметрiю та ексцес. Використовуючи формули
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з означень 9, 12 та 14, а також наведенi вище обчислення отримуємо маємо

V (50) =
S(n)

x(n)
=

0, 83

4, 86
≈ 0.17, γ1(50) =

µ3(n)

S3(50)
=
−0, 13

0, 833
≈ −0.23;

γ2(50) =
µ4(n)

s4(n)
− 3 =

1, 07

0, 834
− 3 ≈ −0.78.

Знайдемо тепер iнтервали в яких мiстяться типовi значення характеристики яка
вiдповiдає нашiй вибiрцi. З формули (3) та отриманих вище даних маємо

[x(n)− S(n); x(n) + S(n)] = [4, 86− 0, 83; 4, 86 + 0, 83] = [4, 03; 5, 69].

Аналогiчний iнтервал але обрахований на пiдставi квартилi буде таким

[M(n)−Q(n); M(n) + Q(n)] = [4, 95− 0, 65; 4, 95 + 0, 65] = [4, 3; 5, 6].
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ЗАВДАННЯ

1. Вибiрка I: 16, 13, 15, 16, 16, 15, 14, 12, 17, 16, 18, 14, 15, 17, 16.

Вибiрка II: 27, 24, 28, 24, 25, 23, 29, 26, 29, 25.

Знайти R, m0.

2. Для вибiрки 1; 0; -2; 2; 5; 3; -1; 6; 2; 0; 4; -3; 5; 1; 2; 3; -1; 6; 3; 2.
Знайти: x(n), s(n), M(n), D(n), полiгон частот, типовий iнтервал
значень.

3. Легкоатлет A отримав протягом сезону наступнi результати в
стрибках: 6,82; 6,96; 7,23; 7,05; 7,80; 7,75. A легкоатлет B в тому
ж самому сезонi отримав результати 6,72; 7,06; 7,3; 7,05; 7,70; 7,9,
7,0. Який з легкоатлетiв отримав бiльш регулярнi результати?

4. Середнє споживання молока для певної групи родин складає 15 л, а
його стандартне вiдхилення 8. Аналогiчнi характеристик для числа
осiб в родинi складають вiдповiдно: 3,4 особи i 1,3 особи. Обчисли-
ти коефiцiєнт змiнностi для споживання молока i кiлькостi осiб в
родинi. Якi наслiдки можна винести на пiдставi цих результатiв?

5. В певнiй фiрмi дослiдження часу очiкування на обслуговування
дали наступнi результати M = 7 хв., Q3 = 8 хв., Q1 = 4 хв. Про-
коментувати.

В якому iнтервалi мiстяться типовi зарплати в цiй фiрмi?

6. Данi про заробiтну плату в певному закладi є наступними:

Зарплата( гр.) дo 800 800–1000 1000–1200 1200–1400 1400–1600
Кiлькiсть
осiб,
якi отриму-
ють

10 30 10 50 30

вiдповiдну су-
му

В якому iнтервалi мiстяться типовi зарплати в цiй фiрмi?



Лекцiя 3. Деякi розподiли макематичної
статистики

3.1 Нормальний та пов’язанi з ним розподiли ймовiр-
ностей.

В цьому i наступних пiдроздiлах розглянемо параметричнi сiмейства
ймовiрносних розподiлiв, якi часто з’являються в задачах математичної
статистики. В подальшiй частинi цього посiбника цi розподiли будуть
використовуватися не лише для дослiдження конкретних проблем, a i
для iлюстрацiї понять, якi будуть вводитися. Значна частина їх пов’язанi
з нормальним, a, зокрема, з стандартним нормальним розподiлом. Тому
зосередимо спочатку нашу увагу на цих розподiлах.

3.1.1 Одновимiрний нормальний розподiл

Цей розподiл був описаний в першiй честинi цього пiдручника, але бе-
ручи до уваги його важливiсть в статистицi математичний ми наведемо
коротко його головнi властивостi тут. Нормальний розподiл з параметра-
ми m, σ2 позначається символом N(m, σ2). Щiльнiсть цього розподiлу
має вигляд

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 , −∞ < x < ∞, (1)

де константи −∞ < m < ∞, σ2 > 0 є параметрами. Якщо випадкова
величина ξ має нормальний розподiл з параметрами m, σ2, то цей факт
будемо позначати так ξ ∈ N(m,σ2). Якщо ξ ∈ N(m, σ2), то

Mξ = m, D2ξ = σ2, Meitξ = eimt−σ2t2/2.

Розподiл N(0, 1) називається стандартним нормальним розподiлом. Вiн
має щiльнiсть

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 , −∞ < x < ∞.

171
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Для ξ ∈ N(0, 1) маємо (задача 2)

Mξ2k+1 = 0, Mξ2k = (2k − 1)!!, k = 0, 1, ... .

Γ(α) =

∞∫

0

xα−1e−xdx (2)

є вiдома з аналiзу гамма-функцiя. Вона має наступнi властивостi.

Γ(α + 1) = αΓ(α), Γ(n + 1) = n!, Γ(1/2) =
√

π. (3)

Для нормального розподiлу має мiсце наступне твердження, яке часто
використовується в математичнiй статистицi.

Теорема 1. Нехай випадковi величини ξk, k = 1, . . . , n є незалежними
i ξk ∈ N(mk, σ

2
k). Тодi для довiльних ak, k = 1, . . . , n

n∑

k=1

akξk ∈ N(M, D2), M =
n∑

k=1

akmk, D2 =
n∑

k=1

a2
kσ

2
k.

3.1.2 Розподiл хi-квадрат (χ2)

Нехай ξ1, . . . , ξn є незалежними випадковими величинами, якi мають
стандартний нормальний розподiл.

Визначення 1. Розподiл випадкової величини χ2
n

def=
∑n

k=1 ξ2
k назива-

ється розподiл χ2 (хi-квадрат) з n степенями свободи.

Iншими словами, з цього визначення випливає, що розподiл хi-
квадрат з n степенями свободи визначається наступним чином

χ2
n(x) = P(

n∑

k=1

ξ2
k < x). (4)

Той факт, що випадкова величина ξ має розподiл χ2 з n степенями сво-
боди записується так: ξ ∈ Hn.

Теорема 2. Розподiл випадкової величини χ2
n має щiльнiсть

kn(x) =

{
0, для x < 0,

1
2n/2Γ(n/2)

xn/2−1e−x/2, для x ≥ 0,
(5)

i

Mχ2
n = n, D2χ2

n = 2n. (6)
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Доведення цього твердження ми залишаємо читачевi (задача 3).
Функцiя з правої частини (5) буде щiльнiстю для всiх n > 0, а не

лише для натуральних значень цього параметра (задача 4). Тому має
сенс запис ξ ∈ Hα, α > 0, який означає, що випадкова величина ξ має
розподiл зi щiльнiстю

kα(x) =

{
0, для x < 0,

1
2α/2Γ(α/2)

xα/2−1e−x/2, для x ≥ 0,
(7)

i вирази (6) залишаться справедливими (вочевидь, якщо n замiнити на
α). Лише тепер, якщо α > 0 i не є числом натуральним, то вже не буде
iнтерпретацiї випадкової величини χ2

α у виглядi (4) i не можна говорити
про "степенi свободи".

Розподiли з Hα мають наступну властивiсть (задача 5).

Лема 1. Якщо випадковi величини ξi ∈ Hαi i є незалежними, то

n∑

k=1

ξk ∈ Hα, α =
n∑

k=1

αi.

З (6) i центральної граничної теореми маємо

lim
n→∞P(

χ2
n − n√

2n
< x) = Φ(x). (8)

Якщо тепер нерiвнiсть
√

2χ2
n −

√
2n− 1 < x записати у виглядi

χ2
n − n√

2n
<

x2 + 2x
√

2n− 1− 1
2
√

2n
,

то з (8) випливає, що

lim
n→∞P(

√
2χ2

n −
√

2n− 1 < x) = Φ(x). (9)

З (8), (9) маємо два вирази для наближеного розрахунку розподiлу ви-
падкової величини χ2

n для великих n i x.

P(χ2
n < x) ≈ Φ(

x− n√
2n

), P(χ2
n < x) ≈ Φ(

√
2x−√2n− 1).

Друге наближення є бiльш точним.
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3.1.3 Розподiл Фiшера

Нехай ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ηn є незалежними випадковими величинами, якi
мають стандартний нормальний розподiл.

Визначення 2. Розподiл випадкової величини Fm,n
def= n

Pm
k=1 ξ2

k

m
Pn

k=1 η2
k
на-

зивається розподiлом Фiшера1 з m,n степенями свободи

Iншими словами з цього визначення випливає, що якщо χ2
m є випад-

ковою величиною хi-квадрат з m степенями свободи, побудована з ви-
падкових величин ξ1, . . . , ξm, a χ̂2

n є випадковою величиною хi-квадрат
з n степенями свободи, побудована з випадкових величин η1, . . . , ηn, то
розподiл Фiшера (iнша назва -розподiл Фiшера - Снедекора) з m, n сте-
пенями свободи визначається наступним чином:

Fm,n(x) = P(
n

∑m
k=1 ξ2

k

m
∑n

k=1 η2
k

< x) = P(
nχ2

m

mχ̂2
n

< x). (10)

Той факт, що випадкова величина ξ має розподiл Фiшера з m,n степе-
нями свободи позначається так: ξ ∈ Fm,n.

Теорема 3. Щiльностi розподiлу випадкової величини F (m,n) задає-
ться формулою

fmn(x) =
Γ((m + n)/2)mm/2nn/2

Γ(m/2)Γ(n/2)
xm/2−1

(n + mx)(m+n)/2
для x ≥ 0. (11)

Крiм того,

MF (m,n) = n
n−2 для n > 2,

D2F (m,n) = 2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4)

для n > 4.
(12)

Для n = 1, 2 математичне сподiвання, a для n = 1, 2, 3, 4 дисперсiя не
iснують.

Для доведення цього твердження треба скористатися виразом для
щiльностi частки незалежних випадкових величин [5] i виразом для
щiльностi випадкової величини χ2 з Теореми 2. Це доведення також мо-
жна знайти в пiдручниках [1], [10].

Так само, як вже зазначалося вище, функцiя, яка стоїть в правiй
частинi (11) буде щiльнiстю для всiх m,n > 0, a не лише для натуральних

1Фiшер(Ronald Aylmer Fisher) (17.02.1890– 29.07.1962) – британський генетик i ста-
тистик.
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значень цих параметрiв. Тому запис ξ ∈ Fα,β, α, β > 0, означає, що
випадкова величина ξ має розподiл зi щiльнiстю

fα,β(x) =
Γ((α + β)/2)αα/2ββ/2

Γ(α/2)Γ(β/2)
xβ/2−1

(β + αx)(α+β)/2
, для x ≥ 0,

i

MF (α, β) = β
β−2 для β > 2,

D2F (α, β) = 2β2(α+β−2)
α(β−2)2(β−4)

для β > 4.

Тепер, якщо принаймнi один з параметрiв α, β не є натуральним числом,
то вже не буде iнтерпретацiї випадкової величини F (α, β) у виглядi(10)
i тодi також не говоримо про "степенi свободи".

3.1.4 Розподiл t Стьюдента.

Будемо говорити, що випадкова величина tα, α > 0 має розподiл
Стьюдента1, якщо щiльнiсть розподiлу випадкової величини tα має ви-
гляд

sα(x) =
1√
πα

Γ((α + 1)/2)
Γ(α/2)

(
1 +

x2

α

)−(α+1)/2

.

Легко переконатися (задача 1.1 ), що

Mtα = 0, D2tα =
α

α− 2
, α > 2. (13)

Той факт, що випадкова величина ξ має розподiл Стьюдента з пара-
метром α записується так ξ ∈ Sα. Функцiю розподiлу випадкової вели-
чини tα будемо позначати Sα(x) = P(tα < x).

Якщо α = n є натуральним числом, то розподiл Стьюдента можна
iнтерпретувати подiбно то того, як це було у випадку розподiлiв χ2 i
Фiшера. Нехай ξ, ξ1, . . . , ξn є незалежними випадковими величинами, якi
мають стандартний нормальний розподiл. Позначимо

tn
def

ξ

=

√√√√n−1

n∑

k=1

ξ2
k.

1Стьюдент (William Sealy Gosset) (псевдонiм Student) (13.06.1876–16.10.1937)– бри-
танський статистик. Розподiл випадкової величини tn був опублiкований ним у 1908
r. Займався проблемами контролю якостi (зокрема пива).
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Якщо скористатися виразом для щiльностi частки двох випадкових ве-
личин, то нескладно довести (це доведення можна знайти в [10]), що
щiльностi розподiлу випадкової величини tn задається формулою

sn(x) =
1√
πn

Γ((n + 1)/2)
Γ(n/2)

(
1 +

x2

n

)−(n+1)/2

.

Звiдси випливає, що випадкова величина tn має розподiл Стьюдента з па-
раметром n, який в цьому випадку називають ступенем свободи. Оскiль-
ки згiдно посиленого закону великих чисел n−1

∑n
k=1 ξ2

k n→∞
м.н.−→ Mξ2

1 = 1,
то

lim
n→∞Sn(x) = lim

n→∞P(
ξ√

1
n

∑n
k=1 ξ2

k

< x) = P(ξ < x) = Φ(x).

В практичних застосуваннях зазвичай вважають, що для n ≥ 30
розподiл Стьюдента можна замiнювати нормальним.

А тепер наведемо так звану теорему Фiшера, на якiй ґрунтується
багато дослiджень в математичнiй статистицi.

Теорема 4. (Фiшера) Якщо випадковi величини ξ1, ξ2, . . . , ξn є незале-
жними з розподiлом N(m,σ), тодi:

а) випадковi величини

Xn =
1
n

n∑

k=1

ξk, S2
n =

1
n

n∑

k=1

(ξk −Xn)2

незалежнi;

б) випадкова величина nS2
n/σ2 має розподiл хi– квадрат з n− 1 сте-

пенями свободи;

в) випадкова величина

Xn −m

Sn

√
n− 1

має розподiл Стьюдента з n− 1 ступенем свободи.
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ЗАВДАННЯ

1. Довести, що Γ(k + 1/2) =
√

π(2k − 1)!!/2k для k = 0, 1, 2, ...

Вказiвка. Використати рiвнiсть Γ(α+1) = αΓ(α), Γ(1/2) =
√

π.

2. Довчести, що (задача 2)

Mξ2k+1 = 0, Mξ2k = (2k − 1)!!, k = 0, 1, ... .

Γ(α) =

∞∫

0

xα−1e−xdx (14)

для ξ ∈ N(0, 1).

3. Довести формули (5), (6).

Вказiвка. Скористаємося методом математичної iндукцiї.

4. Довести, що функцiя kα(x), з виразу (7) є щiльнiстю деякої невiд’-
ємної випадкової величини ξ i

Me−sξ = (1 + 2s)−α/2, Res > −1/2.

5. Довести лему 1.

6. Довести рiвностi (6) для довiльного n > 0.

Вказiвка до завдань 5, 6. Використати завдання 4.

1.1. Довести формули (13).

7. Довести, що для щiльностi розподiлу Стьюдента sn справедливе
спiввiдношення limn→∞ sn(x) = Φ′(x) = ϕ(x).

8. Довести, що якщо випадковi величини ξ1 ∈ G(p1, λ), ξ2 ∈ G(p2, λ) i
є незалежними, то ξ1 + ξ2 ∈ G(p1 + p2, λ). (Теорема про додавання.)

9. Нехай ξ1, ξ2- незалежнi випадковi величини, якi мають розподiл
Пуассона з параметрами λ1, λ2 вiдповiдно.

а) Довести, що ξ1 +ξ2 має розподiл Пуассона з параметром λ1 +λ2.

б) Довести, що умовний розподiл величини ξ1 при умовi ξ1 +ξ2 = n
є бiномiальний з параметрами n, p = λ1/(λ1 + λ2).
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10. Довести, що якщо ξ ∈ N(0; 1), то ξ2 ∈ G(0, 5; 0, 5).

11. Довести, що якщо випадковi величини ξ1, ..., ξn ∈ U(0; 1) i є незале-
жними, то величина 2 ln(ξ1·ξ2 · · · ξn) має розподiл χ2 з 2n степенями
свободи.



Лекцiя 4. Теорiя оцiнювання. Статистики, оцiнки
та їх властивостi

4.1 Статистики i оцiнки. Попереднi зауваження

В математичнiй статистицi традицiйно вирiзняють два класи задач:
A) оцiнювання невiдомих параметрiв;
B) перевiрка статистичних гiпотез.
Як побачимо пiзнiше, перевiрка статистичних гiпотез теж часто по-

в’язана з визначенням невiдомих параметрiв, а тому, взагалi кажучи,
помiж цими класами задач не iснує принципової рiзницi. Деяка рiзниця
все ж таки є, але бiльше на цю тема буде сказано в роздiлi 12. В цьому
пiдроздiлi зосередимося на задачах першого класу. Такi задачi виника-
ють, коли потрiбно на пiдставi вибiрки оцiнити деяку числову характе-
ристику θ випадкової величини ξ (генеральна популяцiя) з невiдомою
функцiєю розподiлу F (x). Позаяк, маючи функцiю розподiлу F (x), мо-
жна розрахувати всi числовi характеристики для випадкової величини ξ,
то оцiнювання невiдомої функцiї розподiлу на пiдставi вибiрки є однiєю
з найважливiших задач теорiї оцiнювання. Формулювання цiєї проблеми
може бути наступним.

Функцiональний вигляд функцiї F є вiдомим, але вiн залежить вiд
невiдомих параметрiв. Цей факт часто записують наступним чином
F (x, θ1, ..., θk), де θi є невiдомi параметри або ще говорять, що розпо-
дiл генеральної популяцiї належить до деякої параметричної множини
яку позначають так {F (x, θ1, ..., θk), (θ1, ..., θk) ∈ Θ} . В цьому випадку
завдання полягає в тому, щоб на пiдставi n - елементної вибiрки,

x1, x2, ..., xn, (1)

яка взята з генеральної популяцiї ξ з функцiєю розподiлу F (x, θ1, ..., θk),
оцiнити значення невiдомих параметрiв. Iншими словами, потрiбно зна-
йти значення

θi(n) = ϕi(x1, x2, ..., xn), i = 1, ..., k, (2)

179
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якi будемо використовувати замiсть невiдомих параметрiв θi. Зрозумi-
ло, що функцiї ϕi в (1) повиннi бути вiдомi, i значення ϕi(x1, x2, ..., xn)
будемо називати статистиками або оцiнками параметрiв θi. Власне зна-
ходження функцiї ϕi i є головною проблемою теорiї оцiнювання.

Якщо вiд початку вiдомо, що (θ1, ..., θk) ∈ Θ ⊂ Rk, то зрозумiло, що
для оцiнок з (1) завжди має мати мiсце умова (θ1(n), ..., θk(n)) ∈ Θ для
довiльних n.

Приклад 1.Нехай вибiрка вибрана з генеральної популяцiї показникового розподiлу
з невiдомим параметром λ ≥ 0. Тобто, F (x, λ) = 1− e−λx, x > 0 i потрiбно знайти
оцiнку для λ на пiдставi вибiрки (1).

В цьому випадку Θ = [0,∞).

Приклад 2. Нехай вибiрка вибрана з генеральної популяцiї, яка належить до сi-
мейства N(m, σ2) з невiдомими параметрами m, σ. Отже

F (x, m, σ) =
1√
2πσ

xZ

−∞

e
− (y−m)2

2σ2 dy

i потрiбно знайти оцiнку для m i σ на пiдставi вибiрки (1).

В цьому випадку Θ = (−∞,∞)× [0,∞).

До iншої групи задач з класу A) належать задачi, в яких потрiбно
оцiнити не функцiю розподiлу випадкової величини ξ, a деякий параметр
θ цiєї величини (або функцiї розподiлу). Iншими словами, для заданого
параметра θ, який є функцiєю вiд F (x), тобто θ = θ(F ), потрiбно знайти
функцiю вiд вибiрки (1)

θ(n) = θ(x1, x2, ..., xn),

яку можна буде застосувати як значення невiдомого параметра θ.

Приклад 3.На пiдставi вибiрки (1) оцiнити математичне сподiвання генеральної
популяцiї, тобто знайти оцiнку для Mξ =

R∞
−∞ xdF (x).

Як буде показано далi, в цiй ситуацiї для оцiнки Mξ можна взяти середнє ари-
фметичне вибiрки (1), тобто n−1Pn

i=1 xi.

Для одного i того ж параметра можна запропонувати багато оцiнок, i
тому природно виникає проблема порiвнювання оцiнок. Ця задача є про-
стiшою якщо вибiрка вибрана з генеральної популяцiї з деякою фiксова-
ною (але невiдомою) функцiєю розподiлу i рiзнi оцiнки даного параметра
порiвнюємо при цьому розподiлi. Але часто буває так, що функцiя роз-
подiлу належить до деякого параметричного сiмейства {F (x, θ), θ ∈ Θ}
(як в прикладах 1, 2), i тодi процедура порiвнювання оцiнок стає бiльш
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складною, оскiльки хочемо вибрати оцiнку щоб вона була "добра" для
всiх можливих значень параметра, а розподiл генеральної популяцiї те-
пер вже не є фiксованим а змiнюється разом з параметром. Надалi в разi
потреби будемо говорити яка з цих ситуацiй має мiсце.

4.1.1 Статистики i оцiнки.

Нехай x1, x2, ..., xn– n eлементна вибiрка спостережень за випадковою
величиною ξ, яка задана на певному ймовiрносному просторi i має фун-
кцiю розподiлу (невiдому) F (x). Як вже зазначалося вище, ця функцiя
може залежати вiд деякого параметра θ, а тому потрiбно було б писати
так Fξ(x, θ). Але в цьому пiдроздiлi цей факт не буде для нас iстотним,
i тому будемо використовувати попереднiй запис.

Визначення 1. Для довiльної функцiї n аргументiв g(u1, ..., un) значе-
ння g(x1, . . . , xk) будемо називати статистикою. .

Зауваження 1. В поданому визначеннi не вимагається, аби функцiя
g(u1, ..., un) приймала значення з R1 = [−∞,∞). Ця функцiя може бути
вiдображенням вигляду g : Rn −→ Rk, 1 ≤ k ≤ n. Наприклад, сама
вибiрка є статистикою, i тодi g = (u1, ..., un). Але далi найчастiше будемо
мати справу зi статистиками, якi приймають значення в R1.

Зауваження 2. Якщо xi трактувати як випадковi величини, тодi ста-
тистика також є випадковою величиною.

Приклад 4.Функцiї
Pn

i=1 xi,
Pn

i=1 i2xi, maxi xi,
Pn

i=1 sin xi, (x1,
Pn

i=2 xi) є статисти-
ками.

Нехай для ξ потрiбно оцiнити деякий невiдомий параметр θ.

Визначення 2. Оцiнкою параметра θ будемо називати кожну стати-
стику g(x1, . . . , xk), значення якої приймаємо за значення параметра θ.

Оцiнку параметра θ будемо позначати θ(x1, . . . , xn), або θn(~x), де ~x =
(x1, . . . , xn), чи просто θn.

Зауваження 3. Зазначимо, що при означенi статистики ми, взагалi ка-
жучи, не вимагали щоб ця статистика була незалежна вiд параметра.
Але лише статистики, якi не залежать вiд параметра, можуть виступа-
ти в якостi оцiнок того параметра.

Приклад 5.Нехай θ є математичним сподiванням. В якостi оцiнки для θ можна
взяти θ

(1)
n = (x1 + x2 + · · · + xn)/n. Нехай n = 3, a x1 = 5, x2 = 4, x3 = 6. За оцiнку

θ беремо θ
(1)
3 = (x1 + x2 + x3)/3, таким чином значення (5 + 4 + 6)/3 = 5 вважаємо

значенням параметра θ в подальших дослiдженнях.
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Вочевидь, iснує нескiнченно багато функцiй θn, якi можна запропо-
нувати як оцiнки параметрiв. Так в попередньому прикладi можна було
взяти за оцiнку, наприклад, статистику

θ
(2)
3 = (2x1 + 3x2 − x3)/4, або θ

(3)
3 = (x1 + 3x2 + x3)/4

i тодi значення θ оцiнювались би числами 4 або 7 вiдповiдно.
Iснують певнi вимоги до оцiнок, виконання яких гарантує, що зна-

йденi оцiнки є "добрими" з точки зору їх використання на практицi.
Визначення таких термiнiв, як "добра", "краща", "гiрша" i т.д. по вiд-
ношенню до оцiнок вимагає введення до розгляду нових понять.

Визначення 3. Оцiнку θn параметра θ будемо називати не змiщеною,
якщо для кожного n має мiсце рiвнiсть Mθn = θ.

Ця властивiсть означає, що незмiщена оцiнка немає систематичної
похибки i, що в "середньому" ми маємо справжнє значення параметра
θ. У випадку, коли Mθn > θ, значення наших оцiнок були б в середньому
завищеними, a в ситуацiї, коли Mθn < θ - заниженими. Так для оцiнок
θ
(i)
3 , i = 1, 2, 3, якi розглядалися вище маємо

Mθ
(1)
3 = M

x1 + x2 + x3

3
=

1
3
(
Mx1 + Mx2 + Mx3

)
=

3Mx1

3
= Mx1 = θ,

Mθ
(2)
3 = M

2x1 + 3x2 − x3

4
=

1
4
(
2Mx1 + 3Mx2 −Mx3

)
=

4Mx1

4
= θ,

Mθ
(3)
3 = M

x1 + 3x2 + x3

4
=

1
4
(
Mx1 + 3Mx2 + Mx3

)
=

5Mx1

4
=

5θ

4
.

Отже, оцiнки θ
(1)
3 , θ

(2)
3 є незмiщеними. Натомiсть оцiнка θ

(3)
3 є змiщена

якщо θ 6= 0. Таким чином, вимога незмiщеностi для оцiнки виглядає
досить логiчною, aле часом ця вимога є занадто сильною. Може так ста-
тися, що незмiщеної оцiнки для даного параметра або взагалi немає, або
ця оцiнка є непридатною для використання. Пояснимо це на наступному
прикладi (див. [12] ).

Приклад 6. Нехай генеральна популяцiя має розподiл Пуассона з невiдомим пара-
метром λ ≥ 0, тобто

P(ξ = n) = e−λ λn

n!
, n ≥ 0.

Потрiбно знайти незмiщену оцiнку для θ = λ−1 на пiдставi вибiрки, яка мiстить
лише одне спостереження за ξ.
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Р о з в’ я з о к. Нехай x1 = k буде нашою вибiркою. Доведемо, що не iснує
незмiщеної оцiнки параметра θ. Дiйсно, якщо б θ1(k) була такою оцiнкою, тодi б мала
мiсце рiвнiсть

Mθ1 =

∞X

k=0

θ1(k)
λke−λ

k!
=

1

λ
, λ > 0

або, що є рiвносильне,
∞X

k=0

θ1(k)
λk+1

k!
= e−λ =

∞X

k=0

λk

k!
, λ > 0.

Aле з останнього спiввiдношення випливає, що завжди θ1(k) = λ−1. А оскiльки оцiнка
параметра не може залежати вiд самого параметра, то отримана статистика не може
бути вибрана в якостi оцiнки i отже бажаної оцiнки не iснує.

Як ми побачимо пiзнiше, одним з найважливiших критерiїв якостi
оцiнки є середньоквадратичне вiдхилення оцiнки вiд параметра, тобто
M(θn − θ)2, i чим менше це вiдхилення тим краща оцiнка. Може статися
так, що це вiдхилення для змiщеної оцiнки є меншим нiж для незмiще-
ної. В задачi 10 подано приклад таких оцiнок. Все це вказує на те, що
нерозумно обмежуватися лише незмiщеними оцiнками.

Визначення 4. Оцiнку θn параметра θ будемо називати асимпотично
незмiщеною, якщо

lim
n→∞Mθn = θ.

Ця властивiсть означає, що зi зростанням розмiру вибiрки док-
ладнiсть нашої оцiнки теж зростає.

Приклад 7.В якостi оцiнки параметра m = Mξ пропонується статистика mn =
2

n2

Pn
i=1 ixi. Довести, що ця оцiнка є асимптотично незмiщеною.

Р о з в’ я з о к. Маємо

Mmn =
2

n2

nX
i=1

iMxi =
2m

n2

nX
i=1

i =
m(n + 1)

n
6= m,

отже оцiнка mn є змiщена. Але, оскiльки limn→∞Mmn = limn→∞ n+1
n

m = m, то
запропонована оцiнка є асимптотично незмiщеною.

Рiзниця bn(θ) = Mθn − θ називається змiщенням оцiнки θn.

Визначення 5. Оцiнку θn параметра θ будемо називати слабо конзи-
стентною, (або просто конзистентною), якщо для кожного ε > 0

lim
n→∞P(|θn − θ| > ε) = 0, (3)

або, в еквiвалентному записi, θn n→∞p
−→ θ.
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Визначення 6. Оцiнку θn параметра θ будемо називати сильно конзи-
стентною, якщо

P( lim
n→∞ θn = θ) = 1, (4)

або, в еквiвалентному записi, θn n→∞м.н.−→ θ.

Iншими словами, оцiнка θn є конзистентною оцiнкою параметра θ,
якщо при n →∞ вона прямує до θ за ймовiрнiстю, a якщо вона прямує
до θ з ймовiрнiстю 1, то говорять, що вона є сильно конзистентною.

Властивiсть (3) означає, що в мiру зростання oб’єму вибiрки ймовiр-
нiсть будь-якого малого вiдхилення оцiнки вiд iстотного значення пара-
метра наближається до нуля. На практицi властивостi (3), (4) означають,
що для великих n можна вважати, що θn ≈ θ.

Для того щоб перевiрити чи є оцiнка сильно конзистентною чи нi ча-
сто застосовується закон великих чисел. Приклади використання цього
закону ми наведемо в наступному пiдроздiлi.

Визначення 7.Оцiнка θn параметра θ називається асимптотично нор-
мальною з параметром σ2 > 0, якщо

lim
n→∞P(

√
n(θn − θ)

σ
< x) = Φ(x)

Як побачимо пiзнiше, бiльшiсть важливих оцiнок є асимптотично
нормальними, а це для практики означає, що маємо наближену рiвнiсть
θn ≈ θ + σξ/

√
n, де випадкова величина ξ ∈ N(0, 1). Тобто похибка, яку

ми робимо замiнюючи параметр на його оцiнку, є порядку O(n−1/2).

Приклад 8.В якостi оцiнки параметра m = Mξ для популяцiї генеральної ξ такої,
що σ2 = D2ξ < ∞ пропонується статистика x(n) = 1

n

Pn
i=1 xi. Довести, що ця

оцiнка є асимптотично нормальною.
Р о з в’ я з о к. Маємо

√
n(x(n)−m)

σ
=

Pn
i=1 xi − nm√

nσ

Оскiльни вибiрку x1, ..., xn ми трактуємо, як послiдовнiсть незалежних випадкових
величин з таким самим розподiлом як у випадкової величини ξ, то Mξ = m, D2ξ = σ2

i тепер на пiдставi центральної граничної теореми (див. 142) маємо

lim
n→∞

P(

√
n(x(n)−m)

σ
< x) = lim

n→∞
P(

Pn
i=1 xi − nm√

nσ
< x) = Φ(x).
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5.1 Формулювання зазачi та попереднi зауваження

Як ми вже бачили, для даного параметра θ може iснувати бiльше нiж
одна оцiнка. Нехай, наприклад, θn(1), θ

(2)
n будуть оцiнками параметра θ.

Питання, на яке хочемо дати вiдповiдь в цьому роздiлi, звучить так:
як порiвняти оцiнки θn(1), θ

(2)
n ? Iншими словами, як перевiрити, котра з

цих оцiнок краща. В попередньому роздiлi були описанi два критерiї, якi
можуть служити для порiвняння оцiнок. Головною вадою цих критерiїв
є те, що вони не описують кiлькiсно вiдхилення значень θ

(1)
n , θn

(2) вiд
справжнього значення параметра θ. А iнтуїтивно зрозумiло, що, власне,
це вiдхилення повинно служити для описання якостi оцiнки. Крiм того,
при порiвняннi оцiнок вiдразу виникає природнє питання:а яка оцнка бу-
де "найкращою"для даного параметра. В цьому випадку нам потрiбно
визначитися з тим, що ми розумiємо пiд термiном "найкраща оцiнка".
Вiдповiдь на цi питання залежить вiд багатьох факторiв. Рзглянемо де-
якi з них.

Отже нехай вибiрка x1, ..., xn взята з генеральної сукупностi ξ, роз-
подiл якої має густину f(x, θ), де є θ невiдомим параметром вiдносно
якого будемо вважати, що θ ∈ Θ = [a, b]. Нехай, також Mξ2 < ∞. Ми
хочемо порiвняти двi оцiнки θ

(1)
n = θ

(1)
n (x1, ..., xn), θ

(2)
n = θ

(2)
n (x1, ..., xn)

параметра θ. Можливi двi ситуацiї:
а) ми порiвнюємо нашi оцiнки для фiксованого (але невiдого) зна-

чення параметра θ, або
б) ми порiвнюємо нашi оцiнки для (всiх) значень параметра θ ∈ [a, b]

.
Ситуацiя а) є рiвноважна тому, що ми порiвнюємо двi оцiнки пара-

метру при умовi, що густина f(x, θ) є фiксованою (але невiдомою) i в
цьому випадку наступнi означення є природнiми

Визначення 1. Якщо

M(θ(1)
n − θ)2 < M(θ(2)

n − θ)2, (1)

185



5.1. Формулювання зазачi та попереднi зауваження 186

то будемо говорити, що θn(1) є ефективнiшою оцiнкою параметра θ, нiж
оцiнка θ

(2)
n .

Надалi слова "ефективнiша" i "краща" вживатимемо, як синонiми.

Зауваження 1. Нерiвнiсть (1) в розгорнутому виглядi виглядає насту-
пним чином

∫

Rn

(θ(1)
n (~v)− θ)2L(~v)d~v <

∫

Rn

(θ(2)
n (~v)− θ)2L(~v)d~v, (2)

де ~v = (x1, ..., xn), L(~v) =
∏n

i=1 f(vi, θ).

Визначення 2. Якщо iснує така оцiнка θ∗n, що

M(θ∗n − θ)2 ≤ M(θn − θ)2 (3)

для будь якої оцiнки θn, то будемо говорити, що оцiнка θ∗n є ефективною
оцiнкою параметра θ.

Цей пiдхiд до порiвняння оцiнок називається середньоквадратичним.
Його сенс очевидний: з двох оцiнок кращою буде та, для якої середньо-
квадратичне вiдхилення вiд iстинного значення параметра є меншим.
Очевидно, що M(θ(1)

n − θ)2 не є єдиною характеристикою, яка описує вiд-
хилення оцiнки вiд параметра, наприклад, можна було б це вiдхилення
характеризувати за допомогою M|θ(1)

n − θ|. Перевага першої характери-
стики полягає в тому, що функцiя x2, на вiдмiну вiд |x|, є диференцiйов-
ною для всiх x. Цей факт часто є iстотним в аналiтичних дослiдженнях
конкретних оцiнок.

Приклад 1.Для параметру m = Mξ популяцiї генеральної ξ такої, що D2ξ < ∞ в
прикладi 5, с. 181 (i вiдразу пiсля нього) мали оцiнки, θ

(1)
3 = (x1 +x2 +x3)/3, θ

(2)
3 =

(2x1 + 3x2 − x3)/4 якi є незмiщеними. Маємо

M(θ
(1)
3 − θ)2 = D2θ

(1)
3 =

1

9
(D2x1 + D2x2 + D2x3) =

1

3
D2ξ,

M(θ
(2)
3 − θ)2 = D2θ

(2)
3 =

1

16
(4D2x1 + 9D2x2 + D2x3) =

7

8
D2ξ,

i, отже, оцiнка θ
(1)
3 є ефективнiшою.

А для оцiнки θ
(3)
3 = (x1 + 3x2 + x3)/4 з того ж прикладу маємо

M(θ
(3)
3 − θ)2 = M

�x1 + 3x2 + x3

4
−5

4
θ+

1

4
θ
�2

= D2
�x1 + 3x2+x3

4

�
+

(Mξ)2

16
=

=
11D2ξ

16
+

(Mξ)2

16
.
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З цих вiдношень випливає, що оцiнка θ
(1)
3 є найкращою з-помiж θ

(1)
3 , θ

(2)
3 , θ

(3)
3 , при-

чому оцiнка θ
(2)
3 буде кращою вiд θ

(3)
3 , якщо

7

8
D2ξ <

11D2ξ

16
+

(Mξ)2

16
, або 3D2ξ < (Mξ)2.

А коли 3D2ξ > (Mξ)2, то кращою буде оцiнка θ
(3)
3 . Вiдмiтимо, що в останньому

випадку не дивлячись на те, що оцiнка θ
(3)
3 є змiщена якраз їй потрiбно надати

перевагу перед незмiщеною оцiнкою θ
(2)
3 оскiльки вона гарантує менше вiдхилення

вiд iстинного значення параметра.

З цього прикладу випливає, що одна i та ж оцiнка може буде кращою
чи гiршою вiд деякої фiксованої оцiнки в залежностi вiд властивостей
розподiлу генеральної сукупностi. Iншими словами, може статися так,
що для одних значень параметра θ оцiнка θ

(1)
n буде кращою вiд θ

(2)
n а для

iнших навпаки. В ситуацiї а) для задачу знаходження найкращої, або
ефективної оцiнки, важко, або навiть неможливо, розв’язати, оскiльки
для цього не iснує вiдповiдного математичного апарату.

Маючи на увазi цi двi обставини ми хочемо порiвнюти оцiнки для
(всiх) значень параметра θ ∈ [a, b], тобто розглядаємо ситуацiю б).

В цьому випадку означення, наведенi вище, можемо переписати на-
ступним чином

Визначення 3. Якщо

M(θ(1)
n − θ)2 ≤ M(θ(2)

n − θ)2, для всiх θ ∈ [a, b] (4)

i принаймi для одного θ ∈ [a, b] нерiвнiсть в (10) є строгою, то будемо
говорити, що θn(1) є ефективнiшою оцiнкою параметра θ, нiж оцiнка
θ
(2)
n .

Визначення 4. Якщо iснує така оцiнка θ∗n, що

M(θ∗n − θ)2 ≤ M(θn − θ)2 для всiх θ ∈ [a, b] (5)

для будь якої оцiнки θn, то будемо говорити, що оцiнка θ∗n є ефективною
оцiнкою параметра θ.

Але виявляється, що ефективної оцiнки в сенсi означення 4 не iснує.
Дiйсно, припустимо, що для параметра θ iснує найкраща оцiнка θ∗n в
сенсi означення 4. Позначимо d(θ) = M(θ∗n − θ)2, θ ∈ [a, b]– середньо-
квадратичне вiдхилення ефективної оцiнки θ∗n вiд параметра θ ∈ [a, b].
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Нехай тепер θ = α ∈ [a, b] буде деяким фiксованим (вiдомим) значенням
параметра θ. Тодi для оцiнки θ̂n ≡ α, очевидно, маємо

d(α) = M(θ∗n − α)2 ≤ M(θn − α)2 = M(α− α)2 = 0. (6)

Отже d(α) = 0. А оскiльки α ∈ [a, b] довiльне, то d(θ) = 0 для всiх
θ ∈ [a, b]. Отже для найкращої оцiнки маємо M(θ∗n − θ)2 = 0 звiдки
P(θ∗n = θ) = 1. В цiй ситуацiї вибiрка однозначно визначає значення
невiдомого параметра. Але таке може трапитися лише у виняткових си-
туацiях. Наприклад, якщо знаємо, що ξ набуває значень лише з вiдрiз-
ка [θ, 1 + θ] i θ ∈ {0,±1, ...}, то одного значення для ξ вистачить, щоб
однозначно визначити параметр θ. Тому в ситуацiї б) застосовуємо де-
що iнший пiдхiд до порiвняння оцiнок, який буде описано в наступному
парраграфi.

5.1.1 Середньоквадратичний пiдхiд

Нехай, як i ранiше, вибiрка x1, ..., xn взята з генеральної сукупностi ξ,
розподiл якої має густину f(x, θ), де є θ невiдомим параметром вiдносно
якого будемо вважати, що θ ∈ Θ = [a, b].

Означимо клас Kb оцiнок параметра θ наступним чином

Kb = {θn : Mθn − θ = b(θ)}, (7)

де функцiя b(θ), θ ∈ Θ є заданою. Клас Kb є класом оцiнок параметра θ,
змiщення яких є заданим (i рiвним b(θ)).

Визначення 5. Якщо θ
(1)
n , θ

(2)
n ∈ Kb i

M(θ(1)
n − θ)2 < M(θ(2)

n − θ)2, (8)

то будемо говорити, що оцiнка θn(1) є eфективнiшою оцiнкою параметра
θ, нiж оцiнка θ

(2)
n в класi Kb.

Визначення 6. Якщо iснує така оцiнка θ∗n ∈ Kb, що

M(θ∗n − θ)2 ≤ M(θn − θ)2 (9)

для довiльної оцiнки θn ∈ Kb, то будемо говорити, що оцiнка θ∗n є ефе-
ктивною оцiнкою в класi Kb.
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Для ефективної оцiнки з цього означення число

Ef (θn) =
M(θ∗n − θ)2

M(θn − θ)2
(10)

називаємо ефективнiстю оцiнки θn ∈ Kb.
I оцiнка θn ∈ Kb називається асимптотично ефективною оцiнкоюв

класi Kb якщо limn→∞Ef (θn) = 1.

Зауваження 2. Означення 5, 6 фактично об’єднують ситуацiї а), б)
з попереднього пiдроздiлу але лише для оцiнок з класу Kb. Так якщо в
(8) значення θ фiксовано, то ми маємо нерiвнiсть (1), тобто ситуацiю а),
а якщо θ ∈ [a, b] , то маємо нерiвнiсть (4), тобто ситуацiю - б). Правда в
останньому випадку ми нерiвнiсть ” ≤ ” в (4) замiняємо на ” < ” в (8).

Особливу роль грає клас оцiнок, для яких b(θ) ≡ 0, тобто клас K0 -
клас незмiщених оцiнок. Оцiнки, ефективнi в цьому класi, будемо нази-
вати просто ефективними. В цiй ситуацiї (11) виглядає так

Ef (θn) =
D2θ∗n
D2θn

.

Для ефективної оцiнки з цього означення число

Ef (θn) =
D2θ∗n
D2θn

(11)

називаємо ефективнiстю оцiнки .
Зрозумiло, що 0 < Efθn ≤ 1 i якщо limn→∞Efθn = 1, то оцiнка θn

називається асимптотично ефективною

5.1.2 Асимптотичний пiдхiд

В означенii 7 було подано визначення асимптотичної нормальностi оцiн-
ки θn параметра θ. Ця оцiнка була називана асимптотично нормальною
оцiнкою з параметром σ2 > 0 для θn, якщо

lim
n→∞P(

√
n(θn − θ)

σ
< x) = Φ(x),

де позначає стандартний нормальний розподiл. Було зауважено, що для
практики це означає, що маємо наближену рiвнiсть θn ≈ θ + σξ/

√
n,

де випадкова величина ξ ∈ N(0, 1). Доданок σξ/
√

n можна iнтерпрету-
вати як похибку оцiнки θn або, iншими словами, "розсiяння"оцiнки θn
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довкола θ. Поняття асимптотичної нормальностi можна використати до
порiвняння оцiнок для великих вибiрок.

Нехай оцiнки θ
(1)
n , θ

(2)
n параметра θ є асимптотично нормальними з

параметрами σ1, σ2 > 0, вiдповiдно.

Визначення 7.Якщо σ1 < σ2, то будемо говорити, що θn(1) є асимпто-
тично ефективнiшою оцiнкою параметра θ, нiж оцiнка θ

(2)
n .

Сенс цього цього означення є дуже простий. Як було зауважено ви-
ще, якщо оцiнки θ

(1)
n , θ

(2)
n є асимптотично нормальними з параметрами

σ2
1, σ2

2 вiдповiдно, то якщо σ1 < σ2, то для великих n "розсiяння"оцiнки
θ
(1)
n довкола θ буде меншим, нiж оцiнки θ

(2)
n . Тодi натурально вважати,

що оцiнка θ
(1)
n є кращою. В цьому, власне, i полягає iдея асимптотичного

порiвняння оцiнок.
Нехай KΦ означає клас оцiнок, якi є асимптотично нормальними

Визначення 8. Нехай θ∗n, θn ∈ KΦ i
√

n(θ∗n − θ)
σ∗ n→∞=⇒ N(0, 1),

√
n(θn − θ)

σ n→∞=⇒ N(0, 1).

Якщо σ∗ ≤ σ для всiх оцiнок θn ∈ KΦ , то будемо говорити, що θ∗n є
асимптотично ефективною оцiнкою параметра θ.
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оцiнки.

До порiвняння оцiцнок та знаходження ефективних оцiнок часто слу-
жить так звана Нерiвнiсть Рао-Крамера, яка є предметом цього пiдроз-
дiлу.

6.1 Нерiвнiсть Рао-Крамера

Вже знаємо, що однiєю з числових характеристик, яка характе-
ризує вiдхилення оцiнки вiд iстинного значення параметра θ, є фун-
кцiя d(θ) = M(θn − θ)2. Наступна теорема описує нижню границю для
середньоквадратичного вiдхилення оцiнок фiксованим змiщенням. Тоб-
то для оцiнок, для якихо функцiя b(θ) = Mθn − θ, де функцiя b(θ) є
заданою. Якщо, наприклад, b(θ) = 0, то будемо мати клас незмiщених
оцiнокю.

Теорема 1. (Нерiвнiсть Рао-Крамера) Нехай випадкова змiнна ξ має
щiльнiсть f(x, θ), де θ ∈ Θ = [a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞ є невiдомим
параметром i b(θ) = Mθn − θ. Припустимо, що для всiх θ ∈ [a, b] вико-
нуються наступнi умови:

а) функцiя ∂
∂θ

√
f(x, θ) є неперервною вiдносно θ ∈ Θ;

б) функцiя I2(θ) = M
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2
додатня i неперервна вiдносно

θ ∈ Θ.

Тодi

M(θn − θ)2 ≥
(
1 + b′(θ)

)2

nM
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2 =

(
1 + b′(θ)

)2

n
∞∫
−∞

(
∂
∂θ ln f(u, θ)

)2
f(u, θ)du

(1)

для кожної оцiнки θn параметра θ такої, що Mθ2
n < c < ∞, θ ∈ [a, b] i

рiвнiсть в (1) буде тодi i лише тодi, коли
∂

∂θ
lnΠn

i=1f(xi, θ) = c(θ)
(
θn(~x)− θ

)
, (2)

191
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для всiх xi, для яких f(xi, θ) > 0, a c(θ) є сталою, можливо залежною
вiд θ (але незалежною вiд x1, ..., xn ).

Зауваження 1. Нерiвнiсть (1) в ситуацiї, коли генеральна сукупнiсть ξ
є дискретного типу i P(ξ = pk) = p(xk, θ) має вигляд

M(θn − θ)2 ≥
(
1 + b′(θ)

)2

n
∑n

k=1

(
∂
∂θ ln p(xk, θ)

)2
p(xk, θ)

.

Наслiдок 1. Якщо оцiнка θn є незмiщеною, то тодi нерiвнiсть (1)
набуває вигляду

D2θn ≥ 1

nM
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2 .

Доведення нерiвностi Рао-Крамера опирається на наступну лему.

Лема 1. Нехай для щiльностi f(x, θ) генеральної сукупностi ξ вико-
нуються умови теореми 1. Тодi для кожної статистики θn такої, що
Mθ2

n < c(θ) < ∞, θ ∈ [a, b] має мiсце рiвнiсть

∂

∂θ

∫

Rn
θn(~u)L(~u, θ)d~u =

∫

Rn
θn(~u)

∂

∂θ
L(~u, θ)d~u, θ ∈ [a, b], (3)

де L(~u, θ) =
∏n

i=1 f(ui, θ)).

Iншими словами, в умовах теореми 1 можна змiнити мiсцями iнте-
грування по ~u = (u1, u2, ..., un) i диференцiювання по θ в лiвiй частинi
рiвностi (3). Ця лема є технiчною i тому її доведення не подаємо. Бiль-
ше iнформацiї на тему, пов’язану з рiвнiстю (3), читач може знайти в [1]
с.440 або [13] с.105.

Якщо в (3) взяти θn ≡ 1, то будемо мати
∫

Rn

∂

∂θ
L(~u, θ)d~u =

∂

∂θ

∫

Rn
L(~u, θ)d~u =

∂

∂θ
1 = 0, θ ∈ [a, b]. (4)

Д о в е д е н н я. теореми 1. Оскiльки вибiрку x1, x2, ..., xn ми можемо iнтерпретувати
як послiдовнiсть незалежних випадкових величин, то функцiя L(~u, θ) =

Qn
i=1 f(ui, θ))

є їх спiльною густиною. Згiдно з припущенням маємо Mθn = θ + b(θ) або, що те ж
саме,

Z

Rn

θn(~u)L(~u, θ)d~u = θ + b(θ). (5)
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Як це випливає з (3), можемо диференцiювати в рiвностi (5) по параметру θ пiд
знаком iнтеграла. Пiсля такого диференцiювання отримуємо

Z

Rn

θn(~u)
∂L(~u, θ)

∂θ
d~u = 1 + b′(θ)

i якщо взяти до уваги (4), то остання рiвнiсть може бути переписана так
Z

Rn

(θn(~u)− θ)
∂L(~u, θ)

∂θ
d~u = 1 + b′(θ).

Отже маємо
�Z

Rn

(θn(~u)− θ)
∂ ln L(~u, θ)

∂θ
L(~u, θ)d~u

�2
=
�
1 + b′(θ)

�2
.

З цiєї рiвностi i нерiвностi Кошi-Буняковського випливає
Z

Rn

(θn(~u)−θ)2L(~u, θ)d~u

Z

Rn

h∂ ln L(~u, θ)

∂θ

i2
L(~u, θ)d~u ≥ �1 + b′(θ)

�2
, (6)

звiдки дiстаємо

M(θn − θ)2 ≥
�
1 + b′(θ)

�2

M
�

∂ ln L(x,θ)
∂θ

�2 .

Щоб довести рiвнiсть

M

�
∂ ln L(~x, θ)

∂θ

�2

= nM

�
∂ ln f(ξ, θ)

∂θ

�2

зауважмо, що

M
�∂ ln L(~x, θ)

∂θ

�2

= M

 
nX

i=1

∂ ln f(xi, θ)

∂θ

!2

= M

nX

i6=j

∂ ln f(xi, θ)

∂θ

∂ ln f(xj , θ)

∂θ

+ M

nX
i=1

�
∂ ln f(xi, θ)

∂θ

�2

= M

nX
i=1

�
∂ ln f(xi, θ

∂θ

�2

= nM

�
∂ ln f(ξ, θ

∂θ

�2

.

Передостання рiвнiсть в цих спiввiдношеннях випливає з того, що випадковi змiннi
xi є незалежними, а

M
∂ ln f(xi, θ)

∂θ
=

∞Z

−∞

∂ ln f(u, θ)

∂θ
f(u, θ)du =

∞Z

−∞

∂f(u, θ)

∂θ
du = 0.

Рiвнiсть в (1) буде досягатися тодi i лише тодi, коли в (6) буде рiвнiсть, тобто в
нерiвностi Кошi-Буняковського мусить буде рiвнiсть, що, в свою чергу, можливе лише
тодi, коли

c(θ)(θn(~u)−θ)
p

L(~u, θ) =
∂ ln fn(~u, θ)

∂θ

p
L(~u, θ)

для всiх значень ~u = (u1, ...., un) для яких L(~u) > 0, а c(θ) є сталою, яка не залежить
вiд ~u. Якщо ~u таке, що L(~u, θ) > 0, то з останньої рiвностi дiстаємо (2).
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Визначення 1. Значення

nI2(θ) = nM
( ∂

∂θ
ln f(ξ, θ)

)2
(7)

називаємо iнформацiєю Фiшера .

Можна сказати, що nI2(θ) це та кiлькiсть iнформацiї вiдносно ξ яка
мiститься у вибiрцi ~x. Деякi властивостi цiєї характеристики можна зна-
йти в [1]. Для обчислення iнформацiї Фiшера часом є корисною наступна
лема.

Лема 2. Нехай виконуються наступнi умови:

а) 0 < M
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2
< ∞;

б)
∣∣∣ ∂i

∂θi ln f(x, θ)
∣∣∣ ≤ Gi(x), для всiх θ ∈ Θ i

∫∞
−∞Gi(x)dx < ∞, i = 1, 2.

Тодi

M
( ∂

∂θ
ln f(ξ, θ)

)2
= −M

( ∂2

∂θ2
ln f(ξ, θ)

)
. (8)

Д о в е д е н н я. Якщо в тотожностi

∂2

∂θ2
ln f(ξ, θ) =

∂2f(ξ, θ)/∂θ2

f(ξ, θ)
−
�∂f(ξ, θ)/∂θ

f(ξ, θ)

�2

перейти до математичного сподiвання M, то отримаємо

M
∂2

∂θ2
ln f(ξ, θ) =

∞Z

−∞

∂2

∂θ2
f(u, θ)du−M

�∂f(ξ, θ)/∂θ

f(ξ, θ)

�2

. (9)

Умова б) леми дозволяє записати

∞Z

−∞

∂2

∂θ2
f(u, θ)du =

∂2

∂θ2

∞Z

−∞

f(u, θ)du =
∂2

∂θ2
1 = 0

i (8) випливає з (9).
В попередньому пiдроздiлi ми означили ефективну оцiнку як таку

оцiнку, яка має найменше середньоквадратичне вiдхилення вiд iстинно-
го значення параметра (Означення 6, с. 188). Але це означення не дає
вiдповiдi на питання, а як дослiдити, чи деяка конкретна оцiнка є ефе-
ктивною чи нi? Нерiвнiсть Рао-Крамера дає iнструмент для дослiджен-
ня ефективностi оцiнок але лише для генеральних популяцiй, для яких
справедливi умови цiєї нерiвностi.
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Визначення 2. Якщо iснує така оцiнка θ∗n ∈ Kb, що

M(θ∗n − θ)2 =

(
1 + b′(θ)

)2

nM
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2 , θ ∈ Θ, (10)

то будемо говорити, що оцiнка θ∗n є R-ефективною оцiнкою в класi Kb.

Iншими словами, R-ефективна оцiнка це така оцiнка, для якої в не-
рiвностi Рао-Крамера маємо рiвнiсть. Ясно, що це означення може бути
застосованим лише для таких оцiнок, для яких виконуються умови те-
ореми 1. Але з означення ефективної оцiнки i нерiвностi Рао-Крамера
випливає, що якщо маємо оцiнку θ∗n ∈ Kb таку, що для неї в нерiвностi
Рао- Крамера маємо рiвнiсть, то ця оцiнка автоматично буде ефектив-
ною оскiльки в цьому випадку поняття R-ефективностi i ефективностi
спiвпадають. Отже щоб дослiдити ефективнiсть конкретної оцiнки по-
трiбно пiдрахувати обидвi сторони в (1) i якщо результат буде однако-
вий, то наша оцiнка автоматично буде ефективна. Приклад такого за-
стосування нерiвностi Рао-Крамера ми вже бачили в пiдроздiлi 7.1 при
дослiдженi властивостей оцiнок середнього значення та дисперсiї нор-
мальної генеральної сукупностi (теорема ??, c. ??). Якраз та обставина,
що означення R-ефективної оцiнки фактично вказує, що слiд зробити,
щоб дослiдити, чи є деяка конкретна оцiнка ефективною чи нi, робить
поняття R-ефективностi оцiнки бiльш вживанiшим.

Подiбна ситуацiя i з поняттям асимптотично ефективної оцiнки.

Визначення 3. Оцiнку θ∗n ∈ Kb називаємо асимптотично R-
ефективною оцiнкою, якщо

M(θ∗n − θ)2 =

(
1 + b′(θ)

)2

nM
(

∂
∂θ ln f(ξ, θ)

)2 + o(n−1), n →∞, θ ∈ Θ.



Лекцiя 7. Аналiз деяких оцiнок

7.1 Оцiнки для математичного сподiвання та дисперсiї

Для
генеральної популяцiї ξ з вибiркою x1, . . . , xn позначимо m = Mξ,

σ2 = D2ξ. Позначимо

x(n) =
1
n

n∑

k=1

xk, , S2(n) =
1
n

n∑

k=1

(xk − x(n))2, (1)

Ŝ2(n) =
1

n− 1

n∑

k=1

(xk − x(n))2, S̄2(n) =
1
n

n∑

k=1

(xk −m)2. (2)

Теорема 1. Нехай Mξ2 < ∞. Тодi:

а) статистика x(n) є незмiщеною i сильно конзистентною оцiнкою
параметра m, a статистики Ŝ2(n), S̄2(n) є незмiщеними i сильно
конзистентними оцiнками параметра σ2;

б) статистика S2(n) є асимптотично незмiщеною i сильно конзи-
стентною оцiнкою параметра σ2.

Д о в е д е н н я. Для оцiнки x(n) будемо мати Mx(n) = n−1Pn
k=1 Mxk = m, a

оскiльки з посиленого закону великих чисел випливає, що x(n) = n−1Pn
k=1 xk n→∞

м.н.−→
Mx1 = m, то оцiнка x(n) є незмiщеною i сильно конзистентною.

Тепер вивчимо оцiнку S2(n). Для цього нам буде потрiбно наступне спiв-
вiдношення (задача 8)

nX

k=1

(xk − x(n))2 =

nX

k=1

(xk −m)2 − n(x(n)−m)2. (3)

Беручи до уваги (3), отримаємо

MS2(n) = M
� 1

n

nX

k=1

(xk−x(n))2
�

=
1

n

nX

k=1

M(xk−m)2−M(x(n)−m)2

= σ2 −D2x(n) = σ2 −D2
� 1

n

nX

k=1

xk

�
= σ2 − σ2/n.
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Отже,

MS2(n) =
n− 1

n
σ2 6= σ2. (4)

Це означає, що розглянута оцiнка є змiщена, aле оскiльки

MS2(n) = σ2 − σ2

n n→∞
м.н.−→ σ2,

то ця оцiнка є асимптотично незмiщеною.
Аналогiчно, з закону великих чисел та рiвностi (3) випливає

S2(n) =
1

n

nX

k=1

(xk −m)2 − (x(n)−m)2
n→∞
м.н.−→ M(x1 −m)2 = σ2, (5)

що й доводить пункт б).
Позаяк,

bS2(n) =
n− 1

n
S2(n),

то незмiщеннiсть та сильна конзистентнiсть цiєї оцiнки випливають з спiввiдношень
(4), (5). Дослiдження властивостей оцiнки S̄2(n) залишаємо читачевi.

На закiнчення цього пiдроздiлу розглянемо наступне, цiлком логi-
чним є наступне питання. Нехай оцiнка θn є незмiщена для параметра θ,
a f(·) є деякою функцiєю. Чи буде тодi оцiнка f(θn) незмiщеною оцiнкою
для параметра f(θ)? Як випливає з теореми 1 та наступного прикладу
вiдповiдь є негативною.

Приклад 1.Оцiнка S̄2(n) = n−1Pn
k=1(xk−m)2 є незмiщеною оцiнкою для параметра

σ2 генеральної популяцiї ξ ∈ N(m, σ2) при умовi, що m є вiдомим. Доведемо, що S̄(n)
не буде незмiщеною оцiнкою для σ.

Позаяк (ξi −m)/σ ∈ N(0, 1), то випадкова величина η =
Pn

k=1(xk −m)2/σ2 має
розподiл χ2

n з n степенями свободи, a оскiльки S̄(n) = σn−1/2η1/2, то з урахуванням
виразу щiльностi розподiлу хi–квадрат з n степенями свободи (див. (5), с. 172) маємо

MS̄(n) =
σ√

n2n/2Γ(n/2)

∞Z

0

√
xe−x/2xn/2−1dx =

σ
√

2√
nΓ(n/2)

∞Z

0

e−xx(n−1)/2dx =

=
σ
√

2Γ((n + 1)/2)√
nΓ(n/2)

6= σ.

Отже, оцiнка Sn є змiщеною.

7.2 Асимптотичний пiдхiд

Для порiвняння оцiнок можемо застосовувати асимптотичний пiдхiд,
який виглядає так.
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Приклад 1.Для генеральної сукупностi ξ з показниковим розподiлом з параметром
λ > 0 для λ маємо наступнi оцiнки

λ1(n) =
1

x(n)
, λ2(n) =

s
2nPn
i=1 x2

i

.

Дослiдити асимптотичну ефективнiсть цих оцiнок.

Р о з в’ я з о к.
Оскiльки Mxi = 1/λ, Mx2

i = 2/λ2, то на пiдставi закону великих чисел маємо

λn(1) =
1

1
n

Pn
i=1 xi

n→∞
м.н.−→ 1

Mξ1
= λ, λn(2) =

s
2

1
n

Pn
i=1 x2

i
n→∞
м.н.−→

s
2

Mx2
i

= λ,

а, отже, цi оцiнки є конзистентними. Маємо

√
n(λn(1)− λ) = −λ

Pn
i=1(xi−λ−1)√

n

n−1
Pn

i=1 xi
= −

Pn
i=1(xi−λ−1)√

nλ−1

n−1
Pn

i=1 xi
. (6)

Оскiльки D2xi = 1/λ2, то на пiдставi центральної граничної теореми
Pn

i=1(xi − λ−1)√
nλ−1 n→∞=⇒ N(0, 1).

Тепер з (6) дiстаємо
√

n(λn(1)−λ)
n→∞−→ N(0, |Mxi|−2) = N(0, λ2) i, отже, асимптотична

дисперсiя для
√

n(λn(1)− λ) дорiвнює λ2. Аналогiчно

√
n(λn(2)−λ) =

√
n
�√

2−λ
p

n−1
Pn

i=1 x2
i

�
p

n−1
Pn

i=1 x2
i

=

√
n
�
2−n−1λ2Pn

i=1 x2
i

�
p

n−1
Pn

i=1 x2
i

�√
2+λ

p
n−1

Pn
i=1 x2

i

� =

= −
√

20

Pn
i=1(x2

i−2λ−2)√
20nλ−2p

n−1
Pn

i=1 x2
i

�√
2 + λ

p
n−1

Pn
i=1 x2

i

� . (7)

Оскiльки D2x2
i = Mx4

i − (Mx2
i )

4 = 24/λ4 − 4/λ2 = 20/λ4, то на пiдставi центральної
граничної теореми маємо

Pn
i=1(x

2
i − 2λ−2)√

20nλ−2 n→∞=⇒ N(0, 1).

Тепер з (7) випливає

√
n(λn(2)− λ)

n→∞=⇒ −
√

20√
2λ−1

�√
2 +

√
2
�N(0, 1) = N(0,

5λ

2
),

i, отже, асимптотична дисперсiя для
√

n(λn(2)−λ) дорiвнює 5λ2/4. Звiдси випливає,
що оцiнка λn(1) є асимптотично ефективнiшою нiж оцiнка λn(2).

Ще один приклад, але тепер для дискретних розподiлiв.



Лекцiя 7. Аналiз деяких оцiнок 199

Приклад 2. Маємо схему Бернуллi з параметрами n, p, де n вiдоме, а p є невi-
домим параметром. Кiлькiсть успiхiв у цiй схемi дорiвнює k. Довести, що оцiнка
p(n) = k/n є найефективнiшою оцiнкою параметра p.

Р о з в’ я з о к. Перш за все, запишемо так сформульовану задачу у виглядi, який
вживається в формулюваннi нерiвностi Рао-Крамера. Схему Бернуллi можна пред-
ставити як послiдовнiсть n незалежних випробувань з ймовiрнiстю успiху в одному
випробуваннi, рiвною p. Генеральна популяцiя ξ має тодi розподiл типу 0–1. Значить
тепер наша задача може бути записана так. Генеральна популяцiя ξ набуває значення
1 з ймовiрнiстю p i 0 з ймовiрнiстю 1 − p, тобто P(ξ = j) = pj(1 − p)1−j , де j = 0, 1.
Вибiрка для характеристики ξ це є множина k1, k2, ..., kn де ki набуває значення 0 або
1 i
Pn

i=1 ki = k. Маємо p(n) = k/n =
Pn

i=1 ki/n.
Оскiльки Mki = p, D2ki = pq, то, по-перше, Mpp(n) = p i отже оцiнка є незмi-

щеною p(n), а, по-друге,

D2p(n) =
pq

n
. (8)

В нашiй ситуацiї p(k) = pkq1−k i значить ln p(ξ) = ξ ln p + (1− ξ) ln q. Тому

I2(p) = M

�
∂ ln p(ξ)

∂p

�2
= M

�
ξ

p
− 1− ξ

q

�2
= M

�
ξ2

p2
− 2

ξ − ξ2

pq
+

1− ξ

q2

�
=

1

pq

Остання рiвнiсть i (8) дають

M(p(n)− p)2 =
1

nI2(p)

що i означає R-ефективнiсть оцiнки p(n).
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ЗАВДАННЯ

1. Нехай x1, x2, x3 – вибiрка спостережень за випадковою величиною ξ з рiвномiр-
ним розподiлом на iнтервалi [0; 1]. Для параметра m = Mξ розглянемо наступнi
оцiнки:

m1 =
x1 + x2 + x3

3
, m2 = me(3), m3 =

x(1) + x(3)

2
.

Показати, що всi вони є незмiщеними.

(Пiд me(3) розумiємо медiану вибiрки (див. означення 6, або формулу (4).)

2. Генеральна сукупнiсть ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [θ − 1; θ + 1],
де θ вважаємо параметром. Довести, що оцiнка θ(n) = max{x1, ..., xn} +
min{x1, ..., xn} параметра θ є незмiщеною. Чи буде ця оцiнка конзистентною?

3. Нехай x1, ..., xn - випадкова вибiрка спостережень за нормальним розподiлом
N(m, σ2). Показати, що оцiнка

θn =
1

n

n−1X
i=1

(xi+1 − xi)
2

є асимптотично незмiщеною оцiнкою дисперсiї σ2.

4. Нехай генеральна популяцiя має геометричний розподiл з невiдомим параме-
тром θ ∈ (0; 1), тобто P(ξ = n) = θn(1 − θ), n ≥ 0. Довести, що не iснує
незмiщеної оцiнки параметра θ на пiдставi вибiрки, яка має лише одне спосте-
реження.

5. Довести, що оцiнка S̄(n) є асимптотично незмiщеною для параметра σ розпо-
дiлу генеральної сукупностi ξ ∈ N(m, σ2), де m є вiдомим.

Вказiвка. Скористатися прикладом 1, c. 197 i спiввiдношенням

ln Γ(x) = (x− 1

x
) ln x− x +

1

2
ln 2π + O(x−1), x →∞.

6. Нехай генеральна сукупнiсть ξ ∈ N(m0, σ
2), де m0 є вiдомим. Довести, що

оцiнка

θn =
1

n

r
π

2

nX
i=1

|xi −m0|

є незмiщеною оцiнкою параметра σ.

7. Довести, що для ξ ∈ N(m, σ2), статистикa

θn =
1

n

nX
i=1

|xi − x(n)|
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має наступнi властивостi:

Mθn = σ

r
2

π
(1− 1

n
), D2θn =

σ2

πn

�
1− 1

n

��π
2

+
p

n(n− 2)− n + arcsin
1

n− 1

�
.

А статистика θn

�
2
π
(1 − 1

n
)
�−1/2

буде незмiщеною оцiнкою для σ. Знайти її
дисперсiю.

8. Довести тотожнiсть (3).

9. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має розподiл гамма з параметрами p, λ, тобто
ξ ∈ G(p, λ), де p є знане, а λ виступає як незнаний параметр. Довести, що оцiнка
S = np−1

nx(n)
параметра λ є незмiщена та конзистентна. Знайти ефективнiсть цiєї

оцiнки i показати, що вона є асимптотично ефективною.

Вказiвка. Скористатися вправою 8 с. 177.

10. Довести, що для генеральної сукупностi ξ ∈ N(m, σ2) незмiщена оцiнка bS2(n) =
1

n−1

Pn
k=1

�
xk − x(n)

�2 параметра σ2 має бiльше середньоквадратичне вiдхиле-
ння нiж змiщена оцiнка eS2(n) = 1

n+1

Pn
k=1

�
xk − x(n)

�2
.

11. Генеральна сукупнiсть має щiльнiсть рiвномiрний розподiл на iнтервалi [0; θ],

де θ > 0 є параметром, для якого запропоновано оцiнки θ
(1)
n = n+1

n
x(n), θ

(2)
n =

2
n

Pn
i=1 xi. Довести, що цi оцiнки є незмiщеними i перша з них є кращою.
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8.1 Емпiрична функцiя розподiлу

Нехай ~x = (x1, ..., xn) є n -елементною вибiркою спостережень за ви-
падковою величиною ξ з функцiєю розподiлу F (x). Для кожного x ∈ R1

позначимо через ν(x) число елементiв вибiрки ~x, якi потрапили в iнтер-
вал (−∞, x). Введемо до розгляду функцiю

Fn(x) def=
ν(x)
n

, −∞ < x < ∞. (1)

Вочевидь, функцiя Fn(x) є неспадна, неперервна злiва i Fn(−∞) =
0, Fn(∞) = 1. Отже, Fn(x) є деякою функцiєю розподiлу для кожної
фiксованої вибiрки ~x.

Визначення 1. Функцiя Fn(x), яка визначена в (1), називається емпi-
ричною функцiєю розподiлу випадкової величини ξ.

Можна навести iнше, бiльш наглядне, визначення емпiричної фун-
кцiї розподiлу. Для цього зробимо припущення, що у вибiрцi ~x не має
однакових елементiв. Утворимо варiацiйний ряд з нашої вибiрки. Тодi
будемо мати послiдовнiсть x(1) < x(2) < ... < x(n). Тепер, як неважко
бачити, можемо записати

Fn(x) =





0, для x ≤ x(1),

k/n, для x(k) < x ≤ x(k+1), k = 1, 2, .., n− 1,

1, для x > x(n).
(2)

Вочевидь, що функцiя Fn(x), яка визначена в (2), має стрибок величини
1/n в кожнiй точцi x(i). Якщо ж деякi елементи вибiрки ~x є однаковими,
то емпiрична функцiя розподiлу знову може бути визначена як в (2),
але тепер, якщо, наприклад, для деяких k, i будемо мати x(k) < x(k+1) =
x(k+2) = ... = x(k+i) < x(k+i+1), то Fn(x) = k/n для x(k) < x ≤ x(k+1) i
Fn(x) = (k + i)/n для x(k+1) < x ≤ x(k+i). Тобто функцiя Fn(x) в точцi
x(k+1) буде мати стрибок величини i/n.

202
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Рис. 8.1: Емпiрична функцiя розподiлу.

Приклад 1.Побудувати емпiричну функцiю для вибiрки 0; 3; −2; 0; 1.

Р о з в’ я з о к. Емпiрична функцiя розподiлу для цiєї вибiрки зображена нижче.
В точцi x = 0 ця функцiя має стрибок величини 2/5, a в рештi точок величина

стрибка дорiвнює 1/5.

Наведемо ще один вираз для емпiричної функцiї розподiлу, який буде
нам потрiбен при доведеннi деяких тверджень.

Позначимо через χA(x) характеристичну функцiю множини A, тобто
χA(x) = 1, якщо x ∈ A i χA(x) = 0, якщо x 6∈ A. Тодi, вочевидь, для
емпiричної функцiї розподiлу можемо записати

Fn(x) =
1
n

n∑

i=1

χ(−∞,x)(xi). (3)

Зауваження 1. Оскiльки, випадковi величини xi є незалежними i ма-
ють однаковий розподiл, то для кожного x ∈ R1 випадковi величини
χ(−∞,x)(xi), i = 1, 2, ..., n є також незалежними i також мають однаковий
розподiл (типу 0−1). Тому вираз (3) можемо трактувати як представле-
ння емпiричної функцiї розподiлу через суму n незалежних одинаково
розподiлених випадкових величин.

З цього зауваження зокрема випливає, що емпiрична функцiя роз-
подiлу є статистикою. Легко можна знайти розподiл цiєї статистики.
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Теорема 1. Якщо випадкова величина ξ має функцiю розподiлу F (x),
то

P(Fn(x) =
m

n
) = Ck

n(F (x))m(1− F (x))n−m, m = 0, 1, ..., n. (4)

Д о в е д е н н я. Нехай x є фiксованим. Процес вибору вибiрки можна зобразити
наступним чином. Якщо при черговому виборi елемента маємо xi < x, то говори-
мо, що вiдбувся "успiх". Позаяк, згiдно з нашим загальним припущенням випадкова
величина xi має такий самий розподiл як ξ, тобто F (x), то ймовiрнiсть "успiху" є
P(xi < x) = P(ξ < x) = F (x), a процес вибору вибiрки є класичною схемою Бернуллi.
Вочевидь, подiя {Fn(x) = m

n
} еквiвалентна тому, що при виборi вибiрки будемо ма-

ти рiвно m "успiхiв" i згiдно з виразом ймовiрностi числа "успiхiв" в схемi Бернуллi
маємо формулу (4).

¥
З цього твердження випливає, що MFn(x) = F (x) а отже маємо

Наслiдок 1. Емпiрична функцiя розподiлу є незмiщеною оцiнкою тео-
ретичної функцiї розподiлу.

Оскiльки пiд знаком суми в (3) випадковi величини ξi = χ(−∞,x)(xi),
i = 1, ..., n є незалежними i Mξi = P(xi < x) = P(ξ < x) = F (x), то на
пiдставi посиленого закону великих чисел будемо мати

Fn(x) =
1
n

n∑

i=1

ξi
n→∞
м.н.−→ Mξ1 = F (x).

Отже, ми довели наступну теорему.

Теорема 2. Для будь-якого x має мiсце рiвнiсть

P( lim
n→∞ |Fn(x)− F (x)| = 0) = 1 (5)

Оскiльки, D2χ(−∞,x)(xi) = F (x)(1−F (x)), то з центральної граничної
теореми випливає

P(
√

n(Fn(x)− F (x))√
F (x)(1− F (x)

< z) = P(
∑n

i=1 ξi − nF (x)√
nF (x)(1− F (x)

< z)
n→∞−→ Φ(z),

а тому маємо такий результат.

Наслiдок 2. Для кожного x емпiричнi функцiї розподiлу Fn(x) є асим-
птотично нормальнi з параметрами F (x), F (x)(1− F (x)/n.

В (5) ми отримали, що для кожного фiксованого x емпiрична функцiя
розподiлу збiгається до теоретичної функцiї розподiлу з ймовiрнiстю
одиниця. Наступна теорема пiдсилює цей результат.
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Теорема 3. (Глiвенко1 –Кантелi2) Має мiсце рiвнiсть

P( lim
n→∞ sup

−∞<x<∞
|Fn(x)− F (x)| = 0) = 1. (6)

Отже, з цiєї теореми випливає, що в (5) збiжнiсть є рiвномiрною вiд-
носно x.

Д о в е д е н н я. Ми обмежимося випадком коли функцiя розподiлу F (x) є
неперервною. Доведення в загальному випадку можна знайти в [1], [21]. Нехай ε > 0
буде малим числом але таким, що число N = 1/ε є цiлим. З неперервностi функцiї
F (x) випливає, що iснують числа −∞ ≤ x0 < x1 < .... < xN ≤ ∞ такi, що

F (x0) = 0, F (x1) = ε, ..., F (xk) = k/N, ..., F (xN) = 1.

Якщо xk ≤ x < xk+1, то F (xk+1) = F (xk) + ε i

Fn(x)− F (x) ≤ Fn(xk+1)− F (xk) = Fn(xk+1)− F (xk+1) + ε. (7)

Аналогiчно

Fn(x)− F (x) ≥ Fn(xk)− F (xk+1) = Fn(xk)− F (xk)− ε. (8)

З (7) i (8) маємо

sup
−∞≤x≤∞

|Fn(x)− F (x)| ≤ max
0≤k≤N

|Fn(xk)− F (xk)|+ ε. (9)

Оскiльки, згiдно з попередньою теоремою Fn(xk)
n→∞
м.н.−→ F (xk) для будь-якого k =

0, 1, ..., N , то iснують множини елементарних подiй Ak, для яких P(Ak) = 1 i
limn→∞ Fn(xk, ω) = F (xk) для всiх ω ∈ Ak, k = 0, 1, ..., N . Нехай тепер A = ∪N

0 Ak.
Тодi

P(A) = 1−P(A) = 1−P(∩N
k=0Ak) ≥ 1−

NX

k=0

P(Ak) = 1

i, отже, P(A) = 1. Тепер маємо limn→∞ Fn(xk, ω) = F (xk) для всiх ω ∈ A, k =
0, 1, ..., N , що в свою чергу означає, що можна знайти N(ω) такi, що

max
0≤k≤N

|Fn(xk)− F (xk)| ≤ ε, n ≥ N(ω), ω ∈ A,

що разом з (9) дає

sup
−∞≤x≤∞

|Fn(x)− F (x)| ≤ 2ε, n ≥ N(ω), ω ∈ A.

Позаяк, в останньому виразi ε можна взяти як завгодно малим, то теорема для не-
перервних F (x) є доведеною.

1Гливeнко Валерiй Iванович (02.01.1897(Київ)–15.02.1940(Москва))–закiнчив Мо-
сковський унiверситет (1925). Головнi науковi заiнтересовання– основи математики
та математична логiка, теорiя функцiй дiйсної змiнної та теорiя ймовiрностей. Одним
з перших вивчав питання обґрунтування математики.

2Кантеллi (Francesco Paolo Cantelli) (20.12.1875(Палермо)–21.07.1966 (Рим)) – iта-
лiйський математик. Сфери зацiкавлення: астрономiя, теорiя ймовiрностей, застосу-
вання математики в економiї.
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Теорема 4. Нехай kn(p) буде квантиллю рiвня p ∈ (0; 1) для вибiрки
~x = (x1, ..., xn). Тодi має мiсце рiвнiсть

kn(p) = min{x : Fn(x) > p}. (10)

Д о в е д е н н я. Без втрати загальностi можемо припустити, що у вибiрцi x1, ..., xn

не має однакових елементiв, i нехай, як завжди, x(1) < ... < x(n) буде варiацiйним
рядом для цiєї вибiрки. Для kn(p) маємо (див. визначення (6), c. 160)

kn(p) = min{x(k) : k/n > p}. (11)

Позаяк, 0 < p < 1, a емпiрична функцiя розподiлу є функцiєю сходинковою зi стриб-
ками в точках x(i), i = 1, ..., n, то завжди iснує такий стрибок, в якому функцiя Fn(x)
долає рiвень p. Можливi лише двi ситуацiї:

a) iснує таке k, що Fn(x(k) + 0) > p, a Fn(x(k)) < p;
б) iснує таке k, що Fn(x(k) + 0) > p, a Fn(x(k)) = p.
Якщо має мiсце a), тодi k/n = Fn(x(k) + 0) > p, a (k − 1)/n = Fn(x(k)) < p i,

значить, згiдно з (11) будемо мати kn(p) = x(k). Оскiльки, в цiй ситуацiї рiвнiсть
min{x : Fn(x) > p} = x(k) є очевидною, то маємо (10).

Якщо має мiсце б), то аналогiчно k/n = Fn(x(k)+0) > p, a (k−1)/n = Fn(x(k)) = p
i знову маємо kn(p) = x(k). Тепер Fn(x) = p, x(k−1) < x ≤ x(k) i Fn(x(k)+0) > p, звiдки
знову отримаємо min{x : Fn(x) > p} = x(k), що й закiнчує наше доведення.

На закiнчення цього пiдроздiла наведемо без доведення теорему, яка
була доведена А.М.Колмогоровим1 в 1933 роцi, i яка часто використову-
ються при перевiрцi статистичних гiпотез. Доведення цiєї теореми можна
знайти в [1] i [27].

Теорема 5. Якщо функцiя розподiлу F (x) є неперервною, то

lim
n→∞P(

√
n sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x)| < z) = K(z) =
∞∑

k=−∞
(−1)ke−2k2z2

.

(12)

Функцiя K(z) називається функцiєю розподiлу Колмогорова. Ця фун-
кцiя розподiлу часто зустрiчається в математичнiй статистицi при пере-
вiрцi статистичних гiпотез.

Границя в (12) не залежить вiд F (x), за умови, що ця функцiя є
неперервною. Якщо F (x) не є неперервною, то границя в (12) теж iснує,
але тодi може бути залежною вiд теоретичної функцiї розподiлу (тобто
вiд F (x)) , а бiльш точно, вiд значень цiєї функцiї в точках розривiв.
Бiльше iнформацiї з цього питання читач може знайти в [34].

1Андрiй Миколайович Колмогоров (25.04.1903–20.10.1987) – радянський матема-
тик, працював в рiзних роздiлах математики, фундатор сучасної теорiї ймовiрностей.
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ЗАВДАННЯ

1. Довести, що для монотонної обмеженої функцiї F (x) i кожного ε > 0 можна
знайти пункти −∞ ≤ x0 < x1 < ... < xN ≤ ∞ так, що F (xk+1)− F (xk + 0) ≤ ε.

2. Для генеральної популяцiї ξ ∈ N(0, 1) отримано вибiрку: x1 = −0, 5; x2 = 0; x3 =
0, 25; x4 = 0, 54; x5 = 1; x6 = −1; x7 = 0, 15; x8 = 0, 2; x9 = −0, 25; x10 = −0, 6.

a) Знайти емпiричну функцiю розподiлу F10(x).

б) Полiчити MF10(x), D2F10(x) для x = 0, 1.

3. Для згрупованих вибiрок

xi 2 5 8 11 14
ni 5 3 8 10 4

xi 1 3 5 7 9
ni 3 5 7 11 4

побудувати полiгон частот та емпiричнi функцiї розподiлу.

4. Маємо вибiрку з рiвномiрного на [0; 10] розподiлу:7,6; 2,5; 0,3;9,8; 8,3;3,1; 6,1;
6,9; 1,2; 9,9; 2,2; 7,0; 8,1; 8,6; 5,6. Побудувати варiацiйний ряд та емпiричну фун-
кцiю розподiлу Fn(x). Обчислити sup−∞<x<∞ |F (x)− Fn(x)|, де F (x) функцiя
рiвномiрного на [0; 10] розподiлу.



Лекцiя 9. Iнтервальне оцiнювання

9.1 Загальнi зауваження

Методи оцiнювання, якими ми займалися до цього часу, дають то-
чковi оцiнки невiдомих параметрiв, тобто якщо θn є оцiнкою параметра
θ, то взагалi кажучи, та оцiнка не дозволяє сказати яким є справжнє
значення параметра θ. I якщо нас цiкавить вiдповiдь на питання, яке
справжнє значення приймає параметр θ, то єдине, що ми можемо ствер-
джувати є те, що θn ≈ θ для великих n за умови, що оцiнка є сильно
конзистентною. З точки зору практики в багатьох випадках таке оцi-
нювання невiдомого параметра є недостатнiм. I не лише з тiєї причини,
що в практичних дослiдженнях часто не маємо достатньої кiлькостi спо-
стережень щоб стверджувати, що значення оцiнки близьке до iстинного
значення параметра. Пояснемо це на такому простому прикладi.

Приклад 1. Нехай для деякої випадкової величини ξ нас цiкавить значення пара-
метра θ = Mξ. Якщо, наприклад, ξ споживання палива автомобiлем на 100 км.
пробiгу, то θ є дуже суттєвою характеристикою для кожного власника авто. A
якщо ξ врожай з одного гектара поля, то тодi θ середня врожайнiсть господарства
- теж дуже важливий параметр для кожного селянина. Процес оцiнювання пара-
метра θ є стандартним: спочатку потрiбно зробити кiлька незалежних спосте-
режень ξ (генеральної популяцiї), a потiм оцiнити θ, використовуючи вiдповiдну
оцiнку. Припустимо, що ξ ∈ N(θ, σ) (i таке припущення є часто сенсовним) i нехай
було здiйснено, наприклад, 10 спостережень. Отже, маємо вибiрку x1, ..., x10. За
оцiнку θ беремо середнє арифметичне, тобто x(10) = 0, 1(x1 + ... + xn). Як ми вже
встановили вище (див. Теорему ??), ця оцiнка є ефективною. Але що дає значен-
ня, скажiмо, x(n) = 8.4 лiтрiв для водiя, або x(n) = 4.5 тонн для селянина, якщо
вiн все одно не знає, яким є справжнє значення θ. Бiльш того, вiн нiколи цього
не дiзнається на маючи скiнчену кiлькостi спостережень. А зробити так багато
спостережень, щоб мати впевненiсть, що оцiнка є близькою до параметра θ в пра-
ктицi є неможливим. Для героїв нашого прикладу було б бiльш зручним, якби на
основi цих десяти спостережень можна було б знайти iнтервал [a, b] такий, що
a < θ < b, тобто iнтервал (a, b) накриває θ. Таке оцiнювання для θ було б бiльш
iнформативним, нiж точкове оцiнювання x(n) за умови, звичайно, що цей iнтер-
вал не є аж занадто широким. Наприклад, таке оцiнювання 7.5 < θ < 8.5 для водiя
i 4.3 < θ < 4.8 для селянина давало б бiльше iнформацiї для подальшої поведiнки
в порiвняннi з точковими оцiнками. Зрозумiло, що значення a, b повиннi бути пiд-
рахованi на основi вибiрки (оскiльки лише таку iнформацiю маємо), a тому вони
мають бути функцiями вибiрки, тобто a = a(~x), b = b(~x) i вигляд цих функцiй
ми маємо знати ще до виконання спостережень для того, щоб пiсля отримання
вибiрки пiдставити значення ~x i пiдрахували конкретне значення для a, b. Аналогi-
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чна ситуацiя i для точкового оцiнювання - вигляд статистики вiдомий заздалегiдь.
Зрозумiло, що для функцiй a(~x), b(~x) має бути виконана умова a(~x) < b(~x) для всiх
~x. Але якщо вибiрку ~x розглядати як послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин, то a(~x), b(~x) також будуть випадковими величинами, а це означає, що лише
пiсля проведення експерименту (спостережень xi ) ми маємо справжнє значення
для a, b. I якщо, наприклад, функцiя розподiлу b(x) є P(b(~x) < x) = G(x) i має щiль-
нiсть g(x), то нам потрiбно щоб вiдбувалась подiя {b(~x) > θ) i ймовiрнiсть цiєї
подiї є затемнена область на графiку, який поданий нижче.

Рис. 9.1:

Aле не виключено, що станеться подiя {b(~x) < θ} i ймовiрнiсть цiєї подiї є не
затемнена область на тому ж самому графiку (не затемнена область мiж g(x) та
вiссю 0X). Тодi наш iнтервал (a, b) не накриє θ. Аналогiчним чином, може статися
так, що вiдбудеться подiя {a(~x) > θ} i, тодi iнтервал (a, b) теж не накриє θ. З цих
мiркувань випливає, що ми не можемо розраховувати на те, що на 100% iнтервал
(a, b) накриє θ. I це є наслiдком того, що скiнчена вибiрка не дає нам цiлковитої
iнформацiї про генеральну популяцiя ξ. Як ми вже казали, з малюнку 9.1 випливає,
що ймовiрнiсть небажаної для нас подiї {b(~x) < θ} є не затемнена область мiж g(x)
та вiссю 0X i, отже, нам потрiбно намагатися вибрати функцiю b(·) так, щоб ця
область була малою. Аналогiчна ситуацiя є з вибором функцiї a(·). Тодi ми можемо
очiкувати,що не бажана для нас подiя θ 6∈ (a(~x), b(~x)) буде мати малу ймовiрнiсть,
тобто на практицi буде вiдбуватися рiдко.

Такi мiркування виводять нас на наступне визначення надiйного
iнтервалу.

Визначення 1. Надiйним iнтервалом для параметра θ ∈ Θ з рiвнем
довiри 1 − α (0 < α < 1) будемо називати iнтервал (θ1, θ2), який задо-
вольняє умовам:

а) його межi θ1 = θ1(x1, . . . xn), θ2 = θ2(x1, . . . , xn) є функцiями ви-
падкової вибiрки i не залежать вiд параметра θ;

б) ймовiрнiсть покриття цим iнтервалом невiдомого параметра θ є не
меншою нiж 1-α, тобто

P(θ−(x1, . . . xn) < θ < θ+(x1, . . . , xn)) ≥ 1− α (1)
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для довiльного θ ∈ Θ.

За α вибирють мале число i найчастiше одне з наступних: 0,1; 0,05;
0,01; 0,005; 0,001.

Зауваження 1. В (1) стоїть знак ” ≥ ”. Це є тому, що, як побачимо
далi, в деяких ситуацiях (якщо, наприклад, генеральна популяцiя має
дискретний розподiл) неможливо, взагалi кажучи, зробити вибiр θ± так,
щоб в (1) була рiвнiсть. Якщо ж генеральна популяцiя має неперервний
розподiл, то зазвичай можемо отримати в (1) рiвнiсть.

Вочевидь, є слушним прагнути до того, щоб iнтервал, який накриває
невiдомий параметр, був як найменшої довжини i, тому умова

θ+(x1, . . . xn)− θ−(x1, . . . , xn) → min (2)

завше буде братися до уваги при побудовi надiйного iнтервалу.
Подивимось тепер, що нам дає той факт, що, наприклад, для сере-

днього споживання бензину автiвкою маємо надiйний iнтервал (7, 5; 8, 5)
з рiвнем довiри 0, 95, тобто P(7, 5 < θ < 8, 5) ≥ 0, 95. Можемо сказати
так: якщо зробимо 100 незалежних оцiнювань параметра θ, то в сере-
дньому не бiльше нiж 5 з них не потраплять до iнтервалу (7, 5; 8, 5). На
практицi це означає, що на 95% ми впевненi в тому, що справжнє зна-
чення параметра θ лежить в iнтервалi (7, 5; 8, 5). Aле це не виключає
ситуацiї, що ми помиляємося i насправдi θ не належить до iнтервалу
(7, 5; 8, 5). Aле ймовiрнiсть такої ситуацiї є 5% i, тому можемо дiяти так,
нiби на 100% θ належить iнтервалу (7, 5; 8, 5). Таким є життя. Ми не так
вже часто є впевненими в чомусь на 100%. Таку впевненiсть можуть за-
безпечити (вочевидь на словах) лише рекламнi агенцiї. A здоровий глузд
пiдказує, що на основi неповної iнформацiї про ξ (тобто лише на пiдставi
вибiрки) не можемо одержати 100-процентнi знання про ξ. В рiзних ста-
тистичних дослiдженнях, якi використовуються на практицi (соцiологiї,
економiцi, медицинi i т.д.), часто вибирають α = 0, 05 i кажуть про 5%
рiвнi довiри.

Переходимо тепер до опису процедури побудови надiйного iнтервалу.
Зауважимо на початку, що не iснує усталеної методики побудови надiй-
ного iнтервалу, яка б пiдходила до всiх параметрiв i тому вирiшення
цiєї проблеми залежить вiд конкретної ситуацiї. Але не зважаючи на
це, можна описати деякi найуживанiшi пiдходи при побудовi надiйних
iнтервалiв. Зазвичай використовують два головних методи: побудова на-
дiйного iнтервалу за допомогою статистик i за допомогою граничних те-
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орем. Про другий пiдхiд поведемо мову трохи пiзнiше, a зараз опишемо
методику, яка базується на використаннi статистик.

9.2 Побудова надiйного iнтервалу за допомогою стати-
стик

Нехай на пiдставi вибiрки x1, ..., xn треба побудувати надiйний iнтер-
вал для параметра θ. Розглянемо ситуацiю лише скалярного параметра
θ ∈ Θ = [a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Теорема 1. Нехай iснує функцiя T (~z, θ) : Rn ×Θ → R1 така, що вико-
нанi наступнi умови:

a) для кожного фiксованого ~z функцiя T (~z, θ) є неперервною i моно-
тонною стосовно θ;

б) розподiл

P(T (~x, θ) < x) def= G(x) (3)

вiдомий, не залежить вiд параметра θ i є неперервним.

Нехай α1, α2 > 0 є фiксованими числами такими, що α1 + α2 = α i
k(α1), k(1− α2) - квантилi рiвня α1, 1− α2 розподiлу G(x). Тодi:

a) якщо функцiя T (~z, θ) є зростаючою вiдносно θ для кожного ~z, то

P(θ−(α1) < θ < θ+(α2)) = 1− α, (4)

де θ−(α1) = T−1(~x, k(α1)), θ+(α2) = T−1(~x, k(1− α2));

б) якщо функцiя T (~z, θ) є спадною вiдносно θ для кожного ~z, то

P(θ−(α2) < θ < θ+(α1)) = 1− α,

де θ−(α2) = T−1(~x, k(1− α2)), θ+(α1) = T−1(~x, k(α1)).

Д о в е д е н н я. Розглянемо ситуацiю зростаючої функцiї T (~z, θ). Маємо

P(z1 < T (~x, θ) < z2) = G(z2)−G(z1). (5)

Якщо в цiй рiвностi взяти z1 = k(α1), z2 = k(1− α2), тодi, позаяк

G(k(α1)) = α1, G(k(1− α2)) = 1− α2, (6)
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отримаємо

P(k(α1) < T (~x, θ)) < k(1− α2)) = 1− α2 − α1 = 1− α. (7)

Оскiльки, згiдно припущення функцiя T (~x, θ) є неперервною i зростаючою вiдносно
θ для кожного ~x, тодi iснує неперервна (i зростаюча) обернена функцiя T−1(~x, θ) для
кожного ~x, i отже нерiвнiсть a < T (~x, θ) < b має розв’язок вигляду T−1(~x, a) < θ <
T−1(~x, b) Тепер з (7) отримуємо

P(θ−(α1) < θ < θ+(α2)) = 1− α,

де числа θ−(α1), θ+(α2) визначенi в умовi теореми. Це i дає нам потрiбний надiйний
iнтервал.

Зробимо тепер коментар до описаного пiдходу. Вочевидь, що числа
α1, α2, для яких справедлива рiвнiсть α1 + α2 = α, можемо вибрати ба-
гатьма способами. Але оскiльки ми зацiкавленi щоб довжини iнтервалу
була як найменша (див. (2), то в якостi цих чисел належить вибрати
α∗1, α∗2 так, щоб була виконана умова

θ+(α2)− θ−(α1) = inf
(
θ+(α2)− θ−(α1)), (8)

де inf береться по всiх α1, α2 > 0 таких, що α1 + α2 = α.

Завдання (8) не є простим для розв’язання. Можна довести, що коли
розподiл G(x) є симетричним, тобто G(x) = 1 − G(−x), тодi α1 = α2 =
α/2 буде розв’язком для (8). Але на практицi зазвичай вибирають α1 =
α2 = α/2 i для несиметричних розподiлiв. Тодi довжина iнтервалу може
не бути найменшою, aле процедура побудови надiйного iнтервалу стає
однозначною.

Якщо функцiя G(x) не є неперервною, тодi може не iснувати чисел
k(α1), k(1−α2), для яких мають мiсце рiвностi (6), якi були важливими
при побудовi надiйного iнтервалу. Нехай тепер виконанi всi умови тео-
реми 1 за винятком того, що функцiя G(x) є неперервною. Нехай як i
ранiше k(α1), k(1 − α2) є квантилями рiвня α1, 1 − α2 розподiлу G(x).
Якщо функцiя g(x) є неперервною в точках k(α1), k(1−α2) то попередня
конструкцiя не потребує жодних змiн. В протилежному випадку замiсть
(6) будемо мати:

G(k(α1)) ≤ α1, G(k(α1) + 0) ≥ α1,

G(k(1− α2)) ≤ 1− α2, G(k(1− α2) + 0) ≥ 1− α2. (9)

A замiсть (5) тепер маємо

P(z1 < T (~x, θ) < z2) = G(z2)−G(z1 + 0). (10)
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Якщо в цiй рiвностi взяти z1 = k(α1), z2 = k(1− α2), тодi зважаючи на
(9), отримаємо

P(k(α1) < T (~x, θ)) < k(1− α2)) = G(k(1− α2))−G(k(α1) + 0)
≤ 1− α2 − α1 = 1− α,

що, очевидно, нас не задовольняє. Ситуацiю можна поправити насту-
пним чином. Нехай ε > 0 буде достатньо мале число. Згiдно з визначен-
ням квантилi (див.(??)) маємо

G(k(α1)− ε + 0) ≤ α1, G(k(1− α2) + ε) > 1− α2.

Якщо тепер в (10) взяти z1 = k(α1)− ε, z2 = k(1−α2)+ ε, то отримаємо

P(k(α1)− ε < T (~x, θ)) < k(1− α2) + ε) =
= G(k(1− α2) + ε)−G(k(α1)− ε + 0) > 1− α2 − α1 = 1− α.

Отже, для довiльного ε > 0 маємо

P(k(α1)− ε < T (~x, θ)) < k(1− α2) + ε) > 1− α.

Зробивши все так само, як i в теоремi 1 отримаємо:

a) якщо функцiя T (~z, θ) є зростаючою вiдносно θ для кожного ~z, тодi

P(θ−(α1, ε) < θ < θ+(α2, ε)) > 1− α, (11)

де θ−(α1, ε) = T−1(~x, k(α1)− ε), θ+(α2, ε) = T−1(~x, k(1− α2) + ε);

б) якщо функцiя T (~z, θ) є спадною вiдносно θ для кожного x, тодi

P(θ−(α2, ε) < θ < θ+(α1, ε)) > 1− α, (12)

де θ−(α2, ε) = T−1(~x, k(1− α2) + ε), θ+(α1, ε) = T−1(~x, k(α1)− ε).

Отже, для кожного ε > 0 така побудова дозволяє отримати надiйнi iн-
тервали з рiвнем довiри 1−α i для розривної функцiї G(x). Якщо тепер
в (11), (12) перейти до границi при ε → 0, то:

a) якщо функцiя T (~x, θ) є зростаючою вiдносно θ для кожного ~x, тодi

P(θ−(α1) ≤ θ ≤ θ+(α2)) ≥ 1− α, (13)

де θ−(α1) = T−1(~x, k(α1)), θ+(α2) = T−1(~x, k(1− α2));
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б) якщо функцiя T (~x, θ) є спадною вiдносно θ для кожного ~x, тодi

P(θ−(α2) ≤ θ ≤ θ+(α1)) ≥ 1− α, (14)

де θ−(α2) = T−1(~x, k(1− α2)), θ+(α1) = T−1(~x, k(α1)).

Тому, в ситуацiї, коли функцiя G(x) не є неперервною, надiйний iнтер-
вал можемо вибирати замкнутим, i тодi можна формально застосувати
теорему 1. Але, для того, щоб залишити класичне визначення надiйного
iнтервалу як iнтервалу вiдкритого, можемо побудувати iнтервал [θ−, θ+],
так, щоб виконувалась умова (13) (aбо (14)), a потiм вiдступити вiд точки
θ− трохи влiво, a вiд точки θ+ трохи вправо i отриманий iнтервал вже
буде класичним надiйним iнтервалом.

9.3 Побудова надiйних iнтервалiв за допомогою грани-
чних теорем

Важливим припущенням в побудовi, яка була описана ранiше, був
факт, що iснує така функцiя T (~z, θ), що розподiл випадкової величини
T (~x, θ) вiдомий i не залежав вiд θ. Це припущення в практичних дослi-
дженнях часто трудно забезпечити, особливо, якщо розподiл генеральної
популяцiї є довiльним. Розглянемо тепер другий пiдхiд до проблеми по-
будови надiйних iнтервалiв, який дозволяє подивитись на неї з iншого
боку. I у випадку, коли ми нiчого не знаємо про тип розподiлу гене-
ральної сукупностi цей пiдхiд є фактично єдиним, який дає можливiсть
побудувати надiйний iнтервал для не знаного параметра.

Визначення 2. Асимптотичним надiйним iнтервалом для параме-
тру θ ∈ Θ з рiвнем довiри 1 − α (0 < α < 1) будемо називати iнтервал
(θ(n)

1 , θ
(n)
2 ) такий, що:

а) його межi θ
(n)
1 = θ1(x1, . . . xn), θ

(n)
2 = θ2(x1, . . . , xn) є функцiями

випадкової вибiрки i не залежать вiд параметра θ;

б) має мiсце спiввiдношення

lim inf
n→∞ P(θ(n)

1 < θ < θ
(n)
2 ) ≥ 1− α, θ ∈ Θ. (15)

Як i ранiше α є малим числом.
З цього визначення випливає, що фактично ми маємо справу з послi-

довнiстю надiйних iнтервалiв (θ(n)
1 ; θ(n)

2 ) , n ≥ 1 i для малих n ймовiрнiсть
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P(θ(n)
1 < θ < θ

(n)
2 ) може бути суттєво менше вiд 1−α i лише для великих

n наближається до 1−α, або бiльша цього числа. Тому на практицi вва-
жаємо, що якщо виконане спiввiдношення (15), то (θ(n)

1 ; θ(n)
2 ) є надiйним

iнтервалом з рiвнем довiри 1−α для параметра θ за умови, що n велике.
Як i ранiше ми завше прагнемо, щоб довжина асимптотичного надiйного
iнтервалу була як найменшою.

Розглянемо тепер один з найчастiше вживаних пiдходiв до побудови
асимптотичних надiйних iнтервалiв.

Припустимо, що iснує функцiя T (~z, θ) : Rn×Θ → R1, для якої спра-
ведливе наступне спiввiдношення

lim
n→∞P(T (~x, θ) < x) = G(x), (16)

де функцiя G(x) є вiдомою i не залежить вiд параметра. Розглянемо
лише випадок, коли функцiя G(x) є неперервною.

Нехай α1, α2 > 0 є фiксованими числами такими, що α1 + α2 = α i
k(α1), k(1− α2) є квантилями рiвня α1, 1− α2 розподiлу G(x). Тодi

lim
n→∞P(k(α1) < T (~x, θ) < k(1− α2)) = G(k(1− α2))−G(k(α1)) = 1− α.

(17)

Якщо функцiя T (~z, θ) задовольняє умовам з теореми 1, тодi нерiвнiсть
пiд символом P() в (17) може бути розв’язана вiдносно θ i ми отримаємо
наступний результат

Теорема 2. Нехай iснує функцiя T (~z, θ) : Rn ×Θ → R1, для якої вико-
нанi наступнi умови:

а) для кожного фiксованого ~z функцiя T (~x, θ) є неперервною i моно-
тонною вiдносно θ;

б) limn→∞P(T (~x, θ) < x) = G(x), де функцiя G(x) є вiдомою, незале-
жною вiд параметра i неперервною.

Тодi:

а) якщо функцiя T (~z, θ) є зростаючою вiдносно θ для кожного ~z, то

lim
n→∞P(θ−(α1) < θ < θ+(α2)) = 1− α,

де θ−(α1) = T−1(~x, k(α1), θ+(α2) = T−1(~x, k(1− α2));
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б) якщо функцiя T (~z, θ) є спадною вiдносно θ для кожного ~z, то

lim
n→∞P(θ−(α2) < θ < θ+(α1)) = 1− α,

де θ−(α2) = T−1(~x, k(1− α2)), θ+(α1) = T−1(~x, k(α1)).

На практицi в якостi G(x) найчастiше виступає стандартний нор-
мальний розподiл. Якщо тепер k(1 − α/2) є квантилем рiвня 1 − α/2
розподiлу Φ(x), то з попередньої теореми маємо для параметра θ асим-
птотичний надiйний iнтервал з рiвнем довiри 1− α вигляду

θ−(α) < θ < θ+(α2), θ±(α) = T−1(~x,±k(1− α/2), (18)

якщо функцiя T (~z, θ) є зростаючою вiдносно θ i вигляду

θ−(α) < θ < θ+(α), θ±(α) = T−1(~x,∓k(1− α/2), (19)

якщо функцiя T (~z, θ) є спадною вiдносно θ.
Розглянемо тепер приклад побудови асимптотичних надiйних iнтер-

валiв, який часто зустрiчається в застосуваннях
Приклад 1. Нехай для параметра θ iснує оцiнка θ(~x), i послiдовнiсть чисел dn(~x)
(якi можуть залежати вiд вибiрки ~x, але не вiд параметра) такi, що

P(
√

n
θ(~x)− θ

dn(~x)
< x)

n→∞
−→ Φ(x) ∈ N(0, 1).

Побудувати асимптотичний надiйний iнтервал для θ.

Р о з в’ я з о к. Якщо k(1−α/2) є квантилем рiвня 1−α/2 для функцiї розподiлу
Φ(x), тобто Φ(k(1− α/2)) = 1− α/2, тодi

lim
n→∞

P(
��
√

n(θ(x)− θ)

dn(~x)

�� < k(1− α/2)) = 2Φ(k(1− α/2))− 1 = 1− α,

або, що є рiвнозначним,

lim
n→∞

P(θ(x)− dn(~x)k(1− α/2)√
n

< θ < θ(x) +
dn(~x)k(1− α/2√

n
) = 1− α

З цього спiввiдношення випливає, що iнтервал
�
θ(x)− dn(x)k(1− α/2)√

n
; θ(x) +

dn(x)k(1− α/2)√
n

�

є асимптотичним надiйним iнтервалом з рiвнем довiри 1− α для параметра θ.

Якщо для вибiрки ~x розмiру n побудуємо надiйний iнтервал вигляду,
скажiмо (18), то його рiвень довiри буде, взагалi кажучи, iншим нiж 1−α,
але рiзниця для великих n буде малою. Але в цьому мiсцi нас пiдстерiгає
небезпека, яку ми сформулюємо у виглядi зауваження i яке показує, що
користуватися асиптотичним пiдходом при побудовi надiйних iнтервалiв
потрiбно дуже обережно.
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Зауваження 2. Асимптотичнi надiйнi iнтервали мають два iстотних
недолiки: при фiксованому значенi параметра θ швидкiсть збiжностi в
(17) є, як правило, порядку O

(
n−1/2

)
, але задача оцiнки помилки, яку

ми робимо замiнюючи реальний розподiл на асимптотичний, є досить
складною i має задовiльне вирiшення лише для деяких класiв розподi-
лiв. Але ще бiльшою проблемною є та обставина, що ця швидкiсть часто
суттєво залежить вiд значення самого параметра. Об’єднання цих двох
причин часто приводить до того, що формально побудований асимпто-
тичний iнтервал має таку саму цiннiсть як гадання на кавовiй гущi.

9.4 Приклади побудов надiйних iнтервалiв

Перейдемо тепер до побудови конкретних надiйних iнтервалiв.
На практицi найчастiше зустрiчається ситуацiя, коли генеральна по-

пуляцiя має нормальний розподiл. З iншого боку, власне та частина тео-
рiї iнтервального оцiнювання, яка пов’язана з нормальним розподiлом, є
найбiльш розвинутою. Ось чому ми зробимо побудову надiйних iнтерва-
лiв саме для нормальних розподiлiв i для характеристик, якi найчастiше
нас цiкавлять: середнє значення i дисперсiя. Побудова вiдповiдних на-
дiйних iнтервалiв грунтується на теоремi 1, тобто спочатку треба знайти
функцiю T (x, θ), для якої виконанi умови цiєї теореми, а потiм записа-
ти вiдповiдний надiйний iнтервал. Зосередимося лише на двостороннiх
надiйних iнтервалах.

9.4.1 Надiйнi iнтервали для математичного сподiвання
Приклад 1.Генеральна популяцiя має розподiл N(m, σ2) з вiдомим σ. Знайти надi-
йний iнтервал для невiдомого значення математичного сподiвання m на пiдставi
n-елементної вибiрки x1. . . . , xn.

Р о з в’ я з о к. В якостi функцiї T (~z, m) вибираємо
√

n(z(n) −m)/σ, де z(n) =
n−1Pn

i=1 zi. Доведемо тепер, що для

T (x(n), m) =

√
n(x(n)−m)

σ
,

виконанi умови теореми 1. Той факт, що функцiя T (~z, m) є спадна вiдносно m для
кожного ~z є очевидним. Нехай ηi = (xi−m)/σ. Оскiльки xi ∈ N(m, σ2), то ηi ∈ N(0, 1),
a тепер, на пiдставi теореми 1 маємо

T (x(n), m) =

√
n(x(n)−m)

σ
=
√

n

Pn
i=1(xi −m)

nσ
=

nX
i=1

(
√

n)−1ηi ∈ N(0, 1).

Тому P(T (x(n), m) < x) = Φ(x) i, отже, статистика T (x(n), m) має розподiл, який не
залежить вiд параметра m. Можемо вiдразу скористатися пунктом б) теореми 1, але
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зробимо всi кроки процедури побудови по черзi. Насамперед зауважимо, що, позаяк,
розподiл Φ(x) є симетричним, тобто Φ(x) = 1 − Φ(−x), то найкоротший надiйний
iнтервал буде для α1 = α2 = α/2. Для нашої конкретної ситуацiї цей факт легко
довести (задача 1). Нехай k(1 − α/2) буде квантилем рiвня 1 − α/2 для Φ(x), тобто
Φ(k(1− α/2)) = 1− α/2. Якщо взяти до уваги рiвнiсть Φ(x) = 1− Φ(−x), то

P(
��
√

n(x(n)−m)

σ

�� < k(1− α/2)) = 2Φ(k(1− α/2))− 1 = 1− α. (20)

Нерiвнiсть пiд символом P() легко розв’язується вiдносно m, що дає

x(n)− k(1− α/2)σ√
n

< m < x(n) +
k(1− α/2)σ√

n
,

i тепер з (20) отримаємо

P(x(n)− k(1− α/2)σ√
n

< m < x(n) +
k(1− α/2)σ√

n
) = 1− α.

Отже, надiйний iнтервал для m з рiвнем довiри 1− α виглядає так

x(n)− k(1− α/2)σ√
n

< m < x(n) +
k(1− α/2)σ√

n
. (21)

Приклад 2. Генеральна популяцiя має розподiл N(m, σ2), де σ є невiдомим. Зна-
йти надiйний iнтервал для невiдомого математичного сподiвання m на пiдставi
n-eлементної вибiрки x1. . . . , xn.

Р о з в’ я з о к. Tепер в якостi функцiї T (~z, m) вибираємо

T (~z, m) =
√

n− 1
(z(n)−m)

Q(n)
,

де

z(n) = n−1
nX

i=1

zi, Q2(n) = n−1
nX

i=1

(zi − z(n))2.

Якщо ~z = ~x , тодi z(n) = x(n) i Q2(n) = S2(n)-дисперсiя з вибiрки. То що функцiя
T (~z, m) спадною стосовно m для кожного фiксованого ~z є очевидним, а на пiдставi
теореми Фiшера (теорема 4, с.176 ) маємо

P(

√
n− 1(x(n)−m)

S(n)
< x) = Sn−1(x),

де Sn−1(x) є розподiл Стьюдента з n − 1 степенями свободи i отже T (~x, m) має роз-
подiл, який не залежить вiд параметра m. Подальшi кроки є такими ж самими, як i
в попередньому прикладi. Тому наведемо одразу вiдповiдь.

Надiйний iнтервал з рiвнем довiри 1− α для m має наступний вигляд

x(n)− k(1− α/2, n− 1)S(n)√
n− 1

< m < x(n) +
k(1− α/2, n− 1)S(n)√

n− 1
, (22)

де Sn−1(k(1− α/2, n− 1)) = 1− α/2.
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Приклад 3.Генеральна популяцiя ξ має довiльний розподiл. Знайти надiйний iнтер-
вал для невiдомого математичного сподiвання m на пiдставi n-eлементної вибiрки
x1..., xn.

Р о з в’ я з о к. В цiй ситуацiї, без додаткових припущень стосовно генераль-
ної популяцiї, неможливо знайти статистику, яка б мала вiдомий розподiл. Тому, в
цьому випадку скористаємося асимптотичним пiдходом, тобто будемо шукати асим-
птотичний надiйний iнтервал. В якостi статистики для конструкцiї цього iнтервалу
використаємо

T (x, m) =

√
n(x(n)−m)

S(n)
,

де x(n), S2(n) є вiдповiдно середнє i дисперсiя вибiрки.
Нехай σ2 = D2ξ2. З центральної граничної теореми маємо

√
n(x(n)−m)

S(n)
=

Pn
i=1 xi − nm√

nσ

σ

S(n) n→∞=⇒ ξ ∈ N(0, 1).

Отже

lim
n→∞

P(

√
n(x(n)−m)

S(n)
< x) = Φ(x).

Тепер згiдно з алгоритмом, який був описаний вище, будемо мати наступний асим-
птотичний надiйний iнтервал

x(n)− k(1− α/2)S(n)√
n

< m < x(n) +
k(1− α/2)S(n)√

n
(23)

з рiвнем довiри 1-α, де k(1− α/2) є таким, що Φ(k(1− α/2)) = 1− α/2.

9.4.2 Надiйнi iнтервали для дисперсiї
Побудова надiйних iнтервалiв для дисперсiї бiльш-менш подiбна до конструкцiй ана-
логiчних iнтервалiв для середнього значення. Тому для дисперсiї всi мiркування зро-
бимо в скороченому варiантi.

Приклад 4. Генеральна популяцiя має розподiл N(m, σ2), де m є вiдомим. Зна-
йти надiйний iнтервал для невiдомої дисперсiї σ2 на пiдставi n-eлементної вибiрки
x1, . . . , xn.

Р о з в’ я з о к. В якостi статистики для конструкцiї надiйного iнтервалу в цiй
ситуацiї використовуємо

T (x, σ) =

Pn
i=1(xi −m)2

σ2
.

Позаяк, ηi = (xi − m)/σ ∈ N(0, 1), то статистика T (~x, m) =
Pn

i=1 η2
i має розподiл

χ2
n, тобто P(T (~x, σ) < x) = χ2

n(x), i отже T (x, σ) має розподiл, який не залежить вiд
параметра σ2. Нехай тепер k(α/2, n), k(1− α/2, n) є квантилями рiвня α/2 i 1− α/2
для χ2

n(x). Тодi

P(k(
α

2
, n)<

Pn
i=1(xi −m)2

σ2
<k(1− α

2
, n)) = χn(k(1−α

2
, n))−χ2

n(k(1−α

2
, n)) = 1− α.
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Розв’язуючи нерiвнiсть пiд символом P() вiдносно σ2, отримуємо потрiбний надiйний
iнтервал для σ2 з рiвнем довiри 1− α,

Pn
i=1(xi −m)2

k(1− α/2, n)
< σ2 <

Pn
i=1(x1 −m)2

k(α/2, n)
, (24)

де k(1− α/2, n), k(α/2, n) є квантилями рiвня 1− α/2 та α/2 розподiлу хi -квадрат з
n степенями свободи.

Зауваження 3. Отриманий iнтервал не буде найкоротшим, але оскiльки в цiй ситу-
ацiї побудова надiйного iнтервалу найменшої довжини (тобто розв’язання задачi (8))
є досить складним, то на практицi зазвичай використовують iнтервал (24).

Приклад 5. Генеральна популяцiя має розподiл N(m, σ2), де m є невiдомим. Зна-
йти надiйний iнтервал для невiдомої дисперсiї σ2 на пiдставi n-eлементної вибiрки
x1, . . . , xn.

Р о з в’ я з о к. В якостi статистики для побудови надiйного iнтервалу в цiй
ситуацiї використовуємо

T (~x, σ) =
nS2(n)

σ2
=

Pn
i=1(xi − x(n))2

σ2
.

На пiдставi теореми Фiшера статистика T (~x, σ) має розподiл χ2
n−1(x). Так само як i

в попередньому прикладi, отримаємо надiйний iнтервал
Pn

i=1(xi − x(n))2

k(1− α/2, n− 1)
< σ2 <

Pn
i=1(x1 − x(n))2

k(α/2, n− 1)
, (25)

де k(1−α/2, n− 1), k(α/2, n− 1) є такими, що χ2
n−1(k(α/2, n− 1)) = α/2, i χ2

n−1(k(1−
α/2, n− 1)) = 1− α/2.

Приклад 6. Генеральна популяцiя ξ має довiльний розподiл. Знайти надiйний iн-
тервал для невiдомої дисперсiї на пiдставi n-eлементної вибiрки x1, . . . , xn.

Р о з в’ я з о к. В цьому випадку також неможливо знайти статистику, яка б мала
вiдомий розподiл. Тому знову застосуємо асимптотичний пiдхiд.

За статистику для побудови цього надiйного iнтервалу вiзьмемо

T (~x, σ2) =

r
2nS2(n)

σ2
−√2n− 3 =

vuut 2

σ2

nX
i=1

(xi − x(n))2 −√2n− 3.

Можна довести, що ця статистика для великих n має наближено розподiл N(0, 1)
звiдки вже стандартно отримаємо асимптотичний надiйний iнтервал для σ

√
2nS(n)√

2n− 3 + k(1− α/2)
< σ <

√
2nS(n)√

2n− 3− k(1− α/2)
, (26)

де k(1− α/2) є квантилем рiвня 1− α/2 розподiлу N(0; 1).



Лекцiя 9. Iнтервальне оцiнювання 221

9.4.3 Надiйний iнтервал для показника структури попу-
ляцiї

Розглянемо схему Бернуллi з параметрами n, p. Це означає, що ми маємо послiдов-
нiсть з n незалежних однакових випробувань з ймовiрнiстю успiху p i неуспiху 1− p.
В цiй схемi ймовiрнiсть успiху в одному випробуваннi називають показником стру-
ктури популяцiї. Нехай в n випробуваннях було k успiхiв. Потрiбно знайти надiйний
iнтервал для p.

На пiдставi Теореми ?? знаємо, що статистика

W (x, p) =
k − npp
np(1− p)

слабко збiгається до випадкової величини, яка має стандартний нормальний розподiл
N(0, 1) i, значить,

lim
n→∞

P(| k − npp
np(1− p)

| < k(1− α/2) = 1− α/2,

де k(1− α/2) є таким, що Φ(k(1− α/2)) = 1− α/2.
Якщо розв’язати нерiвнiсть

| k − npp
np(1− p)

| < k(1− α/2)

стосовно p, тодi отримаємо наступний асимптотичний надiйний iнтервал:

nA−
n + k2(1− α/2)

< p <
nA+

n + k2(1− α/2)
,

де

A± =
k

n
+

k2(1− α/2)

2n
± k(1− α/2)

n

r
k(n− k)

n
+

k2(1− α/2)

4
.

Як показано в цей надiйний iнтервал не є добрим особливо якщо є блиським до i
рiзнi способи його покращення практично нiчого не дають. Але в цiй ситуацiї ми
знаємо тип розподiлу генеральної популяцiї. Це дає нам можливiсть використати
пiдхiд з попереднього пiдпiдроздiлу. Вiдповiдна конструкцiя була зроблена в де вуло
використано ту обставину що для статистики ми можемо записати

Pp(

nX
i=1

≤ k) =

kX
i=1

Ck
npi(1− p)1−i = B(n− k, k + 1, 1− p)

де розподiл з парвметрами . Але при фiксованих є неперрвною функцiєю i тому для
довiльного можемо визначити лвантиль рiвня цього розподiлу

(k(nx(n), n + 1− n(x(n); γ/2); k(nx(n) + 1, n− n(x(n); 1− γ/2) (27)
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9.4.4 Визначення мiнiмального розмiру вибiрки
Як вже була мова ранiше, надiйний iнтервал для даного параметра вказує ту область,
в якiй з певною ймовiрнiстю знаходиться справжнє значення параметра. Часом пра-
гнемо, щоб цей iнтервал був визначеної довжини. Це завдання не є легким для розв’я-
зання, позаяк, може статися так, що довжина надiйного iнтервалу залежить вiд ви-
бiрки i, значить, не можемо сказати скiльки спостережень треба розглянути, поки
не зробимо цi спостереження. Ми розглянемо лише ситуацiю, коли такої проблеми
немає.

Приклад 7.Випадкова величина має розподiл N(m, σ2), де σ є вiдомою. Яким повин-
ний бути мiнiмальний розмiр вибiрки, щоб при заданому рiвнi довiри 1−α отримати
надiйний iнтервал для m довжини не бiльшої нiж 2l?

Р о з в’ я з о к. Надiйний iнтервал для m в цiй ситуацiї наведений в (21) i
довжина цього iнтервалу є 2k(1− α/2)σ/

√
n. Тепер з нерiвностi 2k(1− α/2)σ/

√
n ≤ 2l

отримаємо

n ≥
�

k(1− α/2)σ

l

�2

.

Приклад 8. Помiряно дiаметри партiї 15 свердел i отримано результати:
5, 79; 5, 67; 5, 89; 6, 11; 5, 75; 5, 76; 5, 75; 5, 74; 5, 75; 5, 89; 5, 72; 5, 72; 5, 75; 5, 6; 5, 7.

а) Вважаючи, що дiаметр свердла має розподiл N(m; σ2) знайти 95% надiйний
iнтервал для середньої довжини сердла. Спочатку якщо дисперсiя вiдома σ2 = 0, 01,
а потiм якщо вона невiдома.

б) Вважаючи, що дiаметр свердла має розподiл N(m; σ2) знайти 95% надiйний
iнтервал для дисперсiї довжини свердла. Спочатку якщо середнiй дiаметр вiдомий
m = 5, 8, а потiм коли вiн невiдомий.

в) Дiаметр свердла має невiдомий розподiл. Знайти 95% надiйний iнтервал для
середньої довжини свердла та дисперсiї довжини свердла.

Р о з в’ я з о к. а) Маємо x(15) =
P15

i=1 xi/15 = 5, 77. Оскiльки 1 − α = 0, 95,
то α = 0, 05, а отже 1 − α/2 = 0, 975 i тому для конструкцiї надiйного iнтервалу
нам потрiбно, згiдно (21), знайти квантиль рiвня 0,975 розподiлу N(0, 1). З таблицi 2
знаходимо k(0, 975) = 1, 96. Оскiльки σ2 = 0, 01, то σ = 0, 1 а тому з (21) отримуємо
потрiбний надiйний iнтервал

5, 77− 1, 96 · 0, 1√
15

< m < 5, 77− 1, 96 · 0, 1√
15

або 5, 72 < m < 5, 82.

Якщо дисперсiя невiдома, то, перш за все, порахуємо дисперсiю для нашої ви-
бiрки S2(15) =

P15
i=1(xi − x(n))2/15 = 0, 013 i скористаємося з попереднiх обчислень.

Маємо S(15) = 0, 114 i згiдно (22) нам потрiбно знайти квантиль рiвня 0,975 розподi-
лу Стьюдента з 14 степенями свободи. З таблицi 3 k(0, 975, 14) = 2, 145. Тепер з (22)
отримуємо потрiбний надiйний iнтервал.

5, 77− 2, 145 · 0, 114√
14

< m < 5, 77− 2, 145 · 0, 114√
14

або 5, 7 < m < 5, 84.

б) Скористаємося надiйним iнтервалом з (24), а для цього пiдрахуємо
P15

i=1(xi −
5, 8)2 = 0, 207. Для квантилiв k(0, 975; 15), k(0, 025; 15) розподiлу хi -квадрат з 15
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степенями свободи з таблицi 4 маємо k(0, 975; 15) = 27, 488, k(0, 025; 15) = 6, 262.
Отже тепер з (24) отримуємо потрiбний iнтервал

0, 207

27, 488
< σ2 <

0, 207

6, 262
або 0, 008 < σ2 < 0, 033.

Якщо середнiй дiаметр невiдомий, то пiдрахуємо
P15

i=1(xi − x(n))2 = 0, 196 i ско-
ристаємося надiйним iнтервалом з (25). Для квантилiв k(0, 975; 14), k(0, 025; 14) роз-
подiлу хi -квадрат з 14 степенями свободи з таблицi 4 маємо k(0, 975; 14) = 26, 119,
k(0, 025; 14) = 5, 629. Отже тепер з (25) отримуємо потрiбний iнтервал

0, 196

26, 119
< σ2 <

0, 196

5, 629
або 0, 007 < σ2 < 0, 035.

в) В цьому випадку будуємо асимптотичнi надiйнi iнтервали з (23) та (26), вико-
ристовуючи при цьому обчислення, якi ми робили вище. Так для сердньої величини
дiаметра з (23) маємо

5, 77− 0, 114 · 1, 96√
15

< m < 5, 77− 0, 114 · 1, 96√
15

або 5, 71 < m < 5, 83.

Агалогiчно, для дисперсiї величини дiаметра з (26) дiстаємо
√

30 · 0, 114√
27 + 1, 96

< σ <

√
30 · 0, 114√
27− 1, 96

або 0, 008 < σ2 < 0, 151.

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що надiйний iнтервал побудований в (21) є найкоротшим.

2. Генеральна популяцiя ξ має розподiл гамма з параметрами p, λ, тобто ξ ∈
G(p, λ), де p є знане. Нехай k(α/2), k(1 − α/2) будуть квантилями рiвня
α/2, 1 − α/2 для розподiлу G(np, 1). Довести, що для параметра Q = λ−1

iнтервал
� nx(n)

k(1−α/2)
; nx(n)

k(α/2)

�
є надiйним iнтервалом з рiвнем довiри 1− α.

Вказiвка. Використати статистику x(n) = λ
Pn

k=1 xk та скористатися
вправою 8 с. 177.

3. Маємо вибiрку для генеральної популяцiї ξ: 2,5; 3,1; 4,2; 2,6; 3,3; 5,2; 4,3; 2,5;
3,6; 4,0; 3,7; 3,9; 4,4; 4,5; 3,8.
а) Побудувати надiйний iнтервал для m, якщо ξ ∈ N(m; 0, 6).
б) Побудувати надiйний iнтервал для σ2, якщо ξ ∈ N(3, 7; σ2)

в) Побудувати надiйний iнтервал для m, σ2 якщо тип розподiлу ξ є невiдомий.
У всiх випадках рiвень довiри взяти 0, 95.

4. Дослiджено на мiцнiсть деякий будiвельний матерiал i отримано результати
(в кг/см2) : 120; 102; 135; 115. Припускаючи, що мiцнiсть даного матерiалу має
розподiл нормальний, побудувати надiйний iнтервал для середнього значення
та дисперсiї мiцностi взявши за рiвень довiри 0,95.
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5. Скiльки штук певного виробу потрiбно взяти щоб отримати значення його ваги
з точнiстью до 0,25 г i рiвнем надiйностi 0,99 якщо вiдомо, що дисперсiя ваги
виробу є 0, 8.

6. З партiї товару вибрано навмання 120 штук i серед них було виявлено 17 штук
з браком. Подати 95 % - надiйний iнтервал для частоти бракованих товарiв в
цiй партiї.

7. З партiї бавовни вибрано навмання 70 волокен i замiряно їх довжини (в мм),
a результати згруповано в роздiльчий ряд
N класу 1 2 3 4 5 6 7 8
середина класу 25 40 55 70 85 100 115 130
кiлькiсть 7 14 13 15 12 6 2 1

Побудувати 95 % надiйний iнтервал для дисперсiї довжини волокен.

8. З партiї бавовни вибрано навмання 60 волокен i полiчено їх середню довжину
x̄ = 22, 8 мм, та середньоквадратичне вiдхилення s = 6, 3 мм. Скiльки штук
волокен ще потрiбно взяти щоб отримати 95 % надiйний iнтервал, з довжиною
не бiльшою нiж 2 мм, для середньої довжини волокен?
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В цьому роздiлi хочемо дати вiдповiдь на питання:

як на пiдставi вибiрки ~x = (x1, ..., xn), взятої з генеральної сукупностi ξ знайти
оцiнку для невiдомого параметра θ?

Як вже зазначалося ранiше, кожна статистика S, може виступати в якостi оцiнки
невiдомого параметра θ. Тому задача пошуку оцiнки для θ виглядає наступним чи-
ном. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має розподiл F (x, θ), де θ ∈ Θ є невiдомим пара-
метром (скалярним чи векторним). Потрiбно знайти статистику S таку, що S(~x) ∈ Θ
для кожної конкретної вибiрки з генеральної сукупностi ξ i значення цiєї статисти-
ки будуть служити значенням невiдомого параметра θ. Щоб пiдкреслити той факт,
що статистика використовується як оцiнка для θ будемо записувати θ(~x), aбо (якщо
залежнiсть вiд вибiрки не буде суттєвою) просто θn. Вочевидь, що нас цiкавить не
кожна статистика. Було б добре запропонувати метод, який дозволяв би знаходити
статистики, якi в свою чергу були б гарними оцiнками. Наприклад, конзистентним,
ефективними i т.д. З деякими проблемами порiвняння оцiнок ми вже зустрiчались
у попередньому роздiлi. Бiльше на цю тему будемо говорити в наступному, a зараз
зосередимося на процедурах, якi дають можливiсть знайти оцiнку для невiдомого
параметра. Можна видiлити (умовно) три головнi методи пошуку оцiнок.

I. Meтод пiдстановки (aбо емпiричний метод).
II. Meтод максимальної вiрогiдностi.
III. Mетод моментiв.
Цi методи використовують найчастiше але, як побачимо далi, вони не є альтерна-

тивними, оскiльки, по сутi, метод максимальної вiрогiдностi i метод моментiв можна
теж розглядати як реалiзацiї метода пiдстановки, aле для нас така класифiкацiя бу-
де зручною, i тому ми будемо нею користуватись. Iснують деякi iншi методи пошуку
оцiнок (наприклад, баєсiвський, мiнiмаксний), якi не так часто використовуються i в
цьому посiбнику розглядатись не будуть. Опис цих методiв можна знайти в [1]. Ми
також проведемо дослiдження деяких загальних властивостей оцiнок, отриманих за
допомогою методiв I-III.

Iсторично метод моментiв був першим методом пошуку оцiнок невiдомих пара-
метрiв i був запропонований K. Пiрсоном1. Зараз цей метод не є занадто часто вжи-
ваним, позаяк, оцiнки отриманi за допомогою цього метода як правило мають меншу
ефективнiсть, нiж оцiнки метода пiдстановки. Є також iншi причини, про якi будемо
говорити дещо згодом.

Meтод максимальної вiрогiдностi є одним з найважливiших методiв пошуку оцi-
нок, i був запропонований П. Фiшером в 1912 р. Як правило, цей метод вимагає деякої

1Карл Пiрсон (Karl Pearson) (27.03.1857–27.04.1936)–видатний британський стати-
стик. Працював також в бiологiї i медицинi, один з засновникiв журналу "Бiометри-
ка"(iснує по сьогоднi).
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iнформацiї про вигляд розподiлу генеральної сукупностi з точнiстю до невiдомого па-
раметра (aбо параметрiв). Перший метод, тобто метод пiдстановки, взагалi кажучи,
не вимагає такої iнформацiї i є достатньо простим для застосувань. Тому метод пiд-
становки має бiльш широке використання в теорiї оцiнювання. З опису цього методу
й почнемо.

10.1 Meтод пiдстановки

Нехай генеральна сукупнiсть ξ має розподiл F (x) (невiдомий!) i нас цiкавить
деякий параметр θ, який залежить вiд цього розподiлу. Це будемо записувати так

θ = G(F ). (1)

В цьому випадку кажуть, що параметр θ є функцiоналом розподiлу F . Приклади
таких параметрiв легко знайти. Так моменти всiх порядкiв є такими параметрами.
Також до цiєї групи параметрiв належать порядковi статистики. Параметри, якi мо-
жемо отримати з параметрiв вигляду (1) за допомогою скiнченої кiлькостi арифме-
тичних дiй теж будемо зараховувати до цiєї групи. Емпiричний метод базується на
тому, що якщо Fn є емпiричною функцiєю розподiлу побудованою для вибiрки ~x з
генеральної сукупностi ξ з розподiлом F (x), то в якостi оцiнки для параметра θ з (1)
слiд брати

θ(~x) = G(Fn). (2)

Часом може статися, що така пiдстановка є неможливою. Наприклад, якщо в виразi
для G(F ) бере участь похiдна F ′. В таких ситуацiях завше є можливiсть модифi-
кувати метод пiдстановки таким чином, щоб головна iдея цього методу залишилась
чинною. Так замiсть щiльностi функцiї розподiлу F можна пiдставити ломану часто-
ти, або якусь iншу оцiнку щiльностi.

Зрозумiло, що дослiдити властивостi оцiнок в такому загальному виглядi, як в(2),
без додаткових припущень щодо G є неможливим. Тому наслiдуючи A.A. Боровко-
ва1 [1], визначимо двi групи параметрiв, для яких найчастiше застосовують метод
пiдстановки.

A=
�
θ : θ=h

�
Mg(ξ)

�
, де h(·), g(·) є деякими функцiями i M|g(ξ)| < ∞.

	

До цiєї групи будемо також зараховувати параметри, якi можуть бути записанi в
виглядi скiнченої кiлькостi арифметичних дiй над параметрами групи A.

Приклад 1.Параметри θ1 = Mξ, θ2 = Mξ2, θ3 = D2ξ = Mξ2−(Mξ)2 є параметрами
типу A. Тут h(x) = x i g(x) = x для першого функцiоналу i h(x) = x, g(x) = x2 для
другого, a третiй є, вочевидь, рiзницею двох параметрiв типу A.

Визначення 1. Якщо θ ∈ A, то величину

θ(n)
def
= h

� 1

n

nX
i=1

g(xi)
�

(3)

вибираємо за оцiнку параметра θ.

1Олександр Олексiйович Боровков (нар. 6.03. 1931)– росiйський математик, учень
А.М.Колмогорова, видатний фахiвець в галузi теорiї ймовiрностей i математичної
статистики.
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Зауваження 1. На практицi, щоб знайти оцiнку для параметра типу B, з формаль-
ної точки зору слiд пiдрахувати вiдповiдний функцiонал G(·) для вибiрки. Напри-
клад, для оцiнювання медiани потрiбно пiдрахувати медiану з вибiрки.

Наступна теорема стверджує, що при досить загальних умовах оцiнки емпiри-
чного методу є сильно конзистентними.

Теорема 1. Нехай функцiя h(x) є неперервною в точцi a = Mg(ξ). Тодi

θn = h
� 1

n

nX
i=1

g(xi)
�

n→∞
−→
м.н. h(Mg(ξ)) = θ.

Якщо функцiя h(x) є неперервною i обмеженою, тодi оцiнка θn буде асимптотично
незмiщеною.

Д о в е д е н н я. Нехай Gn = 1
n

Pn
i=1 g(xi). Вочевидь, це є сума незалежних одна-

ково розподiлених випадкових величин g(xi) i на пiдставi посиленого закону великих
чисел маємо

Gn
n→∞
−→
м.н. Mg(x1) = Mg(ξ) = a,

aле тодi (оскiльки функцiя h(x) є неперервною в точцi a) h(Gn)
n→∞
−→
м.н. h(Mξ) = θ. Що

доводить теорему.
Доведена теорема має велике значення в математичнiй статистицi, оскiльки з неї

випливає, що для значного класу статистик їх значення апроксимують “теоретичнi
значення” вiдповiдних характеристик зi збiльшенням об’єму вибiрки. Зокрема, всi мо-
менти i характеристики, якi пiдраховуються для вибiрки в параграфi 2.1.1 прямують
до вiдповiдних теоретичних характеристик зi збiльшенням n.

10.2 Асимптотичнi властивостi оцiнок методу пiдста-
новки

Для параметра виду θ = h(Mg(ξ)) емпiричний метод дає оцiнку

θn = h
� 1

n

nX
i=1

g(xi)
�
. (4)

Деякi властивостi цiєї оцiнки були вивченi ранiше. Наступнi теореми є бiльш глибо-
ким дослiдженням властивостей таких оцiнок.

Теорема 2. Нехай функцiя h(x) є двiчi неперервно диференцiйовною в околицi точки
a = Mg(ξ) i D2(g) = D2g(ξ) < ∞. Тодi:

а)
√

n(θn−θ)
D(g) n→∞

=⇒ h′(a)ξ, де ξ має стандартний нормальний розподiл;

б) якщо функцiя h′′(x) є обмеженою, тодi оцiнка θn буде асимптотично незмi-
щеною.

Д о в е д е н н я. З припущень теореми випливає, що для достатньо малих |x−a|
виконується рiвнiсть

h(x) = h(a) + h′(a)(x− a) +
1

2
h′′(a∗)(x− a)2,
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де a∗ ∈ [a; x]. Замiнимо тепер у цiй рiвностi x на n−1Pn
i=1 g(xi). Можливiсть такої

замiни випливає з факту, що на пiдставi посиленого закону великих чисел маємо

1

n

nX
i=1

g(xi) n→∞
м.н.−→ Mg(x1) = a (5)

i, отже, для майже кожного ω, окрiм, можливо, ω ∈ A з P(A) = 0, iснує n(ω) таке,
що рiзниця n−1Pn

i=1 g(xi)− a буде малою для всiх n ≥ n(ω). Можемо записати

h(n−1
nX

i=1

g(xi)) = h(a) + h′(a)
�
n−1

nX
i=1

g(xi)− a
�

+
1

2
h′′(a∗)

�
n−1

nX
i=1

g(xi)− a
�2

, (6)

для всiх ω ∈ Ω\A i n ≥ n(ω). Рiвнiсть (6) можна переписати у виглядi
√

n(θn − θ)

D(g)
= h′(a)

√
n
�
n−1Pn

i=1 g(xi)−a
�

D(g)
+ h′′(a∗)

√
n
�
n−1Pn

i=1 g(xi)−a
�2

2D(g)
. (7)

Позаяк, випадковi величини g(xi), i = 1, 2, ..., n є незалежними, однаково розподi-
леними i Mg(xi) = a, D2g(xi) = D2(g), то з центральної граничної теореми маємо

√
n(n−1Pn

i=1 g(xi)− a)

D(g)
=

Pn
i=1 g(xi)− na√

nD(g) n→∞=⇒ ξ ∈ N(0, 1). (8)

З (5), (8) отримуємо
√

n
�
n−1Pn

i=1 g(xi)− a
�2

D(g)
=

Pn
i=1 g(xi)− na√

nD(g)

�
n−1

nX
i=1

g(xi)− a
�

n→∞=⇒ 0.

Tепер справедливiсть пункту а) випливає з рiвностi (7) i спiввiдношень (5), (8).
Для доведення пункту б) вiзьмемо математичне сподiвання лiвої та правої части-

ни рiвностi (6)

Mθn = Mh(n−1
nX

i=1

g(xi)) = θ +
1

2
M
�
h′′(a∗)(n−1

nX
i=1

g(xi)− a)2
	
. (9)

(Зауважимо, що значення h′′(a∗) є випадковою величиною i, тому, вона не може бути
винесена з пiд символу M.) Згiдно з умовою теореми функцiя h′′(x) є обмеженою.
Нехай supx |h′′(x)| ≤ C < ∞. Тодi можемо записати

|M�
h′′(a∗)(n−1

nX
i=1

g(xi)− a)2
	| ≤ CM(n−1

nX
i=1

g(xi)− a)2 =

= CD2�n−1
nX

i=1

g(xi)
	

=
CD2(g)

n n→∞−→ 0.

Звiдси а також з (9) випливає правдивiсть пункту б).

Зауваження 2. З доведеної теореми випливає, що для достатньо великих n має-
мо наближену рiвнiсть θn ≈ θ + D(g)h′(a)ξ/

√
n, де ξ ∈ N(0; 1). Тому, якщо замiсть

справжнього значення параметра θ використовуємо оцiнку θn, тодi, взагалi кажучи,
припускаємося помилки порядку O(n−1/2). Як побачимо далi, така ситуацiя є типо-
вою в математичнiй статистицi, тобто можемо сказати, що, якщо прагнемо отримати
результати з докладнiстю α, то спостережень повинно бути порядку 1/α2.
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Отже, за умов попередньої теореми оцiнка θn є aсимптотично нормальною з па-
раметром h2(a)D2(g).

Якщо в попереднiй теоремi взяти h(x) = x, g(x) = xk, k ≥ 1, тодi отримаємо

Наслiдок 1. Якщо M|ξ|2k < ∞, то вибiрковий момент порядку l ≤ k, ml(n) =
n−1Pn

i=1 xl
i, є асимптотично нормальним з параметром d2

l = D2ξl i є незмiще-
ною оцiнкою для теоретичного моменту порядку l, ml = Mξl. Зокрема, для оцiнки
x(n) = n−1Pn

i=1 xi параметра θ = Mξ генеральної сукупностi ξ маємо
√

n(x(n)−m)

σ n→∞=⇒ η ∈ N(0, 1), σ2 = D2ξ. (10)

10.3 Метод максимальної вiрогiдностi

Метод максимальної вiрогiдностi є найважливiшим методом побудови оцiнок
(особливо з теоретичної точки зору). Eлементи цього методу можемо знайти ще у
Гауса, але як загальний метод для пошуку оцiнок вiн був запропонований Р. Фi-
шером в 1912 роцi. Фiшер також виконав першi дослiдження оцiнок, oтриманих за
допомогою цього методу. Ми почнемо з розгляду ситуацiї, коли маємо справу з одним
параметром.

Випадок одного параметра
Нехай функцiональний вигляд розподiлу генеральної сукупностi ξ буде вiдомим i
залежним вiд одного невiдомого параметра θ ∈ Θ. Позначимо через f(x, θ) щiльнiсть
цього розподiлу. Ми прагнемо оцiнити параметр θ на пiдставi n -eлементної вибiрки
x1, . . . , xn.

Визначення 2. Функцiя вiрогiдностi для вибiрки x1, . . . , xn з розподiлом f(x, θ)
визначається виразом

L(x, θ) = f(x1, θ)f(x2, θ) · · · f(xn, θ),

де x = (x1, ..., xn).

Meтод максимальної вiрогiдностi полягає в тому, що за оцiнку параметра θ бере-
ться таке θn, для якого функцiя вiрогiдностi приймає найбiльше значення. Iншими
словами, якщо для статистики θn виконане спiввiдношення

L(x, θn) = sup
θ∈Θ

L(x, θ), (11)

то ця статистика i буде оцiнкою параметра θ. Не виключено, що sup в (3) досягає-
ться в декiлькох точках i, отже, оцiнка максимальної вiрогiдностi, взагалi кажучи,
не є єдиною. Також може статися так, що sup не досягається на Θ, i тодi oцiнка ма-
ксимальної вiрогiдностi не iснує. З iншого боку, якщо функцiя f(x, θ) є неперервною
вiдносно θ, a множина Θ є замкнутою, тодi оцiнка максимальної вiрогiдностi завжди
iснує.

Оскiльки функцiя ln L(~x, θ) досягає максимального значення для того ж самого
θ, що i L(~x, θ), то дослiдження на максимальне значення L(~x, θ) можна замiнити
аналогiчними дослiдженнями для ln L(~x, θ).

Пiдсумуємо це все в наступному визначеннi.
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Визначення 3. Оцiнкою максимальної вiрогiдностi (o.м.в.) для параметра θ будемо
називати таке θ∗, для якого

ln L(~x, θ∗) = sup
θ∈Θ

ln L(~x, θ) (12)

Зробимо тепер пояснення (на евристичному рiвнi ), чому така iдея знаходження
оцiнки має сенс. Нехай f(x, θ∗) є справжньою щiльнiстю генеральної сукупностi ξ.
Тобто θ∗ є справжнiм значенням θ, i нехай щiльнiсть має вигляд як представлено на
рис. 10.1.

Рис. 10.1:

Тодi бiльша частина вибiрки x1, ...., xn буде зосереджена в oбластi, де щiльнiсть
є максимальною, тобто в областi, позначенiй на графiку через A (потовщена лiнiя),
a менша частина елементiв вибiрки буде знаходитись в областi, яка позначена на
графiку через B. Отже, будемо мати в цiй ситуацiї

L(~x, θ∗) = Πi∈Af(xi, θ
∗)Πi∈Bf(xi, θ

∗). (13)

Нехай тепер θ = θ∗∗ 6= θ∗ i f(x, θ∗∗) 6= f(x, θ∗). Тодi, взагалi кажучи, область, де
щiльнiсть f(x, θ∗∗) досягає максимального значення буде знаходитись в iншому мiсцi.
Нехай, наприклад, графiк цiєї щiльностi буде таким, як це представлено на рис. 10.1.

Тепер будемо мати

L(x, θ∗∗) = Πi∈Af(xi, θ
∗∗)Πi∈Bf(xi, θ

∗∗). (14)

Оскiльки, мiсце знаходження вибiрки не залежить вiд наших припущень стосовно
параметра, то в (13), (14) беруть участь тi самi елементи. Позаяк, для xi ∈ A маємо
f(xi, θ

∗) > f(xi, θ
∗∗), i бiльша частина вибiрки зосереджена в областi A, то зрозумi-

ло, що, в загалi кажучи, буде виконуватись спiввiдношення L(~x, θ∗) > L(~x, θ∗∗). З
таких евристичних мiркувань приходимо до висновку, що коли ми вiдхиляємося вiд
справжнього значення параметра, то функцiя вiрогiдностi зменшується. Отже, є сенс
взяти за оцiнку цього справжнього значення власне те значення, де функцiя вiрогi-
дностi досягає максимума.

Припустимо тепер, що функцiя вiрогiдностi є диференцiйованою вiдносно θ.
Якщо значення θ∗, де ln L має максимум є внутрiшньою точкою областi Θ, то θ∗

є розв’язком рiвняння

∂

∂θ
ln L(~x, θ) = 0. (15)
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Визначення 4. Рiвняння (15) будемо називати рiвнянням вiрогiдностi.

Алгоритм пошуку точок θ, в яких функцiя L(~x, θ) досягає максимального значе-
ння є добре вiдомим з математичного аналiзу. Згодом ми доведемо, що при деяких
умовах регулярностi стосовно щiльностi генеральної сукупностi рiвняння (15) для
великих n завжди має розв’язок.

Якщо генеральна популяцiя ξ є дискретною i P(ξ = x) = p(x, θ), де θ ∈ Θ є невi-
домим параметром, то метод максимальної вiрогiдностi принципово не вiдрiзняється
вiд ситуацiї, описаної вище. Для вибiрки x1, . . . , xn функцiя вiрогiдностi виглядатиме
тепер так

p(~x, θ) = p(x1, θ)p(x2, θ) · · · p(xn, θ),

де ~x = (x1, ..., xn). Далi дiємо так само, як i ранiше.

Приклад 1.На пiдставi n- eлементної вибiрки з сукупностi, в якiй випадкова ве-
личина має показниковий розподiл, знайти оцiнку параметра λ.

Р о з в’ я з о к. Маємо

L(~x, λ) = Πn
i=1λe−λxi = λne−λ

Pn
i=1 xi .

Тодi ln L(~x, θ) = n ln λ−λ
Pn

i=1 xi, i, отже, d ln
Pn

i=1 xi

dλ
= n/λ−Pn

i=1 xi. Рiвняння n/λ−Pn
i=1 xi = 0 має розв’язок λ∗ = n/

Pn
i=1 xi. В цiй точцi, як легко побачити, функцiя

вiрогiдностi досягає максимума. Отже, n/
Pn

i=1 xi = 1/x(n) є оцiнкою максимальної
вiрогiдностi для параметра λ.

Приклад 2.На пiдставi n-eлементної вибiрки з сукупностi з розподiлом Пуассона
з параметром λ, знайти оцiнку для цього параметра.

Р о з в’ я з о к. Маємо p(k, λ) = Pλ(ξ = k) = λke−λ

k!
. Тодi

p(~k, λ) = p(k1, λ) · p(k2, λ) · · · p(kn, λ) =
λk1+k2+···+kne−λn

k1!k2! · · · kn!
,

де ~k = (k1, ..., kn), i отже,

ln p(~k, λ) = (k1 + k2 + · · ·+ kn) ln λ− nλ− ln(k1! · · · kn!).

Беручи похiдну, отримаємо

d

dλ
ln p(~k, λ) =

k1 + k2 + · · ·+ kn

λ
− n = 0.

Звiдки λ = (k1 + · · ·+ kn)/n
def
= λ?

n. Оскiльки,

d2

dλ2
ln p(k, λ) = −(k1 + · · ·+ kn)/λ2 < 0,

то функцiя ln p(~k, λ) приймає максимум в точцi λ?
n i, отже, λ?

n є оцiнкою, яку ми
шукали.

Наведемо тепер два приклади, в яких функцiя вiрогiдностi не буде диференцiйо-
ваною.
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Приклад 3. На пiдставi n-eлементної вибiрки з сукупностi, в якiй дослiджувана
випадкова величина має щiльнiсть вигляду:

f(x, θ) =

8
<
:

2x
θ2 , 0 ≤ x ≤ θ,

0, для iнших x.

Знайти оцiнку для невiдомого параметра θ > 0.

Р о з в’ я з о к. Застосуємо метод максимальної вiрогiдностi. Оскiльки добуток
Πn

i=1f(xi, θ) буде дорiвнювати нулевi, якщо хоча б один елемент xi буде поза iнтер-
валом [0; θ], то маємо

L(x, θ) =

8
<
:

2nΠn
i=1xi

θ2n , 0 ≤ xi ≤ θ, i = 1, 2, ..., n,

0 для iнших xi.

Умова 0 ≤ xi ≤ θ, i = 1, 2, ..., n є вочевидь еквiвалентна x(n) ≤ θ.
Отже, маємо

L(x, θ) =

8
<
:

2nΠn
i=1xi

θ2n , θ ≥ x(n)

0, для iнших θ.

Графiк цiєї функцiї вiрогiдностi представлений на рис. 10.2

Рис. 10.2: Графiк для L(~x, θ)

Oчевидно, функцiя L(x, θ) не є диференцiйованою в точцi θ = x(n), але теж
є очевидним, що в цiй точцi вона досягає максимального значення, i, отже, x(n) є
оцiнкою максимальної вiрогiдностi для параметра θ .

Приклад 4.На пiдставi n- eлементної вибiрки з сукупностi, в якiй дослiджувана
випадкова величина має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [θ ≤ x ≤ 1 + θ]. Знайти
оцiнку для невiдомого параметра θ > 0.

Р о з в’ я з о к. Мiркуючи так само як i ранiше, маємо

L(~x, θ) =

8
<
:

1, θ ≤ xi ≤ 1 + θ, i = 1, 2, ..., n,

0, для iнших xi.
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Умова θ ≤ xi ≤ 1+θ, i = 1, 2, ..., n є вочевидь еквiвалентна таким θ ≤ x(1) i x(n) ≤ 1+θ.
Звiдки одержимо x(n) − 1 ≤ θ ≤ x(1). Отже, будемо мати

L(~x, θ) =

8
<
:

1, x(n) − 1 ≤ θ ≤ x(1),

0, для iнших θ.

Графiк цiєї функцiї вiрогiдностi представлений на рис. 10.3

Рис. 10.3: Графiк для L(~x, θ)

Oчевидно функцiя L(~x, θ) не є диференцiйованою в точках x(n)− 1, x(1), aле теж
є очевидним, що ця функцiя досягає максимального значення для всiх θ ∈ [x(n) −
1, x(1)], i, отже, будь-яке число з iнтервалу θ ∈ [x(n) − 1, x(1)] може грати роль оцiнки
максимальної вiрогiдностi для параметра θ.

10.3.1 Випадок багатьох параметрiв
В цiй ситуацiї теж вважаємо, що функцiональний вигляд розподiлу випадкової ве-
личини ξ є вiдомим, але залежний вiд k невiдомих параметрiв (θ1, ..., θk) ∈ Θ ⊂ Rk.
Позначимо через f(x, bθ), bθ = (θ1, ..., θk) щiльнiсть цього розподiлу.

Нам треба оцiнити тепер векторний параметр bθ на пiдставi n -eлементної вибiрки
x1, . . . , xn. Принципової рiзницi в застосуванню методу максимальної вiрогiдностi до
розв’язання цiєї проблеми немає. В цьому випадку функцiя вiрогiдностi виглядає так

L(~x, bθ) = Πn
i=1f(xi, bθ), x = (x1, ..., xn).

Значення bθ∗, для якого виконується рiвняння,

L(~x, bθ∗) = sup
bθ∈Θ

L(~x, bθ)

вибираємо в якостi оцiнки для параметра bθ.
Як i в ситуацiї одного параметра, оцiнка максимальної вiрогiдностi може iснувати

i бути єдиною, може й не бути єдиною, а може й в загалi не iснувати. Якщо множина
Θ є замкненою, то оцiнка максимальної вiрогiдностi завжди iснує.

Так само, як i ранiше, замiсть L(x, θ) можна дослiджувати максимальне значення
ln L(x, θ). Якщо ця функцiя є диференцiйованою вiдносно θi, i якщо значення θ̂∗, де
ln L має максимум, є внутрiшньою точкою областi Θ, то компоненти вектора θ̂∗ будуть
розв’язками системи рiвнянь

∂

∂θi
ln L(x, θ̂) = 0, i = 1, .., k. (16)
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Систему рiвнянь (17) теж будемо називати рiвнянням вiрогiдностi.

Приклад 5. На пiдставi n- eлементної вибiрки з генеральної сукупностi, в якiй
випадкова величина має розподiл N(m, σ2) знайти оцiнку для параметрiв m, σ2.

Р о з в’ я з о к. Оскiльки f(x, m, σ2) = 1√
2πσ

exp{− (ξ−m)2

2σ2 }, то

L(x, m, σ2) =
1

(σ
√

2π)n
e
−
Pn

i=1(xi−m)2

2σ2

i, отже, ln L(x, m, σ2) = −n ln 2π/2− ln σ2/2−(xi −m)2/2σ2. Беручи похiдну по m i σ2

(звертаємо увагу, що нашим параметром є σ2, а не σ, тому похiдну беремо вiдносно
σ2), маємо рiвняння для оцiнок

− n

2σ
+

1

σ3

nX
i=1

(xi −m)2 = 0,
1

σ2

nX
i=1

(xi −m)2 = 0.

Звiдки отримуємо

m =
1

n

nX
i=1

xi = x(n), σ2 =
1

n

nX
i=1

(xi − x(n))2 = S2(n).

Легко перевiрити, що функцiя ln L(x, m, σ2) досягає в тих точках максимуму i, отже,
x(n), S2(n) є оцiнками максимальної вiрогiдностi для параметрiв m, σ2.

Нехай θ∗ є o.м.в. для θ i κ = g(θ), де g(x)-деяка функцiя. Чи буде тодi g(θ∗) o.м.в.
для κ? За досить широких припущень вiдповiдь на це питання є позитивною. Випли-
ває це з наступної теореми, вiдомої як принцип iнварiантностi oцiнок максимальної
вiрогiдностi. Доведення цiєї теореми є нескладним, i тому ми його не наводимо.

Теорема 3. Нехай вiдображення g : Θ → B є таким, що iснує g−1. Тодi, якщо θ∗ є
o.м.в. для параметра θ генеральної сукупностi ξ, то g(θ∗), є o.м.в. для параметра
g(θ) ∈ B тiєї ж самої генеральної сукупностi.

Ми знаємо, що S2(n) = n−1Pn
i=1(xi−x(n))2 є o.м.в. для σ2 генеральної сукупностi

з розподiлом N(m, σ2). Отже, Sn буде o.м.в. для стандартного вiдхилення σ.

10.4 Асимптотичнi властивостi oцiнок максимальної
вiрогiдностi

В цьому параграфi покажемо, що за деяких умов регулярностi стосовно щiльностi
генеральної сукупностi рiвняння вiрогiдностi

∂

∂θ
ln L(x, θ) = 0 (17)

завжди має розв’язок, а також проведемо дослiдження цього розв’язку. Розглянемо
лише випадок одного параметра. Для векторних параметрiв вiдповiднi результати
можна знайти в стандартних пiдручниках з математичної статистики таких, як [1],
[10], [14], [19] та iнших.
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Теорема 4. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має щiльнiсть f(x, θ) i θ ∈ Θ = [a; b],
−∞ ≤ a < b ≤ ∞. Припустимо, що виконанi наступнi умови:

а) справжнє значення параметра θ = θ∗ є внутрiшньою точкою iнтервалу [a; b],
тобто a < θ∗ < b;

б) iснують ∂if(x,θ)

∂θi , i = 1, 2, 3;

в) для кожного θ ∈ Θ, | ∂if(x,θ)

∂θi | < Fi(x), i = 1, 2 i | ∂3 ln f(x,θ)

∂θ3 | < F3(x), причому
функцiї F1, F2 є iнтегрованi на (−∞,∞), а функцiя F3(x) не залежить вiд θ
i
R∞
−∞ F3(x)f(x, θ)dx < M < ∞;

г) 0 < I2 ≡ I2(θ∗)
def
=

R∞
−∞( ∂ ln f(x,θ)

∂θ
)2f(x, θ)dx < ∞.

Тодi для достатньо великих n рiвняння вiрогiдностi (17) завжди має корiнь θn

i якщо θ∗ є справжнiм значенням параметра θ, то:

1) θn n→∞
м.н.−→ θ∗;

2)
√

nI(θn − θ∗)
n→∞
=⇒ η ∈ N(0, 1);

3) Оцiнка θn параметра θ є асимптотично ефективною.

10.5 Meтод моментiв

На початку розглянемо ситуацiю, коли θ ∈ Θ = [a, b] є скалярним параметром, i
ξ буде генеральною сукупнiстю з розподiлом F (x, θ). Припустимо, що функцiя g(x) є
такою, що

m(θ) = Mg(ξ) =

∞Z

−∞

g(x, θ)dF (x, θ) (18)

є неперервною функцiєю i, крiм того, iснує обернена функцiя m−1(·). Для цього до-
статньо, щоб функцiя m(θ) була монотонною. Згiдно з iдеєю методу пiдстановки за
оцiнку для m(θ) треба взяти n−1Pn

i=1 g(xi). Iдея методу моментiв полягає в тому, що
в якостi оцiнки для θ беремо розв’язок рiвняння m(θ) = n−1Pn

i=1 g(xi), тобто,

θn(~x) = m−1�n−1
nX

i=1

g(xi)
�
. (19)

Визначення 5.Оцiнку параметра θ (19) будемо називати оцiнкою методу моментiв.

Зрозумiло, що оцiнка (19) є оцiнкою методу пiдстановки, i тому, з результатiв
пiдроздiлiв 10.1, ?? маємо

Теорема 5. Оцiнка методу моментiв (19) є сильно конзистентною, а якщо фун-
кцiя m(x) двiчi неперервно диференцiйована в околицi точки a = Mg(ξ) i D2(g) =
D2g(ξ) < ∞, тодi:

а)
√

n(θn−θ)
�

m′(θ)
�2

D(g) n→∞
=⇒ η ∈ N(0, 1) ;

б) якщо також функцiя m′′(x) є обмеженою, то оцiнка θn буде асимптотично
незмiщеною.
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Iдея методу моментiв є дуже простою: треба прирiвняти теоретичнi величини з
їхнiми аналогами, пiдрахованими з вибiрки. Oтриманi рiвняння потрiбно розв’язати
вiдносно параметра, що й дасть нам потрiбну оцiнку. Сама назва "метод моментiв"
походить з того, що найчастiше в якостi функцiй g(x) вибирають xk, k ≥ 1, а тодi
значення m(θ) будуть моментами сукупностi ξ. Перевагою цього методу є його прозо-
рiсть i простота. Але знаходження функцiї m(θ) i, тим бiльше, розв’язання рiвняння
(19) може завдати клопоту. Очевидно, до цiєї проблеми можна застосовувати рiзнi
обчислювальнi методи, але ми не будемо торкатися цього питання. Неоднозначнiсть
методу моментiв полягає ще в тому, що вибiр функцiї g(·) обмежений лише умовою
Mg(ξ) < ∞. А це в свою чергу дає нам рiзнi оцiнки для одного i того ж параметра.

Приклад 1.Нехай генеральна популяцiя ξ має показниковий розподiл з параметром
λ. Знайти оцiнку для λ, користуючись методом моментiв.

Р о з в’ я з о к. Нехай g1(x) = x, g2(x) = x2. Тодi будемо мати

m1(λ) = Mg1(ξ) = Mξ = 1/λ; m2(λ) = Mg2(ξ) = Mξ2 = 2/λ2,

i можемо записати рiвняння

x(n) = 1/λ,
1

n

nX
i=1

x2
i = 2/λ2,

звiдки отримаємо двi оцiнки для λ

λ1(n) =
1

x(n)
, λ2(n) =

s
2nPn
i=1 x2

i

, (20)

В пiдпiдроздiлi 5.1.2 побачимо, що перша з цих оцiнок є aсимптотично нормальною з
параметром λ2, натомiсть друга - з параметром 5λ2/4 i, отже, перша оцiнка є кращою,
оскiльки, для великих n її вiдхилення вiд справжнього значення параметра буде
меншим.

ЗАВДАННЯ

1. Нехай генеральна популяцiя ξ має розподiл Γ(x) з щiльнiстю

f(x, λ) =
λp

Γ(p)
xp−1e−λx, x ≥ 0,

де p є вiдомим, a λ є невiдомим параметром. Знайти o.м.в. для λ.

2. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має розподiл Релея з щiльнiстю

f(x, λ) = λxe−λx2/2, x ≥ 0,

де λ є невiдомим параметром. Знайти o.м.в. для λ i показати, що ця оцiнка є
сильно конзистентна.

3. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має такий самий розподiл як i в попередньому
прикладi, але в якостi параметра тепер виступає θ = 1/λ. Знайти o.м.в. для θ
i показати, що ця оцiнка є незмiщена, сильно конзистентна та ефективна.
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4. Генеральна сукупнiсть ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [θ−1; θ+1], де θ
вважаємо параметром. Методом максимальної вiрогiдностi знайти оцiнку для
параметра θ.

5. Генеральна сукупнiсть ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [θ; 1], де θ ≤ 1] i
виступає як параметр. Методом максимальної вiрогiдностi знайти оцiнку цього
параметра.

6. Генеральна сукупнiсть ξ має рiвномiрний розподiл на вiдрiзку [a; b], де a ≤
b є параметрами. Методом максимальної вiрогiдностi знайти оцiнку для цих
параметрiв.

7. Знайти o.м.в. для ймовiрностi "успiху" в схемi Бернуллi.

8. Генеральна сукупнiсть ξ має розподiл f(x, λ) = (2λ)−1 exp{−|x|/λ}. Методом
максимальної вiрогiдностi знайти оцiнку для λ.

9. Нехай x1, ..., xn є вибiркою з генеральної сукупностi ξ такої, що Mξ = α >
0,D2ξ = σ2 < ∞. Довести, що оцiнка S(~x) = 1/x(n), x(n) = n−1Pn

i=1 xi для
параметра 1/α є асимптотично незмiщеною i асимптотично нормальною з па-
раметром σ2/α4.

10. Нехай генеральна популяцiя ξ є такою, що Mξ = m вiдоме, D2ξ = σ2- невiдо-
мий параметр i, крiм того, Mξ4 < ∞. Довести, що:
а) статистика S̄2(n) = n−1Pn

i=1(xi −m)2 є асимптотично нормальною з пара-
метром q2 = M(ξ −m)4 − σ4 оцiнкою для σ2;

б) статистика
q

S̄2(n) є асимптотично нормальною з параметром q2

4σ2 оцiнкою
для σ.
Вказiвка. Скористуватись теоремою 2, взявши g(x) = (x −m)2, а h(x) = x
в першому випадку i h(x) =

√
x в другому.

11. Знайти оцiнки методу моментiв для параметрiв наступних розподiлiв:

а) бета f(x, β) = Γ(β+2)
2Γ(β)

x1(1− x)1−β x ∈ [0, 1];

б) рiвномiрного на iнтервалi [0, θ];

в) Бернуллi.

12. Знайти оцiнки методу моментiв для параметрiв розподiлу з щiльнiстю (розпо-
дiл гама) λp

Γ(p)
xp−1e−λx, x ≥ 0.

Вказiвка. В якостi функцiї gi взяти g1(x) = x, g2(x) = x2.

13. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має розподiл Релея з щiльнiстю f(x, λ) =

λxe−λx2/2, x ≥ 0, де λ є невiдомим параметром. Методом моментiв знайти
оцiнку для λ i показати, що ця оцiнка є сильно конзистентна.

14. Нехай генеральна сукупнiсть ξ має такий самий розподiл як i в попередньому
прикладi, але в якостi параметра тепер виступає θ = 1/λ. Методом моментiв
знайти оцiнку для θ i показати, що ця оцiнка є асимптотично незмiщена та
сильно конзистентна.
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11.1 Умовне математичне сподiвання

В цьому пiдроздiлi будемо використовувати поняття умовного математичного
сподiвання i тому спочатку пригадаємо його означення, яке зазвичай подається в
курсi теорiї ймовiрностi. Це поняття розглянемо за певних додаткових припущень, а
загальний випадок можна знайти в стандартних пiдручниках (див., наприклад, [1],
[4]).

Нехай ξ, η будуть двома випадковими змiнними з щiльностями fξ(x), fη(x) та
спiльною щiльнiстю f(x, y). Умовна щiльнiсть змiнної ξ вiдносно η визначається фор-
мулою

f(x/y) =

8
<
:

f(x,y)
fη(y)

, якщо fη(y) > 0,

0, якщо fη(y) = 0.

Тодi умовне математичне сподiвання для ξ за умови η = y задається так

M{ξ/η = y} =

∞Z

−∞

uf(u/y)du.

Визначення 1.Умовним математичним сподiванням випадкової змiнної ξ вiдносно
η називається випадкова величина ϕ(η), яка позначається ϕ(η) = M{ξ/η} ( або ще
так ϕ(η) = Mηξ) i яка при η = y приймає значення

ϕ(η)|η=y = M{ξ/η = y}.
Як випливає з наведеного означення, умовне математичне сподiвання M{ξ/η} є

випадковою величиною, а тому можемо порахувати математичне сподiвання (тепер
вже звичайне) цiєї величини. Маємо

M{M{ξ/η}} = Mϕ(η) =

∞Z

−∞

ϕ(y)fη(y)dy =

∞Z

−∞

∞Z

−∞

uf(u/y)dufη(y)dy =

=

∞Z

−∞

∞Z

−∞

uf(u, y)dudy =

∞Z

−∞

ufξ(u)du = Mξ.

Аналогiчно можна показати, що для кожної обмеженої функцiї ϕ(x) виконується
рiвнiсть

M{ϕ(η)ξ/η} = ϕ(η)M{ξ/η}. (1)

Отже ми довели наступнi властивостi умовного математичного сподiвання, якi нам
будуть потрiбнi далi

238
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Теорема 1. Нехай M|ξ| < ∞. Тодi
а) M{M{ξ/η}} = MMηξ = Mξ,

б) для кожної обмеженої функцiї ϕ(x) справедлива рiвнiсть M{ϕ(η)ξ/η} =
ϕ(η)M{ξ/η}.

11.2 Достатнi статистики. Факторизацiйна теорема.

Як вже було сказано вище, статистика є функцiєю вибiрки, i з цього випливає,
що перехiд вiд вибiрки x1, ..., xn до статистики S(x), взагалi кажучи, призводить до
втрати частини iнформацiї щодо генеральної сукупностi ξ, яка у вибiрцi мiстилася.
Так, наприклад, якщо маємо вибiрку −1, 3,−2, 4, то можемо зробити висновок, що
генеральна популяцiя приймає вiд’ємнi значення. Разом з тим, якщо маємо статисти-
ку x(n) = n−1(x1 + x2 + x3 + x4), то для даної вибiрки маємо x(4) = 1. Очевидно,
що тепер на пiдставi значення статистики x(4) не можемо робити висновку, що гене-
ральна популяцiя приймає вiд’ємнi значення. Отже може трапитися так, що коли в
якостi оцiнки для параметра θ вживаємо статистику S(x), то не використовуємо всiєї
iнформацiї, яка мiстилася у вибiрцi. Очевидно, що в такому разi можемо втратити
на точностi нашої оцiнки. Було б добре, якби статистика S(x) була такою, щоб подi-
бної втрати iнформацiї не трапилося. Такi статистики називаємо достатнiми. Точне
означення виглядає так.

Визначення 2. Статистика S(x) називається достатньою для параметра θ якщо
умовний розподiл вектора x = (x1, ..., xn) за умови S(x) = t не залежить вiд θ.

Iнакше кажучи, якщо умовна функцiя розподiлу P(x1 < z1, ..., xn < zn/S(~x) = z)
є лише функцiєю вiд z1, ..., zn i z, то статистика S(~x) є достатньою для параметра θ.

Сенс цього означення можемо пояснити наступним чином. Якщо θ є невiдомий
параметр для генеральної сукупностi ξ, то функцiя розподiлу F (θ, z1, ...zn) = P(x1 <
z1, ..., xn < zn) (не умовна) залежить вiд цього параметра i, значить, в принципi, є
невизначеною, або вiдома лише з точнiстю до цього параметра i для точного описа-
ння цiєї функцiї розподiлу потребуємо додаткової iнформацiї про параметр θ. Тому,
якщо функцiя розподiлу P(x1 < z1, ..., xn < zn/S(x) = z) не залежить вiд параме-
тра θ, то умова S(x) = z, власне, i дає ту недостатню iнформацiю. Iншими словами,
вся iнформацiя про параметр θ мiститься в значеннi статистики S(~x), тобто знання
статистики S(~x) достатньо для побудови оцiнки параметра θ.

Приклад 1.Нехай генеральна популяцiя ξ має розподiл Пуассона з параметром λ,
тобто, P(ξ = k) = e−λλk/k!, k = 0, 1, 2, .... Довести, що статистика S(~k) =

Pn
i=1 ki

є достатньою для параметра λ.

Р о з в’ я з о к. Маємо

P(k1 = m1, ..., kn = mn/S(~k) = k) =
P(k1 = m1, ..., kn = mn, S(~k) = k)

P(
Pn

i=1 ki = k)
. (2)

Якщо k1 = m1, ..., kn = mn, то тодi
Pn

i=1 ki =
Pn

i=1 mi i тому, якщо
Pn

i=1 mi 6= k, то
чисельник в (2) дорiвнюватиме нулевi. З iншого боку, якщо

Pn
i=1 mi = k, то, оскiльки

випадковi змiннi ki, i = 1, 2, ..., n є незалежними, маємо

P(k1 = m1, ..., kn = mn, S(k) = k) = P(k1 = m1, ..., kn = mn) =

=

nY
i=1

P(ki = mi) = e−nλ λ
Pn

i=1 mi

m1! · · ·mn!
= e−nλ λk

m1! · · ·mn!
. (3)
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Оскiльки ki має розподiл Пуассона з параметром λ, то
Pn

i=1 ki має розподiл Пуассона
з параметром nλ. Iншими словами,

P(

nX
i=1

ki = k) = e−nλ (nλ)k

k!
.

Остання рiвнiсть i (2), (3) дають

P(k1 = m1, ..., kn = mn/S(k) = k) =
k!

nkm1! · · ·mn!

Права частина цiєї рiвностi не залежить вiд λ, що i означає, що статистика S(~k) =Pn
i=1 ki є достатньою.

Наступна теорема, вiдома як факторизацiйна теорема Неймана1-Фiшера, дає
необхiднi i достатнi умови для того, щоб статистика Sn була достатньою.

Нехай x1, ..., xn вибiрка взята з генеральної сукупностi ξ зi щiльнiстю f(x, θ). Як
ми вже знаємо, функцiя L(~x, θ) =

Qn
i=1 f(xi, θ) називається функцiєю вiрогiдностi,

а якщо ξ має дискретний розподiл P(ξ = zk) = p(zk, θ), k = 1, 2, ..., то ця функцiя
виглядає так L(~x, θ) =

Qn
i=1 p(xi, θ).

Теорема 2. Статистика S(~x) для параметра θ буде достатньою тодi i лише тодi,
коли

L(~x, θ) = ψ(S(~x), θ) · h(~x), (4)

де функцiї ψ(·, ·) ≥ 0, h(·) ≥ 0.

Зауваження 1. Запис функцiї вiрогiдностi у виглядi (4), яку ми називаємо фактори-
зацiєю функцiї fθ(~x), не є однозначним. Так, якщо маємо (4) i ϕ(·) довiльна додатня
функцiя, то

L(~x, θ) = eψ(S(~x), θ) · eh(~x),

де eψ(S(~x) = ψ(S(~x), θ)/ϕ(S(~x)), eh(~x) = h(~x)ϕ(S(~x)) буде iншою факторизацiєю цiєї
ж функцiї.

Д о в е д е н н я. Доведення цiєї теореми наведемо лише для випадку, коли
генеральна сукупнiсть має дискретний розподiл. Доведення для загального випадку
можна знайти в [1], [19]. Оскiльки тепер нам важливо пiдкреслити залежнiсть вiд
параметра, то замiсть P будемо писати Pθ i це означає, що ймовiрнiсть вираховується
вiдносно розподiлу, якому вiдповiдає значення параметра θ.

Отже, нехай маємо рiвнiсть (4). Тодi для довiльного ~y = (y1, ..., yn) i t ∈ (−∞,∞)
маємо

P(~x = ~y/S(~x) = t) =
P(~x = ~y, S(~x) = t)

P(S(~x) = t)
=

P(~x = ~y, S(~y) = t)

P(S(~x) = t)
(5)

1Нейман (Splawa-Neyman Jerzy) (16.04.1894–5.08. 1981)– американський математик
польського походження, займався математичною статистикою i її застосуванням. Ви-
пускник Харкiвського унiверситету. В 1917-1938 роках працював у Польщi, а з 1938р.
мешкав i працював у Сполучених Штатах Америки.
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за умови, що P(S(~x) = t) > 0. Якщо S(~y) = t, то

P(~x = ~y, S(~y) = t)

P(S(~x) = t)
=

P(~x = ~y)

P(S(~x) = t)
=

L(~y, θ)P
{~z:S(~z)=t}

L(~z, θ)
=

=
ψ(S(~y), θ)h(~y)P

{~z:S(~z)=t}
ψ(S(~z), θ)h(~z)

=
ψ(t, θ)h(~y)P

{~z:S(~z)=t}
ψ(t, θ)h(~z)

=
h(~y)P

{~z:S(~z)=t}
h(~z)

.

Якщо S(~y) 6= t, то права частина в (5) рiвна 0. Тому маємо

P(~x = ~y/S(~x) = t) =

8
>><
>>:

h(~y)P
{~z:S(~z)=t}

h(~z)
, якщо S(~y) = t,

0, якщо S(~y) 6= t

i права частина в цiй рiвностi не залежить вiд θ.
Нехай тепер ймовiрнiсть P(~x = ~y/S(~x) = t) для фiксованих ~y, t не залежить вiд

θ. Позначимо цю ймовiрнiсть через h(~x). Для фiксованого ~y нехай t
def
= S(~y). Маємо

L(~x, θ) = P(~x = ~y) = P(~x = ~y, S(~x) = S(~y)) = P(~x = ~y, S(~x) = t)

= P(S(~x) = t)P(~x = ~y/S(~x) = t) = ψ(S(~x), θ)h(x),

де ψ(S(~x), θ)
def
= P(S(~x) = t), що завершує доведення.

Приклад 2. Нехай генеральна популяцiя ξ ∈ N(m, σ2) i θ = (m, σ2) трактуємо як
параметр.

Для функцiї вiрогiдностi маємо

L(~x, θ) =

nY
i=1

1

σ
√

2π
exp{− (xi −m)2

2σ2
} = σ−n(2π)−n/2 exp{−

Pn
i=1(xi −m)2

2σ2
} =

= σ−n(2π)−n/2 exp{−
Pn

i=1 x2
i − 2m

Pn
i=1 xi + nm2

2σ2
}.

Якщо в якостi статистики взяти S = (S1, S2), де S1 =
Pn

i=1 xi, S2 =
Pn

i=1 x2
i , то

маємо (4) з

ψ(S, θ) = σ−n exp{−S2 − 2mS1 + nm2

2σ2
}, h(~x) = (2π)−n/2.

Значить, статистика S = (S1, S2) є достатньою для параметра θ = (m, σ2). З усiєї
iнформацiї, що мiститься у вибiрцi, нам вистачить значень

Pn
i=1 xi,

Pn
i=1 x2

i для
оцiнювання параметра θ.

Приклад 3. Нехай генеральна популяцiя ξ має показниковий розподiл з параме-
тром λ.

Для функцiї вiрогiдностi маємо L(~x, θ) = λn exp{−λ
Pn

i=1 xi}. З теореми про фа-
кторизацiю випливає, що наступнi статистики

Sk = (

kX
i=1

xi, xk+1, xk+2, ..., xn), k = 1, ..., n
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є достатнiми для параметра λ. Очевидно, статистика S1 спiвпадає з вибiркою (а вибiр-
ка завжди є достатньою статистикою), а, наприклад, для S2 = (

P2
i=1 xi, x3, x4, ..., xn)

маємо (4) з

ψ(S2, λ) = λn exp{−λ(

2X
i=1

xi + x3 + x4 + ... + xn)}, h(~x) = 1.

11.3 Достатнi оцiнки та статистики

Достатнi статистики можна використати для побудови оцiнок невiдомих пара-
метрiв. Виявляється, що якщо маємо деяку оцiнку θ(~x) для параметра θ, то за до-
помогою достатнiх статистик ця оцiнка може бути полiпшена. Це буде випливати з
теореми, яка була незалежно доведена Блеквелом1, Колмогоровим i Рао .

Розглянемо випадок скалярного параметра i пригадаємо, що через Kb позначаємо
клас оцiнок θ(~x) для θ таких, що Mθ(~x)− θ = b(θ).

Теорема 3. Нехай оцiнка θ(~x) ∈ Kb i S(~x) буде достатньою статистикою. Тодi
для θ∗S = M{θ(~x)/S(~x)} маємо:

а) θ∗S є статистикою i залежить вiд вибiрки ~x лише через S(~x);

б) θ∗S ∈ Kb;

в) M(θ∗S − θ)2 ≤ M(θ(~x)− θ)2 для довiльного θ ∈ Θ i рiвнiсть можлива тодi i
лише тодi, коли

θ∗S(~x) = θ(~x) якщо L(~x, θ) > 0. (6)

Отже, якщо маємо оцiнку θ(~x) для θ i деяку достатню статистику для цього ж па-
раметра, то перехiд до умовного математичного сподiвання вiдносно цiєї статистики
полiпшує оцiнку θ(~x).

Д о в е д е н н я. Для першого пункту маємо довести, що величина θ∗S не залежить
вiд параметра θ, а лише вiд вибiрки ~x, бiльше того, ця залежнiсть реалiзується лише
через S(~x). Оскiльки статистика S є достатньою, то умовний розподiл вибiрки ~x за
умови S(~x) = y не залежить вiд θ, тобто

P(x1 < z1, ..., xn < zn/S(~x) = y) = G(z1, ..., zn, y)

i функцiя G не залежить вiд θ. Тепер маємо

M{θ(~x)/S(~x) = y} =

Z

Rn

θ(~z)dG(~z, y)

i функцiя в правiй частинi цiєї рiвностi не залежить вiд θ. Крiм того, залежнiсть вiд
вибiрки реалiзується лише через y. А згiдно з тим, що було сказано про умовне ма-
тематичне сподiвання на початку цього пiдроздiлу, то це i означає, що M{θ(~x)/S(~x)}
є функцiєю S i перший пункт доведено.

1Блеквел (David Harold Blackwell) (нар. 24.04. 1919, США, Iлiнойс)– статистик.
Перший (i поки єдиний) афроамериканець, що є членом Нацiональної Академiї На-
ук Сполучених Штатiв (National Academy of Sciences), Президентом ASS (American
Statistical Society,) i вiце-президентом AMS (American Mathematics Society).
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Пункт б) одразу випливає з першого пункту теореми 1, оскiльки

Mθ∗S = MM{θ(~x)/S(~x) = y} = Mθ(~x) = b(θ) + θ.

Для доведення третього пункту маємо

M(θ(~x)− θ)2 = M(θ(~x)− θ∗S + θ∗S − θ)2 =

= M(θ(~x)− θ∗S)2 + M(θ∗S − θ)2 + 2M(θ(~x)− θ∗S)(θ∗S − θ). (7)

Величина θ∗S , як це було доведено, є функцiєю S, θ є числом i тому з пункту б)
теореми 1 маємо

M(θ(~x)− θ∗S)(θ∗S − θ) = M{M(θ(~x)− θ∗S)(θ∗S − θ)/S} =

= M{(θ∗S − θ)M{(θ(~x)− θ∗S)/S}} = M(θ∗S − θ)(M{θ(~x)/S} − θ∗S) = 0

i рiвнiсть (7) може бути переписана так

M(θ(~x)− θ)2 = M(θ(~x)− θ∗S)2 + M(θ∗S − θ)2 (8)

звiдки випливає нерiвнiсть в пунктi в) нашої теореми. Очевидно, що в цiй нерiвностi
рiвнiсть буде тодi i лише тодi, коли в (8) будемо мати M(θ(~x)− θ∗S)2 = 0 або

Z

Rn

(θ(~z)− θ∗S(~z))
2L(~z, θ)d~z = 0,

що, в свою чергу, можливо тодi i лише тодi, коли має мiсце (6).

Приклад 1. Нехай генеральна сукупнiсть має розподiл Пуассона з параметром λ.
В якостi оцiнки цього параметра виберемо λ(~k) = k1.

Оскiльки Mλk1 = λ, то ця оцiнка є незмiщеною, але, очевидно, вона не є кон-
зистентною (вона навiть не залежить вiд n). Нехай S =

Pn
i=1 ki i, як вже знаємо з

прикладу ??, c. ?? ця статистика є мiнiмальною i достатньою. Порахуємо

P(k1 = m/S = k) = P(k1 = m/

nX
i=1

ki = k) =
P(k1 = m,

Pn
i=1 ki = k)

P(
Pn

i=1 ki = k)

для m ≤ k (для m > k ця ймовiрнiсть, очевидно, дорiвнює нулю). Маємо

P(k1 = m,

nX
i=1

ki = k) = P(k1 = m,

nX
i=2

ki = k −m) = P(k1 = m)P(

nX
i=2

ki = k −m) =

= e−λ λm

m!
e−λ(n−1) (λ(n− 1))k−m

(k −m)!
= e−λn λm(λ(n− 1))k−m

m!(k −m)!
.

Тепер

P(k1 = m/S = k) =
e−λn λm(λ(n−1))k−m

m!(k−m)!

e−λn (λn)k

k!

= Cm
k

� 1

n

�m�
1− 1

n

�m−k
.

В правiй частинi цiєї рiвностi стоїть бiномiальний розподiл з параметрами k, 1/n i,
отже, M{k1/S(~k) = k} = k/n. Тому M{k1/S} = S/n = k(n) i ми отримали оцiнку,
яка є незмiщеною i сильно конзистентною.
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ЗАВДАННЯ

1. Знайти достатнi статистики для параметрiв сукупностей з наступними розпо-
дiлами(в цьому завданнi всi лiтери α, β, p трактуємо як невiдомi параметри)

а) бiномiального Ck
npk(1− p)n−k;

б) рiвномiрного на вiдрiзку [α; β], 0 ≤ α < β;

в) Ерланга зi щiльнiстю α3

2
x2e−αx x ≥ 0;

г) бета зi щiльнiстю αxα−1, x ∈ [0, 1];

д) Парето зi щiльнiстю 2αα
xα+1 , x ≥ 2.

2. Знайти достатню статистику для параметра α, якщо генеральна популяцiя має
щiльнiсть

f(x, α) =

�
2
α
(α− x), 0 ≤ x ≤ α,

0, для iнших.

3. Показати, що для генеральної популяцiї з рiвномiним на вiдрiзку [0; θ] розпо-
дiлом статистика x(n) є достатня для параметра θ.

4. Показати, що для генеральної популяцiї з рiвномiним на вiдрiзку [θ; θ +1] роз-
подiлом статистика (x(1), x(n)) є достатня для параметра θ.

5. Довести, що для генеральної популяцiї з розподiлом 2xe−(x/θ)2/θ2, x > 0 ста-
тистика

Pn
i=1 x2

i є достатня для параметра θ.



Лекцiя 12. Загальнi питання теорiї перевiрки
гiпотез

12.1 Гiпотези та статистичнi випробування

Як уже було сказано, другим основним роздiлом математичної статистики є те-
орiя перевiрки статистичних гiпотез.

Визначення 1. Пiд статистичною гiпотезою розумiється довiльне припущення
щодо розподiлу генеральної сукупностi. Правдивiсть такого припущення перевiряє-
ться на пiдставi вибiрки з цiєї сукупностi.

Щодо характеристики ξ звичайно маємо два рiзновиди iнформацiї:
a) вибiрку x1, . . . , xn, тобто маємо n незалежних значень цiєї характеристики;
б) певну iнформацiю, яка випливає з фiзичної природи характеристики ξ.
Прикладами iнформацiї типу б) можуть бути, наприклад, такi. Знаємо, що ха-

рактеристика ξ є вага. Тодi очевидно ξ ≥ 0 i, таким чином, функцiя розподiлу такої
характеристики F (x), дорiвнює нулю при x < 0. Тому, наприклад, якщо наша гiпо-
теза стосується вигляду цiєї функцiї, то нормальний розподiл може бути вiдкинутий
вiд самого початку як такий, що не може бути розподiлом характеристики ξ.1 Iнший
приклад. Знаємо, що характеристика ξ є дискретною. Тодi природно в якостi F (x)
дослiджувати лише розподiли дискретного типу.

Отже, iнформацiї типу б) можуть a priori окреслити множину гiпотез D = {Hi},
якi можуть бути можливими припущеннями щодо характеристики ξ. В математи-
чнiй статистицi множину D називають множиною допустимих гiпотез. В дальшiй
частинi цього посiбника завжди будемо розглядати лише тi гiпотези, якi належать
до множини допустимих гiпотез, i будемо їх називати допустимими гiпотезами або
просто гiпотезами.

Статистична гiпотеза часто пов’язується з числовими характеристиками (або, як
говоримо, параметрами ) генеральної сукупностi) ξ. Така iнтерпретацiя статистичної
гiпотези приводить до наступної стандартної схеми, яка найчастiше використовує-
ться, як вихiдний пункт теорiї перевiрки статистичних гiпотез.

Нехай генеральна сукупнiсть ξ означена на ймовiрносному просторi (Ω,B,Pθ),
де символ θ ∈ Θ i трактується як параметр. Iншими словами, якщо маємо вибiрку
x1, ..., xn, то ця вибiрка виникла в результатi вимiрювання характеристики ξ з роз-
подiлом F (x, θ) = P(ξ < x) з деяким конкретним (але нам не вiдомим) параметром

1Але варто зауважити, що в практицi ми часто використовуємо нормальний роз-
подiл для моделювання додатних характеристик, але робимо це в основному з двох
причин: по-перше, саме для таких розподiлiв отримано найбiльш глибокi теоретичнi
результати, а, по-друге, нормальний розподiл часто добре наближає реальний розпо-
дiл навiть додатнiх випадкових величин.

245
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θ ∈ Θ. Будемо вважати, що параметр θ однозначно визначає ймовiрнiсть Pθ. Як ми
вже знаємо, в цьому випадку зручно говорити, що розподiл генеральної сукупностi
походить з параметричної множини {F (x, θ), θ ∈ Θ}.

Нехай гiпотези H0, H1, H2, ..., Hk означають, що θ ∈ Θi, i = 0, 1, ..., r , ∪r
i=0Θi = Θ,

Θi ∩Θj = ∅, i 6= j.

Приклад 1.Гiпотеза H0 означає, що генеральна сукупнiсть має показниковий роз-
подiл 1 − e−θx, x > 0, i θ ∈ [1; 2], а гiпотеза H1 означає, що генеральна сукупнiсть
має нормальний розподiл N(θ, 1), i θ < 0.

В цiй ситуацiї Θ = (−∞, 0) ∪ [1; 2], Θ0 = [1; 2], Θ1 = (−∞; 0).

Тодi прийняття, наприклад, гiпотези H1 означало б, що випадкова змiнна ξ має
нормальний розподiл з вiд’ємним математичним сподiванням i одиничною дисперсi-
єю.

Гiпотези Hi, описанi за такою схемою, звичайно називають гiпотезами параме-
тричними. Iншими словами, якщо гiпотеза стосується виключно значення параметра
(чи параметрiв) розподiлу генеральної сукупностi, то вона є параметричною гiпоте-
зою.

Кожну гiпотезу, яка не є параметричною, називаємо гiпотезою непа-
раметричною. .

Ось приклади гiпотез.

1. Вiдомо, що характеристика має розподiл N(m, 4). Висуваємо гiпотезу, що m =
5. Ця гiпотеза є параметричною.

2. Вiдомо, що характеристика має розподiл N(m, 4). Висуваємо гiпотезу, що 1 ≤
m ≤ 5. Ця гiпотеза також є параметричною.

3. Нехай маємо двi генеральнi сукупностi ξ, η. Тодi гiпотеза про незалежнiсть ξ,
η є непараметричною.

Визначення 2. Гiпотеза Hi називається простою, коли Θi = {θi}.

Iншими словами, якщо параметрична гiпотеза точно визначає значення невiдомих
параметрiв розподiлу дослiджуваної характеристики, то її називають простою, а iна-
кше маємо складну гiпотезу.

Так гiпотеза з пункту 1 є простою, а гiпотеза з пункту 2 є складною.
Задача перевiрки статистичних гiпотез виглядає наступним чином. Нам потрi-

бно запропонувати алгоритм, який на пiдставi вибiрки x1, ..., x2 дасть можливiсть
прийняти рiшення, яка з гiпотез Hi, i = 0, ..., r є вiрною i прийняти її, натомiсть
iншi гiпотези вiдкинути. Тут доречно сказати про певну особливiсть, яка практи-
чно завжди присутня при перевiрцi гiпотез. Найкраще це проiлюструвати на такому
прикладi. Нехай гiпотеза H полягає в тому, що характеристика ξ має показниковий
розподiл з параметром λ ∈ [1; 2]. Тодi, якщо маємо, наприклад, вибiрку −2; 3, 5;−4, то
гiпотеза H na 100% може бути вiдкинута, оскiльки генеральна сукупнiсть ξ у випадку
правдивостi гiпотези H не може набувати вiд’ємних значень. А якщо маємо вибiрку
2; 3, 5; 4, то не дивлячись на те, що всi значення вибiрки є додатними, цей факт ще не
означає, що гiпотеза H є вiрною. Так, якщо справжнiй розподiл генеральної сукупно-
стi є стандартним нормальним N(0, 1), то ймовiрнiсть того, що чотири значення цiєї
характеристики будуть додатними є 1/24, а отже вибiрка 2; 3, 5; 4 може походити з
розподiлу N(0, 1). Тому в такiй ситуацiї ми не можемо сказати нa 100% чи правильна
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гiпотеза H чи нi. Така ситуацiя в статистицi є звичайною i це пов’язано з тим, що
скiнчена вибiрка нiколи не мiстить всiєї iнформацiї про генеральну сукупнiсть. (За
винятком деяких "екзотичних" прикладiв.) Тому при перевiрцi гiпотез ми говоримо
не "гiпотеза є вiрною", a "немає пiдстав для вiдхилення гiпотези". Таке формулюван-
ня не виключає ситуацiї, що наше рiшення про прийняття (чи неприйняття гiпотези)
було помилковим. Нижче про це буде сказано докладнiше.

Оскiльки дiї з перевiрки гiпотез, про якi говорилось вище, своїм вихiдним пун-
ктом завжди мають вибiрку, то нам потрiбно знайти функцiю δ(~v), яка означена
для ~v ∈ Rn, i набуває значень в {0, 1, ..., k}, тобто δ : Rn → {0, 1, ..., k}, i якщо
для конкретної вибiрки x1, ..., xn маємо δ(~x) = i, то приймаємо гiпотезу Hi. Функцiя
δ(·) називається статистичним тестом. Формалiзуємо це поняття у виглядi такого
означення.

Визначення 3. Статистичним тестом називаємо довiльне вiдображення δ :
Rn → {0, 1, ..., k} i якщо δ(~x) = i для вибiрки x1, ..., xn, то приймаємо гiпотезу Hi.

Iнодi таке означення статистичного тесту є недостатнiм. Так, наприклад, при
порiвняннi тестiв бажано мати як можна бiльше рiзних тестiв з тим, щоб мати бiль-
ше можливостей знайти найкращий тест. Наступне означення статистичного тесту
узагальнює попереднє.

Означимо наступну пiдмножину w Rn.

Rk
+ = {~y : ~y = {π0, π1, ..., πk}, πi ≥ 0, i = 1, ..., k,

kX
i=0

πi = 1.}

Очевидно, що числа πi, i = 0, 1, ..., k, якi присутнi в означеннi множини Rk
+, можемо

iнтерпретувати як ймовiрностi.

Визначення 4. Рандомiзованим статистичним тестом назвемо довiльне вiдображе-
ння δ : Rn → Rk

+ i якщо δ(~x) = {δ0, δ1, ..., δk} для вибiрки x1, ..., xn, то ймовiрнiсть
прийняття гiпотези Hi є δi.

Дiї в разi, коли маємо рандомiзований тест δ виглядають так. Для конкретної
вибiрки x1, ..., xn вираховуємо δ(~x) = {δ0, δ1, ..., δk}. Далi робимо стохастичний експе-
римент S, результатом якого будуть числа 0, 1, .., k тобто, елементарна подiя ωi = i.
Припускаємо, що ймовiрнiсть i-го результату є δi. Такий експеримент легко сконстру-
ювати. Тодi, якщо в експериментi S отриманий результат i, то приймаємо гiпотезу
Hi.

Якщо в означеннi 4 всi δi є нулями за винятком одного (яке тодi є рiвним 1),
то фактично маємо статистичний тест з означення 3, а тому цей тест є частковим
випадком рандомiзованого тесту.

Тести з означення 3 будемо називати нерандомiзованими тестами. В подальшiй
частинi цього посiбника ми, вживаючи слово "тест", не будемо акцентувати увагу на
те рандомiзований вiн чи нi. Як правило, це буде зрозумiло з контексту. Зазначимо
лише, що в розважаннях теоретичних це, як правило будуть рандомiзованi тест, а у
застосуваннях нерандомiзованi.

Якщо вiдносно генеральної сукупностi ξ маємо лише двi гiпотези H0, H1, то одна
з них називається головною гiпотезою i зазвичай позначаємо її H0, а друга гiпотеза
називається альтернативна гiпотеза або конкурентна гiпотеза i позначаємо її H1.
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12.2 Порiвняння тестiв

З означення статистичного тесту, поданого в попередньому пiдроздiлi, випливає,
що тестiв для перевiрки гiпотез Hi, i = 0, 1..., k може бути багато, а тому природно
постає питання: як знайти (наскiльки це можливо) в якомусь розумiннi "найкращий"
тест? Тому маємо запропонувати процедуру порiвняння тестiв. Одним з можливих (i,
на перший погляд, природнiм) способом вирiшення цього питання є такий. З кожним
статистичним тестом можемо пов’язати множину чисел

αi(δ, θ) = P(δ(~x) 6= i/θ ∈ Θi), i = 0, 1..., k.

Число αi(δ, θ) можна iнтерпретувати як ймовiрнiсть неприйняття гiпотези Hi за умо-
ви, що ця гiпотеза була вiрною i його називаємо похибка i-го роду. При такому озна-
ченнi похибок є природним назвати тест δ1(·) кращим вiд тесту δ2(·) якщо

αi(δ1, θ) ≤ αi(δ2, θ), θ ∈ Θ, i = 0, 1..., k, (1)

i принаймнi для одного θ ця нерiвнiсть є строгою. Виявляється, що такий пiдхiд до
порiвняння тестiв не завжди може бути реалiзований. Iншими словами, множина Θ
може мiстити занадто багато значень параметра θ, аби для всiх θ вимагати виконання
(1). Крiм того, вся проблема порiвняння тестiв полягає не лише в тому, що множина
θ може бути "великою", але сама процедура порiвняння тестiв залежить вiд кiлькостi
гiпотез Hi. Задача порiвняння тестiв стає простiшою у випадку двох гiпотез. А тому
в цьому посiбнику ми обмежимося лише цим випадком.

Випадок бiльшої кiлькостi гiпотез зацiкавлений читач може знайти, наприклад,
в [1], [14].

12.2.1 Порiвняння тестiв для двох простих гiпотез
В попередньому пiдроздiлi ми означили нерандомiзованi та рандомiзованi тести i
першi є пiдмножиною других. Введення рандомiзованих тестiв є логiчним з погля-
ду того, що якщо ми хочемо вiдшукати "найкращий" тест, то чим бiльша множина
самих тестiв тим краще, оскiльки маємо з чого вибирати. З iншої сторони, як ми
побачимо пiзнiше, "найкращi" тести, як правило є нерандомiзованими. Тому може
не варто розглядати рандомiзованi тести взагалi? Але це не так. Справа в тому, що
процедура порiвняння тестiв полягає на тому, що потрiбно знайти деяку числову ха-
рактеристику, свого роду "функцiю якостi", з допомогою якої можна порiвнювати
тести, а отже i вибрати "найкращий" з них. Як побачимо далi це краще робити вико-
ристовуючи рандомiзованi тести. Є ще iнший бiк цього питання. В цьому посiбнику
ми будемо використовувати лише один пiдхiд до порiвняння тестiв, який найчастiше
застосовується в практицi: це знаходження найпотужнiших тестiв. Але iснують i iншi
пiдходи, наприклад, баєсiвський та мiнiмаксний. В цих пiдходах рандомiзованi тести
теж грають важливу роль.

Припустимо тепер, що маємо справу з двома простими гiпотезами: головною гi-
потезою H0 = {θ0}, i гiпотезою альтернативною H1 = {θ1}.

Це означає, що стосовно генеральної сукупностi ξ висунемо припущення, що вона
має розподiл F0(x) (гiпотеза H0) або розподiл F1(x) (гiпотеза H1).

Iнакше кажучи, вiдносно генеральної сукупностi висуваємо

головну гiпотезу H0 : ξ означена на просторi (Ω,B,P0) i тодi
функцiя розподiлу характеристики ξ є F0(x) = P0(ξ < x);
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гiпотезу альтернативну H1 : ξ означена на просторi (Ω,B,P1) i
тодi функцiя розподiлу характеристики ξ є F1(x) = P1(ξ < x) .

На пiдставi вибiрки x1, ..., xn потрiбно перевiрити, яка з цих ситуацiй має мiсце.
Iншими словами, потрiбно запропонувати статистичний тест для перевiрки цих гiпо-
тез. Розпочнемо з нерандомiзованих тестiв.

Отже нехай тест δ є нерандомiзованим, тобто коли δ(~x) = 0, то приймаємо H0, а
коли δ(~x) = 1, то приймаємо H1.

Можемо дiяти ще й так. Нехай

M0(n) = {y ∈ Rn : δ(y) = 0}, M1(n) = {y ∈ Rn : δ(y) = 1}.
Ясно, що Rn = M0(n)∪M1(n), M0(n)∩M1(n) = ∅. Тепер, якщо пiсля вимiрювання
характеристики ξ вектор значень вибiрки ~x = (x1, ..., xn) потрапив до M0(n), то
приймаємо гiпотезу H0, а якщо до M1(n), то приймаємо гiпотезу H1. В цiй ситуацiї

α(δ) = Pθ0(δ(~x) 6= 0) = P(δ(~x) 6= 0/θ = θ0)

називаємо ймовiрнiстю помилки першого роду, а

β(δ) = Pθ1(δ(~x) 6= 1) = P(δ(~x) 6= 1/θ = θ1)

називаємо ймовiрнiстю помилки другого роду.
Число α(δ) ще називають рiвнем значимостi тесту (або просто рiвнем тесту ,

а число 1− β(δ) – потужнiстю тесту δ.
Помилка першого роду означає, що ми вiдкинули вiрну гiпотезу на користь гi-

потези фальшивої, а помилка другого роду означає, що в якостi правильної була
прийнята гiпотеза, яка в дiйсностi є фальшивою. Є природним, що хочемо знайти
такий тест, аби ймовiрностi помилок обох родiв були мiнiмальними. Iнакше кажу-
чи, якщо Knr позначає множину всiх можливих нерандомiзованих тестiв, то хочемо
знайти тест δ∗ ∈ Knr такий, щоб

α(δ∗) = min
δ∈Knr

α(δ), β(δ∗) = min
δ∈Knr

β(δ). (2)

Якщо такий тест знайдено, то природно його потрiбно називати "найкращим". (Бу-
ло б iдеально, якби тест δ∗ був таким, що α(δ∗) = β(δ∗) = 0. Нижче буде наведено
приклад для якого така можливiсть реалiзується, але практичного значення такi си-
туацiї не мають.) Iснує три пiдходи до вiдшукання найкращих тестiв. Це знаходження
найпотужнiших тестiв, баєсiвський пiдхiд, мiнiмаксний пiдхiд. Ми розглянемо лише
перший з них, який найчастiше застосовується в практицi. Багато фактiв вiдносно
баєсiвського та мiнiмаксного пiдходiв можна знайти в [1], [14].

Зазначимо вiдразу, що проблема вiдшукання найкращих тестi подiбна до про-
блеми вiдшукання найкращих оцiнок. Як для конкретного параметра ми не завжди
можемо знайти найкращу оцiнку, так i для перевiрки конкретної гiпотези ми далеко
не завжди можемо знайти найкращий тест. Нижче ми побачимо, що в деяких випад-
ках можна запропонувати задовiльне вирiшення задачi про вiдшукання найкращого
тесту, але в бiльшостi випадкiв приходиться задовiльнятися тестами, якi, скорiше
всього, не є найкращими. Подiбна ситуацiя була i при оцiнцi параметрiв.

Означимо пiдмножину множини нерандомiзованих тестiв

Knr(α) = {δ ∈ Knr : α(δ) ≤ α}. (3)

Тобто до Knr(α) належать всi нерандомiзованi тести, для яких похибка першого роду
не бiльша вiд α.



12.2. Порiвняння тестiв 250

Визначення 5. Тест δ∗α називається найпотужнiшим тестом рiвня α, якщо

β(δ∗α) ≤ β(δ)

для довiльного δ ∈ Knr(α).

Iнакше кажучи, потужнiсть тесту δ∗α, 1 − β(δ∗α) буде максимальною серед всiх
тестiв з класу Knr(α).

Розглянемо тепер процедуру порiвняння рандомiзованих тестiв i нехай Kr позна-
чає множину таких тестiв.

Для випадку двох гiпотез означення 4 може бути переписане так.

Визначення 6.Статистичним тестом називаємо вiдображення δ : Rn → [0; 1] при
цьому δ(x) є ймовiрнiсть прийняття гiпотези H1, а 1− δ(x) є ймовiрнiсть прийняття
гiпотези H0.

Згiдно з цим означенням перевiрка зазначених гiпотез для даного статистичного
тесту δ(·) вiдбувається наступним чином. Робимо вимiрювання характеристики ξ в
результатi чого маємо вибiрку x = (x1, ..., xn). А далi ставимо експеримент типу 0-1
з ймовiрнiстю успiху δ(x). Якщо в цьому експериментi маємо успiх - то приймаємо
гiпотезу H1, а iнакше - гiпотезу H0.

Якщо δ = 0 або 1, то такий тест буде нерандомiзованим.
(Очевидно, ситуацiя, коли δ(x) ≡ 0 (або ≡ 1) теж можлива, але тодi, фактично,

наше завдання втрачає сенс, оскiльки завжди приймаємо гiпотезу H0 (або H1) ).
Згiдно з нашою iнтерпретацiєю вибiрки, вона може розглядатися як n-вимiрний

вектор незалежних випадкових змiнних x = (x1, ..., xn) з щiльнiстю

L0(~x) =

nY
i=1

f0(xi), L1(~x) =

nY
i=1

f1(xi) (4)

за умови, що має мiсце гiпотеза H0 i H1 вiдповiдно. Для функцiї g(x), x ∈ Rn введемо
позначення

M0g(x) = M{g(x)/H0} =

Z

Rn

g(y)L0(y)dy,

M1g(x) = M{g(x)/H1} =

Z

Rn

g(y)L1(y)dy.

за умови, що iнтеграли в правих частинах цих рiвностей є скiнченими. Так само запис
P0(A) означає ймовiрнiсть подiї A за умови, що має мiсце гiпотеза H0, а P1(A)–за
умови, що має мiсце гiпотеза H1. Очевидно

M0IA(ω) = P0(A) M1IA(ω) = P1(A). (5)

Тепер для похибки першого роду α(δ) i для похибки другого роду β(δ) рандомiзова-
ного тесту δ маємо

α(δ) = M0δ(x) =

Z

Rn

δ(y)L0(y)dy, (6)

β(δ) = M1

�
1− δ(x)

�
= 1−

Z

Rn

δ(y)L1(y)dy. (7)
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Як уже було сказано похибку першого роду називаємо ще рiвнем значимостi тесту δ,
а число 1−β(δ)=M1δ(x) називається потужнiстю тесту.

Означення найпотужнiшого рандомiзованого тесту рiвня α залишається практи-
чно таким самим, лише тепер для похибок першого i другого роду потрiбно застосо-
вувати формули (6), (7).

Отже, якщо означити пiдмножину множини рандомiзованих тестiв

Kr(α) = {δ ∈ Kr : α(δ) ≤ α}, (8)

то тест δ∗α (взагалi кажучи, рандомiзований) називається найпотужнiшим тестом рiв-
ня α, якщо

β(δ∗α) ≤ β(δ)

для довiльного δ ∈ Kr(α).
Отже, як у випадку рандомiзованих так i нерандомiзованих тестiв, з кожним

тестом δ можемо пов’язати точку (α(δ), β(β)) ∈ [0; 1]×[0; 1] ∈ R2. Цiкавiше є зворотне
питання: чи кожнiй точцi (α, β), 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1 вiдповiдає деякий тест δ такий,
що α(δ) = α, β(δ) = β? Щоб вiдповiсти на це питання, потрiбно дослiдити структуру
наступної множини в просторi R2

R =
�
α(δ); β(δ)

�
, δ ∈ Kr, (9)

де, нагадуємо, Kr є всi рандомiзованi тести. З цього означення випливає, що точка
(α, β) ∈ R тодi i лише тодi коли iснує тест δ ∈ Kr такий, що α(δ) = α, β(δ) = β.
Наступна лема описує найпростiшi її властивостi.

Лема 1.

а) Множина R є опуклою;

б) (0; 1) ∈ R, (1; 0) ∈ R;

в) Якщо (α, β) ∈ R, то (1− α, 1− β) ∈ R.

Д о в е д е н н я.
а) Нехай (α(δ1); β(δ1) ∈ R i (α(δ2); β(δ2) ∈ R. Доведемо, що

(λα(δ1) + (1− λ)α(δ2); λβ(δ1) + (1− λ)β(δ2)) ∈ R

для всiх 0 ≤ λ ≤ 1
Означимо тест δ = λδ1 + (1 − λ)δ2. Зрозумiло, що δ ∈ [0; 1] для всiх 0 ≤ λ ≤ 1.

Порахуємо похибки першого i другого роду для цього тесту. Маємо

α(δ) = M0δ(~x) = λM0δ1(~x) + (1− λ)M0δ2(~x) = λα(δ1) + (1− λ)α(δ2),

β(δ) = M1

�
1− δ(~x)

�
= λM1

�
1− δ1(~x)

�
+ (1− λ)M1

�
1− δ2(~x)

�
=

= λβ(δ1) + (1− λ)β(δ2)

що завершує доведення.
б) Неважко переконатися, що для тесту δ(~x) ≡ 0, α(δ) = 0, β(δ) = 1, а для тесту

δ(~x) ≡ 1, α(δ) = 1, β(δ) = 0.
в) Доведення цiєї властивостi є очевидним, оскiльки якщо для тесту δ, α(δ) =

α, β(δ) = β, то для тесту δ̂ = 1− δ маємо α(δ̂) = 1− α, β(δ̂) = 1− β.
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Рис. 12.1:

З цiєї леми випливає, що головна дiагональ квадрату [0; 1]× [0; 1] належить до R.
Повнiстю вигляд множини R дослiджено в [14] i вiн є наступним

Тут використанi позначення

α = M0I{L1(~x) > 0}, β = M1I{L0(v) > 0}. (10)

а L0(~x), L1(v) з (4).
З цього рисунку видно, що вiдрiзок [A; B] вiдповiдає тестам, для яких похибка

першого роду є α∗. Зрозумiло, що тест, який вiдповiдає точцi A, буде найпотужнiшим
(тобто найкращим) зi всiх тестiв, для яких похибка першого роду є α∗. З цього ж
рисунку видно, що цей тест буде найкращим i в класi Kr. Зауважимо ще, що, як це
буде виникати з результатiв наступного пiдроздiлу, тести, яким вiдповiдають точки
на границях множини R, є нерандомiзованими.

Виникає питання, а чи може статися так, що точка (0; 0) належить до множиниR.
Очевидно, це буде означати iснування тесту для якого похибки обох родiв є нулями,
тобто по вибiрцi ми безпомилково вирiшуємо яка гiпотеза є правдивою. Виявляється,
що така ситуацiя можлива (очевидно, що тодi множинаR буде квадратом [0; 1]×[0; 1]).

Приклад 1. Нехай вiдомо, що розподiл генеральної сукупностi ξ є рiвномiрним на
вiдрiзку [0; 1] ( гiпотеза H0) або на вiдрiзку [2; 3] (гiпотеза H1).

Очевидно, в цiй ситуацiї нам вистачить одного помiру для ξ щоб точно сказати,
яка з гiпотез H0, H1 має мiсце. Так якщо, то x1 = 1/2, то справедлива гiпотеза H0,
а якщо x1 = 7/3, то справедлива гiпотеза H1. Отже в цьому випадку по вибiрцi ми
можемо точно сказати, яка з гiпотез має мiсце.

12.3 Порiвняння тестiв для складних гiпотез

Нехай тепер генеральна сукупнiсть ξ означена на ймовiрносному просторi
(Ω,B,Pθ), де θ ∈ Θ i трактується як параметр. Iншими словами, якщо маємо ви-
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бiрку x1, ..., xn, то ця вибiрка виникла в результатi вимiрювання характеристики ξ
з розподiлом Fθ(x) = P(ξ < x) з якимось конкретним (нам невiдомим!) θ ∈ Θ. Го-
ловна гiпотеза H0 полягає в тому, що θ ∈ Θ0 а гiпотеза альтернативна H1 означає,
що θ ∈ Θ1, де Θ0 ∩ Θ1 = ∅, Θ1 ∪ Θ1 = Θ. Для простих гiпотез Θ = {θ0, θ1}. Тому
тепер припускаємо, що принаймнi одна з множин Θ0, Θ1 не є одноелементною, тобто
принаймнi одна з гiпотез є складною.

Нехай для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи H1 маємо тест (взага-
лi кажучи, рандомiзований) δ(~x) : Rn → [0, 1] i для вибiрки x1, ..., xn, ймовiрнiсть
прийняття гiпотези H1 є δ(~x), а ймовiрнiсть прийняття гiпотези H0 є 1− δ(~x).

Як i ранiше, рандомiзованi (нерандомiзованi) тести будемо в позначати Kr, ( Knr).
Припускаємо, що генеральна сукупнiсть має розподiл зi щiльнiстю f(x, θ), iнакше

кажучи, вiдомо, що розподiл генеральної сукупностi належить до родини {F (x, θ) =
P(ξ < x), θ ∈ Θ} i кожна функцiя розподiлу F (x, θ) має щiльнiсть f(x, θ). Число

α(δ) =
θ∈Θ0
sup Mδ(~x) =

θ∈Θ0
sup

Z

Rn

δ(~x)L(v, θ)dv, (11)

називається розмiром тесту або ймовiрнiстю помилки першого роду, , а число

γ(δ, θ) = Mδ(~x)) =

Z

Rn

δ(v)f(v, θ)dv, θ ∈ Θ1

називається потужнiстю тесту δ.
Число 1 − α(δ) називається рiвнем значимостi тесту δ, a число 1 − γ(δ, θ) =

M(1− δ(~x)) = β(δ, θ)- ймовiрнiстю помилки другого роду. Для нерандомiзованого
тесту маємо

α(δ) =
θ∈Θ0
sup P(δ(~x) = 1) =

θ∈Θ0
sup

Z

Rn

I{δ(v) = 1}L(v, θ)dv,

γ(δ, θ) = P(δ(~x) = 0) =

Z

Rn

I{δ(v) = 0}L(v, θ)dv, θ ∈ Θ1.

З метою полегшення конструкцiї оптимальних тестiв зазвичай обмежуються класом
тестiв, який описується наступним чином

K(α) = {δ : α(δ) =
θ∈Θ0
sup Mδ(~x) ≤ α} (12)

для деякого фiксованого α > 0. Використання тесту δ ∈ Kr(α) означає, що коли тест
δ буде застосований n разiв, то кiлькiсть помилкових рiшень буде в середньому не
бiльшою за αn разiв, якщо насправдi була вiрною гiпотеза H0.

Визначення 7. Тест δ∗ ∈ Kr(α) називаємо рiвномiрно найпотужнiшим (р.н.т.) в
класi Kr(α), якщо для довiльного тесту δ ∈ Kr(α)

γ(δ, θ) ≤ γ(δ∗, θ), θ ∈ Θ1. (13)

Iншими словами, встановлюємо рiвень (або помилку першого роду) шуканого
тесту i серед таких тестiв шукаємо такий, потужнiсть якого найбiльша (або похибка
другого роду є найменшою).
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Вибiр рiвня тесту α не нав’язується нам зарання i фактично залежить вiд нашого
суб’єктивного вiдношення до дослiджуваної гiпотези ще перед процедурою перевiр-
ки. Найкраще це можна побачити для нерандомiзованого тесту δ. Тодi, якщо вибiрка
~x ∈ Ω0 = {z : δ(z) = 0}, то приймаємо гiпотезу H0, а якщо ~x ∈ Ω1 = {z : δ(z) = 1},
то приймаємо H1. Якщо ми переконанi, що гiпотеза H0, яка нас цiкавить, є вiрною,
то знадобляться потужнi аргументи, щоб переконати нас, що ми помиляємося i наша
гiпотеза є фальшивою. В такiй ситуацiї α треба вибрати дуже малим. Тодi потрапля-
ння в область Ω1 буде практично неможливим, якщо в дiйсностi гiпотеза H0 є вiрною.
Однак, якщо це трапилося (тобто, ~x ∈ Ω1), то цей факт є дуже переконливим доводом
того, що ми можемо помилятися.

Проблема вiдшукання р.н.т. є складною. По перше, такий тест може не iснува-
ти, а по друге, якщо такий тест iснує, то як його знайти практично. В наступному
роздiлi побачимо, що в деяких випадках проблема конструювання р.н.т. може бути
ефективно розв’язана.
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В цьому роздiлi буде показано, що для випадку двох простих гiпотез найпотужнiший
тест iснує i, бiльше того, можемо запропонувати алгоритм його знаходження. Якщо
принаймнi одна з гiпотез є складною ситуацiя вже складнiша. Може статися навiть
так що найпотужнiшого тесту не iснує. Але розпочнемо з ситуацiї простих гiпотез.

Отже, нехай для генеральної сукупностi ξ головна гiпотеза H0 полягає в тому, що
її розподiл має щiльнiсть f0(x), а гiпотеза альтернативна H1 означає, що ця щiльнiсть
є f1(x) .

Iншими словами, гiпотеза H0 означає, що ξ означена на просторi (Ω,B,P0) i її
функцiя розподiлу F0(x) = P0(ξ < x) має щiльнiсть f0(x), а гiпотеза альтернативна
H1 означає, що ξ означена на просторi (Ω,B,P1) i ї ї функцiя розподiлу F1(x) = P1(ξ <
x) має щiльнiсть f1(x).

Зауваження 1. Якщо генеральна сукупнiсть є дискретною, то замiсть щiльностi
потрiбно використовувати розподiл цiєї сукупностi.

Позначимо

z0(~x) =

nY
i=1

f1(xi)

f0(xi)
=

L1(~x)

L0(~x)
, z1(~x) =

nY
i=1

f0(xi)

f1(xi)
=

L0(~x)

L1(x)
, (1)

де для визначеностi вважаємо, що 0/0 = 0. Позначимо також (див. (10))

α = M0I{L1(~x) > 0} =

Z

Rn

I{L1(v) > 0}L0(v)dv. (2)

13.1 Фундаментальна лема Неймана-Пiрсона

В цьому параграфi буде представлена так звана фундаментальна лема Неймана
-Пiрсона, на яку буде спиратись метод конструювання багатьох статистичних тестiв.
Ми сформулюємо цю лему не в самiй загальнiй формi, а при деяких додаткових
умовах. В застосуваннях цi умови, як правило, виконуються а загальний випадок
читач може знайти в [1], [14].

Отже нехай виконується
Умова С: Випадкова змiнна f1(ξ)/f0(ξ) має неперервну функцiю розподiлу на

(0;∞) при гiпотезi H0.

Iнакше кажучи, припускаємо, що функцiя P0(f1(ξ)/f0(ξ) < t) =R∞
−∞ I{f1(x)/f0(x) < t}f0(x)dx є неперервною вiдносно t > 0.

Лема 1. Якщо виконується умова С, то:

255
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а) для довiльного α ∈ (0; α) тест δc(α) = I{z0(~x) > c(α)}, де c(α) є найменшим
коренем рiвняння

P0(z0(~x) ≥ t) = α, (3)

має рiвень α i цей тест є найпотужнiшим тестом рiвня α;

б) якщо δ∗ є iншим найпотужнiшим тестом рiвня α, то

P0(δ
∗(~x) 6= δc(α)(~x)) = P1(δ

∗(~x) 6= δc(α)(~x)) = 0. (4)

Д о в е д е н н я. Неважко зрозумiти, що умова C гарантує неперервнiсть
P0(z0(~x) < t) вiдносно t > 0, i, крiм того,

P0(z0(~x) = 0) = 1−
Z

Rn

I{z0(v) > 0}f0(v)dv = 1−
Z

Rn

I{f1(v) > 0}f0(v)dv = 1−α,

P0(z0(~x) < ∞) =

Z

Rn

I{z0(v) < ∞}f0(v)dv =

Z

Rn

f0(v)dv = 1. (5)

Отже, P0(z0(~x) < t) є неперервною функцiєю розподiлу з, можливо, атомом в нулi.
Отже, число c(α) з (3) завше визначене. Для тесту δc(α), який означений в лемi, маємо
M0δc(α) = P0(z0(~x) > c(α)) = α, тобто тест δc(α) має рiвень α.

Доведемо тепер, що цей тест є найпотужнiшим з усiх тестiв рiвня α. (Далi замiсть
c(α) будемо писати c.)

Нехай δ буде iнший тест рiвня α, тобто M0δ = α. Оскiльки M0(δc − δ
�

= 0, а
0 < c < ∞, то

β(δ)− β(δc) = M1(δc − δ
�− cM0(δc − δ

�
. (6)

Оскiльки

M1

�
δc−δ

�
= M1

�
δc−δ

�
I{f0(~x) > 0}+ M1

�
δc−δ

�
I{f0(~x) = 0} =

=

Z

Rn

�
δc(v)−δ(v)

�
I{f0(v) > 0}f1(v)dv + M1

�
δc−δ

�
I{f0(~x) = 0} =

=

Z

Rn

�
δc(v)−δ(v)

�
z0(v)f0(v)dv + M1

�
δc−δ

�
I{f0(~x) = 0} =

= M0

�
δc − δ

�
z0(x) + M1

�
δc − δ

�
I{f0(x) = 0},

то рiвнiсть (6) можемо переписати наступним чином

β(δ)− β(δc(α)) = M0

�
δc − δ

�
z0(x) + M1

�
δc − δ

�
I{f0(~x) = 0} − cM0

�
δc − δ

�

= M0

�
δc − δ

��
z0(x

�− c
�

+ M1

�
δc − δ

�
I{f0(~x) = 0}. (7)
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Маємо

M1

�
δc−δ

�
I{f0(~x) = 0} =

Z

Rn

�
δc(v)−δ(v)

�
I{f0(v)=0}f1(v)dv =

=

Z

Rn

�
δc(v)− δ(v)

�
I{f1(v) > 0, f0(v) = 0}f1(v)dv =

=

Z

Rn

�
1− δ(v)

�
I{f1(v) > 0, f0(v) = 0}f1(v)dv ≥ 0

i з (7) дiстаємо

β(δ)− β(δc) ≥ M0

�
δc − δ

��
z0(x)− c

�
. (8)

Оскiльки

δc(α) − δ =

�
1− δ, якщо z0(~x)− c > 0,
−δ, якщо z0(~x)− c < 0,

то завжди (δc(α) − δ
�
(z0(x)− c

� ≥ 0 i тепер з (8) отримуємо, що

β(δ)− β(δc) ≥ 0 =⇒ β(δ) ≥ β(δc).

Доведемо тепер пункт б) нашої леми. Нехай δ∗ буде iнший найпотужнiший тест рiвня
α. Позначимо

S = {~x : δ∗(~x) 6= δc(~x)}.
Оскiльки δ∗ є найпотужнiшим тестом рiвня α, то β(δ∗)− β(δc) ≤ 0, i точно так само
як i вище маємо (треба в (7) замiсть δ записати δ∗)

0 ≥ β(δ∗)− β(δc) = M0

�
δc − δ∗

��
z0(x)− c

�
+ M1

�
δc − δ∗

�
I{f0(~x) = 0} =

= M0

�
δc − δ∗)

�
z0(x)− c

�
I{S}+ M1

�
δc − δ∗

�
I{S, f0(~x) = 0} (9)

Як i вище

M1

�
δc − δ∗

�
I{S, f0(v) = 0} =

Z

Rn

�
δc(v)− δ∗(v)

�
I{S, f0(v) = 0}f1(v)dv

=

Z

Rn

�
δc(~x)− δ∗(v)

�
I{S, f1(v) > 0, f0(v) = 0}f1(v)dv =

=

Z

Rn

�
1− δ(~x)

�
I{S, f1(v) > 0, f0(v) = 0}f1(v)dv ≥ 0.

Так само

δc − δ∗ =

�
1− δ∗, якщо z0(~x)− c > 0,
−δ∗, якщо z0(~x)− c < 0,

(10)

i тому (δc − δ∗)
�
z(x)− c

� ≥ 0. Тепер з (9) дiстанемо

0 ≥ M
�
δc − δ∗

��
z0(x)− c

�
I{S}+ M1

�
δc − δ∗

�
I{S, f0(~x) = 0} ≥ 0,
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звiдки

M0

�
δc − δ∗

��
z(x)− c

�
I{S} = 0, M1

�
δc − δ∗

�
I{S, f0(x) = 0} = 0. (11)

Але згiдно з означенням множини S i (10) маємо
�
δc − δ∗)

�
z(x)− c

�
> 0 на множинi

S, а тодi перша рiвнiсть в (11) є можливою лише тодi, коли P0(S) = 0. Отже,

P0(δ∗(~x) 6= δc(~x)) = P0(S) = 0. (12)

З другої рiвностi в (11) маємо

0=M1

�
δc−δ∗

�
I{S, f0(~x)=0}=

Z

Rn

�
δc(v)−δ∗(v)

�
I{S, f0(v)=0}f1(v)dv=

=

Z

Rn

�
δc(v)− δ∗(v)

�
I{S, f1(v) > 0, f0(x) = 0}f1(v)dv. (13)

На множинi S ∪{~x : f1(~x) > 0, f0(~x) = 0} маємо (це випливає з першої рiвностi в (10))
δc − δ∗ > 0 i тому тепер з (13) випливає

0=

Z

Rn

I{S, f1(v) > 0, f0(v) = 0}f1(v)dv=

Z

Rn

I{S, f0(v) = 0}f1(v)dv=M1I{S, f0(x) = 0}.

Звiдси та з рiвностi P0(S) = 0 (яку ми це вже довели вище) дiстаємо

P1(S) = M1IS(~x) = M0IS(~x)z0(~x) + M1I{S, f0(~x) = 0} = 0,

а отже P1(δ∗(~x) 6= δc(α)(~x)) = 0, що завершує доведення леми.

Зробимо кiлька зауважень до доведеної леми.

Зауваження 2. В лемi 1 найпотужнiший тест збудований для 0 < α < α , але
це обмеження не є принциповим. Можна довести (див. [14] ), що для α = 0 тест
δ1
∞(~x) = I{z0(~x) = ∞} є найпотужнiшим, а для α ∈ [α, 1] найпотужнiшим тестом є

δ0(~x) = I{z0(~x) > 0}+
α− α

1− α
I{z0(~x) = 0}.

Отже лема Неймана -Пiрсона справедлива для всiх можливих рiвнiв значимостi
тесту.

Зауваження 3. Якщо умова C не виконується (наприклад, розподiл генеральної
сукупностi ξ є дискретним), то c(α) з (3) може не iснувати. В цьому випадку c(α)
потрiбно визначити наступним чином

c(α) = inf{t ≥ 0 : P0(z0(~x) ≥ t)} ≥ α.

Нехай для так визначеного c(α) справедлива умова P0(z0(~x) = c(α)) = 0. Ця умова
не є iстотним обмеженням для конструкцiї найпотужнiшого тесту, бо вона може по-
рушуватись не бiльше нiж для злiченої кiлькостi чисел c(α), а це означає, що завжди
можна добитися виконання цiєї умови змiнивши в разi потреби α. Тодi найпотужнi-
ший тест для цiєї ситуацiї буде такий самий як i у випадку виконання умови C.
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13.1.1 Тест Неймана -Пiрсона
З фундаментальної леми Неймана -Пiрсона випливає, що коли виконується умова C,
то для 0 < α < α iснує тест вигляду

δc(α)(~x) = I{z0(~x) > c(α)}, (14)

де z0(~x) = f1(~x)/f0(~x), а стала c ≥ 0 є найменшим коренем рiвняння

P0(z0(~x) ≥ c(α)) = α, (15)

i цей тест є найпотужнiшим тестом рiвня α. Якщо взяти до уваги зауваження 3, то
цей тест буде найпотужнiшим i без умови C ( але, взагалi кажучи, не для всiх α).

Будемо називати цей тест Тестом Неймана - Пiрсона або тестом вiдношення
вiрогiдностi. Отже, з леми Неймана-Пiрсона та зауваження 3 маємо

Наслiдок 1.

а) Нехай має мiсце умова С i 0 < α < α. Найпотужнiший тест на рiвнi α для
перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1 має вигляд

δc(α)(~x) = I{z0(~x) = f1(~x)/f0(~x) > c(α)}, (16)

де стала c ≥ 0 є найменшим коренем рiвняння

P0(z0(~x) ≥ c(α)) =

Z

Rn
I{f1(~x)/f0(~x) ≥ c(α)}f0(~x)d~x = α. (17)

б) Нехай умова С не виконується, то для 0 < α < α найпотужнiший тест на
рiвнi α для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1 знову має вигляд
(16), де стала c(α) ≥ 0 така, що c(α) = inf{t ≥ 0 : P0(z0(~x) ≥ t)} ≥ α, i
P0(z0(~x) = c(α)) = 0.

Отже, нам потрiбно знайти c(α) потiм по вибiрцi x1, ..., xn вираховати f1(~x)/f0(~x)
i тодi процедура перевiрки виглядає так

f1(~x)

f0(~x)

8
<
:

≤ c(α), приймаємо H0,

> c(α), вiдхиляємо H0.
(18)

Подамо ще формули для похибок першого та другого роду цього тесту

α = P0(z0(~x) > c(α)), β = P1(z0(~x) ≤ c(α)). (19)

Приклад 1.Нехай нульова гiпотеза H0 означає, що вибiрка x1, ..., xn була зроблена
з генеральної сукупностi ξ ∈ N(m0, σ

2), а альтернативна гiпотеза H1 означає, що
ξ ∈ N(m1, σ

2), де параметр σ вiдомий. Побудувати тест Неймана -Пiрсона для
перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1.

Р о з в’ я з о к. Нехай для визначеностi m1 > m0. Маємо

z0(~x) =

nY
i=1

exp{m1 −m0

2σ2
(2xi −m0 −m1)} = exp{m1 −m0

σ2

� nX
i=1

xi − n(m0 + m1)

2

�}

= exp{
√

n(m1 −m0)

σ2

�
η(n) +

√
n(m0 −m1)

2

�}, (20)
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де η(n) = n−1/2Pn
i=1(xi−m0)/σ =

√
n(x(n)−m0))/σ. В данiй ситуацiї, як це неважко

перевiрити, α = 1. При гiпотезi H0 випадкова змiнна η(n) має розподiл N(0, 1), тобто,

P(η(n) < x/H0) = P0(η(n) < x) = Φ(x).

Умова C виконується, оскiльки функцiя

P{f1(ξ)/f0(ξ) < t/H0} =
1√
2πσ

Z ∞

−∞
I{e

(m1−m0)(2x−m0−m1)
2σ2 < t}e−

(x−m0)2

2σ2 dx =

=
1√
2πσ

Z ∞

−∞
I{2x−m0 −m1 <

2σ2 ln t

m1 −m0
}e−

(x−m0)2

2σ2 dx =

=
1√
2πσ

m0+m1
2 + 2σ2 ln t

2(m1−m0)Z

−∞

e
− (x−m0)2

2σ2 dx

є неперервною вiдносно t > 0. Тепер з (20) маємо

P0(z0(~x) < t) = P0(η(n) <
σ2 ln t√

n(m1 −m0)
−
√

n(m0 −m1)

2σ
)

= Φ
� σ2 ln t√

n(m1 −m0)
−
√

n(m0 −m1)

2σ

�
,

а отже рiвняння для c(α) виглядає так

Φ
� σ2 ln c√

n(m1 −m0)
−
√

n(m0 −m1)

2σ

�
= 1− α,

звiдки

c(α) = exp{
√

n(m1 −m0)

σ2

�
k(1− α) +

√
n(m0 −m1)

2σ

�
}.

де k(1 − α) є квантиль рiвня 1 − α для розподiлу N(0; 1). Згiдно з (18) приймаємо
гiпотезу H0 якщо

e

√
n(m1−m0)

σ2

�
η(n)+

√
n(m0−m1)

2σ

�
≤ e

√
n(m1−m0)

σ2

�
k(1−α)+

√
n(m0−m1)

2σ

�
,

що рiвнозначне η(n) ≤ k(1− α). Отже маємо

√
n

x(n)−m0

σ

8
<
:

≤ k(1− α), приймаємо H0,

> k(1− α), вiдхиляємо H0.

13.2 Тест Неймана-Пiрсона для середнього значення
та дисперciї

13.2.1 Тест для середнього значення
Приклад 1.Дослiджувана характеристика ξ має розподiл N(m, σ2) при вiдомому σ.
Нехай головна гiпотеза i альтернативна будуть такими

H0 : m = m0, H1 : m = m1 > m0.
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Найпотужнiший тест для перевiрки цих гiпотез було побудовано вище (при-
клад 1) i має вiн наступну форму

√
n

x(n)−m0

σ

8
<
:

≤ k(1− α), приймаємо H0,

> k(1− α), вiдхиляємо H0.

де k(1− α)-квантиль рiвня 1− α розподiлу N(0, 1).

Точно так само можемо розглянути наступну ситуацiю

Приклад 2.Дослiджувана характеристика ξ має розподiл N(m, σ2) при вiдомому σ.
Головна гiпотеза i альтернативна є такими

H0 : m = m0, H1 : m = m1 < m0.

Найпотужнiший тест для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1 тепер
буде таким

√
n

x(n)−m0)

σ

8
<
:

≥ −k(1− α), приймаємо H0,

< −k(1− α), вiхиляємо H0.

де k(1− α)-квантиль рiвня 1− α розподiлу N(0, 1).

13.2.2 Тест для дисперсiї
Приклад 3.

Дослiджувана характеристика ξ генеральної сукупностi має розподiл N(m, σ2)
при вiдомому m. Гiпотези головна i альтернативна є такими

H0 : σ2 = σ2
0 , H1 : σ2 = σ2

1 > σ2
0 .

Перевiрка гiпотези про дисперсiю вiдбувається в спосiб, подiбний до того, що i
для значення середньої. Для вiдношення вiрогiдностi маємо

z0(~x) =
f(~x, σ1)

f(~x, σ0)
=
�σ0

σ1

�n
exp{

nX
i=1

(xi −m)2
σ2

1 − σ2
0

2σ2
1σ2

0

}

i тест Неймана-Пiрсона тепер виглядає так

δ∗ = I{�σ0

σ1

�n
exp{

nX
i=1

(xi −m)2
σ2

1 − σ2
0

2σ2
1σ2

0

} > c}, (21)

де для сталої c ≥ 0 маємо рiвняння

P(
�σ0

σ1

�n
exp{

nX
i=1

(xi −m)2
σ2

1 − σ2
0

2σ2
1σ2

0

} > c
�
H0) = α. (22)

Означимо статистику U(n) =
Pn

i=1

�
xi−m

σ0

�2

, яка за умови, що має мiсце гiпотеза H0,
має розподiл хi-квадрат з n степенями свободи. Пiсля простих перетворень з (21),
(22) маємо

δ∗ = I{U(n) > c(α)}, P(U(n) > c(α)
�
H0) = α, (23)
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де c(α) =
�
ln c + n ln

�
σ1
σ0

�� 2σ2
1

σ2
1−σ2

0
. Оскiльки, як уже було сказано, статистика U(n)

має при гiпотезi H0 розподiл хi-квадрат з n степенями свободи, то з (23) отримуємо
наступний тест для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1

Pn
i=1(xi −m)2

σ2
0

8
<
:

≤ k(1− α, n), приймаємо H0,

> k(1− α, n), вiдхиляємо H0,

де k(1− α, n)-квантиль рiвня 1− α розподiлу хi-квадрат з n степенями свободи.
I з конструкцiї випливає, що цей тест буде найпотужнiшим тестом рiвня α.

Точно так само можемо розглянути наступну ситуацiю

Приклад 4.
Дослiджувана характеристика ξ генеральної сукупностi має розподiл N(m, σ2)

при вiдомому m. Гiпотези головна i альтернативна є такими

H0 : σ2 = σ2
0 , H1 : σ2 = σ2

1 < σ2
0 .

Тест Неймана-Пiрсона для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1 вигля-
дає тепер так

Pn
i=1(xi −m)2

σ2
0

8
<
:

≥ k(α, n), приймаємо H0,

< k(α, n), вiдхиляємо H0,

де k(α, n)-квантиль рiвня α розподiлу хi-квадрат з n степенями свободи.

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що умова С гарантує, що змiнна f0(ξ)/f1(ξ) має неперервну функцiю
розподiлу на (0;∞) при гiпотезi H1.

2. Маємо послiдовнiсть незалежних експериментiв типу 0-1 з ймовiрнстю "успiху"
p. Побудувати тест Неймана- Пiрсона для перевiрки головної гiпотези H0 :
p = 0, 05 проти альтернативи H1 : p = 0, 02 i визначити найменшу кiлькiсть
експериментiв, яка б гарантувала, що похибки першого та другого роду не
будуть бiльшими нiж 0.01.

3. Побудувати тест Неймана- Пiрсона для генеральної сукупностi з розподiлом
1− e−λx, x ≥ 0, якщо гiпотеза головна H0 : λ = 5, а альтернативна H1 : λ = 6.

4. Побудувати тест Неймана- Пiрсона та перевiрити гiпотезу, що вибiрка 0.45; -
0,104; -0,315; 0,186 -0,164 взята з розподiлу рiвномiрного на вiдрiзку [-0,5; 0,5]
проти альтернативи, що вона походить з розподiлу N(0; 0, 005).
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В цьому роздiлi наша увага буде концентрована на описанi конкретних тестiв для
перевiрки головної гiпотези (або нульової) H0 проти гiпотези альтернативної H1. Цi
гiпотези стосуються генеральної сукупностi ξ (вона може бути векторною), з якої ма-
ємо вибiрку x1, ..., xn. Подiбно до ситуацiї з оцiнкою параметрiв, де навiть для одного
параметра можемо запропонувати рiзнi оцiнки, для перевiрки тих самих гiпотез мо-
жемо застосовувати рiзнi тести. Тому кiлькiсть рiзних тестiв завелика, щоб подати
навiть їх короткий опис в одному пiдручнику. З цiєї причини головна частина цього
роздiлу буде присвячена тестам, якi з нашої точки зору, є найважливiшими оскiльки
цi тести найчастiше використовуються в застосуваннях. Для iнших тестiв буде по-
дано лише їх короткий опис i посилання на лiтературу, де зацiкавлений читач може
знайти бiльше iнформацiї на цю тему.

Наш опис почнемо з тестiв значимостi.
В практицi часто маємо справу з ситуацiєю, в якiй на пiдставi значень хара-

ктеристики хочемо перевiрити гiпотезу, що деякий параметр цiєї характеристики,
наприклад, її середнє значення, дисперсiя тощо, набувають деяких конкретних зна-
чень. В iнших ситуацiях маємо кiлька незалежних вибiрок для рiзних характеристик,
вiдносно яких нас цiкавить деякий параметр (наприклад, середнє значення), i ми хо-
чемо перевiрити гiпотезу, що цей параметр для тих рiзних характеристик є такий
самий. Тому в цьому параграфi головна гiпотеза H0 завжди буде стосуватися зна-
чення параметра, i найчастiше це буде проста гiпотеза тобто, вона буде стосуватися
конкретного значення параметра. Тести, якi призначенi для перевiрки таких гiпотез,
називають тестами значимостi.

Як побачимо далi, для деяких, важливих з точки зору практики, параметрiв,
можемо сконструювати найкращi тести (тобто найпотужнiшi) на пiдставi загальної
теорiї, розвинутої в попередньому роздiлi. Однак може трапитися так, що констру-
кцiя найпотужнiшого тесту є складною або для даної альтернативної гiпотези такого
тесту просто немає. В такiй ситуацiї будуємо критичну множину таким чином, щоб
за припущення вiрностi гiпотези H0 ймовiрнiсть потрапляння тестової статистики
до цiєї множини була ≤ α, де α рiвень значимостi тесту. Тодi похибку другого ро-
ду зазвичай не вираховуємо i, якщо тестова статистика не потрапить до критичної
множини, то немає пiдстав для вiдкидання гiпотези H0 тобто, приймаємо H0 (що,
очевидно, ще не означає, що ця гiпотеза є вiрною).

Конструювання тестiв значимостi (i не лише їх) є простiшим, коли вдасться зна-
йти тестову статистику S(~x) з вiдомим (за умови, що гiпотеза H0 вiрна) розподi-
лом. Iнакше майже єдиним способом конструювання таких тестiв будуть граничнi
теореми. Так, якщо P(S(~x) < z

�
H0) = G(z), то тодi найчастiше в якостi кри-

тичної множини вибираємо множину вигляду [a, b], −∞ ≤ a < b ≤ ∞ так, щоб
G(b)−G(a) = 1− α (нехай для визначеностi функцiя розподiлу G(z) буде неперерв-
ною). Тодi P(S(~x) ∈ [a, b]

�
H0) = 1−α, що означає, що коли α достатньо мале, то для

конкретної вибiрки ~x = (x1, ..., xn) число S(~x) з великою ймовiрнiстю потрапляє до

263
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вiдрiзка [a, b] за умови, що гiпотеза H0 є вiрною. Тому, якщо для конкретної вибiрки
значення статистики S(~x) лежать в [a, b], то немає пiдстав не вiрити, що гiпотеза H0

є фальшива i тому приймаємо її. I навпаки, якщо S(~x) 6∈ [a, b], то трапилася подiя
малої ймовiрностi α, що при вiрнiй гiпотезi H0 було б майже неможливим. Тобто, в
цiй ситуацiї маємо значнi пiдстави для сумнiвiв щодо вiрностi гiпотези H0. Як вже
говорили, знаходження похибки другого роду при такому пiдходi часто є завданням
важким i тому зазвичай вона не вираховується.

Почнемо описання тестiв значимостi з найважливiших параметрiв. Тести будемо
подавати, як це прийнято, в наступному виглядi: тестова статистика S i критична
множина K. I тодi якщо для конкретної вибiрки ~x = (x1, x2, ..., xn) обчисливши S(~x)
маємо S(~x) 6∈ K– то немає пiдстав не прийняти гiпотезу H0 (i ми її приймаємо).
Iншими словами, данi з вибiрки не суперечать гiпотезi H0 i у нас немає пiдстав не
вiрити, що вона дiйсно правдива. А якщо S(~x) ∈ K, то вважаємо, що данi з вибiрки
суперечать гiпотезi H0 i ми її вiдкидаємо. В цiй другiй ситуацiї, як ми вже знаємо,
часто говорять так "вiдкидаємо гiпотезу H0 на користь H1". В практицi це ще не
означає що вiдкинувши H0 ми приймаємо H1. Справа в тому, що в якостi H0 ми як
правило вибираємо гiпотезу, правдивiсть якої для нас є бажаною. А тому якщо данi
суперечать нашiй гiпотезi, то ми найчастiше формулюємо нову головну гiпотезу i
повторюємо все спочатку.

14.1 Тести значимостi.

14.1.1 Тести значимостi для середнього значення.
В цiй ситуацiї головна гiпотеза є H0 : {Mξ = m = m0}, тобто значення математично-
го сподiвання дослiджуваної характеристики ξ дорiвнює даному числу m0, а в якостi
альтернативної гiпотези H1 зазвичай приймається одна з наступних

а) m 6= m0, б) m > m0, в) m < m0.

Для конструювання тесту використовуємо статистику x(n) = n−1Pn
i=1 xi, i нам

буде зручно розглядати наступнi моделi.

Модель М 1. Дослiджувана характеристика ξ має розподiл N(m, σ2) при вiдомому
σ.

В цiй ситуацiї тестова статистика буде такою

U(n) =
√

n
x(n)−m0

σ
, (1)

яка при гiпотезi H0 має розподiл N(0, 1).
В прикладах ??, ?? с. ?? були розглянутi ситуацiї альтернативної гiпотези б) i

в) i було доведено, що в ситуацiї б) критична множина має вигляд (k(1 − α),∞), де
Φ(k(1−α) = 1−α i Φ(x) є стандартний нормальний розподiл а в ситуацiї в) критична
множина має вигляд (−∞,−k(1− α)) i цi тести є найпотужнiшими.

Якщо альтернативна гiпотеза має вигляд a), то, як уже говорилося, в цiй ситуацiї
найпотужнiшого тесту не iснує (див. текст пiсля висновку ?? с. ??). Тому дiємо так,
як було сказано на початку цього пiдроздiла. Маємо

P(
��√n

x(n)−m0

σ

�� ≤ x
�
H0) = Φ(x)− Φ(−x) = 2Φ(x)− 1
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i якщо взяти в цiй рiвностi замiсть x квантиль рiвня 1 − α/2 розподiлу N(0, 1), то
отримаємо

P(
��√n

x(n)−m0

σ

�� ≤ k(1− α/2)
�
H0) = 1− α

i, отже, ймовiрнiсть, що при вiрнiй гiпотезi H0 статистика U(n) потрапить в iнтервал
(−∞,−k(1 − α/2) ∪ (x(1 − α/2),∞), дорiвнює α. Тому процедура перевiрки гiпотези
H0 вiдносно альтернативи H1 виглядає так

√
n

x(n)−m0)

σ

8
<
:

∈ [−k(1− α/2), k(1− α/2)], приймаємо H0,

6∈ [−k(1− α/2), k(1− α/2)], вiдхиляємо H0,

де k(1− α/2)- квантиль рiвня 1− α/2 розподiлу N(0, 1).
Отже, для моделi M1 маємо тестову статистику з (2), а критичною множиною у

випадку альтернативної гiпотези a) є
�−∞,−k(1−α/2)

�∪ �k(1−α/2),∞�], у випадку
б) —

�
k(1 − α),∞�, а у випадку в)—

�−∞,−k(1 − α)
�
, де k(γ) є квантиль рiвня γ

стандартного нормального розподiлу. У випадках б), в) тести є найпотужнiшими.

Модель М2. Дослiджувана характеристика ξ має розподiл N(m, σ2) при невiдомо-
му σ.

В цiй ситуацiї тестова статистика буде такою

U(n) =
√

n− 1
x(n)−m0

S(n)
, (2)

де S2(n) = n−1Pn
i=1(xi−x(n))2 є варiацiєю з вибiрки. Тепер вiдношення вiрогiдностi

вже не буде монотонним вiдносно даної статистики, a тому пiдхiд з моделi М1 не
може бути застосованим. Але з теореми Фiшера випливає, що статистика (2) при гiпо-
тезi H0 має розподiл Стьюдента з n−1 степенями свободи, i тому можемо застосувати
такий пiдхiд до конструювання тесту, який застосовувався в моделi М1 для альтер-
нативної гiпотези a), тобто вiдповiднi критичнi множини будуть визначенi за допо-
могою вiдношень P(|U(n)| > x

�
H0) = α, P(U(n) > x

�
H0) = α, P(U(n) < x

�
H0) = α

для альтернативноих гiпотез а) б) та в) вiдповiдно.
Отже, тестова статистика для моделi М1 задається формулою (2), а критичною

множиною у випадку альтернативної гiпотези a) є
�−∞,−k(1− α/2, n− 1)

� ∪ �k(1−
α/2, n − 1),∞�, у випадку б) —

�
k(1 − α, n − 1),∞�, а у випадку в) —

�−∞,−k(1 −
α, n − 1)

�
, де k(γ, n − 1) є квантиль рiвня γ розподiлу Стьюдента з n − 1 степенями

свободи.

Модель М 3. Дослiджувана характеристика ξ має довiльний розподiл з невiдомим
значенням середньої m i зi скiнченою, але невiдомою, дисперсiєю σ2.

В цьому випадку ми, як правило, не маємо статистики з вiдомим розподiлом. А
тому застосуємо пiдхiд, що спирається на граничнi теореми. З цього випливає, що
вибiрка повинна бути великою (n ≥ 30).

Для перевiрки цiєї гiпотези використовуємо статистику з моделi M 1 в якiй як
невiдоме значення σ приймається оцiнка для σ. Тому розглянемо статистику

U(n) =
√

n
x(n)−m0

S(n)
. (3)
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Так само як i в прикладi 3 с.219 показуємо, що за умови правдивостi гiпотези H0,
асимтотичний розподiл цiєї статистика є нормальний стандартний, i отже для вели-
ких n

P(
√

n
x(n)−m0

S(n)
< x

�
H0) ≈ Φ(x).

Останнє вiдношення служить для конструювання тесту, який тепер виглядає пра-
ктично так само, як i в першiй моделi. Тестова статистика задається формулою (3)
i у випадку альтернативної гiпотези a) критичною множиною є

�−∞,−k(1− α/2)
� ∪�

k(1 − α/2),∞�, у випадку б)—
�
k(1 − α),∞�, а у випадку в)—

�−∞,−k(1 − α)
�
, де

k(γ) є квантиль рiвня γ стандартного нормального розподiлу.

Приклад 1. Вибрано незалежним чином 10 фермерських господарств в певному
регiонi i отримана наступнi данi про урожайнiсть пшеницi в цих господарствах:
44, 5; 45, 0; 47, 4; 43, 4; 46, 0; 43, 8; 48, 1; 43, 0; 46, 4; 47, 7 (ц/г). Припускаємо, що уро-
жайнiсть має нормальний розподiл N(m, σ2). Вiдомо що середня урожайностi за
минулий рiк яка становила 45, 1 (ц/г). Чи можна стверджувати, що цьогорiчна
середня урожайнiсть в цiлому регiонi є вища? Рiвень значимостi взяти α = 0.005.

Р о з в’ я з о к. Ясно що в цьому випадку ми маємо справу з моделлюM2. Гiпотеза
головна є H0 : m = 45, 1, а гiпотеза альтернативна буде наступною H1 : m > 45, 1.

Статистика тестова подана в (2), а критична множина є такою
�
k(0, 995; 9),∞�,

де k(0, 995; 9) є квантиль рiвня 0, 995 розподiлу Стьюдента з 9–ма степенями свободи.
Маємо x(10) = 45, 53, S2(10) = 3, 11, S(10) = 1, 76. Порахуємо тепер статисти-

ку тестову (2). Маємо U(10) =
√

9(45, 53 − 45, 1)/1, 76 = 0, 73. З таблиць знаходимо
квантиль k(0, 995; 9) = 3, 25. Оскiльки U(10) = 0, 73 < 3, 25, то належить прийняти гi-
потезу H0, а це означає, що отриманi врожаї не дають пiдстав (на 95%) стверджувати,
що цьогорiчна врожайнiсть вища нiж минулорiчна.

14.1.2 Перевiрка гiпотез про рiвнiсть середнiх значень
двох популяцiй

В дослiдженнях з погляду на певну характеристику в двох сукупностях часто виникає
потреба перевiрки гiпотези про рiвнiсть значень середньої цiєї характеристики або про
однаковий (чи рiзний) ступiнь розсiяння значень дослiджуваної характеристики.

Розглянемо такий приклад.

Приклад 2.
Серед учнiв другого класу двох шкiл вибрано вiдповiдно по 15 та 18 осiб i порахо-

вано середню з оцiнок, отриманих у семестрi для кожного з учнiв. Отримано такi
результати:

для учнiв першої школи: 3, 45; 4, 13; 2, 95; 3, 06; 4, 05; 4, 09; 4, 20; 3, 90; 3, 11; 2, 90; 2, 84;
4, 75; 4, 10; 3, 87; 3, 92;

для учнiв другої школи: 3, 54; 3, 13; 3, 94; 3, 16; 3, 05; 4, 39; 4, 22; 2, 90; 3, 31; 2, 95; 2, 74;
4, 65; 4, 17; 3, 80; 3, 95; 3, 82; 4, 2; 3, 4.

Припускаючи, що середнi результати оцiнок мають нормальнi розподiли, пере-
вiрити на рiвнi значимостi α = 0, 01 гiпотезу, що середнi значення оцiнок учнiв з
тих шкiл є однаковi проти альтернативної гiпотези, що вони рiзнi.
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Цю задачу розв’яжемо пiзнiше, а зараз зауважимо, що задачi такого вигляду,
тобто коли потрiбно порiвнювати значення середнiх двох характеристик, часто зу-
стрiчаються в медицинi, сiльському господарствi, метрологiї та iнших областях. В
цiй частинi опишемо типовi пiдходи до дослiдження таких проблем. Оскiльки для
нас поняття ”характеристика” i ”генеральна популяцiя” є синонiмами i є очевидним,
що порiвнювати можемо лише однаковi характеристики (наприклад температуру з
температурою, урожай з урожаєм тощо), то в цiй частинi завжди вважаємо, що коли
говоримо ”двi характеристики ξ i η”, то одразу припускаємо, що цi характеристики
мають однакову природу i значення цих характеристик вимiрювались незалежним
способом.

В цьому пiдроздiлi розглянемо середнє значення характеристик, а в наступно-
му дисперсiї. Як i вище, зручно подавати рiзнi ситуацiї з допомогою формальних
математичних моделей.

Отже, нехай маємо двi генеральнi сукупностi ξ, η i x1, ..., xn є вибiркою з першої
сукупностi, а y1, ..., ym з другої. Нехай m1 = Mξ i m2 = Mη. Потрiбно перевiрити
гiпотезу H0 : m1 = m2, тобто, що середнi значення обох популяцiй є рiвними, проти
однiєї з альтернатив

a) H1 : m1 6= m2, б) H1 : m1 > m2, в) H1 : m1 < m2.

Почнемо з найпростiшої ситуацiї, яка представлена наступною моделлю.

Модель ММ1. Дослiджуванi характеристики ξ, η мають вiдповiдно розподiли
N(m1, σ

2
1), N(m2, σ

2
2) з вiдомими σ1, σ2.

Статистика

U(n, m) =
x(n)− y(m)q

σ2
1

n
+

σ2
2

m

, (4)

де x(n) = n−1Pn
i=1 xi, y(m) = m−1Pm

i=1 yi, за умови справедливостi гiпотези H0

має стандартний нормальний розподiл. Це випливає з теореми 1 с. 172. I тепер у
вже звичний спосiб маємо тест для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи H1.
Тестова статистика описана в (4), а у випадку альтернативної гiпотези a) критичною
множиною є

�−∞− k(1 − α/2)
� ∪ �k(1 − α/2),∞�, у випадку б)—

�
k(1 − α),∞�, а у

випадку в)—
�−∞,−k(1−α)

�
, де k(1−α/2), k(1−α) є вiдповiдно квантилями рiвнiв

1− α/2 i 1− α стандартного нормального розподiлу.

Модель ММ2. Дослiджуванi характеристики ξ, η мають вiдповiдно розподiли
N(m1, σ

2), N(m2, σ
2) з невiдомими (але однаковими для обох характеристик) σ.

В такiй моделi статистика

U(n) =
x(n)− y(m)q

nS2(x)+mS2(y)
n+m−2

n+m
nm

, (5)

де S2(x) = n−1Pn
i=1(xi − x(n))2, S2(y) = m−1Pm

i=1(yi − y(m))2, за припущення
справедливостi гiпотези H0 має розподiл Стьюдента з n + m − 2 степенями свобо-
ди i, отже тест для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи H1 є наступним:
тестова статистика подана в (5), а у випадку альтернативної гiпотези a) критичною
множиною є

�−∞− k(1−α/2, n + m− 2)
�∪ �k(1−α/2, n + m− 2),∞�, у випадку б)—�

k(1−α, n+m−2),∞�, а у випадку в)—
�−∞,−k(1−α, n+m−2)

�
, де k(γ, n+m−2)

є квантиль рiвня γ розподiлу Стьюдента з n + m− 2 степенями свободи.
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Модель ММ3. Дослiджуванi характеристики ξ, η мають вiдповiдно розподiли
N(m1, σ

2
1), N(m2, σ

2
2) з невiдомими σ1, σ2.

Тест, який опишемо нижче, зазвичай застосовується для малих вибiрок (n, m ≤
30). Iнакше можемо застосувати модель ММ1, де замiсть невiдомих σ2

1 , σ2
2 вставимо

їх оцiнки S2(x), S2(y).
Для перевiрки гiпотези H0 застосуємо тест, що спирається на статистику (Ко-

храна i Коха)

U =
x(n)− y(m)q
S2(x)
n−1

+ S2(y)
m−1

, (6)

де x(n), y(m), S2(x), S2(y) є такими ж, як i вище.
Розподiл цiєї статистики невiдомий, оскiльки вiн залежить вiд вiдношення σ1/σ2,

але для числа

z(α/2, n, m) =

S2(x)
n−1

k(1− α/2, n− 1) + S2(y)
m−1

k(1− α/2, m− 1)

S2(x)
n−1

+ S2(y)
m−1

, (7)

де k(1−α/2, n−1), k(1−α/2, m−1), є квантилями рiвня 1−α/2 розподiлу Стьюдента
з вiдповiдно n− 1, m− 1 степенями свободи, маємо

P(|U | > z(α/2, n, m)
�
H0) ≈ α.

Якщо в цих вiдношеннях замiнити α/2 на α, то буде P(U > z(α, n, m)
�
H0) ≈ α при

альтернативi m1 > m2 i P(U < z(α, n, m)
�
H0) ≈ α при альтернативi m1 < m2. З цього

випливає, що тест для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи H1 виглядає так.
Тестова статистика описана в (6) i у випадку альтернативної гiпотези a) критичною
множиною є

�−∞,−z(α/2, n, m)
� ∪ �z(α/2, n, m),∞�, у випадку б)—

�
z(α, n, m),∞), а

у випадку в) — (−∞,−z(α, n, m)).

Повернемося до прикладу 2.
Зрозумiло, що в цiй ситуацiї ми маємо справу з моделлю ММ3, а тому порахуємо

перш за все значення z(α/2, n, m)=z(0, 005; 15; 18). Зробивши необхiднi пiдрахунки
маємо (значення з буквою x вiдносяться до першої вибiрки, а з y-до другої.)

x(15) = 3, 688, y(18) = 3, 629, S2(x) = 0, 323 S2(y) = 0, 311.

З таблицi 3 в кiнцi посiбника знаходимо k(0, 995; 14) = 2, 977, k(0, 995; 17) = 2, 898 i
отже

z(0, 005, 15, 18) =

�
0, 323

14
× 2, 977 +

0, 311

17
× 2, 898

�
:

�
0, 323

14
+

0, 311

17

�
= 2, 942.

Тепер пiдрахуємо значення статистики з (6)

U =
3, 688− 3.629q

0,323
14

+ 0,311
17

= 0, 290.

Оскiльки 0, 29 ∈ (−2, 942; 2, 942), то у нас немає пiдстав стверджувати, що рiзниця
мiж середнiми з оцiнок в цих школах є iстотною.
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ЗАВДАННЯ

У всiх поданих нижче задачах за рiвень тесту брати α = 0, 05.

1. Вiдомо, що генеральна сукупнiсть має розподiл N(m, σ2). На пiдставi вибiрки
1,2; 1,6; 1,0;1,9;1,4;1,7;1,0;1,5; 1,4 перевiрити:
а) гiпотезу H0 : m = 2 проти альтернативи H1 : m 6= 2 якщо додатково вiдомо,
що σ = 2;
б) гiпотезу H0 : m = 2 проти альтернативи H1 : m < 2, якщо σ невiдоме.

2. Замiряно пробiг 100 автомобiльних скатiв певного типу, якi були знятi з екплу-
атацiї, i отримано наступнi результати

пробiг (тис.км) 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 45-50
кiлькiсть скатiв 5 10 17 20 38 10

Перевiрити гiпотезу, що середнiй час пробiгу скатiв є 43 т.км проти альтерна-
тиви, що цей час є меншим вiд 43 т.км.

3. Помiряно максимальну ємнiсть 20-ти конденсаторiв i отримано результати (в
pF) : 55,1; 67,3; 54,6; 52,2; 58,4; 50,4; 70,1; 55,3; 57,6; 62,5; 65,2; 68,4; 54,5; 56,7;
53,5; 61,6; 59,6; 49,0; 63,7; 58,1. Припускаючи, що ємнiсть має рзподiл N(m, σ2)
перевiрити гiпотезу H0 : σ2 = 6, 25 проти альтернативи H1 : σ2 < 6, 25, якщо:
а) вiдомо, що m = 60; б) m теж є невiдоме.

4. Для перевiрки ефективностi нових лiкiв проведено експеримент на двох групах
мишей. Тривалiсть життя мишей з першої групи (6 мишей), якiй давали цi
лiки, виявилась наступною (в роках): 2,2; 3.2; 0,9; 4,1; 2,7; 1,9. Другiй групi (5
мишей) цi лiки не подавалися i їх тривалiсть життя була така: 1,8; 0,7; 4,9; 3,5;
1,2. Важаючи, що тривалiсть життя всiх мишей має розподiл нормальний з
однаковою дисперсiєю, перевiрити гiпотезу, що новi лiки збiльшують середню
тривалiсть життя мишi.

5. Для продукцiї певного виробу запропоновано двi технологiї. Для кожної з них
замiряли кiлькiсть сировини, використану на одиницю кiнцевого продукту i
отримали такi результати: для першої технологiї 4, 1; 3, 9; 2, 9; 3, 1; 4, 0, а для
другої– 4, 1; 1, 8; 5, 2; 1, 7. Перевiрити гiпотези, що для обох технологiй:
а) дисперсiї використання сировини такi самi;
б) середня кiлькiсть використаної сировини така сама

6. Два спортсмени показали наступнi результати в стрибках в довжину (в ме-
трах):
перший спортсмен: 7,06; 7,13; 7,51; 6,98;7,28; 7,68; 7,8; 6,95;
другий спортсмен: 8,13; 8,07; 7,27; 8,18; 7,72; 7,93; 8,02; 8,03; 7,68.
Перевiрити гiпотезу, що результати цих спортсменiв однаково стабiльнi (тобто
дисперсiї їхнiх результатiв iстотно не вiдрiзняються).

7. Зроблено контрольний замiр ваг порцiйних лiкiв, якi дозуються двома автома-
тами i отримано результати (в гр.) для першого автомату: 5,23; 5,27; 5,31; 5,44;
5,21; 54,3; 5,34; 5,46; 5,43; 5,41; для другого: 6,21; 6,37; 6,31; 6,44; 6,25; 6,43; 6,34;
6,46; 6,33; 6,31. Вiдомо, що вага лiкiв розподiлена нормально. Використовую-
чи тести Фiшера та тест t- Стьюдента перевiрити гiпотезу про те що обидва
автомати працюють з однаковою докладнiстю, тобто що дисперсiї однаковi.
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а) Середнi ваги лiкiв вiдома i рiвна 5,35 для першого автомата i 6,34 для дру-
гого
б) Середнi ваги лiкiв теж невiдомi.
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В цьому пiдроздiлi ми розглянемо тести трохи iншої природи нiж в попередньому.
Там на пiдставi вибiрки ми шукали пiдтвердження (чи не пiдтвердження) нашого
припущення вiдносно значення деякого параметра (чи параметрiв). Ми перевiряли
"iстотнiсть" або "значимiсть" нашого припущення тобто, iншими словами, чи по-
пуляцiя генеральна з таким значенням параметра може генерувати дану вибiрку. В
цьому пiдроздiлi головна гiпотеза буде полягати в тому, що генеральна популяцiя має
певну властивiсть (позначимо її А) i завдання буде полягати в тому щоб дати вiд-
повiдь на таке питання: чи дана вибiрка може бути породжена популяцiєю, яка має
властивiсть А? Iншими словами чи наша вибiрка не суперечить тому (тобто згiдна
з тим), що генеральна популяцiєю має властивiсть А. Тести, якi дають вiдповiдь на
такi питання називаються тестами згiдностi. .

Одним з найважливiших тестiв згiдностi є тест про вигляд функцiї розподiлу.
Нехай головна гiпотеза буде такою

H0 : {функцiя розподiлу дослiджуваної характеристики є F0(x),

тобто, P(ξ < x) = F0(x)},
де F0(x) є вiдома функцiя розподiлу, а альтернативна гiпотеза є такою

H1 : {функцiя розподiлу дослiджуваної характеристики не є F0(x),

тобто, P(ξ < x) 6= F0(x)}.
Тест, який буде використовуватися для перевiрки цих гiпотез, повинен дослiдити
згiднiсть мiж розподiлом множини значень у вибiрцi i розподiлом теоретичним. Це
ще одне пояснення чому такi тести називаємо тестами згiдностi. Зауважимо також,
що, як це було сказано вище, припускаємо, що теоретична функцiя розподiлу F0(x) є
вiдомою. Але можлива ситуацiя, коли ця функцiя розподiлу залежить вiд невiдомих
параметрiв θ1, ..., θk тобто, не є вiдомою. Коротке описання тестiв згiдностi для такої
ситуацiї подамо також, але головна увага буде зосереджена на випадку вiдомої F0(x).
Робимо це не лише тому, що в цьому випадку дослiдження будуть простiшими, а
також тому, що на практицi частiше маємо справу саме з такою ситуацiєю. Найбiльш
вiдомими тестами згiдностi є тест χ2− Пiрсона, тест Колмогорова, тест Смiрнова та
тест Шапiро -Вiлька.

15.1 Тест χ2-Пiрсона

Для деякого фiксованого натурального k ≥ 2 подiлимо вiсь (−∞, +∞) на k мно-
жин Si, i = 1, ..., k, якi не перетинаються, тобто, R1 = ∪k

i=1Si, SiSj = ∅, i 6= j. Нехай
для визначеностi множини Si будуть iнтервалами вигляду Si = [ai, bi). Порахуємо

P(ξ ∈ Si/H0) = P(ai ≤ ξ < bi/H0) = F0(bi)− F0(ai)
def
= pi.

271
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Ясно, що p1 + ... + pk = 1. Завжди будемо вважати, що множини Si вибранi так, що
pi > 0, i = 1, ..., k. Для фiксованого i процес здiйснення вибiрки можемо представити
як схему Бернуллi: якщо значення потрапить до класу Si, то говоримо, що маємо
успiх, а iнакше невдачу. Тодi, за умови, що гiпотеза H0 є справедливою, ймовiрнiсть
успiху буде pi i середня кiлькiсть успiхiв у такiй схемi буде дорiвнювати npi. Цi числа
для i = 1, 2, ..., k називаємо частотами гiпотетичними. Число

ni =

kX
j=1

χSi
(xj) (1)

є справжня кiлькiсть значення з вибiрки x1, ..., xn, якi потрапили до множини Si i цi
числа для i = 1, 2, ..., k називаємо частотами експериментальними. Iдея Пiрсона по-
лягає в тому, що при справедливiй гiпотезi H0 рiзниця мiж частотами гiпотетичними
i експериментальними не може бути великою. I в якостi мiри розбiжностi ним була
запропонована величина

ζ(n) =

kX
i=1

(ni − npi)
2

npi
. (2)

Наступна теорема, вiдома як теорема Пiрсона, описує асимптотичну поведiнку ви-
падкової змiнної ζ(n) для n →∞.

Теорема 1. Справедливе спiввiдношення

lim
n→∞

P(ζ(n) < x/H0) = χ2
k−1(x), (3)

де χ2
k−1(x), є функцiєю розподiлу хi–квадрат з k − 1 степенями свободи.

На пiдставi цiєї теореми тест для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи
H1 виглядає так: тестова статистика є

ζ(n) =

kX
i=1

(ni − npi)
2

npi

i сам тест тепер виглядає так

kX
i=1

(ni − npi)
2

npi

8
<
:

≤ k(1−α, n− 1), приймаємо H0,

> k(1−α, n− 1), приймаємо H1,
(4)

де χ2
n−1(k(1−α, n− 1)) = 1− α, а α є рiвнем значимостi тесту.

Зауваження 1. На практицi, зазвичай, застосовуємо процедуру групування вибiрки
x1, ..., xn тобто, створюємо розподiльчий ряд i якщо [ai, bi), i = 1, ..., k класи, то тодi
p1 = F0(b1), pi = F0(bi)− F0(ai), i = 2, ..., k − 1, pk = 1− F0(ak), а ni - об’єми класiв.

Як зазначено вище, застосування тесту (4) виглядає так. На пiдставi вибiрки
x1, x2, . . . xn створюємо розподiльчий ряд, як це було описано в пiдроздiлi 2.2. Тодi
в якостi множин Si виступають класи [gi−1, gi), i = 1, ..., k. Але щоб виконувалась
умова ∪k

i=1[gi−1; gi) = R1, то як перший клас потрiбно взяти (−∞, g1), а останнiм
класом буде [gk;∞). Розподiльчий ряд, модифiкований таким чином, виглядає тепер
так
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№ Клас Частоти Ймовiрн. Частоти
класу (гiпотез.) (гiпотез.) (експерим.)

1 [−∞; g1) n1 p1 np1

2 [g1; g2) n2 p2 np2

..... ....... ....... ...... .....
k [gk−1;∞) nk pk npkP

ni=n
P

pi=1

p1 = F0(g1), pk = 1− F0(gk−1),

pi = F0(gi)− F0(gi−1), 2 ≤ i ≤ k − 1.

Далi обраховуємо
Pk

i=1
(ni−npi)

2

npi
i застосовуємо тест (4).

Приклад 1.В якостi прикладу перевiримо гiпотезу, що вибiрка з прикладу 1 c. 165
була зроблена з нормального розподiлу N(5; 0, 8).

Р о з в’ я з о к. Розподiльчий ряд для цiєї вибiрки представлений на с. 1. Зро-
бимо модифiкацiю цього ряду так, як це було описано вище, проведемо необхiднi
обрахунки, результати яких зручно подати у формi наступної таблицi.

№ кла-
су

Класи Частоти
(експе-
рим.)

Ймовiрн.
(теорет.)

Частоти
(гiпотет.)

(ni−npi)
2

npi

1 (−∞; 3, 45) 3 0,027 1,35 2.017
2 [3,45;3,95) 5 0,068 3,4 0.753
3 [3,95;4,45) 8 0.151 7,55 0.027
4 [4,45;4,95) 9 0,229 11.45 0.524
5 [4,95;5,45) 12 0,238 11,9 0.001
6 [5,45;5,95) 8 0,169 8.45 0.024
7 [5, 95;∞ 5 0.118 5.9 0.137P

pi = 1
P

= 3.483

З таблиць беремо квантиль рiвня 1 − 0, 05 = 0, 95 розподiлу χ2
6(x) i маємо k(1 −

0, 05; 6) = 1, 635
Оскiльки 3, 483 > 1, 635, то гiпотеза H0 мусить бути вiдкинута.

15.1.1 Тест Колмогорова
Тест Колмогорова.

Цей тест опирається на iдею порiвняння теоретичного розподiлу F0(x) з емпiри-
чною функцiєю розподiлу, сконструйованою на пiдставi вибiрки x1, ..., xn. Ця функцiя
була описана в пiдроздiлi 8.1 i може бути записана у виглядi

Qn(x) =
1

n

nX
i=1

χ(−∞,x)(xi). (5)

З теореми Гливенка-Кантеллi с. 205 випливає, що

P( lim
n→∞

sup
−∞<x<∞

|Qn(x)− F0(x)| = 0/H0) = 1,
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i отже, малi значення статистики Dn = sup−∞<x<∞ |Qn(x) − F0(x)|, будуть свiдчи-
ти на користь гiпотези H0, а великi значення Dn будуть пiдставою для вiдкидання
гiпотези H0. Якщо функцiя розподiлу F0(x) є неперервною, то з теореми 5 с. 206
отримуємо limn→∞P(

√
nDn < z/H0) = K(z, де K(z) є функцiєю розподiлу Колмо-

горова.
Тест згiдностi Колмогорова виглядає так

√
nDn

8
<
:

≤ k(1−α), приймаємо H0,

> k(1−α), вiдкидаємо H0,
(6)

де K(k(1−α)) = 1− α, а α є рiвнем значимостi.
На практицi труднощi застосування тесту Колмогорова пов’язанi з пiдрахуван-

ням статистики Dn. Зазвичай робимо так:

1) впорядковуємо вибiрку за величиною x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n);

2) обраховуємо

Dn = max
�

max
1≤i≤n

| i
n
− F0(x(i))|, max

1≤i≤n
| i− 1

n
− F0(x(i))|

	

i потiм застосовуємо тест (6).

15.2 Тести незалежностi

На практицi часто стикаємося з ситуацiєю, коли дослiдженню пiдлягає пара ви-
падкових змiнних (ξ, η). Перше (i найважливiше) питання, яке тодi постає, є наступне:
залежнi цi випадковi змiннi чи нi? Вiдповiдь на це питання часто вирiшує вибiр пiдхо-
дiв i методiв подальших дослiджень. Тому в цьому параграфi хочемо описати кiлька
тестiв, якi на пiдставi вибiрки (xi, yi), i = 1, ..., n з генеральної сукупностi вигляду
(ξ, η) служать для перевiрки гiпотези

H0 : {випадковi змiннi ξ, η є незалежними},
проти альтернативи

H1 : {випадковi змiннi ξ, η є залежними}.
Одним з найчастiше вживаним тестiв для розв’язування такого типу завдань є тест
χ2.

15.2.1 Тест незалежностi χ2.
Iдея цього тесту подiбна до тесту Пiрсона, описаного в параграфi 15.1.

Для деяких фiксованих натуральних k ≥ 2, m ≥ 2 подiлимо вiсь OX = (−∞, +∞)
на k множин Sx

i , i = 1, ..., k, якi не перетинаються, а вiсь OY = (−∞, +∞) на m
множин Sy

i , i = 1, ..., m, якi теж не перетинаються. Нехай

P(ξ ∈ Sx
i /H0)

def
= pi, P(η ∈ Sy

j /H0)
def
= qi,

P((ξ, η) ∈ (Sx
i , Sy

j )/H0))
def
= pij .
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I, якщо гiпотеза H0 справедлива, то pij = piqj . Нехай nij означає кiлькiсть пар
(xk, yk), якi потрапили в Sx

i × Sy
j . Якби ймовiрностi pi, qj , pij були вiдомi, то, по

аналогiї з тестом Пiрсона, статистика

ζ(n) =

kX
i=1

mX
j=1

(nij − npiqj)
2

npiqj
(7)

могла б слугувати для перевiрки гiпотези H0 проти альтернативи H1. Оскiльки цi
ймовiрностi нам невiдомi, то замiнимо їх оцiнками вигляду

bpi =
ni·
n

, bqj =
n·j
n

,

де ni· =
Pm

j=1 nij , n·j =
Pk

i=1 nij . Тодi замiсть (7) дiстаємо

bζ(n) =

kX
i=1

mX
j=1

(nij − ni·n·j/n)2

ni·n·j/n
= n

� kX
i=1

mX
j=1

n2
ij

ni·n·j
− 1
�
. (8)

Теорема 2. Справедливе спiввiдношення

lim
n→∞

P(n
� kX

i=1

mX
j=1

n2
ij

ni·n·j
− 1
�

< x/H0) = χ2
(k−1)(m−1)(x),

де χ2
(k−1)(m−1)(x) є функцiєю розподiлу χ2 з (k − 1)(m− 1) степенями свободи.

Дана теорема випливає з теореми ?? с. ??. Дiйсно, ми маємо km вимiрювань i
k + m − 2 незалежних параметрiв (Маємо k параметрiв pi, але оскiльки має мiсце
рiвнiсть

Pk
i=1 pi = 1, то з цих параметрiв лише k − 1 є незалежних. Так само є

лише m − 1 незалежних параметрiв qi,) а тому граничний хi-квадрат розподiл має
km− (k + m− 2)− 1 = (k − 1)(m− 1) степенiв свободи.

На пiдставi цiєї теореми тест для перевiрки гiпотези H0 вiдносно альтернативи
H1 виглядає так

n
� kX

i=1

mX
j=1

n2
ij

ni·n·j
− 1
�
8
<
:

≤ k(1−α), приймаємо H0,

> k(1−α), вiдкидаємо H0,
(9)

де χ2
(k−1)(m−1)(k(1−α)) = 1− α, а α є рiвнем значимостi тесту.

Зауваження 2. Як i в тестi Пiрсона, на практицi застосовуємо процедуру групуван-
ня вибiрок x1, ..., xn i y1, ...., yn. I якщо [ai, bi), i = 1, ..., k класи для першої вибiрки, а
[ci, di), i = 1, ..., m для другої, то nij є кiлькiсть пар, (xl, yl) якi потрапили до прямо-
кутника [ai, bi)× [cj , dj). Ясно, що мусить виконуватися рiвнiсть n =

Pk
i=1

Pm
j=1 nij .

Бiльше на тему цього тесту можна знайти в [10], [12].

Приклад 1. У вiдповiдь на питання референдуму з групи в 200 жителiв деякого
мiста "так" вiдповiло 134 особи а "нi" 66 осiб. На це ж питання з групи в 150 осiб
жителiв передмiстя цього мiста "так" вiдповiло 95 осiб а "нi" 55 осiб. Тестом
хi-квадрат перевiрити на рiвнi α = 0, 05 гiпотезу про те, що немає залежностi
мiж мiцем проживання i вiдповiддю на питання референдуму.
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Р о з в’ я з о к. Будемо вважати, що змiнна ξ приймає два "значення": житель
мiста або житель передмiстя, а змiнна η теж приймає два значення: так або нi.
У нашому випадку данi вже погруповано i подамо їх у виглядi наступної таблицi.

η

так нi
ξ житель мiста 134 66 200 n.1 = 200

житель передмiстя 95 55 150 n.2 = 150

n1. = 229 n2. = 121 n = 350

Оскiльки k = m = 2, то обраховуючи статистику з (9) маємо

n
� kX

i=1

mX
j=1

n2
ij

ni·n·j
− 1
�

= 350
� 1342

229 · 200
+

662

121 · 200
+

952

229 · 150
+

552

121 · 150
− 1
�

= 0, 509.

Квантиль розподiлу χ2
(2−1)(2−1) = χ2

1 рiвня 0,95 знаходимо в таблицi 4 i вiн рiвний
3.841. Отже, оскiльки 0,95 < 3,841, то згiдно з тестом (9) у нас немає пiдстав вважати,
що голосування залежить вiд мiсця проживання.

15.2.2 Тест нормальностi Шапiро-Вiлька

Легко звернути увагу на те, що багато результатiв математичної статистики пов’язана
з припущенням, що генеральна популяцiя має нормальний розподiл. Наступний тест,
запропонований Семюелем Шапiро i Мартiном Вiльком в 1965 р i опублiкований в
їхнiй статтi [35], служить для перевiрки гiпотези, що вибiрка походить з генеральної
сукупностi з нормальним розподiлом. Достоїнством цього тесту є те, що його можемо
застосовувати для малих вибiрок.

Отже, для вибiрки x1, ..., xn хочемо перевiрити гiпотезу, що взята вона з нормаль-
ного розподiлу.

Тестова статистика для перевiрки цiєї гiпотези виглядає так

W =

�[n/2]P
i=1

ai(n)(x(n−i−1) − x(i))
�2

nP
i=1

(xi − x(n))2
, (10)

де ai(n) є сталими числами, значення яких подано в Таблицi 12.
Гiпотезу про нормальнiсть вiдхиляємо якщо значення статистики не потрапило

до iнтервалу
�
w(α/2, n), w(1 − α/2, n)

�
, де квантилi w(γ, n) розподiлу статистики W

поданi в Таблицi 13.

Приклад 2.
Для вибiрки 12, 5; 14, 1; 15, 2; 15, 7; 16, 1; 19, 2; 17, 1; 21, 2; 20, 5; 13, 2 на рiвнi α = 0, 1

перевiрити гiпотезу про те, що походить вона з розподiлу нормального.
Р о з в’ я з о к. Перепишемо, перш за все, нашу вибiрку в зростаючому порядку

12,5; 13,2; 14,1; 15,2; 15,7; 16,1; 17,1; 19,2; 20,5; 21,2, а числа ai(n) вiзьмемо з таблицi
12. Тепер пiдрахунки зручно зобразити у виглядi наступної таблицi
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i x(11−i) − x(i) ai(10) ai(10)
�
x(10−i) − x(i)

�
1 8,7 0,5739 4,9929
2 7,3 0,3291 2,4024
3 5,1 0,2141 1,0919
4 1,9 0,1224 0,2325
5 0,4 0,0399 0,0159

Σ = 8, 7356

Тепер можемо порахувати значення статистики з (10)

W =

� 5P
i=1

ai(n)(x(n−i−1) − x(i))
�2

nP
i=1

(xi − x(n))2
=

(8, 7356)2

71, 661
= 1, 065,

З таблицi 13 знаходимо w(0, 05; 10) = 0, 842, w(0, 95; 10) = 0, 978. I оскiльки у нашому
випадку W = 1, 065 6∈ (0, 842; 0, 978), то гiпотезу про нормальний розподiл генеральної
сукупностi належить вiдхилити.

2.1. Довести формулу (??).
2.2. Довести формули ??.
2.3. В деякому iнститутi провели тест з математики для трьох груп студентiв по

100 осiб в кожнiй. Першу групу складали студенти, якi проживають в гуртожитках,
другу-студенти, якi проживають в найманих мешканнях, а до третьої групи включено
студентiв якi прожмвають дома. Отримано наступнi результати.

Cтуденти першої групи. Оцiнки "2", "3", "4", "5" отримали вiдповiдно 10, 14,
50, 26 осiб.

Cтуденти другої групи. Оцiнки "2", "3", "4", "5" отримали вiдповiдно 13, 11,
52, 24 осiб.

Cтуденти третьої групи. Оцiнки "2", "3", "4", "5" отримали вiдповiдно 9, 16,
55, 20 осiб.

Тестом хi-квадрат перевiрити на рiвнi α = 0, 05 чи iснує залежнiсть мiж мiцем
проживання та успiшнiстью студента.

2.4. Навести приклад залежностi мiж ξ, i η, щоб коефiцiєнт рангової кореляцiї
Спiрмана для цих випадкових змiнних був: a) 1, б)-1 .

2.5. Замiряно значення деяких характеристик (ξ, η) i отримано результати:

(1; 41); (2; 40); (3; 35); (2; 37); (5; 35); (2; 44); (4; 43); (7; 42); (8; 43); (8; 38); (10; 36); (11; 45);

(4; 35); (9; 37); (10; 30); (14; 26); (2; 40); (5; 36); (14; 26); (8, 42).

Перевiрити чи iснує залежнiсть мiж ξ та η. Тест, а також його рiвень значимостi
вибрати самостiйно.

ЗАДАЧI

2.6. Анкетування працiвникiв деякого мiнiстерства дало наступнi результати: з
300 працiвникiв адмiнiстрацiї 180 належить до деякої органiзацiї А , а з 500 працiв-
никiв, якi не є адмiнiстративними працiвниками, 400 є членами цiєї органiзацiї. На
вiрогiдному рiвнi α = 0, 05 перевiрити гiпотезу, що процент осiб, якi належать до
органiзацiї A є таким самим для цих двох груп працiвникiв.
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2.7. Помiряно час ослуговування одного покупця при касi в супермакетi i отри-
мано наступнi результати (в сек.) 23; 60; 54; 180; 47; 54; 125; 71; 36; 20; 58; 33; 67; 59;
89.

Тестом Шапiро-Вiлка перевiрити чи можна вважати, що з вiрогiдним рiвнем α =
0, 05 цей час має нормальний розподiл?

2.8. З трьох вiддiлень другого року навчання певного закладу випадково вибрано
три групи студентiв по 30 осiб i дослiджено їх оцiнки. Для кожної групи пораховано
дисперсiї оцiнок i отримано: S2

1 = 1, 24, S2
2 = 1, 20 S2

1 = 1, 31. Припустивши, що
розподiли оцiнок є нормальними, перевiрити тестами Бартлета та Хартлi з рiвнем
значимостi α = 0, 05 гiпотезу про рiвнiсть дисперсiй оцiнок для всiх студентiв цих
трьох вiддiлень.

2.9. Вибрано навмання 350 квартир в деякiї мiсцевостi i в 62 випадках це були
квартири з стацiонарними телефонами. На рiвнi α = 0, 05 перевiрити гiпотезу, що
40% квартир в цiй мiсцевостi мають стацiонарнi телефони.
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В попереднiх параграфах при перевiрцi головної гiпотези H0 проти альтернативи H1

для деякої характеристики ξ ми мали вiд початку вибiрку x1, ..., xn i на пiдставi цiєї
вибiрки належало прийняти рiшення про прийняття чи вiдкидання головної гiпотези.
В цьому параграфi опишемо iнший пiдхiд до перевiрки гiпотез, який полягає в то-
му, що значення характеристики ξ вибиратимемо поступово, по одному на кожному
кроцi. Так, на першому кроцi маємо лише значення x1 i на пiдставi цiєї iнформацiї
мусимо прийняти одне з наступних рiшень.

а) Приймаємо гiпотезу H0;

б) Вiдхиляємо гiпотезу H0 на користь альтернативи H1;

в) Вiдкладаємо рiшення про прийняття H0 або H1 i вибираємо наступне значення
x2 для ξ.

Отже у випадках а), б) перевiрка закiнчена. Зате в ситуацiї в) фактично ствер-
джуємо, що ми не в станi прийняти однозначне рiшення i для такого рiшення потре-
буємо бiльше iнформацiї. Пiсля виконання наступного вимiрювання маємо вибiрку
x1, x2 i знову мусимо прийняти одне з рiшень а), б), в), але тепер на пiдставi вибiрки
x1, x2. Якщо випаде рiшення в), то робимо чергове вимiрювання x3 i все повторюємо,
маючи тепер вибiрку x1, x2, x3. Цей процес продовжуємо аж до моменту, коли буде
прийняте одне з рiшень а) або б). Така процедура перевiрки гiпотез називається по-
слiдовною. Важливим припущенням (принаймнi в цьому пiдручнику) буде факт, що
всi вимiрювання робимо за однакових умов i незалежним способом. Тому, як i ранi-
ше, значення x1, x2, ... можемо трактувати як незалежнi випадковi змiннi з однаковим
розподiлом (таким самим, як i розподiл характеристики ξ.)

16.1 Послiдовний тест Вальда

Тест, який буде описаний нижче, був запропонований i дослiджений А. Вальдом1

в його роботах [37], [40]. Ми розглянемо лише випадок простих гiпотез.

Головна гiпотеза H0 : генеральна популяцiя ξ має функцiю розподiлу зi щiль-
нiстю f0(x).

Альтернативна гiпотеза H1 : генеральна популяцiя ξ має функцiю розподiлу
зi щiльнiстю f1(x).

Нехай 0 < A < 1 < B будуть два фiксованих числа, а x1, ..., xn будуть значеннями
з генеральної сукупностi. Послiдовний тест Вальда виглядає так: якщо на n-тому

1Вальд (Abraham Wald) (31.10.1902– 13.12.1950)– видатний статистик. Народився в
Колошварi, Угорщина (тепер Клуж, Румунiя). Закiнчив унiверситет у Вiднi. В 1938 р.
емiгрував до Сполучених Штатiв. Загинув (разом з дружиною) в авiакатастрофi.

279
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кроцi

nY
i=1

f1(xi)

f0(xi)

8
>>>>>><
>>>>>>:

≤ A приймаємо гiпотезу H0;

≥ B приймаємо гiпотезу H1;

∈ (A, B) вибираємо n + 1− значення i
переходимо до n + 1− ого кроку.

Нам буде зручно запровадити "нульовий" крок, тобто, тест починається з моменту
n = 0. Тому за означенням вважаємо, що

Q0
i=1 = 1. Крiм того, в наведеному тестi буде

зручнiше перейти до функцiї ln, що приводить до наступного рiвнозначного вигляду
послiдовного тесту Вальда.

nX
i=1

ln
f1(xi)

f0(xi)

8
>>>>>><
>>>>>>:

≤ −a приймаємо гiпотезу H0;

≥ b приймаємо гiпотезу H1;

∈ (−a, b) вибираємо n + 1− значення i
переходимо до n + 1− ого кроку.

(1)

де a = − ln A, b = ln B. Надалi будемо дослiджувати послiдовний тест Вальда у
виглядi (1).

Означимо двi послiдовностi незалежних випадкових змiнних з однаковим розпо-
дiлом (в кожнiй послiдовностi)

zi =
f1(xi)

f0(xi)
, ξi = ln

f1(xi)

f0(xi)
, i = 1, ... .

Ясно, що випадковi змiннi ξi мають такий самий розподiл, як випадкова змiнна
ln f1(ξ)

f0(ξ)
. Момент завершення тесту Вальда може бути означений наступним чином

τ = inf{n ≥ 0 :

nX
i=1

ξi 6∈ (A, B)} = inf{n ≥ 0 :

nY
i=1

zi 6∈ (−a, b)}. (2)

Очевидними питаннями, якi виникають при застосуваннi тесту (1), є такi:

1. Чи не трапиться так, що рiшення про прийняття гiпотез H0, H1 нiколи не буде
прийняте? Iншими словами, чи можлива ситуацiя, що Pi(τ = ∞) > 0, i = 0, 1?

2. Як вибирати сталi a, b (або, що те ж саме, A, B)?

Нижче доведемо, що за розумних припущень вiдповiдь на перше питання є по-
зитивною, а значення для a, b (чи для A, B) визначаються похибками першого (α) i
другого (β) роду.

Теорема 1. Якщо Pi(|ξ1|>0)>0, i=0, 1, то Pi(τ = ∞)=0, i = 0, 1.

З цiєї теореми випливає, що тест Вальда не закiнчиться лише тодi, коли f0(x) =
f1(x), тобто коли ξi ≡ 0 з ймовiрнiстю 1. Але така ситуацiя, очевидно, не є цiкавою.

Д о в е д е н н я. Нехай m > k будуть фiксованi натуральнi числа i r = [m/k].
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Означимо випадковi величини

S1
def
=

kX
i=1

ξi, Sl
def
=

lkX

i=(l−1)k+1

ξi, l = 2, 3, ..., r.

З означення випливає, що цi випадковi величини є незалежними i мають однаковий
розподiл. Якщо τ > m, то ясно, що −a <

Pn
i=1 ξi < b для всiх n = 1, ..., m, тому

|Sl| = |
lkX

i=1

ξi −
(l−1)kX

i=1

ξi| ≤ |
lkX

i=1

ξi|+ |
(l−1)kX

i=1

ξi| ≤ b + a = c, l = 1, .., r.

З останнього спiввiдношення випливає, що подiя {τ > m} тягне за собою подiю
∩r

l=1{|Sl| < c}, а оскiльки подiї {|Sl| < c}, l = 1, ..., r є незалежними, то маємо

Pi(τ > m) ≤ Pi(∩r
l=1{|Sl| < c}) =

�
Pi(|S1| < c)

�r
, i = 0, 1. (3)

З умови Pi(|ξ1| > 0) > 0, i = 0, 1 випливає, що завжди можемо знайти h > 0
таке, що Pi(ξ1 ≥ h) > 0 або Pi(ξ1 ≤ −h) > 0. Нехай вiд початку k > c/h, а значить
c/k < h. Ясно, що має мiсце включення

{ξi ≥ c

k
, i = 1, 2, ..., k} ∪ {ξi ≤ − c

k
} ⊂ {|ξ1 + ... + ξk| ≥ c}, i = 1, 2, ..., k

i подiї в правiй частинi цiєї рiвностi не перетинаються. Маємо

Pi(|S1|<c)=1−Pi(|S1|≥c)=1−Pi(|ξ1+...+ξk|≥c) ≤
≤ 1−Pi({ξi≥ c

k
, i = 1, 2, ..., k} ∪ {ξi≤− c

k
, i = 1, 2, ..., k})=

= 1−Pi(ξi≥ c

k
, i = 1, 2, ..., k)−Pi(ξi≤− c

k
, i = 1, 2, ..., k)=

= 1− �Pi(ξ1 ≥ c

k
)
�k − �Pi(ξ1 ≤ − c

k
)
�k ≤

≤ 1− �Pi(ξ1 ≤ h))k − �Pi(ξ1 ≤ −h)
�k def

= q < 1.

Тепер з (3) дiстаємо Pi(τ > m) ≤ qr, i = 0, 1. Ясно, що r → ∞ коли m → ∞, а тому
Pi(τ = ∞) = limm→∞Pi(τ > m) ≤ limr→∞ qr = 0, i = 0, 1,що завершує доведення
теореми.

Нехай

Tn =

nX
i=1

ξi =

nX
i=1

ln
f1(xi)

f0(xi)
, Zn =

nY
i=1

zi =

nY
i=1

f1(xi)

f0(xi)
. (4)

Якщо α, β є похибки першого i другого роду послiдовного тесту Вальда, то з (2)
випливає, що

α = P0(Tτ ≥ b) = P0(Zτ ≥ B), β = P1(Tτ ≤ −a) = P1(Zτ ≤ A).
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Означимо множини

Wn = {(u1, ..., un) : A<

kY
i=1

f1(ui)

f0(ui)
<B, k = 1, 2, ..., n− 1,

f1(un)

f0(un)
≥B} =

= {(u1, ..., un) : A < Zk < B, k = 1, 2, ..., n− 1, Zn ≥ B},

Vn = {(u1, ..., un) : A<

kY
i=1

f1(ui)

f0(ui)
<B, k = 1, 2, ..., n− 1,

f1(un)

f0(un)
≤A} =

= {(u1, ..., un) : A < Zk < B, k = 1, 2, ..., n− 1, Zn ≤ A}.
Якщо ~xn = (x1, ..., xn), n ≥ 1 є вибiрка, то легко зрозумiти, що

{Zτ ≥ B} = ∪∞n=1{~xn ∈ Wn}, {Zτ ≤ A} = ∪∞n=1{~xn ∈ Vn}.
А тому

α = P0(Zτ ≥ B) =

∞X
n=1

P0(~xn ∈ Wn) =

∞X
n=1

Z

Wn

f0(un)dun, (5)

β = P1(Zτ ≤ B) =

∞X
n=1

P1(~xn ∈ Vn) =

∞X
n=1

Z

Vn

f1(un)dun, (6)

де fi(un) =
Qn

i=1 fi(ui), un = (u1, ...., un). Зауважмо, що

Pi(τ = n) =

Z

Wn

fi(un)dun +

Z

Vn

fi(un)dun, i = 0, 1

i отже для i = 0, 1 маємо

1 =

∞X
n=1

Pi(τ = n) =

∞X
n=1

Z

Wn

fi(un)dun +

∞X
n=1

Z

Vn

fi(un)dun. (7)

Тепер з (5) отримуємо

α = P0(Zτ ≥ B) =

∞X
n=1

Z

Wn

f0(un)dun =

∞X
n=1

Z

Wn

1

Zn
f1(un)dun ≤

≤ 1

B

∞X
n=1

Z

Wn

f1(un)dun
(7)
=

1

B

�
1−

∞X
n=1

Z

Vn

f1(un)dun

�
=

1− β

B
. (8)

Точно так само з(6) маємо

β = P1(Zτ ≤ A) =

∞X
n=1

Z

Vn

f1(un)dun =

∞X
n=1

Z

Vn

Znf0(un)dun ≤

≤ A

∞X
n=1

Z

Vn

f0(un)dun
(7)
= A

�
1−

∞X
n=1

Z

Wn

f0(un)dun

�
= A(1− α). (9)

Наступна теорема, яка випливає з (8), (9) дає нерiвностi для A, B.
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Теорема 2. Якщо α, β є похибки першого i другого роду послiдовного тесту Вальда,
то

A ≥ β

1− α
, B ≤ 1− β

α
. (10)

Зауваження 1. Легко зауважити, що нерiвностi в (8), (9) виникли тодi, коли за-
мiсть Zn пiдставили найменше значення B (у випадку (8)) i найбiльше значення A (у
випадку (9)). Фактично така замiна не враховує перестриб випадковою змiнною Zn

рiвня B (у випадку (8)) i рiвня A (у випадку (9)). Якби такого перестрибу не було, то
в (8), (9), а значить i в (8) мали б мiсце рiвностi. Врахувати цей перестриб в загальнiй
ситуацiї (i, значить, отримати точнiшу оцiнку для A, B ) є дуже трудною проблемою
i тому в застосуваннях тесту Вальда цим перестрибом нехтуємо, що дає нам наступнi
значення для A, B:

A =
β

1− α
, B =

1− β

α
. (11)

Оскiльки тривалiсть тесту Вальда τ є випадковою змiнною, то виникає питання
про середню тривалiсть цього тесту. Вивчимо цi питання.

Середня тривалiсть тесту Вальда. Тут нам буде корисною наступна лема,
в якiй рiвнiсть (12) називається тотожнiстю Вальда.

Лема 1. Якщо Mi|ξ1| = Mi| ln f1(ξ)
f0(ξ)

| < ∞, то

MiTτ = MiτMiξ1, i = 0, 1, (12)

а Tn є означеним в (4).

Зауваження 2. Зауважмо, що якби в (12) замiсть τ було довiльне натуральне число
n (не випадкове!), то ця рiвнiсть була б очевидною, оскiльки з властивостi значення
математичного сподiвання випливає, що

MiTn = Mi

nX
j=1

ξj =

nX
j=1

Miξj = nMiξ1.

Д о в е д е н н я. Означимо випадкову змiнну ηi таким чином: η1 = 1 а для n ≥ 2

ηn =

8
<
:

1, якщо на пiдставi значень x1, ..., xn−1 рiшення не прийняте,

0, на пiдставi значень x1, ..., xn−1 рiшення прийняте.

Легко зрозумiти, що випадкова змiнна ηn, n ≥ 1 не залежить вiд xk, k ≥ n (а значить
i вiд ξk, k ≥ n) i

Pi(ηn = 1) = Pi(τ ≥ n), Tτ = ξ1η1 + ξ2η2 + ....

Маємо

MiTτ = Mi

∞X
n=1

ξnηn =

∞X
n=1

Miξnηn =

∞X
n=1

MiξnMiηn = Miξ1

∞X
n=1

Miηn =

= Miξ1

∞X
n=1

Miηn = Miξ1

∞X
n=1

Pi(τ ≥ n) = Miξ1Miτ.
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З (12) маємо формулу для середньої тривалостi тесту Вальда

Miτ =
MiTτ

Miξ1
, i = 0, 1.

Проблема лише в тому, що значення MiTτ , тобто, середнє значення суми
Pn

i=1 ξi в
перший момент, коли ця сума лежить поза iнтервалом (−a, b), в загальнiй ситуацiї
не є вiдомим. Тому робимо подiбно тому, як було сказано в зауваженнi 2. Ясно, що
Tτ ≥ b або Tτ ≤ −a. Тому

M0Tτ = M0{Tτ/Tτ ≥ b}P0(Tτ ≥ b) + M0{Tτ/Tτ ≤ −a}P0(Tτ ≤ −a) =

= M0{Tτ/Tτ ≥ b}α + Mi{Tτ/Tτ ≤ −a}(1− α). (13)

Якщо знехтувати перескоком змiнною Tτ рiвнiв b, −a, то тодi Mi{Tτ/Tτ ≥ b} ≈ b,
Mi{Tτ/Tτ ≤ −a} ≈ −a, i тодi з (13) маємо M0Tτ ≈ bα− a(1− α) i отже

M0τ ≈ (b + a)α− a

M0ξ1
. (14)

Точно так само можемо вивести наближену формулу

M1τ ≈ b− (b + a)β

M1ξ1
. (15)

В [14] можна знайти доведення наступної теореми.

Теорема 3. Нехай Pi(ξ1 6= 0) > 0, Mi|ξ1| < ∞ i α, β є похибками першого i другого
роду тесту Вальда. Тодi

M0τ ≥ −H(α, β)

M0ξ1
, M1τ ≥ −H(β, α)

M1ξ1
,

де H(x, y) = x ln x
y

+ (1− x) ln 1−x
1−y

.

Бiльше про тест Вальда можна знайти в , [6],[8], [14], [44], [40].

16.1.1 Послiдовний тест для показника структури попу-
ляцiї

Приклад 1. Генеральна популяцiя ξ має розподiл типу нуль-один з невiдомим па-
раметром p, про який знаємо, що p = p0 або p = p1 6= p0. Побудувати послiдов-
ний тест Вальда перевiрки головної гiпотези H0 : p = p0, вiдносно альтернативи
H1 : p = p1 6= p0.

Р о з в’ я з о к. Нехай, для визначеностi, p0 < p1. При гiпотезi H0 популяцiя ξ має
розподiл P0(ξ = x) = px

0q1−x
0 , а при гiпотезi H1 - ξ має розподiл P1(ξ = x) = px

1q1−x
1 ,

де 0 ≤ pi ≤ 1, qi = 1− pi, i = 0, 1, а x = 0 або 1.
В цiй ситуацiї вiдношення функцiї вiрогiдностi виглядає так

zn =
p
Pn

i=1 xi
1 q

n−Pn
i=1 xi

1

p
Pn

i=1 xi

0 q
n−Pn

i=1 xi

0

=
pk
1qn−k

1

pk
0qn−k

0

,
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де k є кiлькiсть одиниць в n дослiдах (n-тий етап дiй). Отже маємо

Tn = ln
pk
1qn−k

1

pk
0qn−k

0

= k ln
p1

p0
+ (n− k) ln

q1

q0
.

Якщо α, β є похибки першого i другого роду, то −a = ln A = ln β
1−α

, b = ln B =

ln 1−β
α

. Тепер, згiдно з (1), маємо наступнi дiї на n-тому кроцi:

а) k ln p1
p0

+ (n− k) ln q1
q0
≤ −a - приймаємо гiпотезу H0;

б) k ln p1
p0

+ (n− k) ln q1
q0
≥ b - приймаємо гiпотезу H1;

в) k ln p1
p0

+ (n− k) ln q1
q0
∈ (−a, b) - вибираємо наступне значення.

Нехай

D = − ln
1− p1

1− p0

�
ln

p1

p0
− ln

1− p1

1− p0

�−1

B0 = ln
β

1− α

�
ln

p1

p0
− ln

1− p1

1− p0

�−1

,

B1 = ln
1− β

α

�
ln

p1

p0
− ln

1− p1

1− p0

�−1

Якщо розв’язати нерiвностi в пунктах a)-в), то тест описаний вище можемо пе-
реписати в рiвнозначному виглядi

а) k ≤ Dn + B0 - приймаємо гiпотезу H0;

б) k ≥ Dn + B1 - приймаємо гiпотезу H1;

в) Dn + B0 < k < Dn + B1 - вибираємо наступне значення.

ЗАДАЧI

1.1. Знайти середню тривалiсть тесту Вальда з прикладу 1, якщо p0 = 1/3 a
p1 = 1/2.

1.2. Сконструювати тест Вальда, якщо генеральна популяцiя ξ має нормальний
розподiл N(m, σ2) з невiдомою σ i вiдомим m. Головна гiпотеза H0 : σ = σ0, а аль-
тернативна H1 : σ = σ1 > σ0. Похибки першого та другого родiв взяти наступними
α = 0, 05, β = 0, 01

1.3. Сконструювати тест Вальда, якщо генеральна популяцiя ξ має показниковий
розподiл з параметром λ. Головна гiпотеза H0 : λ = 2, а альтернативна H1 : λ = 3.

Похибки першого та другого родiв взяти наступними α = 0, 05, β = 0, 01

1.4. Вибираючи навмання товар з певної партiї i контролюючи його якiсть
отримали наступнi результати: 0;0;1;0;1;0;0;1;0;0;0;0;0;1;0;0;0;1;0;0;0;0;0;1, де 1 означає
брак, а 0-добрий товар. Нехай p буде процент браку в цiй партiї товару. Послiдовним
тестом перевiрити гiпотезу p = 4% проти альтернативи p = 8%.

Похибки першого та другого родiв взяти наступними α = 0, 01, β = 0, 05.



ВИПАДКОВI ПРОЦЕСИ

Випадковi процеси мають, як вiдомо, багато застосувань в рiзних галузях науки i
технiки. Фундаментом теорiї випадкових процесiв є теорiя ймовiрностей.

Пiд час роботи над цим посiбником автори ставили собi за мету насамперед те,
щоби:
a) матерiал був доступним для студентiв прикладних спецiальностей;
b) посiбник був написаний в стислий, але не спрощений спосiб, як це часто можна

спостерiгати в пiдручниках для технiчних вузiв, i представляв найважливiшi кла-
си випадкових процесiв, методи їх дослiджень, а також сфери застосувань.

Цi двi умови мали вирiшальний вплив на вибiр матерiалу для лекцiй i спосiб
їхнього подання.

Виховання математичної культури є неможливим без пiзнання i зрозумiння дове-
дення тверджень. Ось чому в посiбнику крiм визначень важливих класiв випадкових
процесiв та їх властивостей є наведеними також їхнi доведення. Вони повиннi бу-
ти зрозумiлими для читачiв, якi мають базовi знання з математичного аналiзу та
лiнiйної алгебри.

У представленому посiбнику не використовуються поняття ймовiрносної мiри,
мiри та iнтегралу Лiбега, умовного математичного сподiвання стосовно σ-алгебри,
строга марковська властивiсть, момент зупинки процесу та деякi iншi поняття, якi
зустрiчаються в загальнiй теорiї випадкових процесi.

Звiсно, навiть короткий огляд всiх напрямкiв теорiї випадкових процесiв був би
неможливим. Через це автори зосередились на тих класах процесiв, якi мають широке
застосування на практицi.

Це насамперед ланцюги Маркова з дискретним або неперервним часом й скiн-
ченною чи злiченною множиною станiв, гiллястi процеси, процеси народження та
загибелi, процес Пуассона та процес Вiнера. Значна частина матерiалу присвячена
застосуванням цих процесiв у теорiї ризику i теорiї масового ослуговування. У двох
лекцiях мова йде про основи теорiї вiдновлення. Теорiя випадкових процесiв початко-
во була частиною теорiї ймовiрностей. Допiру зацiкавленiсть новим поняттям, тобто
поняттям траєкторiї процесу i проблемами, якi з нею пов’язанi, спричинила вiдокрем-
лення теорiї випадкових процесiв вiд теорiї ймовiрностей. Ось чому в першiй лекцiї
висвiтлюються проблеми, якi стосуються властивостей траєторiй.



Лекцiя 1. Елементи загальної теорiї випадкових
процесiв

1.1 Визначення i скiнченно вимiрнi розподiли стоха-
стичного процесу

Нехай (Ω,B,P) є ймовiрносним простором, a T - множиною або пiдмножиною
дiйсних чисел.

Визначення 1. Випадковий процес ξ(t) є сiмейством випадкових величин ξ(t) =
ξ(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω, залежних вiд параметру t i визначених на ймовiрносному
просторi (Ω,B,P).

Змiст цього визначення є наступним, не кожна числова функцiя ξ(t, ω) двох ар-
гументiв t ∈ T, ω ∈ Ω є стохастичним процесом, a тiльки така, в якої для кожно-
го фiксованого t0 ∈ T , ξ(t0, ω) є випадковою величиною на ймовiрносному просторi
(Ω,B,P) в сенсi поданого вище визначення випадкової величини.

За множину T найчастiше розглядають двi множини: T=[0,∞)–у цьому випадку
будемо говорити про стохастичний процес з неперервним часом aбо про процес з
дискретним часом, якщо T={0, 1, 2, ...}. В останньому випадку будемо мати справу
з послiдовнiстю випадкових величин ξn(ω) = ξ(n, ω).

Якщо ω0 ∈ Ω є зафiксованим, тодi ξ(t, ω0) можна розглядати як звичайну фун-
кцiю змiнної t. Ця функцiя називається траєкторiєю або реалiзацiєю процесу ξ(t).
Отже, кожному ω ∈ Ω вiдповiдає певна траєкторiя.

Розглянемо кiлька прикладiв стохастичних процесiв.

Приклад 1.Нехай αk(ω), βk(ω), k = 1, ..., n є випадковими величинами, визначеними
на ймовiрносному просторi (Ω,B,P). Рiвнiсть

ξ(t, ω) =

nX

k=1

�
αk(ω) sin kt + βk(ω) cos kt

�
, t ≥ 0

визначає певний стохастичний процес. Якщо ω0 ∈ Ω є фiксованим, тодi реалiзацiя
ξ(t, ω0) є тригонометричним многочленом.

Приклад 2.Розглянемо випадковий процес ξ(t), який з однаковими ймовiрностями
на iнтервалi [n, n+1) незалежно вiд значень ξ(t) на попереднiх iнтервалах приймає
значення 0 або 1. Будову цього процесу можна представити наступним чином.
Припустимо, що в кожний момент n = 0, 1, 2, .... вiдбуваються незалежнi випро-
бування з двома результатами: A i A. Нехай P(A) = p ∈ [0, 1] i P(A) = 1− p. Для
t ∈ [n, n + 1) покладемо

287
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ξ(t) =

8
<
:

1, в момент n сталася подiя A,

0, в момент n сталася подiя A.

У такий спосiб визначемо процес ξ(t) для всiх t ≥ 0.

Нехай для фiксованих t1, ....tn ∈ T , n ≥ 1, ξ(t1), ..., ξ(tn) є послiдовнiстю випадко-
вих величин на ймовiрносному просторi (Ω,B,P). Припустимо також, що

F~tn
(~xn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, ..., xn)

def
= P(ξ(t1) ≤ x1, ..., ξ(tn) ≤ xn), (1)

де ~tn = (t1, ..., tn), ~xn = (x1, ..., xn) i x1, ..., xn ∈ R1 є багатовимiрною функцiєю розпо-
дiлу цих випадкових величин. Для процесу ξ(t) n-вимiрна функцiя розподiлу F~tn

(~xn)
називається скiнченно вимiрним розподiлом цього процесу.

З теорiї ймовiрностей вiдомо ([?] стор. 120), що функцiя розподiлу F~tn
(~xn) має

наступнi властивостi:
1. Якщо {i1, ..., in} є перестановкою чисел 1, ..., n, тодi

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, ..., xn) = Fti1 ,ti2 ,...,tin
(xi1 , xi2 , ..., xin). (2)

2. Якщо m < n, тодi

Ft1,t2,...,tm,tm+1,...,tn(x1, x2, ..., xm,∞, ...,∞)=Ft1,t2,...,tm(x1, x2, ..., xm). (3)

Скiнченно вимiрний розподiл F~tn
(~xn) з (1) визначається для довiльних n ≥ 1 i

довiльних t1, ..., tn ∈ T . Наступна множина

Fξ = {F~tn
(~xn), n ≥ 1, t1, ..., tn ∈ T, x1, ..., xn ∈ R1} (4)

називається сiмейством скiнченно вимiрних розподiлiв процесу ξ(t). Часом кажуть,
що Fξ є сiмейством скiнченно вимiрних розподiлiв, згенерованих процесом ξ(t) або,
яка вiдповiдає процесу ξ(t).

Вочевидь для кожного розподiлу F~tn
(~xn) з (4) виконуються умови (2), (3). Цi

умови називаються умовами узгодженостi сiмейства Fξ. Маємо наступний результат.

Теорема 1. Кожному процесу ξ(t) вiдповiдає сiмейство скiнченно вимiрних розпо-
дiлiв, яке породжується цим процесом, i для якого виконанi умови угодженостi.

Дуже важливим є також зворотнiй результат. Але для його формулювання нам
потрiбне наступне визначення.

Визначення 2. Будемо говорити, що множина функцiй

G = {Gt1,t2,...,tn(x1, x2, ..., xn), t1, ..., tn ≥ 0, x1, ..., xn ∈ R1, n ≥ 1}
є сiмейством скiнченно вимiрних функцiй, якщо для кожних фiксованих t1, ..., tn ≥
0, n ≥ 1 функцiя Gt1,t2,...,tn(x1, x2, ..., xn) є n-вимiрною функцiєю розподiлу стосовно
x1, ..., xn.

Теорема 2. Якщо для сiмейства скiнченно вимiрних розподiлiв виконуються умови
узгодженостi, тодi iснує ймовiрносний простiр (Ω,B,P), а також визначений на
ньому випадковий процес ξ(t, ω), для якого це сiмейство є сiмейством скiнченно
вимiрних розподiлiв даного процесу.
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Це твердження є аналогом твердження з теорiї ймовiрностей про iснуван-
ня випадкової величини, яка має задану функцiєю розподiлу – якщо функцiя
F (x),−∞ < x < ∞ є неспадною, неперервною справа i такою, що limx→−∞ F (x) =
0, limx→∞ F (x) = 1, тодi iснує ймовiрносний простiр (Ω,B,P) та випадкова величина
ξ, визначена на цьому просторi, що F (x) = P(ξ ≤ x).

Визначення 3. Процеси ξ1(t), ξ2(t) будемо називати стохастично еквiвалентними
(або еквiвалентними), якщо для довiльного t ≥ 0 має мiсце

P(ξ1(t) 6= ξ2(t)) = 0.

Теорема 3. Якщо процеси ξ1(t), ξ2(t) є стохастично еквiвалентнi, тодi Fξ1 = Fξ2 .

Iншими словами, якщо процеси є стохастично еквiвалентними, тодi їхнi сiмейства
скiнченно вимiрних розподiлiв спiвпадають. Доведення цього твердження залишаємо
читачевi (завдання 2.2.).

Визначення 4.Процеси ξ1(t), ξ2(t) будемо називати стохастично iдентичними (або
попросту iдентичнi), якщо має мiсце рiвнiсть

P(ξ1(t) 6= ξ2(t), i t ≥ 0) = 0. (5)

Легко зрозумiти, якщо процеси є iдентичними, тодi вони одночасно є стохастично
еквiвалентнiими. Зворотнiй висновок не є слушним (завдання 2.3).

1.2 Процеси з траекторiями без розривiв другого роду

У теорiї ймовiрностей об’єктами дослiджень є випадковi величини, функцiї роз-
подiлу тощо. Зi стохастичними процесами пов’язазано нове i дуже важливе поняття,
а саме поняття траекторiї цього процесу, тобто функцiї ξ(t, ω) аргументу t ≥ 0 для
кожного фiксованого ω ∈ Ω.

Дослiдження властивостей траекторiй випадкового процесу є однiєю з головних
задач. Твердження 2 iнформує тiльки про iснування випадкового процесу ξ(t) з
певним сiмейством скiнченно вимiрних розподiлiв, але не надає вiдомостей про вла-
стивостi його траекторiй, а цi властивостi є дуже суттєвими. Це можна побачити на
наступному простому прикладi. Припустимо, що ми хочемо знайти ймовiрнiсть подiї

A = {ω : a ≤ ξ(s, ω) ≤ b, dla wszystkich s ∈ [c, d]}.
Вочевидь

A = ∩c≤s≤d{ω : a ≤ ξ(s, ω) ≤ b}. (6)

Згiдно з визначенням випадкового процесу множина {ω : a ≤ ξ(s, ω) ≤ b} є подiєю,
тобто є елементом σ-алгебри B для кожного фiксованого s ∈ [c, d], отже ймовiрнiсть
P(a ≤ ξ(s, ω) ≤ b) є визначеною. З властивостей σ-алгебри B випливає, що добуток
злiченного числа подiй з B належить також до B, тобто є подiєю, але множина A з (6)
є добутком незлiченного числа подiй i може не належати до B, тобто не бути подiєю,
тодi ймовiрнiсть P(A) не буде визначеною.

Натомiсть, якби траекторiї процесу ξ(t, ω) були неперервними, тодi множина A
була би подiєю. Неважко зрозумiти, що

A = ∩s∈Q(c,d){ω : a ≤ ξ(s, ω) ≤ b},
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де Q(c, d) є злiченною множиною рацiональних чисел, якi мiстяться в iнтервалi [c, d].
З цiєї рiвностi випливає, що множина A належить до B, отже ймовiрнiсть P(A) є
визначеною.

З наведеного прикладу випливає, що бажано, аби пов’язанi з процесом ξ(t) подiї,
можна було описати, беручи до уваги лише значення процесу ξ(t) у не бiльш нiж злi-
ченному числi моментiв t. Аналiзуючи останнiй приклад, робимо висновок, що саме
так i може бути, якщо траєкторiї процесу мають певнi властивостi регулярностi. З
iншої сторони спiльнi розподiли значень процесу ξ(t) у не бiльш нiж злiченному числi
t генерують Fξ- сiмейство скiнченно вимiрних розподiлiв цього процесу. Позаяк ко-
жному сiмейству скiнченно вимiрних розподiлiв вiдповiдає цiлий клас еквiвалентних
випадкових процесiв, тодi природньо виникає питання: чи є в цьому класi процес,
траекторiї якого мають певнi властивостi регулярностi? За певних додаткових умов
вiдповiдь на це питання є позитивною. Для формулювання вiдповiдного твердження
нам будуть потрiбнi певнi поняття.

Визначення 5. Процес ξ(t) називається стохастично неперервним у точцi t0, якщо
для довiльного ε > 0 має мiсце властивiсть:

lim
t→t0

P(|ξ(t)− ξ(t0)| > ε) = 0.

Якщо процес є стохастично неперервним у кожнiй точцi t ∈ A ⊂ [0,∞), тодi
будемо говорити, що вiн є стохастично нереревним на A.

Стохастична неперервнiсть процесу не означає, що траекторiї цього процесу є
неперервними. Випадковий процес може бути стохастично неперервним, але всi його
траекторiї не є неперервними (завдання 2.4).

Визначення 6. Випадковий процес ξ(t) називається стохастично обмеженим на
A ⊂ [0,∞), якщо має мiсце властивiсть:

lim
K→∞

sup
t∈A

P(|ξ(t)| > K) = 0.

Поняття стохастичної неперервностi i обмеженостi є подiбними до вiдомих з мате-
матичного аналiзу понять неперервностi та обмеженостi функцiй. Так само аналогi-
чними є твердження, що стосуються цих понять. Наприклад, якщо звичайна функцiя
є неперервною на замкненому iнтервалi, тодi вона є обмеженою на цьому iнтервалi.
Подiбне твердження є справедливим i для випадкових процесiв.

Теорема 4. Якщо випадковий процес ξ(t) є стохастично неперервним на iнтервалi
[a, b], тодi вiн є стохастично обмеженим на цьому iнтервалi.

Д о в е д е н н я. Нехай ε > 0 є довiльним малим числом. Позаяк P(|ξ(t)−ξ(s)| >
1) −→ 0, t → s для довiльного s ∈ [a, b], тодi для кожного s ∈ [a, b] iснують oколицi
O(s) вигляду (s−δ, s+δ), (для точок a, b вигляду [a, a+δ), (b−δ, b]) такi, що P(|ξ(t)−
ξ(s)| > 1) ≤ ε, t ∈ O(s). Множини O(s), s ∈ [a, b] створюють покриття замкненого
iнтервала [a, b]. З математичного аналiзу вiдомо про iснування скiнченного покриття
цього iнтервалу, тобто iснують точки si, i = 1, 2, .., n такi, що [a, b] = ∪n

i=1O(si) i

P(|ξ(t)− ξ(si)| > 1) ≤ ε, t ∈ O(si), i = 1, 2, ...n. (7)
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Вiзьмемо t ∈ [a, b]. Позаяк [a, b] = ∪n
i=1O(si), тодi t ∈ O(sm) для визначеного 1 ≤ m ≤

n, i згiдно з (7) будемо мати (див. завдання 2.5.)

P(|ξ(t)|>K)=P(|ξ(t)−ξ(sm)+ξ(sm)|>K) ≤ P(|ξ(t)−ξ(sm)| > 1)+

+ P(|ξ(sm)|>K−1) ≤ ε + max
1≤i≤n

P(|ξ(si)| > K − 1).

Звiдки

sup
t∈A

P(|ξ(t)| > K) ≤ ε + max
1≤i≤n

P(|ξ(si)| > K − 1).

Позаяк P(|ξ(si)| > K − 1) → 0, якщо K → ∞ для кожного si, i = 1, ..., n, отже з
останньої нерiвностi будемо мати:

lim
K→∞

sup
t∈A

P(|ξ(t)| > K) ≤ ε,

що завершує доведення. J
Визначимо наступний клас функцiй:

D[a,b] = {f(t) : ∃ lim
t↑t0

f(t), lim
t↓t0

f(t) = f(t0), a ≤ t0 ≤ b}.

Iншими словами D[a,b] є класом функцiй, визначених на iнтервалi [a, b], якi не мають
розривiв другого роду i неперервних справа .

Зазвичай в теорiї випадкових процесiв припускають, що траекторiї процесу нале-
жать D[a,b] для довiльних 0 ≤ a < b < ∞. Вiдомi рiзнi достатнi умови для виконання
цiєї умови. Наведемо без доведення деякi з них.

Теорема 5. Нехай випадковий процес ξ(t) є стохастично неперервним i таким, що

M|ξ(t)− ξ(u)|p|ξ(u)− ξ(s)|q ≤ C|t− s|1+r (8)

для визначених C, p, q, r > 0 i будь-яких a ≤ s < u < t ≤ b. Тодi iснує випадко-
вий процес bξ(t), який є стохастично еквiвалентним процесу ξ(t), i його траекторiї
належать D[a,b].

Це твердження має наступний сенс: якщо випадковий процес ξ(t) є стохастично
неперервним, i виконується умова (8), тодi серед усiх процесiв, якi є еквiвалентними
ξ(t) (отже, мають однаковi сiмейства скiнченно вимiрних розподiлiв), можна знайти
процес, траекторiї якого є неперервними справа i мають границi злiва.

Теорема 6. Нехай випадковий процес ξ(t) є таким, що

M|ξ(t)− ξ(s)|p ≤ C(t− s)1+r (9)

для визначених C, p, r > 0 i довiльних a ≤ s < t ≤ b. Тодi iснує випадковий процес
bξ(t), який є стохастично еквiвалентним випадковому процесу ξ(t), при цьому його
траекторiї є неперервними.

Зауважемо, що в даному твердженнi не йде мова про стохастичну неперервнiсть
процесу ξ(t), позаяк цей факт випливає з (9) i нерiвностi Маркова. Дiйсно, для до-
вiльного ε > 0 будемо мати:

P(|ξ(t)− ξ(t0)| > ε) = P(|ξ(t)− ξ(t0)|p > εp) ≤ M|ξ(t)− ξ(t0)|p
εp

≤

≤ C
|t− t0|1+r

εp t→t0
−→ 0.
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Зауваження 1. Tвердження 6 залишається в силi, якщо замiсть умови (9) взяти
наступну: для кожного ε > 0 iснують константи C, p, r > 0 такi, що

P(|ξ(t2)− ξ(t1)| > ε) ≤ C
|t2 − t1|1+r

εp

для довiльних a ≤ t1 < t2 ≤ b.

Одначе умова (9) є бiльш зручною для використання.

Завдання

2.1. Довести, що σ-алгебра є замкнутою ( ! )стосовно добутку злiченного числа
подiй.
2.2. Довести твердження 3.
2.3. ξ(t) є випадковим процесом, a випадкова величина τ має показниковий роз-
подiл. Нехай η(t) = ξ(t) + I{τ = t}. Довести, що процеси ξ(t), η(t) є стохастично
еквiвалентними, але не є iдентичними.
2.4. Нехай випадкова величина ξ ≥ 0 має неперервну функцiю розподiлу (!).
Випадковий процес ξ(t) визначається наступним чином:

ξ(t) = I{ξ > t}.

Довести, що цей процес є стохастично неперервним.
2.5. Довести, що для довiльних випадкових величин ξ, η i a, b ≥ 0 виконується
нерiвнiсть:

P(|ξ + η| > a + b) ≤ P(|ξ| > a) + P(|η| > b).

2.6. Нехай траєкторiї випадкового процесу належать простору D[0,∞). Довести,
що має мiсце

P( sup
a≤t≤b

ξ(t) ≤ x) = lim
n→∞

P(ξ(a +
b− a

2n
i) ≤ x, i = 0, 1, ..., 2n)

для довiльних 0 ≤ a < b < ∞.
2.7. Випадкова величина ξ має показниковий розподiл з параметром 1. Визначи-
мо випадковий процес наступним чином:

ξ(t) = I{ξ ≤ t}.

a) Намалювати траекторiї цього процесу.

b) Знайти P(ξ(t) = 0), P(ξ(t) = 1), P(ξ(t1) = 0, ξ(t2) = 0), P(ξ(t1) = 0, ξ(t2) =
1),P(ξ(t1) = 1, ξ(t2) = 1), t1 < t2.

2.8. Випадкова величина η має рiвномiрний розподiл на iнтервалi [−1; 1]. Визна-
чимо випадковий процес наступним чином:

ξ(t) = ηt2.

a) Намалювати траекторiї цього процесу.

b) Знайти P(ξ(t) < x).
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2.9. Випадкова величина ξ має показниковий розподiл з параметром. Визначимо
випадковий процес як

ξ(t) =
t

t− ξ
.

a) Намалювати траекторiї цього процесу.

b) Знайти його одновимiрний розподiл.



Лекцiя 2. Ланцюги Маркова 1

2.1 Визначення i класифiкацiя станiв

Нехай ξn, n ≥ 0 є послiдовнiстю випадкових величин, визначених на ймовiрно-
сному просторi (Ω,B,P), якi приймають значення E = {0,±1,±2, ...}.
Визначення 1. Послiдовнiсть ξn, n ≥ 0 називається ланцюгом Маркова, якщо
виконується умова:

P(ξn+1=j/ξ0=i0, ξ1=i1, ..., ξn−1=in−1, ξn=i)=P(ξn+1=j/ξn=i) (1)

для довiльних n ≥ 0, i, j, i0, ...., in−1 ∈ E.

Зауваження 1. У цьому визначеннi передбачаємо, що P(ξ0 = i0, ξ1 = i1, ..., ξn−1 =
in−1, ξn = i) > 0. Iнакше умовна ймовiрнiсть w (1) є невизначеною.

Властивiсть (1) називається властивiстю Маркова i має наступний сенс. Сiмей-
ство подiй

n
[ω : ξ0(ω)=i0, ..., ξn−1(ω)=in−1], i1, ..., in−1 ∈ E

o
можна трактувати як

iсторiю послiдовностi ξi, i ≥ 0 до моменту n. Тодi властивiсть (1) oзначає, що по-
чинаючи вiд моменту n, майбутня еволюцiя послiдовностi ξi залежить виключно вiд
стану послiдовностi в момент n i не залежить вiд її еволюцiї до моменту n.

Якщо

P(ξn+1 = j/ξn = i) = P(ξ1 = j/ξ0 = i),

тодi ланцюг Маркова називають однорiдним.

Зауваження 2. У подальшому будемо вивчати тiльки однорiднi ланцюги Маркова.

Визначення 2. Ймовiрнiсть

pij = P(ξ1 = j/ξ0 = i)

будемо називати ймовiрнiстю переходу за один крок, , a матрицю P = (pij) - ма-
трицею ймовiрностей переходiв за один крок aбо матрицею переходiв.

Maтриця P = (pij) має наступнi властивостi:

1. 0 ≤ pij ≤ 1, ∀i, j ∈ E;

2.
P

j∈E pij = 1.

Maтрицi з такими властивостями називають стохастичними.

Ймовiрнiсть pi = P(ξ0 = i) називають початковим розподiлом ланцюга Маркова.

Ланцюг Маркова зручно представляти у виглядi графа, вершини якого iнтерпре-
туються як стани. Потiм з вершини i проводять стрiлку до вершини j, якщо pij > 0.

294
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Теорема 1. Початковий розподiл (pi) i матриця переходiв P = (pij) однозначно
визначають ланцюг Маркова у тому сенсi, що

P(ξ0 = i0, ξ1 = i1..., ξn = in) = pi0pi0i1 · · · pin−1in . (2)

Д о в е д е н н я. Для n = 0 рiвнiсть (2) виконується. Якщо тепер має мiсце (2),
тодi

P(ξ0=i0, ξ1=i1..., ξn=in, ξn+1=in+1)=P(ξn+1=in+1/ξ0=i0, ξ1=i1..., ξn=in)×
×P(ξ0=i0, ξ1=i1..., ξn=in)=pi0pi0i1 · · · pin−1inP(ξn+1 = in+1/ξn = in) =

= pi0pi0i1 · · · pin−1inP(ξ1 = in+1/ξ0 = in) = pi0pi0i1 · · · pin−1inpinin+1

i справедливiсть твердження випливає з принципу математичної iндукцiї. J

Визначення 3. Ймовiрнiсть

P(ξn = j/ξ0 = i) = p
(n)
ij

називають ймовiрнiстю переходу за n крокiв, a матрицю
P (n) =

�
p
(n)
ij

�−матрицею переходiв за n крокiв.

Теорема 2. P (n) = P n.

Доведення цього твердження, яке легко провести методом математичної iндукцiї,
залишаємо читачевi (завдання 3.4.).

З твердження 2 випливає рiвнiсть P (m+n) = P (n)P (m), з якої отримаємо рiвняння

p
(n+m)
ij =

X

k

p
(n)
ik p

(m)
kj , i, j ∈ E. (3)

Цi рiвняння називаються рiвняннями Чепмена-Колмогорова. Вони мають дуже
простий сенс. Перехiд за n + m крокiв зi стану i до стану j вiдбувається в наступний
спосiб: спочатку за n крокiв переходимо до деякого стану k. Потiм, не зважаючи
на те, що було до стану k (властивiсть Маркова), нiби розпочинаємо все спочатку
зi стану k (властивiсть однорiдностi) i за m крокiв потрапляємо до стану j. Позаяк
промiжний стан може бути довiльним, маємо сумувати по всiх можливих станах.

Визначення 4. Стан i будмо називати неiстотним, якщо iснують такий стан j
i таке n0, що p

(n0)
ij > 0, aле p

(n)
ji = 0 для всiх n ≥ 1. Стан, який не є неiстотним

станом, будемо називати iстотним.

Визначення 5. Стан j називається досяжним зi стану i, якщо iснує n, таке, що
p
(n)
ij > 0. Тодi можемо записати i → j. Якщо i → j i j → i, тодi будемо говорити,
що стани i, j сполучаються, i позначати це як i ↔ j.

Вiдношення ↔ має наступнi властивостi:
1) (рефлексивнiсть) i ↔ i;
2) (симетричнiсть) jeњli i ↔ j, to j ↔ i;
3) (транзитивнiсть), якщо i ↔ j, j ↔ k, тодi i ↔ k (завдання 3.5.).

З цього випливає, що вiдношення ↔ є вiдношенням еквiвалентностi.
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Теорема 3. E = E0∪E1∪E2...., де E0 є класом всiх неiстотних станiв, натомiсть
Ei, i ≥ 1 є класами iстотних станiв, i Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j.

Якщо ξ0 = i0 ∈ Ei, i ≥ 1, тобто ланцюг ξn, n ≥ 0 стартує з класу iстотних станiв
Ei, тодi ξn ∈ Ei для всiх n ≥ 0. Дiйсно, якби була можливiсть потрапляння на певному
кроцi до класу iстотних або неiстотних станiв Ej , i 6= j, тодi для певних n0 ≥ 1 i
j0 ∈ Ej виконувалося б p

(n)
i0j0

> 0, aле тодi повернення до стану i0 було б неможливим,
позаяк iнакше iснувало б m таке, що p

(m)
j0i0

> 0. Звiдки випливало б, що стани i0, j0
сполучаються, а це є неможливим. Нехай тепер ξ0 = i0 ∈ E0. Якщо на певному кроцi
ланцюг залишить клас неiстотних станiв E0 i потрапить до якогось класу iстотних
станiв Ej , тодi згiдно властивостi Маркова i мiркуванням, представленим вище, вiн
залишиться в цьому класi назавжди.

Отже, ланцюг Маркова має наступнi можливостi для своєї еволюциї: ξn, n ≥ 0 :

1) якщо в початковий момент n = 0 ланцюг перебуває в якомусь з класiв iстотних
станiв, вiн завжди буде там перебувати й надалi;

2) якщо в початковий момент ланцюг перебуває в класi неiстотних станiв E0, тодi:
a) aбо вiн залишиться в цьому класi назавжди;
b) aбо на певному кроцi вiн залишить E0, потрапить до якогось

з класiв iстотних станiв i залишиться там назавжди.

Визначення 6. Якщо всi стани ланцюга Маркова є iстотними i такими, що спо-
лучаються, тодi такий ланцюг називають незвiдним .

Iншими словами ланцюг Маркова ξn є незвiдним, якщо в твердженнi 3 маємо E0 =
∅, Ei = ∅, i = 2, 3, ... a E1 = E.

Зауваження 3. У подальшому будемо розглядати тiльки незвiднi ланцюги Маркова.

Якщо i ↔ j, тодi iснують n0, m0 такi, що p
(n0)
ij = α > 0, p

(m0)
ji = β > 0. Teпер для

довiльного n ≥ 0 будемо мати:

p
(m0+n0+n)
jj =

X

k,l∈E

p
(m0)
jk p

(n)
kl p

(n0)
lj ≥ p

(m0)
ji p

(n)
ii p

(n0)
ij = αβp

(n)
ii ,

звiдки

p
(n)
ii ≤ ap

(m0+n0+n)
jj , (4)

де 0 < a = (αβ)−1 < ∞.
Якщо помiняти мiсцями i та j, тодi замiсть (4) oтримаємо:

p
(n)
jj ≤ bp

(m1+n1+n)
ii , (5)

для визначених натуральних n1, m1 i 0 < b < ∞. З (4), (5) легко отримати наступний
результат.

Лема 1. Якщо стани i, j сполучаються, тодi iснують натуральнi n1, n2 i констан-
ти 0 < c1, c2 < ∞ такi, що

c1p
(n−n1)
jj ≤ p

(n)
ii ≤ c2p

(n+n2)
jj (6)

для всiх n ≥ n1.
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Позаяк у цiй лемi помежемо помiняти i та j, отже отримаємо наступний резуль-
тат, яким будемо у подальшому користуватись.

Наслiдок 1. Якщо стани i, j є такими, що сполучаються, тодi асимптотичнi
властивостi ймовiрностей p

(n)
ii , p

(n)
jj , якщо n →∞, спiвпадають.

2.2 Рекурентнiсть ланцюгiв Маркова

Визначимо ймовiрнiсть першого повернення до стану i на n-тому кроцi

f
(n)
ii = P(ξ1 6= i, ξ2 6= i, ..., ξn = i/ξ0 = i).

Нехай

Fii =

∞X
n=1

f
(n)
ii .

Fii є ймовiрнiстю того, що ланцюг Маркова, який стартував зi стану i,, колись до
нього повернеться.

Нехай τ(i, i)= inf{n ≥ 1 : ξn=i/ξ0=i} є моментом (кроком) першого повернення
до стану i. Вочевидь, що f

(n)
ii =P(τ(i, i) = n) i Fii=P(τ(i, i) < ∞).

Визначення 7. Стан i будемо називати рекурентним, якщо Fii = 1, i нерекурентним
aбо транзитивним, якщо Fii < 1.

Теорема 4.

1) Стан i є рекурентним тодi i тiльки тодi, коли
P∞

n=1 p
(n)
ii = ∞.

2) Якщо
P∞

n=1 p
(n)
ii = Pi < ∞, тодi Fii = Pi

1+Pi
.

Д о в е д е н н я. Застосовуючи властивость Маркова i формулу повної ймовiр-
ностi по першому моменту повернення до стану i, oтримаємо:

p
(n)
ii =

nX

k=1

f
(k)
ii p

(n−k)
ii , n ≥ 1, (7)

де за означенням p
(0)
ii = 1. Для 0 < z < 1 розглянемо генератрису для послiдовностi

p
(n)
ii , f

(n)
ii :

Pi(z) =

∞X
i=1

znp
(n)
ii , Fi(z) =

∞X
i=1

znf
(n)
ii .

Домножимо лiву i праву частину рiвняння (7) на zn i просумуємо вiд 1 до ∞. Пiсля
перетворень отримаємо:

Pi(z) = Fi(z)(1 + Pi(z)). (8)

Звiдки

Pi(z) =
Fi(z)

1− Fi(z)
. (9)
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Зрозумiло, що limz↑1 Fi(z)=
P∞

n=1 f
(n)
ii =Fii≤1 i limz↑1 Pi(z)=

P∞
n=1 p

(n)
ii = Pi ≤ ∞.

Якщо стан i є рекурентним, тодi Fii = 1 i перехiд до границi z ↑ 1 в (9) дає

Pi =
Fii

1− Fii
=

1

1− 1
= ∞,

якщо ж Pi =
P∞

n=1 p
(n)
ii = ∞, тодi аналогiчно з (9) для z ↑ 1 отримаємо:

∞ =

∞X
n=1

p
(n)
ii = lim

z↑1

∞X
n=1

znp
(n)
ii = lim

z↑1
Fi(z)

1− Fi(z)
=

Fii

1− Fii
≤ 1

1− Fii
.

Звiдки Fii = 1. Якщо Pi =
P∞

n=1 p
(n)
ii < ∞, тодi з (8) при z ↑ 1 будемо иати Pi =

Fii(1 + Pi), отже, Fii = Pi/(1 + Pi) < 1. J

Наступний результат в очевидний спосiб є наслiдком леми 1.

Наслiдок 2. якщо i ↔ j, тодi стани i, j є одночасно рекурентними aбо нерекурен-
тними.

Нехай

Qii = P(ξnk = i для необмеженого числа крокiв nk/ξ0 = i).

Qii є ймовiрнiстю того, що ланцюг Маркова, стартуючи зi стану i, повернеться до
цього стану необмежену кiлькiсть разiв.

Теорема 5. Qii = 1 aбо Qii = 0 в залежностi вiд того, чи стан {i} є рекурентним
чи нi.

Д о в е д е н н я. Нехай Qii(N) = P(ξnk = i dla n1, ..., nk, k ≥ N/ξ0 = i).
Iншими словами Qii(N) є ймовiрнiстю того, що ланцюг Маркова, стартуючи зi стану
i, повернеться до цього стану принаймнi N разiв. Зрозумiло, що Qii(N) → Qii, якщо
N →∞. Отже,

Qii(N) = Qii(N − 1)

∞X

k=1

f
(k)
ii = Qii(N − 1)Fii,

що дасть Qii(N) = F N
ii . Звiдки при N →∞ й випливає твердження. J

Позначимо через

f
(n)
ij = P(ξ1 6= j, ξ2 6= j, ..., ξn = j/ξ0 = i)

ймовiрнiсть першого потрапляння до стану j на n-тому кроцi, якщо ланцюг стартує
зi стану i. Тодi Fij =

P∞
n=1 f

(n)
ij є ймовiрнiстю того, що ланцюг Маркова, стартуючи

зi стану i, колись потрапить до стану j.
Якщо i = j, тодi будемо мати перше повернення до стану i.
Нехай τ(i, j) = inf{n ≥ 1 : ξn = j/ξ0 = i} буде моментом першого потрапляння зi

стану i до стану j. Вочевидь, f
(n)
ij = P(τ(i, j) = n) i Fij = P(τ(i, j) < ∞).

Теорема 6. Якщо i ↔ j i стани i, j є рекурентними, тодi Fij = 1.
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Д о в е д е н н я. Нехай jp
(n)
ji є ймовiрнiстю того, що ланцюг Маркова, стартуючи

зi стану j, потрапить до стану i на n-тому кроцi, не вiдвiдуючи жодного разу стан j.
Iншими словами, jp

(n)
ji = P(ξ1 6= j, ξ2 6= j, ..., ξn−1 6= j, ξn = i/ξ0 = j). Для певного n0

будемо мати jp
(n0)
ji > 0 (завдання 3.6). Teпер

0 = P(τ(j, j) = ∞) ≥ jp
(n0)
ji (1−

∞X
n=1

f
(n)
ij ) =⇒

∞X
n=1

f
(n)
ij = 1.

J

Наслiдок 3. Якщо i ↔ j, i стани i, j є рекурентними, тодi iснує нескiнченна
послiдовнiсть n1, ..., nk, ... (випадкова!) така, що

P(ξnk = j, k = 1, 2, .../ξ0 = i) = 1.

Доведення є очевидним.

2.3 Блукання Бернуллi

Визначення 8. Нехай ηn, n = 1, 2, ... є незалежними випадковими величинами з
розподiлом P(ηn = 1) = p ∈ [0, 1], P(ηn = −1) = q = 1 − p. Послiдовнiсть S

(1)
n =

ξ0 +
Pn

i=1 ηi, n ≥ 1 називається блуканням Бернуллi на прямiй або просто блуканням
Бернуллi.

Блукання Бернуллi є однорiдним ланцюгом Маркова (завдання 3.8.).

Визначення 9. Нехай ξ
(i)
n , n = 1, 2, ... i = 1, 2 будуть незалежними блуканнями

Бернуллi на прямiй. Тодi S
(2)
n = (ξ

(1)
n , ξ

(2)
n ) будемо називати блуканням Бернуллi в

R2.

В подiбний спосiб можна визначити блукання Бернуллi в R3: S
(3)
n =

(ξ
(1)
n , ξ

(2)
n , ξ

(3)
n ), де ξ

(i)
n , n = 1, 2, ... i = 1, 2, 3 є незалежними блуканнями Бернуллi

на прямiй.

Теорема 7. Блукання Бернуллi S
(1)
n , S

(2)
n є рекурентним тодi i тiльки тодi, коли

p = q = 1/2, a блукння S
(3)
n є завжди нерекурентним.

Д о в е д е н н я. Розглянемо блукання S
(1)
n . Неважко зрозумiти, якщо 0<p<1,

тодi всi стани ланцюга Маркова S
(1)
n сполучаються i згiдно з наслiдком 2 достатньо

перевiрити на рекурентнiсть стан {0}. Маємо: (завдання 3.9.)

p
(n)
00 =

8
<
:

Ck
2k

�
p(1− p)

�k
, n = 2k,

0, n = 2k + 1,

(10)

для k = 1, 2, ... . Використовуючи формулу Стiрлiнга 1 n! = nn
√

2πne−n(1 + αn), де
αn

n→∞−→ 0, по виконанню необхiдних перетворень отримаємо:

p
(2k)
00 = Ck

2k

�
p(1− p)

�k
=

(2k)!

(k!)2
�
p(1− p)

�k
=

�
4p(1− p)

�k
√

πk

1 + α2k

(1 + αk)2
.

1James Stirling (1692–1770) – шотландський математик, який займався теорiєю
нескiнченних рядiв i теорiєю алгебраїчних кривих krzywych.
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З останньої рiвностi випливає, що умови збiжностi ряду
P∞

k=1 p
(2k)
00 є такими ж самими

як умови збiжностi ряду
P∞

k=1

�
4p(1−p)

�k

√
πk

. Легко переконатись, що 4p(1− p) = α < 1,
коли p 6= 1/2, i 4p(1− p) = 1, для p = 1/2. Tепер будемо мати:

∞X

k=1

�
4p(1− p)

�k
√

πk
=

8
><
>:

P∞
k=1

αk
√

πk
< ∞, p 6= 1/2,

P∞
k=1

1√
πk

= ∞, p = 1/2,

отже блукання S
(1)
n є рекурентним тодi i тiльки тодi, коли p = 1/2.

Розглянемо тепер блукання S
(2)
n = (ξ

(1)
n , ξ

(2)
n ). Позначимо через (i, j) стан цьо-

го блукання. Аналогiчно випадку блукання S
(1)
n достатньо дослiдити рекурентнiсть

стану (0, 0). Вочевидь, блукання S
(2)
n буде рекурентним тодi i тiльки тодi, коли ре-

курентними будуть блукання ξ
(1)
n i ξ

(2)
n . З цього випливає, що достатньо розглянути

ситуацiю, за якої ймовiрнiсть переходу за 2k крокiв зi стану 0 до стану 0, коли k →∞,
є порядку 1√

πk
(1 + αk), де αk

k→∞−→ 0. З незалежностi блукань ξ
(1)
n , ξ

(2)
n отримаємо:

p
(2k)

(0,0),(0,0) = P(ξ
(1)
2k = 0/ξ

(1)
0 = 0)P(ξ

(2)
2k = 0/ξ

(2)
0 = 0) =

1

πk
(1 + αk)2.

Позаяк

1

π

∞X

k=1

1

k
= ∞, отже

∞X

k=1

p
(2k)

(0,0),(0,0) = ∞,

звiдки робимо висновок о рекурентностi блукання S
(2)
n . J

Випадок блукання S
(3)
n можна дослiдити аналогiчно, тому залишаємо його чита-

чевi(завдання 3.10.).

ЗАВДАННЯ

3.1. Для ланцюга Маркова ξn з матрицею ймовiрностей переходiв
�

0, 6 0, 4
0, 2 0, 8

�

знайти P(ξ2 = 2), P(ξ3 = 1), якщо початковий розклад має вигляд: (1/3, 2/3).
3.2. Для ланцюга Маркова ξn з матрицею переходiв як у попередньому завданнi,

знайти початковий розподiл, за якого P(ξ2 = 2) = 0, 716.
3.3. Провести класифiкацiю станiв ланцюга Маркова ξn матрицею переходiв

a)

0
BBBB@

1/3 1/3 0 1/3 0
0 0 1/2 0 1/2
0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/2 1/2
0 0 1/3 0 2/3

1
CCCCA

, b)

0
BBBB@

0 1/2 0 1/2 0
1/2 0 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
0 0 1/2 1/2 0
0 0 4/5 0 1/5

1
CCCCA

.

3.4. Довести твердження 2.
3.5. Довести, якщо i ↔ j i j ↔ k, тодi i ↔ k.
3.6. Нехай jp

(n)
ji = P(ξ1 6= j, ξ2 6= j, ..., ξn−1 6= j, ξn = i/ξ0 = j). Довести, що iснує

таке n0, що jp
(n0)
ji > 0.
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3.7. Для ланцюга Маркова ξn визначимо τi = inf{n ≥ 1 : ξn 6= i/ξ0 = i}. Довести,
що τ мпє геометричний розподiл.
3.8. Показати, що блукання Бернуллi є однорiдним ланцюгом Маркова i знайти
його матрицю переходiв.
3.9. Довести вираз (10).
3.10. Довести, що блукання Бернуллi S

(3)
n є нерекурентним.

3.11. Для ланцюга Маркова ξn знайти P(ξ0 = i/ξn = j).

3.12. До двох урн поклали m чорних i m бiлих куль так, що кожна мiстить
m куль. У моменти 1, 2, ... з кожної урни одна куля перекладається до другої
урни. Нехай ξn є числом бiлих куль у першiй урнi. Показати, що ξn є ланцюгом
Маркова i знайти його матрицю переходiв.
3.13. Показати, що у випадку, коли ланцюг Маркова має скiнченну множину
станiв, всi його стани не можуть бути неiстотними. Навести приклад ланцюга
Маркова, всi стани якого є неiстотними.
3.14. Нехай ξn, n ≥ 0 є незвiдним ланцюгом Маркова.

a. Позначимо через jfik ймовiрнiсть того, що ξn, n ≥ 0, стартуючи зi стану i,
потрапить вперше до стану k ранiше нiж до стану j 6= k. Довести, що jfkk < 1.

b. Нехай τ(j, j) є часом першого повернення ланцюга ξn до стану j, ξ0 = j, a µjk

є числом потраплянь ланцюга в стан k протягом часу τ(j, j).

Довести, що:

(a) P(µjk > n) = jfjk · jf
n
kk;

(b) Mµjk < ∞;

(c) якщо ланцюг ξn має скiнченну множину станiв, тодi Mτ(j, j) < ∞.

3.15. Розглянемо послiдовнiсть ηn, n = 1, 2, ... незалежних однаково розподiлених
випадкових величин P(ηn = 1)) = p = 1 − P(ηn = −1), p ∈ (0, 1). Нехай
Sn = η1 + η2 + . . . + ηn, n = 1, 2, . . . Довести, що послiдовностi Yn = |Sn|,
Zn = maxk≤n Sk − Sn є ланцюгами Маркова.
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3.1 Перiодичнi ланцюги Маркова

Нехай ξn, n = 0, 1, 2, ... є ланцюгом Маркова з матрицею ймовiрностей переходiв
P .

Визначення 1. Якщо

НСД{n : p
(n)
ii > 0} = d(i) > 1,

тодi стан i називається перiодичним з перiодом d(i).

З цього визначення випливає, якщо d(i) є перiодом стану i, тодi нерiвнiсть p
(n)
ii > 0

виконується, коли n має вигляд n=kd(i), k = 1, 2, ...
�
aле необов’язково для всiх k

(завдання 1.)
�
i p

(n)
ii = 0, якщо n 6= kd(i), для всiх k = 1, 2, ... (завдання 2.).

Теорема 1. Якщо i ↔ j, тодi d(i) = d(j)
def
= d i d називається перiодом ланцюга

ξn.

Крiм того, у ланцюга Маркова властивiсть перiодичностi є властивiстю всiх ста-
нiв, якi утворюють певний клас станiв: всi стани класу, якi сполучаються, є aбо перi-
одичними з тим самим перiодом, aбо неперiодичними.

Д о в е д е н н я. Позаяк стани i, j сполучаються, отже p
(n0)
ij = α > 0, p

(m0)
ji = β >

0 для певних n0, m0. Нехай N(i) = {n : p
(n)
ii > 0}. Зрозумiло, що d(i) є найбiльшим

дiльником чисел N(i). Тепер для m ∈ N(i) будемо мати:

p
(n0+m+m0)
jj =

X

k,l∈E

p
(n0)
jk p

(m)
kl p

(m0)
lj ≥ p

(n0)
ji p

(m)
ii p

(m0)
ij = αβp

(m)
ii > 0,

отже n0 + m + m0 = c1d(j). Позаяк p
(2m)
ii ≥ p

(m)
ii p

(m)
ii > 0, тодi аналогiчно будемо

мати m0 + 2m + n0 = c2d(j). Вiднявши вiд другої рiвностi першу, отримаємо m =
(c2 − c1)d(j), звiдки випливає, що числа N(i) дiляться на d(j), крiм того d(j) ≤ d(i).
Помiнявши мiсцями i з j, маємо d(i) ≤ d(j), отже d(i) = d(j). J

Нехай i0 є довiльним станом. Визначимо наступнi множини станiв:

Ek = {j ∈ Ek, якщо iснує n, таке що p
(nd+k)
i0j > 0}, k = 0, 1, ..., d− 1.

Множини Ek є рiзними. Дiйсно, достатньо довести, що коли p
(md+l)
i0j > 0, 0 ≤ l ≤ d−1,

i j ∈ Ek, 0 ≤ k ≤ d − 1, тодi l = k. Позаяк всi стани сполучаються, отже p
(n)
ji0

> 0

для певного n, a p
( bmd+k)
i0j > 0 для певного bm за визначенножининям м Ek. Тому

p
(md+l+n)
i0i0

> p
(md+l)
i0j p

(n)
ji0

> 0, що дасть md + l + n = c1d. Подiбним чином p
( bmd+k+n)
i0i0

>

302
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p
( bmd+k)
i0j p

(n)
ji0

> 0, звiдки bmd + k + n = c2d, отже (m − bm)d + l − k = (c1 − c2)d. З цiєї
рiвностi випливає, що l − k дiлеться на d, що є можливим тiльки, якщо l = k.

Доведення наступного твердження є достатньо простим, отже залишаємо його
читачевi (завдання 3.).

Теорема 2. Нехай d є перiодом ланцюга Маркова ξn. Тодi E = E0 ∪ E1... ∪ Ed−1, де
Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j, i P(ξn+1 ∈ Ei+1/ξn ∈ Ei) = 1, (Ed = E0).

Зауваження 1. Множини Ek, k = 0, 1, ..., d− 1 називаються циклiчними пiдкласами
перiодичного ланцюга Маркова. Легко зрозумiти, що вони визначаються однозначно
з точнiстю до номеру.

З твердження 2 випливає, що можна перенумерувати стани перiодичного ланцюга
Маркова з перiодом d таким чином, щоб його матриця переходiв мала вигляд:

E0

E1

E2

Ed−1

E0 E1 E2 Ed−1

P1

P2

Pd−1

Pd

O O O

O O O

O O O O

O O O O

O O OO

O O O

........

........

........

........

........

........

Матрицi Pi вiдповiдають тут ненульовим елементам, a O є матрицями, якi скла-
даються з нулiв. Maтриця Pk - це матриця переходiв за один крок зi станiв Ek−1 до
станiв Ek, k = 1, 2, ...d− 1, a матриця Pd вiдповiдає переходам за один крок зi станiв
Ed−1 до станiв E0.

3.2 Ергодичнi властивостi ланцюга Маркова

У цьому параграфi проаналiзуємо поведiнку ймовiрностей p
(n)
ij , коли n → ∞.

Для цього нам буде потрiбен один результат, який спочатку наведемо без дове-
дення. Доведення буде представлене згодом у частинi, яка буде присвячена теорiї
вiдновлення. Iнше доведення можна знайти в [?], твердження 1.1, стор. 73.

Нехай pk, k = 0, 1, 2... є ймовiрносним розподiлом, a bk, k = 0, 1, 2... – числовою
послiдовнiстю такою, що

P∞
k=0 |bk| < ∞.

Теорема 3. Нехай ймовiрносний розподiл pn, n = 0, 1, 2, ... не є гратчастим розпо-
дiлом 1. Тодi:

1Розподiл випадкової величини ξ називають гратчастим (aрифметичним) з кро-
ком h > 0, якщо

P∞
k=−∞P(ξ = a + kh) = 1 для деякого a.
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1) рiвняння

un −
nX

k=0

pkun−k = bn, n ≥ 0 (1)

має тiльки один обмежений розв’язок ;

2) Якщо un є обмеженим розв’язком рiвняння (1), тодi

lim
n→∞

un =

P∞
k=0 bkP∞

k=0 kpk
. (2)

Якщо стан j не є рекурентним, тодi згiдно з критерiєм рекурентностi має мiсце:P∞
n=1 p

(n)
jj < ∞, отже p

(n)
jj n→∞−→ 0. З рiвностi p

(n)
ij =

Pn
k=1 f

(k)
ij p

(n−k)
jj випливає, що

p
(n)
ij n→∞−→ 0 (дивись зауваження 2 нижче).

Зауваження 2. Легко довести, що коли
P∞

k=0 |ak| < ∞ i limk→∞ bk=c, тодi
limn→∞

Pn
k=0 akbn−k = c

P∞
k=0 ak.

З цих мiркувань випливає, що коли ми хочемо, аби границя limn→∞ p
(n)
ij була

додатньою треба, щоб стани ланцюга Маркова були рекурентними.

Лема 1. Нехай данцюг Маркова ξn, n ≥ 0 є неперiодимним i рекурентним. Тодi

lim
n→∞

p
(n)
ij =

1P∞
n=1 nf

(n)
jj

. (3)

Д о в е д е н н я. У попереднiй лекцiї ми отримали рiвнiсть (див. рiвнiсть (7) на
стор. 297)

p
(n)
ii =

nX

k=1

f
(k)
ii p

(n−k)
ii , n ≥ 1,

за умови, що p
(0)
ii = 1. Якщо за визначенням f

(0)
ii = 0, тодi ця рiвнiсть може бути

записана у виглядi:

p
(n)
ii −

nX

k=0

f
(k)
ii p

(n−k)
ii = δ0n, n ≥ 0. (4)

З неперiодичностi ланцюга ξn, n ≥ 0 випливає, що розподiл f
(n)
ii , n=0, 1, 2, ... не є

гратчастим (завдання 5.). Tепер вiдношення (3) для i = j випливає з твердження 3
i рiвняння (4).

Зробимо припущення, що i 6= j. Будемо мати p
(n)
ij =

Pn
k=1 f

(k)
ij p

(n−k)
jj , n ≥ 1,

отже

lim
n→∞

p
(n)
ij =

P∞
k=1 f

(k)
ijP∞

n=1 nf
(n)
jj

=
1P∞

n=1 nf
(n)
jj

,

позаяк для рекурентних станiв має мiсце
P∞

k=1 f
(k)
ij = 1 (твердження 6, стор. 298).

J
З (3) випливає, що для неперiодичного рекурентного ланцюга Маркова границя
limn→∞ p

(n)
ij буде додатньою тодi i тiльки тодi, коли

P∞
n=1 nf

(n)
jj = Mτ(j, j) < ∞,

де τ(j, j) є моментом першого повернення до стану j.
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Визначення 2. Рекурентний стан i називається нульовим, якщо
P∞

n=1 nf
(n)
ii = ∞,

або додатним, якщо
P∞

n=1 nf
(n)
ii < ∞.

Зауваження 3. З (3) для i=j випливає, що стан i є нульвим (додатним) тодi i тiльки
тодi, коли limn→∞ p

(n)
ii = 0(> 0).

Лема 2. У незвiдного ланцюга Маркова всi стани є або нульовими, або додатними.

Доведення цього твердження легко провести, використовуючи попереднє заува-
ження та лему 1 на стор. 296.

Визначення 3. Ланцюг Маркова будемо називати eргодичним, якщо для всiх його
станiв i, j iснують границi limn→∞ p

(n)
ij = πj i

P
j∈E πj = 1.

Теорема 4. Якщо ланцюг Маркова ξn, n ≥ 0 є неперiодичним i виконується умова
mj = Mτ(j, j) =

P∞
n=1 nf

(n)
jj < ∞, j ∈ E, тодi

1) iснує границя limn→∞ p
(n)
ij = 1/mj

def
= πj > 0, яка не залежить вiд початко-

вого стану ланцюга ;

2)
P

j∈E πj = 1;

3) для вектора ~π = (πj , j ∈ E) має мiсце рiвнiсть ~πP = ~π;

4) вектор ~π є єдиним.

Наслiдок 1. Якщо для ланцюга Маркова виконуються умови попереднього твер-
дження, тодi вiн є ергодичним.

Визначення 4. Сукупнiсть {πj , j ∈ E} з твердження 4 називається eргодичним
(aбо фiнальним ) розподiлом ланцюга Маркова ξn.

D o w у d твердження 4. Перший пункт випливає безпосередньо з леми 1. Дове-
демо рiвнiсть

P
j πj = 1. Спочатку покажемо, що

P
j πj ≤ 1. Нехай S(m), m = 1, 2, ...

є такими пiдмножинами E, що S(m) складаються з m eлементiв, Em ⊂ Em+1 i
S(m) ↑ E, якщо m → ∞. Будемо мати

P
j∈S(m) p

(n)
ij ≤ 1, тодi пiсля переходу до

границi n → ∞ отримаємо
P

j∈S(m) πj ≤ 1. Перейшовши до границi по m → ∞ в
останнiй нерiвностi, дiстанемо

P
j πj ≤ 1.

Позаяк p
(n+1)
ij ≥Pk∈S(m) p

(n)
ik pkj , тодi пiсля переходу до границi n →∞ отрима-

ємо πj ≥
P

k∈S(m) πkpkj . Якщо в цiй нерiвностi взяти m →∞,тодi будемо мати:

πj ≥
X

k

πkpkj . (5)

Якби в (5) нерiвнiсть була строгою для певного j, тодi сумуючи сторони в (5) по
j ∈ E, отримали бP

j πj >
P

j

P
k πkpkj =

P
k πk

P
j pkj =

P
k πk, що призводить до протирiччя.

Отже в (5) мають мiсце рiвностi, що доводить пункт 3 твердження.
Далi будемо мати:

πj=
X

k

πkpkj=
X

k

X

l

πlplkpkj=
X

l

πl

X

k

plkpkj=
X

l

πlp
(2)
lj =...=

X

k

πkp
(n)
kj . (6)
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Позаяк
P

j πj ≤ 1, тодi в (6) можемо перейти до границi n →∞ пiд символом
P

, що
дасть πj = πj

P
k πk, отже

P
k πk = 1.

Якщо iснує iнший набiр чисел bπj , j ∈ E, для яких має мiсце 1)-3), тодi bπk =P
i bπipik = .... =

P
i bπip

(n)
ik i перехiд до границi n →∞ дає bπk =

P
i bπiπk = πk. J

Якщо скiнченний ланцюг Маркова є незвiдним, тодi всi його стани є додатними
(див. зпвдання 14. b(c) стор. 301). Звiдки маємо наступний наслiдок.

Наслiдок 2. Для скiнченного неперiодичного ланцюга Маркова завжди iснує ерго-
дичний розподiл.

Зауваження 4. Ймовiрносний розподiл ~ρ = {ρi, i ∈ E}, для якого виконується рiв-
няння ~ρP = ~ρ, називається стацiонарним розподiлом ланцюга Маркова.

Якщо ~ρ = {ρi, i ∈ E} є стацiонарним розподiлом ланцюга Маркова ξn з
матрицею переходiв P, тодi, позаяк P (n) = P n, будемо мати ~ρP (n) = ~ρ для довiль-
ного n ≥ 1. Отже, якщо за початковий розподiл ланцюга ξn взяти розподiл ~ρ, тодi
P(ξn = j) =

P
k∈E ρkp

(n)
kj = ρj . Iншими словами тодi безумовна ймовiрнiсть пере-

бування ланцюга Маркова в станi не залежить вiд часу. Такий ланцюг називається
стацiонарним.

Якщо iснує ергодичний розподiл, тодi вiн автоматично є також стацiонарним
розподiлом, aле може статись, що стацiонарний розподiл iснує, a ергодичний розподiл
нi (завдання 13.).

Проаналiзуємо тепер фiнальнi ймовiрностi перiодичних ланцюгiв Маркова. Не-
хай ξn, n ≥ 0 є перiодичним ланцюгом Маркова з перiодом d, крiм того E =
E0∪E1...∪Ed−1 буде його представленням у виглядi циклiчних пiдкласiв. Припусти-
мо, що виконується умова mj =

P∞
n=1 nf

(n)
jj < ∞. Якщо i, j ∈ Ek, to p

(dn+l)
ij = 0 для

всiх n ≥ 1, 1 ≤ l ≤ d− 1. Позаяк ймовiрностi p
(nd)
ij могуть бути додатними, тодi гра-

ниця limn→∞ p
(nd)
ij для i, j ∈ Ek може бути додатньою. З цього випливає, що границя

limn→∞ p
(n)
ij для i, j ∈ Ek може не iснувати.

Нехай знову i, j ∈ Ek. Розглянемо ймовiрностi p
(dn)
ij , n = 1, 2, ... Вочевидь, що цi

ймовiрностi вiдповiдають ланцюгу Маркова ξnd, n = 0, 1, 2, ..., який стартує зi стану
i ∈ Ek. Якщо взяти до уваги еволюцiю перiодичного ланцюга Маркова, тодi може-
мо сказати, що ймовiрностi p

(dn)
ij є ймовiрностями переходу за n крокiв наступного

ланцюга Маркова: bξn
def
= ξnd, n = 0, 1, 2, ... з множиною станiв Ek. Цей ланцюг є

неперiодичним. Якщо bp(n)
ij є ймовiрностями його переходiв за n крокiв, тодi будемо

мати:

lim
n→∞

p
(nd)
ij = lim

n→∞
bp(n)

ij =
1

Mbτ(j, j)
, (7)

де bτ(j, j) є часом повернення до стану j ланцюга bξn. Вочевидь, dbτ(j, j) = τ(j, j), де
τ(j, j) є часом повернення до стану j ланцюга ξn. Тепер будемо мати:

lim
n→∞

p
(nd)
ij =

d

Mτ(j, j)
=

d

mj
.

Цей аналiз пiдводить нас до формулювання ергодичяного твердження для перiоди-
чних ланцюгiв Маркова.
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Теорема 5. Розглянемо ланцюг Маркова ξn, n ≥ 0, який є перiодичним з перiодом d
i таким, що mj =

P∞
n=1 nf

(n)
jj < ∞, i E = E0 ∪E1...∪Ed−1 є його представленням у

виглядi циклiчних пiдкласiв. Нехай i ∈ Ek, j ∈ El. Тодi

1) limn→∞ p
(nd+|k−l|)
ij = d/mj

def
= πj > 0, i

P
j πj = 1;

2) limn→∞ p
(nd+m)
ij = 0, для кожного m 6= |k − l|.

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що ланцюг Маркова з матрицею переходiв
0
BB@

0 0 1/2 1/2
0 0 0 1
0 1 0 0

1/2 1/2 0 0

1
CCA

має перiод 2, p
(2k)
33 > 0, k = 2, 3, ..., aле p

(2)
33 = 0.

2. Довести, що коли d є перiодом стану i, тодi p
(ld+k)
ii = 0 для всiх k = 1, 2, ..., d−1,

l = 0, 1, 2, ...

3. Довести твердження 2.

4. Довести твердження 5 у випадку i ∈ Ek, j ∈ El, k 6= l.

5. Довести, що у випадку, коли ланцюг Маркова ξn, n ≥ 0 є неперiодичним, тодi
розподiл f

(n)
ii , n = 0, 1, 2, ... не є гратчастим.

6. Дослiдити на перiодичнiсть та знайти циклiчнi пiдкласи ланцюга Маркова з
матрицею переходiв

a)

0
BBBB@

0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1

1/3 1/3 0 1/3 0
0 0 1 0 0

1/2 1/2 0 0 0

1
CCCCA

, b)

0
BBBB@

0 0 1/2 0 1/2
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA

.

7. Нехай pk, k = 0, 1, 2, ... є розподiлом ймовiрностей. Визначимо послiдовнiсть
pk∗

n , k = 0, 1, 2, ... наступнм чином:

p0∗
n = δ0n, pk∗

n =

nX
i=0

pip
(k−1)∗
n−i , n ≥ 1,

де δ0n є символом Кронекера. Довести, що рiвняння (1) має тiльки один обме-
жений розв’язок, який може бути записаний у виглядi:

un =

nX

k=0

bn−kPk, n ≥ 0, (8)

де Pn =
P∞

k=0 pk∗
n .
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8. Для ланцюга Маркова з матрицею переходiв

P =

�
1/5 4/5
1/3 2/3

�
P =

0
@

0, 3 0, 5 0, 2
0, 6 0 0, 4
0 0, 4 0, 6

1
A

знайти:
a) ергодичний розподiл;
b) середнiй час повернення до стану.

9. Maтриця переходiв ланцюга Маркова ξn з множиною станiв E = {1, 2, 3, 4} має
вигляд:

P =

0
BB@

0 1
2

1
2

0
1
4

1
2

0 1
4

2
3

0 0 1
3

0 2
3

1
3

0

1
CCA .

a) Припустивши, що ξ0 = 3, пiдрахувати математичне сподiвання часу потра-
пляння до стану 2.
b) Знайти ергодичний розполiл.
c) Чи є ланцюг перiодичним? Чи є вiн незвiдним?

10. Ланцюг Маркова має матрицю переходiв:
0
BB@

p0 p1 p2 p3 ....
1 0 0 0 ....
0 1 0 0 ....
0 0 1 0 ....

1
CCA .

Визначити:
a) умови рекурентностi;
b) умови iснування i вигляд ергодичного розподiлу.

11. Ланцюг Маркова має матрицю переходiв:
0
BBBB@

1/2 1/2 0 0 0 0 ....
2/3 0 1/3 0 0 0 ...
3/4 0 0 1/4 0 0 ....
4/5 0 0 0 1/5 0 ....
.. .. .. .. .. .. ....

1
CCCCA

.

Довести, що p
(n)
ij n→∞−→ 1

j!(e−1)
, i, j = 1, 2, ...

12. Ланцюг Маркова має матрицю переходiв:
0
BBBB@

1/2 1/2 0 0 0 0 ....
1/2 0 1/2 0 0 0 ...
1/3 0 0 2/3 0 0 ....
1/4 0 0 0 3/4 0 ....
.. .. .. .. .. .. ....

1
CCCCA

.

Довести, що p
(n)
ij n→∞−→ 0, i, j = 1, 2, ...

13. Навести приклад ланцюга Маркова, для якого iснує стацiонарний розподiл,
але не iснує ергодичний розподiл.



Лекцiя 4. Процес Пуасона

4.1 Властивостi показникового розподiлу. Рахуючий
процес

Якщо функцiєю розподiлу випадкової величини ξ є F (x)=P(ξ ≤ x) = 1 − e−λx,
x ≥ 0 i F (x) = 0, x < 0, де λ > 0, тодi кажуть, що ξ має показниковий розподiл з
параметром λ. Щiльнiсть цього розподiлу має вигляд: f(x) = λe−λx, x ≥ 0 i f(x) =
0, x < 0. Нескладно показати, що Mξ = λ−1,D2ξ = λ−2.

Нехай ξ1, ξ2, ... є незалежними випадковими величинами, якi мають показниковий
розподiл з параметром λ. Позначимо через Sn =

Pn
i=1 ξi, n = 1, 2, ...

Лема 1. Випадкова величина Sn має розподiл:

En(λ, x)
def
= P(Sn ≤ x) = 1− e−λx�1 +

λx

1!
+ ... +

(λx)n−1

(n− 1)!

�
, x ≥ 0, (1)

en(λ, x)
def
=

dEn(λ, x)

dx
= λ

(λx)n−1

(n− 1)!
e−λx, x ≥ 0. (2)

En(λ, x) називається розподiлом Ерланга з параметрами n, λ.

Доведення виразу (2) нескладно провести методом математичної iндукцiї, вико-
ристовуючи формулу для щiльностi суми додатнiх незалежних випадкових величин

fξ+η(x) =

xZ

0

fξ(x− y)fη(y)dy.

Вираз (1) можна отримати з (2) шляхом iнтегрування .

Представимо суми Sn, n ≥ 1 у виглядi точок на чисельнiй вiсi.

-rb
S1 S2

r
S3

r
SN(t)

r
SN(t)+1

r
t

b

Мал. 1
Позначимо

N(t) = max{n : Sn ≤ t}. (3)

Зрозумiло, що N(t) є число сум Sn, якi помiстилися в iнтервалi [0, t]. Iншими словами,
це є число точок • на мал. 1, якi дежать в iнтервалi [0, t].
В теорiї вiдновлення, яка буде представлена в наступних лекцiях, цi точки назива-
ються точками регенерацiї. Ця назва має наступне походження. Якщо випадкова

309
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величина ξ описує час безаварiйної роботи певного приладу, a в момент аварiї зi-
псутий прилад миттєво замiнюється на новий, тодi точки • на мал. 1 є моментами
замiни зiпсутого приладу – тобто, у цих точках вiдбувається вiдновлення роботи.
Процес N(t), t ≥ 0 називається рахуючим процесом. Цей процес пiдраховує число
точок вiдновлення ( регенерацiї ) в iнтервалi [0, t].

Зрозумiло, що SN(t) є останнiм вiдновлення до моменту t (може бути SN(t) = t), a
SN(t)+1 є першим вiдновлення пiсля моменту t. Випадкова величина γ+(t) = SN(t)+1−
t має назву перескоку моменту t послiдовнiстю Sn, n = 1, 2, ..., a випадкова величина
γ−(t) = t − SN(t)+1– є недоскоком до моменту t (див. мал. 2). Випадкова величина
γ(t) = γ−(t) + γ+(t) = SN(t)+1 − SN(t) представляє довжину iнтервала, який мiстить
точку t.

-rb
S1 S2

r
S3

r
SN(t)

r
SN(t)+1

r
t

b
γ+(t)γ−(t)

Мал. 2

Наступне твердження визначає розподiл цих випадкових величин.

Теорема 1. Мають мiсце наступнi рiвностi:

P(γ+(t) > x) = e−λx, (4)

P(γ−(t) > x) =

�
e−λx, якщо 0 ≤ x < t,

0, якщо x ≥ t,
(5)

P(γ(t) > x) =

�
e−λx(λx + 1), якщо 0 ≤ x < t,

e−λx(λt + 1), якщо x ≥ t.
(6)

Д о в е д е н н я. Маємо

P(γ+(t) > x) = e−λ(t+x) +

∞X

k=1

P(Sk ≤ t, Sk+1 > t + x) = e−λ(t+x)+

+

∞X

k=1

tZ

0

P(Sk+1>t + x/Sk=y)ek(y)dy=

∞X

k=1

tZ

0

P(ξk+1>t+x−y)ek(y)dy=

+e−λ(t+x)=e−λ(t+x)
�
1+λ

tZ

0

∞X

k=1

(λy)k−1

(k − 1)!
dy
�
=e−λ(t+x)�1+λ

tZ

0

e−λydy
�
=e−λx.

З наведених мiркувань випливає,що

∞X

k=1

P(Sk ≤ t, Sk+1>t + x)=e−λx−e−λ(t+x). (7)

Тепер будемо мати

P(γ−(t)>x)=I{x<t}
�
e−λt+

∞X

k=1

P(Sk≤t− x, Sk+1>t)
�

= I{x<t}e−λx.
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Для (6) доведення проведемо у випадку, коли t ≤ x, випадок t > x залищаємо читачевi
(завдання 2.1.). Маємо

P(γ(t) > x) = e−λx +

∞X

k=1

P(Sk ≤ t, Sk+1 > t, ξk+1 > x) = e−λx+

+

∞X

k=1

tZ

0

P(Sk ≤ t, Sk+1 > t, ξk+1 > x/Sk = y)ek(y)dy = e−λx+

+

∞X

k=1

tZ

0

P(ξk+1>t−y, ξk+1>x)ek(y)dy = e−λx+

∞X

k=1

tZ

0

P(ξk+1>x)ek(y)dy =

= e−λx + e−λxλ

tZ

0

dy = e−λx(tλ + 1). J

Можна поставити питання: яким є математичне сподiвання iнтервала типу [Sk, Sk+1],
який накриває момент t? Позаяк ця довжина спiвпадає з довжиною однiєї з випад-
кових величин ξk, для якої Mξk = 1/λ, тодi на перший погляд здається, що вiдповiдь
звучить 1/λ, але з виразiв (4), (5) (або з виразу (6)) нескладно пiдрахувати, що

Mγ(t) = Mγ+(t) + Mγ−(t) =
2− e−λt

λ
>

1

λ
. (8)

Це є так званий парадокс часу очiкування (бiльше iнформацiї можна знайти напри-
клад в [?], стор. 17). Виявляється, що випадкова величина ξk, яка реалiзує накриття
моменту t, має iнший розподiл нiж випадкова величина ξk з визначеним k. Це є на-
слiдком виразу (6).

Зауваження 1. Про парадокс часу очiкування бiльш розлого поведемо розмову в
лекцiях, якi присвяченi теорiї вiдновлення.

4.2 Визначення i властивостi процесу Пуассона

Розглянемо послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових вели-
чин ξ1, ξ2, ..., якi мають показниковий розподiл з параметром λ, i Sn =

Pn
i=1 ξi, n =

0, 1, 2, ... Випадкову величину N(t) за визначенням (3) ми трактували як число точок
вiдновлення до моменту часу t i називали рахуючим процесом. За своїм визначенням
N(t) є функцiєю двох арнументiв – ω i t. Отже, фактично N(t) є випадковим про-
цесом. Цей процес називається процесом Пуасона. Строге визначення має наступний
вигляд.

Визначення 1. Випадковий процес ξ(t), визначений як

ξ(t) = ξ(0) + max{n ≥ 0 : Sn ≤ t}, (9)

називається процесом Пуассона з параметром λ.

Зауваження 2. Зазвичай у визначеннi процесу Пуассона припускають, що ξ(0) = 0,
тобто процес розпочинається з нульового значення. Тодi процес Пуассона ξ(t) є фа-
ктично рахуючим процесом N(t), але умова ξ(0) = 0 не є обов’язковою i ситуацiя,
коли ξ(0) 6= 0, є цiлком можливою. Ба бiльше ξ(0) може бути навiть випадковою
величиною. У подальшому ми будемо припускати, що ξ(0) є сталою величиною.
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Наступний графiк представляє собою типовий вигляд траекторiї процесу Пуа-
ссона (для ξ(0) = 0).

6ξ(t)

r
S0

-
t

r-
S1

-
1

S2

r

-2

-3

S3

r

Мал. 3

Послiдовнiсть сум Sn, n = 0, 1, 2, ... i значення ξ(0) визначають процес ξ(t) одно-
значно i навпаки. Така iнтерпретацiя є зручною для доведення наступного твердже-
ння.

Лема 2. Для довiльного t > 0 будемо мати:

P(ξ(t) = k/ξ(0) = 0) = e−λt (λt)k

k!
, k ≥ 0. (10)

Д о в е д е н н я. Якщо {ξ(0) = 0}, тодi подiя {ξ(t) = k} є еквiвалентною наступнiй
{Sk ≤ t, Sk+1 > t}. Тому отримаємо:

P(ξ(t)=k/ξ(0)=0)=P(Sk≤t, Sk+1>t)=P(Sk≤t)−P(Sk≤t, Sk+1≤t) =

= P(Sk ≤ t)−P(Sk+1 ≤ t) = Ek(λ, t)− Ek+1(λ, t) = e−λt (λt)k

k!
. J

Зауваження 3. Аналогiчно можемо довести, що (завдання 2.2.)

P(ξ(t) = j/ξ(0) = i) = e−λt (λt)j−i

(j − i)!
, i ≤ j, t ≥ 0. (11)

Нехай момент s є фiксованим i ξ(0) = 0. Тодi Sξ(s) є останньою сумою перед
моментом s (включаючи s), a Sξ(s)+1 буде першою сумою пiсля моменту s. Визначи-
мо наступнi випадковi величини: ξ

(s)
1 = γ+(s), ξ

(s)
k = Sξ(s)+k − Sξ(s)+k−1, k = 2, 3, ...

Легко довести (завдання 2.3.), що випадковi величини ξ
(s)
k , k = 2, 3, ... є незалежни-

ми i мають той самий показниковий розподiл з параметром λ. Випадкова величина
ξ
(s)
1 = γ+(s) є незалежною вiд ξ

(s)
k , k = 2, 3, ..., a згiдно з твердженням 1 має пока-

зниковий розподiл з параметром λ. З цього випливає, що вiд моменту s послiдовнiсть
випадкових величин ξ

(s)
k , k = 1, 2, 3, ... генерує у новiй системi координат з часом v

(див. мал. 4.) процес Пуассона ξs(v).
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6
ξ(t)

r
S0

-r
t

-
S1

-1

S2

r

-2

Sξ(s)

r

-

Sξ(s)+1

r
Sξ(s)+2

r

-
ξ
(s)
1 =γ+(s)

γ+(s)

b
s

6

ξ(s)

ξs(v)

-
v

Мал. 4

Цей процес не залежить вiд еволюцiї процесу ξ(t) до моменту s. Вочевидь, що
ξs(v) = ξ(v + s)− ξ(s). З цiєї побудови випливає наступна лема.

Лема 3. Нехай ξ(t) є процесом Пуассона з параметром λ. Для довiльного фiксова-
ного s ≥ 0 процес ξs(t)

def
= ξ(t+ s)− ξ(s) є процесом Пуассона з параметром λ, який

не залежить вiд ξ(u), u ≤ s.

З рiвностi ξs(t) = ξ(t + s)− ξ(s) i леми 2 отримаємо:

P(ξ(t + s)− ξ(s) = k) = P(ξs(t) = k/ξs(0) = 0) = e−λt (λt)k

k!
, k ≥ 0.

Якщо тепер взяти до уваги (11), тодi будемо мати:

P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i) = P(ξ(t)− ξ(s) = j − i/ξ(s) = i) =

= P(ξ(t)− ξ(s) = j − i) = e−λt (λt)j−i

(j − i)!
= P(ξ(t) = j/ξ(0) = i), i ≤ j.

Отже,

P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i) = P(ξ(t) = j/ξ(0) = i), i ≤ j (12)

для всiх t, s ≥ 0.

Рiвнiсть (12) означає, що процес Пуассона є процесом однорiдним у часi (або про-
сто однорiдним), тобто ймовiрноснi характеристики цього процесу на iнтервалi [s, t+s]
залежать тiльки вiд довжини цього iнтервалу i не залежать вiд його розташування.

Якщо 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn < s, t ≥ 0 i i ≤ j, тодi згiдно з попереднiми
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мiркуваннями отримаємо:

P(ξ(t + s) = j/ξ(t1) = i1, ..., ξ(tn) = in, ξ(s) = i) =

= P(ξ(t + s)− ξ(s) = j − i/ξ(t1) = i1, ..., ξ(tn) = in, ξ(s) = i) =

= P(ξ(t + s)− ξ(s) = j − i) = e−λt (λt)j−i

(j − i)!
= P(ξ(t) = j/ξ(0) = i) =

= P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i).

Отже, для довiльного натурального n i довiльних t ≥ 0, 0≤t1<t2<...<tn<s, i ≤ j
будемо мати:

P(ξ(t+s)=j/ξ(t1)=i1, ..., ξ(tn)=in, ξ(s)=i)=P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i). (13)

З (13) випливає, що починаючи з моменту s, еволюцiя процесу ξ(t) залежить тiль-
ки вiд значення цього процесу до моменту s i не задежить вiд попередньої iсторiї.
Ця властивiсть називається властивiстю Маркова. Процеси, якi мають таку власти-
вiсть, називають марковськими процесами. Ми поведемо мову про такi процеси в
подальших роздiлах пiдручника.

Отже, сформулюємо властивостi процесу Пукассона в наступному твердженнi.

Теорема 2. Процес Пуассона має такi властивостi:

1) вiн є однорiдним ;

2) P(ξ(t + s)=j/ξ(s)=i) = e−λt (λt)j−i

(j−i)!
, i ≤ j, зокрема P(ξ(t) = k/ξ(0) = 0) =

e−λt (λt)k

k!
, k ≥ 0;

3) P(ξ(t + s)=j/ξ(t1)=i1, ..., ξ(tn)=in, ξ(s)=i)=P(ξ(t + s)=j/ξ(s)=i)

для довiльних натуральних n i довiльних 0 ≤ t, 0≤t1<t2<...<tn<s, i1 ≤ i2 ≤
... ≤ in ≤ i ≤ j;

4) для довiльних 0 = t0 ≤ t1 < t2 < ... < tn випадковi величини ξ(ti) − ξ(ti−1),
i = 1, ..., n є незалежними ;

5) Me−µ(ξ(t)−ξ(0)) = eλt(e−µ−1), Mzξ(t)−ξ(0) = eλt(z−1).

Як зазначалось ранiше, властивiсть 3) називають властивiстю Маркова, a вла-
стивiсть 4) означає, що процес Пуассона є процесом з незалежними приростами. До-
ведення цiєї властивостi для n = 2 випливає з леми 3. Для n = 3 будемо мати:

P(ξ(t1) = i, ξ(t2)− ξ(t1) = j, ξ(t3)− ξ(t2) = k) =

= P(ξ(t3)−ξ(t2)=k/ξ(t1)=i, ξ(t2)−ξ(t1)=j)P(ξ(t1)=i, ξ(t2)−ξ(t1)=j)=

= P(ξ(t3)−ξ(t2)=k/ξ(t1)=i, ξ(t2)=j+i)P(ξ(t1)=i)P(ξ(t2)−ξ(t1)=j)=

= P(ξ(t1) = i)P(ξ(t2)− ξ(t1) = j)P(ξ(t3)− ξ(t2) = k).

Подiбнi мiркування можна провести для n = 4, 5... Також можна застосувати метод
математичної iндукцiї.

Доведення властивостi 5) залишаємо читачевi (завдання 2.4.).

ЗАВДАННЯ
2.1. Довести (6) у випадку t ≥ x.
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2.2. Довести вираз (11).
2.3. Показати, що для довiльного фiксованого s випадковi величини ξ

(s)
k =

Sξ(s)+k − Sξ(s)+k−1, k = 2, 3, ... (див. мал. 4) є незалежними i мають показниковий
розподiл з параметром λ.

2.4. Довести властивiсть 5) твердження 2.
2.5. Довести, що Mξ(t) = λt i D2ξ(t) = λt.

Позачимо через ξ(t) процес Пуассона з параметром λ i ξ(0) = 0.

2.6. Знайти P(ξ(s) = k, ξ(t) = m).
2.7. Знайти P(ξ(t) = k/ξ(s) = n), t < s, k < n.

2.8. Показати, що коли ξ1(t) є процесом Пуассона з параметром λ1, a ξ2(t) є
процесом Пуассона з параметром λ2, тодi ξ1(t) + ξ2(t) є процессом Пуассона з
параметром λ1 + λ2.
2.9. Довести, що:
a) ξ(t)

t t→∞−→ λ за ймовiрнiстю;

b) limt→∞P( ξ(t)−λt√
λt

< x) = Φ(x) = 1√
2π

xR
−∞

e−v2/2dv.

2.10. Довести, що процес Пуассона є стохастично неперервним.
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5.1 Узагальнений процес Пуассона

Розглянемо послiдовнiсть ξ1, ξ2, ... незалежних однаково розподiлених випадкових
величин з функцiєю розподiлу F (x) i незалежний вiд ξ1, ξ2, ... процес Пуассона N(t)
з параметром λ.

Визначення 1. Випадковий процес ξ(t), визначений як

ξ(t) = ct +

N(t)X
i=1

ξi, (1)

називається узагальненим процесом Пуассона. Параметр c називається коефiцiєн-
том зсуву.

Якщо τk, k = 1, 2, ... є послiдовними моментами стрибкiв процесу N(t) (N(t) є
процесом Пуассона з параметром λ i N(0) = 0), тодi стрибки процесу ξ(t) вiдбуваю-
ться так само в моменти τk. Типова траекторiя цього процесу для c > 0 представлена
на мал. 1.

6ξ(t)

-
t

½
½

½½>
ξ1

τ1
½

½
½

½½>

ξ2

τ2

½
½

½>

½
½

½
½

½½>
ξ3

τ3

Мал. 1

Зауваження 1. В альтернативному варiантi процес вигляду (1) називається узагаль-
неним процесом Пуассона з зсувом при c 6= 0. Натомiсть для c = 0 процес називають
o узагальненим процесом Пуассона.

316
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Зауваження 2. У зазначеному вище визначеннi робимо припущення, що ξ(0) = 0,
тобто процес стартує з нуля, але ситуацiя, коли ξ(0) = u, де u може бути навiть
випадковою величиною є можливою. Тодi ξ(t) = u + ct +

PN(t)
i=1 ξi. У подальшому

будемо передбачати, що у випадку, коли ξ(0) = u, тодi u є не випадковим значенням.

З стохастичної неперервностi процесу Пуассона N(t) (завдання 2.1., стор. 314)
випливає стохастична непервнiсть узагальненого процесу Пуассона.

Наступне твердження описує властивостi узагальненого процесу Пуассона.

Теорема 1. Узагальнений процес Пуассона має наступнi властивостi:

1) для довiльних s, t > 0, x, y ∈ R1 має мiсце

P(ξ(t+s)≤y/ξ(s)=x)=P(ξ(t) ≤ y/ξ(0)=x);

2) для довiльного натурального n i довiльних 0 ≤ s1 < s2 < ... < sn < s, t >
0, xi, x, y ∈ R1, i = 1, ..., n, виконується

P(ξ(t+s)≤y/ξ(s1)=x1, ..., ξ(sn)=xn, ξ(s)=x)=P(ξ(t + s) ≤ y/ξ(s)=x);

3) для довiльних 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn випадковi величини ξ(ti)−ξ(ti−1), i = 1, ..., n
є незалежними;

4)

Meiµ(ξ(t)−ξ(0)) = etk(µ), µ ∈ R1, (2)

де k(µ) = iµc + λ(Meiµξ1 − 1) = iµc + λ
∞R
−∞

(eiµx − 1)dF (x).

Д о в е д е н н я. Властивiсть 1) oзначає, що узагальнений процес Пуассона є
однорiдним. Властивiсть 2) свiдчить про те, що процес має марковську властивiсть,
тобто є марковським процесом, a властивiсть 3) визначає наш процес як процес з
незалежними приростами. Позаяк випадковi величини ξi i процес Пуассона N(t) є
незалежними, тодi першi три властивостi випливають з першої, другої i третьої вла-
стивостi процесу Пуассона, якi наведенi в твердженнi 2 (стор. 314) . Виходячи з
цього, доведемо тiльки властивiсть 4).

Нехай ϕ(µ) = Meiµξ1 . Будемо мати:

Meiµ
�

ξ(t)−ξ(0)
�
=Meiµ

�
ct+

PN(t)
i=1 ξi

�
= eiµct

∞X

k=1

M{eiµ
PN(t)

i=1 ξi/N(t)=k}×

×P(N(t)=k) = eiµct−λt
∞X

k=1

(λt)k

k!
Meiµ

Pk
i=1 ξi = eiµct−λt

∞X

k=1

(λt)k

k!

�
Meiµξ1

�k
=

= eiµct−λt
∞X

k=1

(λϕ(µ)t)k

k!
= et

�
iµc+λ(ϕ(µ)−1)

�
= etk(µ). J

Визначення 2. Функцiя k(µ) = iµc+λ(ϕ(µ)−1) називається кумулянтою процесу.
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З однорiдностi процесу i влпстивостi 4) робимо висновок, що

Meiµ(ξ(t)−ξ(s)) = e(t−s)k(µ), 0 ≤ s ≤ t.

Позаяк для довiльних 0 < t1 < t2 < ... < tn i µi ∈ R1, i = 1, ..., n має мiсце рiвнiсть:

nX
j=1

µjξ(tj) = ξ(t1)

nX
i=1

µi +
�
ξ(t1)− ξ(t0)

� nX
i=2

µi + · · ·+ �ξ(tn)− ξ(tn−1)
�
µn,

a прирости процесу є незалежними, отже

Mexp
n

i

nX
j=1

µjξ(tj)
o

=

= Mexp
n

iξ(t1)

nX
i=1

µi + i(ξ(t1)− ξ(t1))

nX
i=2

µi + · · ·+ i(ξ(tn)− ξ(tn−1))µn

o
=

= et1k
�Pn

i=1 µi

�
e(t2−t1)k

�Pn
i=2 µi

�
· · · e(tn−tn−1)k(µn). (3)

З визначення 1 випливає, що кожному узагальненому процесу Пуассона вiдпо-
вiдає трiйка параметрiв

�
c, λ, F (x)

�
, де c – коефiцiєнт зсуву, λ – параметр процесу

Пуассона i F (x) – функцiя розподiлу стрибкiв процесу.
З iншої сторони позаяк характеристична функцiя однозначно визначає розподiл,

отже з (3) випливає, що скiнченно вимiрнi розподiли процесу ξ(t) теж однозначно
визначаються функцiєю k(µ). З визначення функцiї k(s) випливає, що її однохначно
можна задати за допомогою трьох параметрiв: c – коефiцiєнта зсуву, λ – параметра
процесу Пуассона i F (x) – функцiї розподiлу стрибкiв процесу, отже кожнiй трiйцi
параметрiв

�
c, λ, F (x)

�
, де c ∈ R1, λ > 0 i F (x) є функцiєю розподiлу на вiсi (−∞,∞)

вiдповiдає узагальнений процес Пуассона вигляду (1).

5.2 Процес ризику

Нехай ξ1, ξ2, .... є незалежними однаково розподiленими додатними випадковими
величинами зi спiльною функцiєю розподiлу F (x), a N(t), N(0) = 0 процесом Пуас-
сона з параметром λ. Передбачаємо, що N(t) є незалежним вiд ξ1, ξ2, ...

Визначення 3. Випадковий процес

ξ(t) = u + ct−
N(t)X
i=1

ξi,

де u ≥ 0, c > 0 описує класичну модель (або процес ) ризику.

Наведений нижче графiк представляє траєкторiю процесу.
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ξ(t)

u

-
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¡
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¡¡µ

ξ1
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ξ2

¡
¡

¡
¡¡

¡
¡µ

ξn

s τ(u)

Малюнок. 2

У цiй моделi u вiдповiдає початковому капiталу страхової компанiї, натомiсть c є
iнтенсивнiстю сплати внескiв. Процес Пуассона N(t) описує число страхових виплат
( вiдшкодувань ), якi вiдбулися до моменту t. Випадкова величина ξi є страховою
сумою, яка виплачена i-тому клiєнту.

Така математична модель еволюцiї капiталу страхової компанiї вперше була за-
пропонована шведським математиком Фiлiпом Лундбергом 1 у 1903 роцi.

Вочевидь, процес ризику є узагальненим процесом Пуассона з додатним зсувом
i вiд’ємними стрибками. Позаяк у визначеннi процесу ризику випадковi величини ξi

приймають невiд’ємнi значення, їх розподiл зручнiше характеризувати не характе-
ристичними функцiями, а перетвореннями Лапласа. Отже, замiсть виразу(2) будемо
мати:

Mes(ξ(t)−ξ(0)) = Mes
�

ct−PN(t)
i=1 ξi

�
= esct−λt

∞X

k=1

(λt)k

k!
Me−s

Pk
i=1 ξi =

= esct−λt
∞X

k=1

(λtMe−sξ1)k

k!
= etk(s), s ≥ 0, (4)

де функцiя k(s) = sc + λ
�
Me−sξ1 − 1

�
= sc + λ

R∞
0

(e−sx − 1)dF (x) також називається
кумулянтою процесу ξ(t).

Найважливiшою характеристикою процесу ризику є момент τ, коли вперше ста-
неться подiя ξ(τ) < 0. Така ситуацiя означає, що страховова компанiя не має капiталу,
який є достатнiм для виплати клiєнту. Iншими словами τ є моментом банкрутства
компанiї. Бiльшiсть проблем, якi стосуються процесу ризику, пов’язанi з дослiдже-
нням випадкової величини τ, яка формально визначається як τ = inf{t : ξ(t) < 0}
(див. мал. 2). Нам буде зручно в цьому визначеннi вказувати також початковий стан
процесу. Отже, дамо бiльш розлоге визначення моменту банкрутства з урахуванням
початкового капiталу u: τ(u) = inf{t : ξ(t) < 0/ξ(0) = u}.

Розглянемо функцiю ψ(u) = Me−µτ(u), µ ≥ 0.

1Фiлiп Лундберг (Filip Lundberg) (2.07.1876- 31.12.1965), шведський математик,
фундатор математичної теорiї ризику.
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Теорема 2. Функцiя ψ(u) є розв’язком наступної крайової задачi

8
<
:

c dψ(u)
du

+ λ
∞R
0

�
ψ(u− y)− ψ(u)

�
dF (y)− µψ(u) = 0, u ≥ 0,

ψ(u) = 1, u < 0.
(5)

Д о в е д е н н я наведемо за припущення, що функцiя розподiлу F (x) має
щiльнiсть f(x). Вiд самого початку зауважимо, що коли ξ(0) = u < 0, тодi згiдно з
визначенням випадкової величини τ(u) маємо τ(u) = 0, отже ψ(u) = 1 для таких u,
що дає виконання крайової умови в (5).

Нехай випадкова величина ζ є моментом першого стрибка процесу ξ(t). З визна-
чення процесу ризику випливає, що ζ i величина першого стрибка ξ1 є незалежними,
отже їх спiльна щiльнiсть дорiвнює λe−λvf(x). Використовуючи формулу повної ймо-
вiрностi, з урахуванням першого стрибка процесу отримаємо:

Me−µτ(u) = λ

∞Z

0

e−λv

∞Z

0

M
�
e−µτ(u)/ζ=v, ξ1=y

	
f(y)dvdy. (6)

Якщо
�
ξ(0)=u, ζ=v, ξ1=y

	
, будемо мати ξ(v) = u + cv − y (див. мал. 3). Тепер, якщо

y > u + cv, тодi ξ(v) = u + cv − y < 0. Таким чином банкрутство сталося в момент
часу v. Отже, τ(u) = v i (6) можна переписати у виглядi:

Me−µτ(u)=λ

∞Z

0

e−λv

u+cvZ

0

M
�
e−µτ(u)/ζ=v, ξ1=y

	
f(y)dvdy+

+λ

∞Z

0

e−λv

∞Z

u+cv

e−µvf(y)dvdy=λ

∞Z

0

e−λv

u+cvZ

0

M
�
e−µτ(u)/ζ=v, ξ1=y

	
f(y)dvdy+

+ λ

∞Z

0

e−(λ+µ)v�1− F (u + cv)
�
dv. (7)

Якщо y ≤ u + cv, тодi за умови, що
�
ξ(0)=u, ζ=v, ξ1=y

	
, будемо мати ξ(v) = u+cv−y

i τ(u) = v + bτ (див. мал. 3), де випадкова величина bτ є вiдстанню вiд моменту v до
першого моменту, в якому процес ξ(t) прийме вiд’ємне значення, за умови ξ(v) =
u+cv−y.
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Мал. 3

Позаяк процес ξ(t) є марковським, у момент t=v можемо забути про попередню
траєкторiю цього процесу, тобто про подiю

�
ξ(0)=u, ζ=v, ξ1=y

	
. Подальша поведiнка

процесу ξ(t), а отже i випадкова величина bτ , будуть залежати виключно вiд значення
цього процесу в момент v, тобто вiд ξ(v) = u+cv−y. Процес ξ(t) є однорiдним, тодi
розподiл випадкової величини bτ буде такий самий як розподiл випадкової величини
τ(u+cv−y) = inf{t : ξ(t) < 0/ξ(0) = u+cv−y}.

Отже, для y ≤ u + cv отримаємо:

M
�
e−µτ(u)/ζ=v, ξ1=y

	
=M

�
e−µ(v+bτ)/ζ=v, ξ1=y

	
=e−µvM

�
e−µbτ/ζ=v, ξ1=y

	
=

= e−µvMe−µτ(u+cv−y) = e−µvψ(u+cv−y).

Пiдставляємо це до (7) i отримаємо рiвняння для ψ(u, ) коли u ≥ 0.

ψ(u)=λ

∞Z

0

e−(λ+µ)v

u+cvZ

0

ψ(u + cv − y)f(y)dvdy+λ

∞Z

0

e−(λ+µ)v�1−F (u+cv)
�
dv.

Звiдки пiсля замiни u + cv = x будемо мати:

ψ(u) =
λ

c

∞Z

u

e−
(λ+µ)(x−u)

c

xZ

0

ψ(x− y)f(y)dxdy +
λ

c

∞Z

u

e−
(λ+µ)(x−u)

c
�
1− F (x)

�
dx. (8)

З останнього рiвняння випливає, що функцiя ψ(u) є диференцiйованою по u > 0.
Беручи похiдну (8) по u, отримаємо:

dψ(u)

du
= −λ

c

uZ

0

ψ(u− y)f(y)dy − λ

c

�
1− F (u)

�
+

+
λ+µ

c

hλ
c

∞Z

u

e−
(λ+µ)(x−u)

c

xZ

0

ψ(x−y)f(y)dxdy+
λ

c

∞Z

u

e−
(λ+µ)(x−u)

c
�
1−F (x)

�
dx
i
.
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Згiдно з (8) вираз у дужках [ ] дорiвнює ψ(u). Отже, будемо мати:

dψ(u)

du
= −λ

c

uZ

0

ψ(u− y)f(y)dy − λ

c

�
1− F (u)

�
+

λ + µ

c
ψ(u).

Звiдки

c
dψ(u)

du
+ λ

uZ

0

ψ(u− y)f(y)dy + λ
�
1− F (u)

�− (λ + µ)ψ(u) = 0, u > 0. (9)

Якщо взяти до уваги умову ψ(u) = 1, u < 0, тодi

λ

uZ

0

ψ(u−y)f(y)dy = λ

∞Z

0

ψ(u−y)f(y)dy − λ(1− F (u)).

Тепер легко зрозумiти, що рiвняння (9) є еквiвалентне (5), що й завершує доведення
твердження. J
ЗАВДАННЯ

1. Нехай ξ(t) є узагальненим процесом Пуассона виду (1) i Mξ1 = m, Mξ2
1 = σ2.

Довести, що Mξ(t) = t(c + λm) i D2ξ(t) = tλσ2.

2. Довести, що коли ξ1(t), ξ2(t) є незалежними узагальненими процесами Пуас-
сона з параметрами (c1, λ1, F1(x)) i (c2, λ2, F2(x)) вiдповiдно, тодi ξ1(t) + ξ2(t)
також є узагальненим процесом Пуассона. Знайти трiйку параметрiв, якi вiд-
повiдають цьому процесу.

3. Нехай ξ(t) є узагальненим процесом Пуассона виду(1) i Mξ1 = m, Mξ2
1 = σ2.

Довести, що
a) ξ(t)

t t→∞−→ c + λm за ймовiрнiстю;

b) limt→∞P( ξ(t)−t(c+λm)

σ
√

λt
≤ x) = Φ(x) = 1√

2π

xR
−∞

e−v2/2dv.

4. Для процесу ризику ξ(t) з початковим капiталом u ≥ 0 випадкова величи-
на γ(u) = −ξ(τ(u)) описує дефiцит капiталу при виплатi клiєнту в момент
банкрутства τ(u). Записати крайову задачу для функцiї ψ(u) = ψ(µ, v, u) =
Me−µτ(u)−vγ(u), µ, v ≥ 0.



Лекцiя 6. Процес ризику. Ймовiрнiсть
банкрутства

Нашим наступним завданням буде дослiдження ймовiрностi банкрутства, тобто
Φ(u) = P(τ(u) < ∞), яке ми проведемо за додаткової умови:

A) s0 = inf{s < 0 :
∞R
0

e−sxdF (x) < ∞} < 0 i k(s0) > 0.

Перша частина умови A), тобто факт s0 < 0, є еквiвалентна тому, що 1−F (x) =
o(e(s0+ε)x) для x → ∞ i довiльного ε > 0 (завдання 1.). Як побачимо далi, якщо
M
�
ξ(1)− ξ(0)

	 ≤ 0, тодi умова k(s0) > 0 буде виконуватись автоматично.

Згiдно з (4) (стор. 319) маємо:

Mes(ξ(t)−ξ(0)) = etk(s), s ≥ 0, (1)

де

k(s) = sc + λ
�
Me−sξ1 − 1

�
= sc + λ

∞Z

0

(e−sx − 1)dF (x).

Позаяк

k
′′
(s) = λ

∞Z

0

e−sxx2dF (x) > 0,

отже функцiя k(s) є випуклою для s > s0. Якщо продиференцюємо (1) по s, а потiм
пiдставимо s = 0, t = 1, тодi отримаємо:

M
�
ξ(1)− ξ(0)

	
= k

′
(0) = c− λMξ1 = c− λm.

Зрозумiло, що k(s)/s → c > 0, якщо s →∞. Наступний малюнок представляє графiки
функцiї k(s) в залежностi вiд значення c− λm.

323
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6k(s)

-
ss0

c− λm < 0

s−
•

c− λm > 0

s+

•

c− λm = 0

Мал. 1

З цього малюнку випливає, що припущення k(s0) > 0 в умовi A) для c − λm ≤
0 виконується автоматично. Наступну лему теж легко отримати, використовуючи
мал. 1.

Лема 1. Рiвняння k(s) = µ, 0 < µ ≤ δ має для достатньо малих δ > 0 два розв’язки
s±(µ) такi, що s−(µ) < 0 < s+(µ) i

1) якщо c − λm > 0, тодi limµ→0 s+(µ) = 0, limµ→0 s−(µ) = s−, де s− < 0 є
розв’язком рiвняння k(s) = 0 на пiввiсi s < 0;

2) якщо c − λm < 0, тодi limµ→0 s+(µ) = s+, limµ→0 s−(µ) = 0, де s+ > 0 є
розв’язком рiвняння k(s) = 0 на пiввiсi s > 0;

3) якщо c− λm = 0, тодi limµ→0 s±(µ) = 0.

6.1 Ймовiрнiсть банкрутства

Теорема 1. Має мiсце вираз:

∞Z

0

e−suMe−µτ(u)du =
1

s
+

µ

s+(µ)

s+(µ)− s

s(k(s)− µ)
, s > 0. (2)

Д о в е д е н н я. З доведення твердження 2, стор. 320, випливає, що задача (5)
(стор. 320) для функцiї ψ(u) = Me−µτ(u) еквiвалентна розв’язанню рiвняння (9) на
стор. 322

c
dψ(u)

du
+λ

uZ

0

ψ(u−y)dF (y)+λ
�
1−F (u)

�−(λ+µ)ψ(u)=0, u > 0. (3)

Для розв’язку цього рiвняння застосуємо метод перетворень Лапласа. З цiєю
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метою введемо наступне позначення Ψ(s) =
∞R
0

e−suψ(u)du. Позаяк

∞Z

0

e−su dψ(u)

du
du=

∞Z

0

e−sudψ(u)=e−suψ(u)
���
u=∞

u=0
+s

∞Z

0

e−suψ(u)du=sΨ(s)−ψ(0),

∞Z

0

e−su

uZ

0

ψ(u− y)dF (y)du=Ψ(s)

∞Z

0

e−sydF (y) = Ψ(s)ϕ(s),

∞Z

0

e−su�1− F (u)
�
du=− s−1

�
e−su�1− F (u)

����
u=∞

u=0
+

∞Z

0

e−sudF (u)
�
=

1−ϕ(s)

s
,

де ϕ(s) = Me−sξ1 , отже застосовуючи перетворення Лапласа до рiвняння (3), пiсля
нескладних перетворень отримаємо:

Ψ(s) =
csψ(0)− λ(1− ϕ(s))

s(k(s)− µ)
=

csψ(0)− cs + k(s)

s(k(s)− µ)
, s > 0. (4)

Функцiя з лiвої сторони рiвняння (4) є скiнченною для всiх s > 0, отже права частина
рiвняння також повинна бути скiнченною. Позаяк для s = s+(µ) > 0 маємо k(s+(µ))−
µ = 0, отже нуль у знаменнику правої сторони (4) має бути компенсований нулем у
чисельнику. У зв’язку з чим отримаємо: cs+(µ)ψ(0) − cs+(µ) + k(s+(µ)) = 0, звiдки
cψ(0) = (cs+(µ)− µ)/s+(µ). Тепер будемо мати

Ψ(s) =
(cs+(µ)− µ)s/s+(µ)− cs + k(s)

s(k(s)− µ)
=

k(s)− µs/s+(µ)

s(k(s)− µ)
=

=
1

s
+

µ

s+(µ)

s+(µ)− s

s(k(s)− µ)
,

що завершує доведення. J

6.2 Асимптотичнi властивостi ймовiрностi
банкрутства

Представлення (2) дає можливiсть знаходження ймовiрностi банкрутства,
тобто P(τ(u) < ∞). Позаяк P(τ(u) < ∞) = limµ→0 Me−µτ(u), достатньо перейти до
границi µ → 0 в (2).

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 2.

P(τ(u) < ∞) =

8
><
>:

1, якщо c− λm ≤ 0,

e
s−u

(λm−c)
k′(s−)

+ o
�
es−u

�
, якщо c− λm > 0.

(5)

Д о в е д е н н я. Якщо c − λm < 0, тодi згiдно з пунктом 2) з леми 1 маємо:
limµ→0 s+(µ) = s+ > 0. Одночасно з (2) при µ → 0 отримаємо

∞Z

0

e−suP(τ(u) < ∞)du = s−1,
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звiдки P(τ(u) < ∞) = 1.
Нехай тепер c − λm ≥ 0. Згiдно з пунктами 1) i 3) леми 1 будемо мати:

limµ→0 s+(µ) = 0, отже

lim
µ→0

µ

s+(µ)
= lim

µ→0

k(s+(µ))

s+(µ)
= k′(0) = c− λm. (6)

Якщо c − λm = 0, тодi в той самий спосiб як ранiше отримаємо P(τ(u) < ∞) = 1.
Якщо c− λm > 0, тодi з (2) при µ → 0 i (6) будемо мати:

∞Z

0

e−suP(τ(u) < ∞)du =
1

s
− c− λm

k(s)
, s > 0. (7)

Функцiя 1/k(s) є регулярною на пiвплощинi Re s > s0 i має полюси першого роду в
точках s = 0, s = s−. З теорiї аналiтичних функцiй вiдомо, що тодi 1/k(s) може бути
записана у виглядi:

1

k(s)
=

1

(c− λm)s
+

1

k′(s−)(s− s−)
+

∞Z

0

e−suK(u)du

Iнтеграл у цьому виразi є скiнченним для всiх s>s−−ε для фiксованого ε>0.
Тепер рiвнiсть (7) можемо записати у виглядi:

∞Z

0

e−suP(τ(u) < ∞)du =
λm− c

k′(s−)(s− s−)
+ (λm− c)

∞Z

0

e−suK(u)du,

звiдки

P(τ(u) < ∞) =
λm− c

k′(s−)
es−u + (λm− c)K(u).

Можна довести (завдання 2.), що K(u) = O(e(s−−ε)u), якщо u →∞ для фiксова-
ного ε > 0. Це завершує доведення нашого твердження. J

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що коли для функцiїї розподiлу F (x), x > 0 виконується умова
∞R
0

eαxdF (x) < ∞, де α > 0, тодi 1− F (x) = o(e−αx) для x →∞.

2. Функцiя g(x), x > 0 є такою, що |g(x)| → 0, якщо x → ∞. Довести, що коли
∞R
0

eαx|g(x)|dx < ∞, де α > 0, тодi |g(x)| = o(e−αx) для x →∞.

3. Нехай c−λm > 0, де m = Mξ1. Визначимо функцiю розподiлу G(u) (показати,
що G(u) є функцiєю розподiлу!) наступним чимном:

G(u) =
1

m

Z u

0

(1− F (v)) dv.

Використовуючи вираз (7), довести, що

P(τ(u) < ∞) = 1−
�

1− λm

c

� ∞X
n=0

�
λm

c

�n

G∗n(u)),

де G∗n(x) є n-кратною згорткою функцiї розподiлу G(u) самої з собою.
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4. Нехай c−λm>0, де m = Mξ1 i F (x) = 1− e−x/m, x > 0. Довести, що

P(τ(u) < ∞) =
λm

c
e−( 1

m
−λ

c )u.



Лекцiя 7. Процеси Маркова зi злiченною
множиною станiв 1

7.1 Визначення процесу Маркова. Функцiя ймовiрно-
стi переходу

Нехай випадковий процес ξ(t), t ≥ 0 є визначеним на ймовiрносному просто-
рi (Ω,B,P). Будемо передбачати, що процес приймає значення в множинi E =
{0,±1, ...}.
Визначення 1. Випадковий процес ξ(t), t ≥ 0 називається процесом Маркова , якщо
виконується рiвнiсть

P(ξ(t + s) = j/ξ(t0) = i0, ξ(t1) = i1, ..., ξ(tn−1) = in−1, ξ(s) = i) =

= P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i) (1)

для довiльних n ≥ 0, t, s ≥ 0, i, j, i0, ...., in−1 ∈ E, 0 ≤ t1<t2<...<tn−1<s.

Рiвнiсть (1) має назву властивiсть Маркова. З цiєю властивiстю ми вже зустрiча-
лись у лекцiї 4 (рiвнiсть(13)). З’ясуємо ще раз сенс цiєї властивостi. Якщо момент часу
s трактувати як теперiшнiй, тодi подiя {ω : ξ(t0) = i0, ξ(t1) = i1, ..., ξ(tn−1) = in−1, }
вiдбулась у минулому стосовно цього моменту, тобто належить до iсторiї ξ(t). Подiя
{ω : ξ(s) = i} належить до теперiшнього часу, а подiя {ω : ξ(t+s)=j} – до майбутньо-
го процесу ξ(t). Рiвнiсть (1) означає, що поведiнка процесу в майбутньому залежить
тiльки вiд його стану в теперiшнiй момент часу i не залежить вiд iсторiї цього процесу.

Визначення 2. Марковський процес ξ(t), t ≥ 0 називається однорiдним, якщо

P(ξ(t + s) = j/ξ(s) = i) = P(ξ(t) = j/ξ(0) = i), ∀ t, s ≥ 0.

Властивiсть однорiдностi означає, що ймовiрноснi характеристики процесу на
iнтервалах [s; t+s] i [0; t] є однаковими. Iншими словами цi характеристики залежать
тiльки вiд довжини iнтервалу i не залежать вiд його розташування на часовiй вiсi.

Зауваження 1. У подальшому будемо вивчати тiльки однорiднi процеси.

Зауваження 2. Також будемо припускати, що траєкторiї процесу ξ(t) належать до
D[0,∞), тобто є неперервними справа i мають границi злiва.

Визначення 3. Функцiя

Pij(t) = P(ξ(t) = j/ξ(0) = i)

називається перехiдною ймовiрнiстю, а матриця P = (Pij(t)) називається матри-
цею перехiдних ймовiрностей процесу ξ(t).

328
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Перехiдна ймовiрнiсть має наступнi властивостi:

1) Pij(t) ≥ 0,
P

j Pij(t) = 1, ∀ t ≥ 0, i ∈ E;
2) Pij(0) = δij ∀ i, j ∈ E;

3) Pij(t + s) =
P

k∈E Pik(t)Pkj(s) ∀ t, s ≥ 0, i, j ∈ E.

Властивостi 1) i 2) є очевидними. Властивiсть 3), яку називають рiвнянням Чепмена-
Колмогорова, випливає з властивостi Маркова (завдання 1.). Умови 1)–3) є необхiдни-
ми умовами для ймовiрностей переходу однорiдного марковського процесу. Можна
довести, що цi умови також є достатнiми – якщо певна функцiя Pij(t), i, j ∈ E, t ≥ 0
має властивостi 1)–3), тодi iснує однорiдний марковський процес ξ(t) з множиною
станiв E, для якого функцiя Pij(t) є перехiдною ймовiрнiстю.

Нехай Pi = P(ξ(0) = i) є початковим розподiлом процесу ξ(t). Для довiльних
n = 1, 2, ..., 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn, i0, i1, ...in ∈ E, з властивостi Маркова, однорiдностi i
рiвняння Чепмена-Колмогорова випливає наступна формула для скiнченно вимiрного
розподiлу ξ(t) (завдання 2.)

P(ξ(t0)=i0, ξ(t1)=i1, ...., ξ(tn)=in)=Pi0Pi0i1(t1−t0) · · ·Pin−1in(tn−tn−1). (2)

Як вже зазначалось, властивостi 1)-3) ймовiрностi переходiв є наслiдком визначення
однорiдного процесу Маркова. Наступна властивiсть не випливає з цього визначення,
але в наших мiркуваннях завжди будемо припускати, що вона має мiсце:

4) limt↓ Pij(t) = δij .

Властивiсть 4) накладає на ймовiрнiсть переходу Fij(t) умову, яка свiдчить про
те, що ця функцiя є неперервною в точцi t = 0. Можна довести (завдання 3.), що
умова 4) є еквiвалентна стохастичнiй непервностi процесу ξ(t). У подальшому стане
зрозумiлим, що ця умова забезпечує певнi властивостi регулярностi як для самої ймо-
вiрностi переходiв, так i для траекторiї процесу ξ(t). Виявляється, що при виконаннi
цiєї умови ймовiрнiсть переходiв є рiвномiрно неперервна стосовно t.

Теорема 1. Функцiя Pij(t) є рiвномiрно неперервною стосовно t.

Д о в е д е н н я. Нехай h > 0. Використовуючи властивiсть 3) ймовiрностей
переходiв, отримаємо:

Pij(t + h)−Pij(t) =
X

k∈E

Pik(h)Pkj(t)−Pij(t)=
X

k 6=i

Pik(h)Pkj(t)+Pii(h)Pij(t)−

− Pij(t) =
X

k 6=i

Pik(h)Pkj(t) + (Pii(h)− 1)Pij(t).

Звiдки

|Pij(t + h)− Pij(t)| ≤
X

k 6=i

Pik(h)Pkj(t) + (1− Pii(h))Pij(t) ≤
X

k 6=i

Pik(h)+

+ (1− Pii(h))Pij(t) ≤ 1− Pii(h) + 1− Pii(h) = 2(1− Pii(h))
h→0
→ 0.

Якщо h<0, тодi аналогiчним чином будемо мати: |Pij(t + h) − Pij(t)| ≤
2(1−Pii(|h|))

h→0
→ 0. J

Наступний результат, який наведемо без доведення, показує, що умова 4) забез-
печує певнi глибшi властивостi ймовiрностi переходiв, зокрема диференцiйованiсть у
нулi.
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Лема 1. Iснують наступнi границi:

lim
t↓0

Pii(t)− 1

t
= aii ≥ −∞, lim

t↓0
Pij(t)

t
= aij < ∞. (3)

Зауваження 3. Як випливає з цiєї леми aij < ∞, якщо i 6= j, але значення aii

може дорiвнювати −∞. Можна довести, що коли збiжнiсть в умовi 4) є рiвномiрною
стосовно i, тодi |aij | < ∞ для всiх i, j ∈ E. Зокрема так вiдбувається, якщо множина
станiв процесу є скiнченною.

7.2 Структура траекторiї процесу Маркова

Нехай τi = inf{t > 0 : ξ(t) 6= i/ξ(0) = i} є першим моментом, коли процес,
стартуючи в момент t = 0 зi стану i, залишить цей стан.

Теорема 2. Для довiльного i ∈ E має мiсце:

P(τi > t) = eaiit, t ≥ 0. (4)

Д о в е д е н н я. Нехай t є фiксованим. Для кожного n = 1, 2, ... визначимо подiю

An = {ξ( kt

2n
) = i, k = 0, 1, ..., 2n},

яка полягає в тому, що в точках kt
2n , k = 0, 1, ..., 2n процес перебуває в станi i.

Легко зрозумiти, що послiдовнiсть множин An, n = 1, 2, ... є спадною, а множи-
на точок P (t) = { kt

2n , n = 1, 2, ..., k = 0, 1, 2, ..., 2n} є щiльною в iнтервалi [0, t].
Позаяк траекторiї процесу ξ(t) є неперервними справа i мають границi злiва, тодi
{τi > t} = {ξ(s) = i, 0 ≤ s ≤ t} = {ξ(s) = i, s ∈ P (t)} = ∩∞n=1An = limn→∞An. Пiсля
чого отримуємо:

P(τi > t) = P( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

P(An) = lim
n→∞

h
Pii(t/2n)

i2n

.

Остання рiвнiсть випливає з властивостi Маркова й однорiдностi процесу.
З (3) можна зробити висновок, що Pii(h) = 1 + aiih + o(h), якщо h → 0. Отже,

P(τi > t) = lim
n→∞

h
1 + aiit/2n + o(t/2n)

i2n

= eaiit,

що й завершує доведення. J

З доведеного твердження випливає, що випадкова величина τi має показниковий
розподiл з параметром −aii. Цей параметр можемо використати для класифiкацiї
станiв процесу Маркова.

1) Якщо aii = 0, тодi P(τi > t) = 1, отже P(τi ≤ t) = 0 для довiльного t ≥ 0. Це
означає, що з ймовiрнiстю 1 має мiсце τi = ∞, тобто процес нiколи не залишить
стан i. Тодi кажуть, що стан i є поглинаючим.

2) Якщо aii = −∞, to P(τi > t) = 0, отже P(τi ≤ t) = 1 для довiльного t ≥ 0.
Це означає, що з ймовiрнiстю 1 має мiсце τi = 0, тобто процес пiсля потрапля-
ння до стану i миттєво його залишає. У такому випадку кажуть, що стан i є
миттєвим.
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3) Якщо −∞ < aii < 0, тодi стан i називають станом зi затримкою. Пiсля
потрапляння до такого стану процес перебуває в ньому певний скiнченний час,
а потiм стається стрибок до iншого стану.

Нехай |E| < ∞, тобто число станiв процесу є скiнченним. Якщо рiвнянняP
j∈E\{i} Pij(h) = 1 − Pii(h) подiлити на h i перейти до границi h → 0, тодi отри-

маємо
P

j∈E\{i} aij= − aii. Позаяк 0 ≤ aij < ∞, тодi з останньої рiвностi випливає,
що |aii| < ∞. Отже, якщо множина станiв процесу є скiнченною, тодi вiн не має
миттєвих станiв i має мiсце:

X
j∈E

aij = 0 (5)

для кожного i ∈ E.
Якщо |E| = ∞, тодi, взагалi кажучи, рiвнiсть (5) не виконується, але можна дове-

сти, що
P

j∈E\{i} aij ≤ −aii (або
P

j∈E aij ≤ 0) (завдання 4.). Тепер рiвнiсть aii = −∞
для певних станiв i може мати мiсце, тобто можуть бути миттєвi стани. У такому
випадку траекторiї процесу можуть бути досить екзотичними – теорiя таких про-
цесiв є складною. У практичних застосуваннях, зазвичай, не мають справ з такими
процесами. Ось чому дамо наступне визначення.

Визначення 4.Стан i називається регулярним, якщо |aii| < ∞ i
P

j aij = 0. Процес
Маркова називається регулярним, якщо всi його стани є регулярними.

Зауваження 4. Як вже було доведено перед тим, якщо множина станiв процесу є
скiнченною, тодi вiн є регулярним.

Нехай, як це було й ранiше, τi = inf{t > 0 : ξ(t) 6= i/ξ(0) = i} є першим моментом,
у який процес, стартуючи в момент t = 0 зi стану i, залишить цей стан.

Теорема 3. Нехай стан i є регулярним i aii < 0. Тодi:

1) для довiльного j 6= i має мiсце рiвнiсть:

P(τi > t, ξ(τi) = j) =
aij

−aii
eaiit, t ≥ 0; (6)

2) випадковi величини τi i ξ(τi) є незалежними i мають розподiл:

P(τi > t) = eaiit, P(ξ(τi) = j) = −aij

aii
. (7)

Д о в е д е н н я. Перша формула в (7) була доведена в твердженнi 2. Друга
нескладно випливає з (6), якщо покласти t = 0. Тепер з формул (6), (7) отримаємо
P(τi > t, ξ(τi) = j) = P(τi > t)P(ξ(τi) = j), що обумовлює незалежнiсть випадкових
величин τi, ξ(τi).

Доведемо тепер перший пункт твердження. Нехай t є фiксованим. Для довiльних
n = 1, 2, ..., k = 0, 1, 2, ... окреслимо подiю

An(k) = {ξ( lt

2n
) = i, l = 0, 1, ..., 2n + k, ξ(

(2n + k + 1)t

2n
) = j},

яка означає, що в точках lt
2n , l = 0, 1, ..., 2n + k процес був у станi i, а в iнтервалi

( (2n+k)t
2n ), (2n+k+1)t

2n ] настала змiна стану процесу i в момент (2n+k+1)t
2n вiн є в ста-

нi j. Легко зрозумiти, що An(k) ∩ An(m) = ∅ для k 6= m i послiдовнiсть мно-
жин An = ∪∞k=0An(k) є спадною, якщо n → ∞. Множина точок P (t) = { kt

2n , n =
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1, 2, ..., k = 0, 1, 2, ...} є щiльною на пiввiсi x ≥ 0. Траєкторiї процесу ξ(t) є непе-
рервними справа i мають границi злiва, отже неперервнiсть або iснування розри-
вiв цього процесу однозначно визначаються його поведiнкою на множинi P (t), тому
{τi > t, ξ(τi) = j} = limn→∞An. Будемо мати:

P(τi > t, ξ(τi) = j) = P( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

P(An) = lim
n→∞

∞X

k=0

P(An(k)).

З властивостi Маркова i однорiдностi робимо висновок, що

P(An(k)) =
h
Pii(t/2n)

i2n+k

Pii(t/2n).

З (3) випливає, що Pii(h) = 1 + aiih + o(h) i Pij(h) = aijh + o(h), якщо h → 0, звiдки
отримаємо:

P(τi > t, ξ(τi)=j)= lim
n→∞

∞X

k=0

P(An(k))= lim
n→∞

∞X

k=0

h
Pii(t/2n)

i2n+k

Pij(t/2n)=

= lim
n→∞

h
Pii(t/2n)

i2n

Pij(t/2n)

1− Pii(t/2n)
= lim

n→∞

h
1+aiit

2n +o( t
2n )
i2n

(
aijt

2n +o( t
2n ))

−aiit/2n−o(t/2n)
=

= − lim
n→∞

h
1 + aiit/2n + o(2−n)

i2n�
aijt + 2no(2−n)

�

aiit + 2no(2−n)
= −eaiit aij

aii
,

що завершує доведення. J

Зауваження 5. Умова aii 6= 0 в доведеному твердженнi є важливою, якби aii = 0,
тодi стан i є поглинаючим i не вiдбудеться жодного стрибка з цього стану.

Зауваження 6. Якщо −∞ < aii < 0, але
P

j∈E\{i} aij < −aii, тобто стан i не є
регулярним, тодi, як можна зауважити з доведення твердження 3, формула (6) зали-
шається в силi. Але пункт 2) цього твердження буде мати iнший вигляд (завдання 5.).

Дамо тепер опис поведiнки траєкторiї регулярного процесу Маркова ξ(t), зазда-
легiдь припускаючи, що вiн не має поглинаючих станiв. Нехай ξ(0) = i (див. мал. 1).
Процес ξ(t) перебуває в станi i випадковий час з функцiєю розподiлу 1− eaiiv. Потiм
вiдбувається стрибок до стану j з ймовiрнiстю −aij

aii
, причому момент стрибка i його

величина є незалежними. З моменту потрапляння до стану j ситуацiя повторюється
– процес ξ(t) проводить у станi j випадковий час з функцiєю розподiлу 1− eajjv, по-
тiм вiдбувається стрибок, скажiмо, до стану k з ймовiрнiстю −akj

ajj
. Так само момент

стрибка i його величина є незалежними i т.д.
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-

6

t

ξ(t)

i -1−eaiiv

j

aij
−aii

-1−e
ajjv

k -

ajk
−ajj

1−eakkv

Мал. 1

Нехай τ(0) = 0, a τ(n) є n-тим стрибком процесу ξ(t), n = 1, 2, ... Наступнi твер-
дження легко отримати з твердження 3.

Теорема 4. Якщо процес ξ(t) є регулярним i не має поглинаючих станiв, тодi по-
слiдовнiсть ξn = ξ(τ(n)), n = 0, 1, 2, є однорiдним ланцюгом Маркова з матрицею
переходiв

P =
�
−aij

aii
(1− δij)

�
ij∈E

.

Визначення 5. Ланцюг ξn, n = 0, 1, 2, ... називається вкладеним ланцюгом Маркова.

Зауваження 7. Якщо процес ξ(t) не є регулярним, тодi, як випливає з завдання 5.,
послiдовнiсть τ(n), n ≥ 0 (a, отже i послiдовнiсть ξn = ξ(τ(n)), n ≥ 0) може бути
скiнченною. Вiдповiдно в такiй ситуацiї ланцюг ξn = ξ(τ(n)), n ≥ 0 може обiрватись.

Зауваження 8. Якщо подiя {ξ(τ(i)) = ∞} має мiсце, тодi процес ξ(t) у момент τ(i)
зникає з простору E. У цiй ситуацiї будемо говорити, що процес обiрвався. Iншими
словами до моменту i-того стрибка процес ξ(t) iснував, а пiсля цього моменту зникає.
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ЗАВДАННЯ

1. Довести рiвняння Чепмена-Колмогорова.

2. Довести формулу (2).

3. Довести, що умова 4) стосовно ймовiрностi переходiв є еквiвалентною стоха-
стичнiй неперервностi процесу ξ(t).

4. Довести, що завжди
P

j∈E aij ≤ 0.

Вказiвка. Записати множину E у виглядi E = ∪∞m=1Em, де Em ⊂ Em+1, i
|Em| = m, m = 1, 2, ...

5. Нехай −∞ < aii < 0 i
P

j∈E\{i} aij < −aii. Довести, що:

a) випадкова величина ξ(τi) приймає значення +∞ з додатньою ймовiрнiстю
(тобто має невласний розподiл 1). Знайти P(ξ(τi) = ∞).

b) P(τi > t, ξ(τi) = ∞) = P(τi > t)P(ξ(τi) = ∞), тобто пункт 2) тверджен-
ня 3 формально залишається в силi.

2.1. Описати вкладений ланцюг Маркова, якщо регулярний процес МАркова ξ(t)
має поглинаючi стани.

1Будемо говорити, що випадкова величина ξ має невласний розподiл, якщо P(|ξ| =
∞) > 0. У цьому випадку також будемо казати, що випадкова величина ξ є невласною
випадковою величиною.
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З результатiв, представлених у попереднiй лекцiї, випливає, що коли виконується
умова 4) (стор. 329), тодi ймовiрнiсть переходiв Pij(t) є рiвномiрно неперервною сто-
совно t i диференцiйованою в точцi t = 0. У данiй лекцiї доведемо, що для регулярних
процесiв цей результат можна посилити, показавши, що ймовiрнiсть переходiв є ди-
ференцiйованою для кожного t.

8.1 Системи рiвнянь Колмогорова

Теорема 1. Нехай |E| < ∞, тобто множина станiв процесу ξ(t) є скiнченнною.
Тодi ймовiрнiсть переходiв задовiльняє наступним системам рiвнянь:

dPij(t)

dt
=
X

k∈E

aikPkj(t), (1)

dPij(t)

dt
=
X

k∈E

Pik(t)akj . (2)

Зауваження 1. Система рiвнянь (1) називається першою (або зворотньою) систе-
мою рiвнянь Колмогорова, система рiвнянь (2) натомiсть називається другою (або
прямою) системою рiвнянь Колмогорова.

Д о в е д е н н я. Для h > 0 будемо мати:

Pij(t + h) =
X

k∈E

Pik(h)Pkj(t),

звiдки

Pij(t + h)− Pij(t)

h
=

X

k∈E,k 6=i

Pik(h)

h
Pkj(t) +

Pii(h)− 1

h
Pij(t). (3)

Позаяк iснує границя правої сторони цiєї рiвностi, якщо h → 0, тодi iснує також
границя лiвої сторони. Пiсля переходу до границi h → 0 в (3) отримаємо:

d+Pij(t)

dt
=

X

k∈E,k 6=i

aikPkj(t) + aiiPij(t) =
X

k∈E

aikPkj(t), (4)

де d+

dt
означає правосторонню похiдну. Так само для h < 0 можемо довести (завдан-

ня 1.), що

d−Pij(t)

dt
=
X

k∈E

aikPkj(t), (5)

335
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де d−
dt

означає лiвосторонню похiдну. Тепер з (4), (5) будемо мати (1).
Доведення (2) є практично аналогiчним. J

Якщо множина станiв є нескiнченною, тодi в загальному випадку рiвняння (1) i
(2) не виконуються без додаткових припущень. Натомiсть має мiсце наступне твер-
дження.

Теорема 2. Нехай |E| = ∞. Тодi:

1) для регулярного процесу ξ(t) ймовiрнiсть переходiв Pij(t) задовiльняє зворо-
тнiй системi рiвнянь Колмогорова;

2) якщо рiвномiрно стосовно i-го стану виконується limh→0 Pij(h)/h = aij , тодi
ймовiрнiсть переходiв Pij(t) задовiльняє прямiй системi рiвнянь Колмогоро-
ва.

Д о в е д е н н я. Якщо взяти до уваги доведення попереднього твердження, тодi
для доведення пункту 1) достатньо показати, що для регулярного процесу можна
перейти до границi h → 0 в (3) пiд знаком

P
. Отже, треба довести, що

lim
h→0

h−1
X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) =
X

k∈E,k 6=i

aikPkj(t). (6)

Розглянемо лише випадок h > 0. Нехай Em є пiдмножиною E, яка мiстить m елемен-
тiв i такою, що i 6∈ Em, Em ⊂ Em+1, m = 1, 2, ... i E\{i} = ∪∞k=1Ek = limm→∞Em.

Зрозумiло, що

h→0
lim h−1

X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≥
h→0
lim h−1

X

k∈Em

Pik(h)Pkj(t) =
X

k∈Em

aikPkj(t).

Звiдки при m →∞ будемо мати:

h→0
lim h−1

X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≥
X

k∈E,k 6=i

aikPkj(t). (7)

З iншого боку
X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
X

k∈Em

Pik(h)Pkj(t) +
X

k∈E\Em

Pik(h) =

=
X

k∈Em

Pik(h)Pkj(t) + 1− Pii(h)−
X

k∈Em

Pik(h).

Подiливши на h i перейшовши до границi
h→0
lim, отримаємо

h→0
lim h−1

X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
X

k∈Em

aikPkj(t) + aii −
X

k∈Em

aik. (8)

Якщо взяти до уваги припущення регулярностi, тодi з (8) для m →∞ будемо мати:

h→0
lim h−1

X

k∈E,k 6=i

Pik(h)Pkj(t) ≤
X

k∈E,k 6=i

aikPkj(t),

що разом з (7) дає (6).
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Аби довести 2) зауважимо, що

Pij(t + h)− Pij(t)

h
=

X

k∈E,k 6=j

Pik(t)
Pkj(t)

h
+

Pjj(h)− 1

h
Pij(t).

Припущення для пункту 2) дає можливiсть перейти до границi пiд знаком
P

у цiй рiвностi, що й завершує доведення (2).
J

8.2 Iнфiнiтезимальна матриця переходiв

Визначення 1. Матриця A =
�
aij

�
називається iнфiнiтезимальною матрицею

переходiв або простiше iнфiнiтезимальною матрицею.

Вочевидь, iнфiнiтезимальна матриця задовiльняє умовам:

a) aij ≥ 0, i 6= j, aii ≤ 0 для всiх i, j ∈ E;
b)
P

j∈E aij = 0 для всiх i ∈ E.

Зворотню i пряму систему рiвнянь Колмогорова тепер можна записати в матри-
чному виглядi

dP (t)

dt
= AP (t),

dP (t)

dt
= P (t)A. (9)

Якщо взяти до уваги, що P (0) = I =
�
δij

�
, тодi крiм рiвнянь (9) отримаємо наступнi

початковi умови:
8
<
:

dP (t)
dt

= AP (t),

P (0) = I,

8
<
:

dP (t)
dt

= P (t)A,

P (0) = I.

(10)

Виникає наступне питання. Нехай задана матриця A =
�
aij

�
, для якої виконуються

умови a) i b). Чи завжди iснує регулярний марковський процес ξ(t) з iнфiнiтезималь-
ною матрицею A? Якщо такий процес iснує, тодi з твердження 2 випливає, що його
ймовiрнiсть переходiв повинна бути розв’язком першої системи рiвнянь (10), тобто

dP (t)

dt
= AP (t), P (0) = I. (11)

Або це ж питання можна сформулювати наступним чином. Задана є матриця A =�
aij

�
, для якої виконуються умови a) i b). Чи iснує розв’язок задачi (11) такий, який

одночасно є ймовiрнiстю переходiв певного регулярного процесу Маркова? Вочевидь,
тодi матриця A буде iнфiнiтезимальною матрицею цього процесу. Якщо цей розв’язок
буде єдиним, тодi матриця A однозначно визначає процес Маркова. Виявляється,
що вiдповiдь на це питання не є легкою. Далi покажемо i доведемо для одного з
прикладiв, що iснує позитивна вiдповiдь на наше запитання. Але для цього нам буде
потрiбне наступне визначення.

Нехай задана иатриця B =
�
bij

�
, норма якої визначається як ||B|| = supi

P
j |bij |.

Визначення 2. Експоненту матрицi B, норма якої ||B|| < ∞, будемо визначати
як

eB def
=

∞X
n=0

Bn

n!
.
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Якщо скористатись властивостями рядiв, легко пересвiдчитись, що операцiї з
експонентою матрицi мають тi самi властивостi, що й операцiї зi звичайною числовою
показниковою функцiєю, тобто eA+B = eAeB , dneBt

dtn = BneBt = eBtBn. Аналогiчно,
як i для звичайної показникової функцiї, має мiсце:

eB = lim
n→∞

�
I +

B

n

�n
.

Теорема 3. Нехай E = {0,±1, ...} i задана иатриця A = (aij)ij∈E така, що для
довiльних i, j ∈ E має мiсце 0 ≤ aij < ∞,−∞ < aii < 0 i

P
j aij = 0. Якщо

supi |aii| < ∞, тодi iснує однорiдний процес Маркова ξ(t) з iнфiнiтезимальними ха-
рактеристиками aij i матрицею ймовiрнiстей переходiв P (t) = eAt.

Д о в е д е н н я. Маємо ||A||=supi

P
j |aij |=supi

�P
j 6=i aij +|aii|

�
=2 supi |aii| < ∞,

отже матрична функцiя
�
Pij(t)

�
= P (t) = eAt є повнiстю визначеною. Вочевидь, вона

є розв’язком (11). Доведемо, що для цiєї функцiї виконуються умови 1)–4) ймовiр-
ностей переходiв з попередньої лекцiї. Позаяк цi умови є достатнiми для iснування
однорiдного марковського процесу ξ(t) з множиною станiв E, у якого Pij(t) є ймовiр-
ностями переходiв.

У матрицi I +At/n всi елементи, за вийнятком тих, якi знаходяться на дiагоналi,
є невiд’ємними. Для елементiв на дiагоналi будемо мати: 1 + aiit/n

n→∞−→ 1. Завдяки
умовi supi |aii| < ∞, ця збiжнiсть є рiвномiрною стосовно i для кожного фiксованого t.
Це в свою чергу означає, що для кожного фiксованого t всi елементи матрицi I+At/n
є невiд’ємнi, починаючи з певного n. Тепер з рiвностi

P (t) = lim
n→∞

�
I +

At

n

�n

випливає, що всi елементи матрицi P (t) є невiд’ємними. Отже, властивiсть 1) для
ймовiрностей переходiв виконується.

Нехай An =
�
a
(n)
ij

�
. Позаяк

P
j aij = 0, i ∈ E, тодi будемо мати:

X
j

Pij(t) = 1 +

∞X
n=1

tn

n!

X
j

a
(n)
ij = 1 +

∞X
n=1

tn

n!

X
j

X

k

a
(n−1)
ik akj =

= 1+

∞X
n=1

tn

n!

X

k

a
(n−1)
ik

X
j

akj = 1,

що забезпечує виконання властивостi 2) для ймовiрностей переходiв.
Властивiсть 3) для P (t), тобто рiвняння Чепмена-Колмогорова випливає

з вiдношення

P (t + s) = eA(t+s) = eAteAs = P (t)P (s).

Властивiсть 4) є очевидною. J

На останок розглянемо питання про iснування limt→∞ Pij(t) для регулярного про-
цесу Маркова ξ(t). Якщо ξn є вкладеним ланцюгом Маркова цього процесу з матри-
цею переходiв

P =
�
−aij

aii
(1− δij)

�
ij∈E

,
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i p
(n)
ij є ймовiрнiстями переходiв за n крокiв для цього ланцюгп, тодi iнтуїтивно зро-

зумiло, що границя limt→∞ Pij(t) може iснувати, якщо iснує limn→∞ p
(n)
ij , iншими

словами, коли вкладений ланцюг є ергодичним.
Має мiсце наступне твердження.

Теорема 4. Нехай ξn є вкладеним ланцюгом Маркова для процесу ξ(t). Якщо iснує
ергодичний розподiл ρk, k ∈ E цього ланцюга i

P
k

ρk
|akk| < ∞, тодi

πj
def
= lim

t→∞
Pij(t) =

ρj/|ajj |P
k ρk/|akk| .

Якщо ергодичний розподiл πi, i ∈ E iснує, тодi для його знаходження зазвичай
використовують пряму систему рiвнянь Колмогорова

dPij(t)

dt
=
X

k∈E

Pik(t)akj .

Пiсля переходу до границi t → ∞ отримаємо
P

k πkakj = 0, що разом з умовою
нормування

P
k πk = 1 дасть нам систему рiвнянь

8
<
:

P
k πkakj = 0, j ∈ E,

P
k πk = 1.

(12)

У матричному виглядi цю систему можемо записати як

~πA = 0,
X

k∈E

πk = 1, ~π = (πi, i ∈ E).

Система рiвнянь (12) дозволяє знайти ергодичний розподiл πi, i ∈ E без необхiдностi
знаходження ергодичного розподiлу вкладеного ланцюга.

ЗАВДАННЯ

1. Для процесу Маркова з N < ∞ станами довести рiвнiсть (5).

2. Нехай ξ(t) є процесом Маркова з N < ∞ станами, A - iнфiнiтезимальна матри-
ця цього процесу. Довести, що ранг матрицi A становить N−1.

3. Нехай ξ(t) є процесом Маркова з iнфiнiтезимальною матрицею

A =

� −a a
b −b

�
, a, b > 0.

Довести, що зворотню систему рiвнянь Колмогорова можна записати у вигля-
дi:

P
′′
ij(t)− (a + b)P ′ij(t) = 0.

Знайти Pij(t).

4. Маємо процес Маркова з iнфiнiтезимальною матрицею

A =

0
@

−4 2 2
1 −2 1
0 3 −3

1
A .
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a) Записати системи рiвнянь Колмогорова для цього процесу.

b) Знайти його ергодичний розподiл.

c) Знайти матрицю переходiв вкладеного ланцюга Маркова.

5. Розглянемо проце Пуассона ξ(t), ξ(0)=0 з параметром λ, i нехай η(t)=(−1)ξ(t).

a) Знайти матрицю ймовiрностей переходiв P (t) для процесу η(t).

b) Знайти ергодичний розподiл для η(t).



Лекцiя 9. Процеси народження та загибелi

У цьому параграфi визначимо та проведемо лослiдження процесу народження та
загибелi, який є частковим випадком процесу Маркова. Вiн вiдiграє важливу роль,
зокрема в моделюваннi роботи технiчних пристроїв, у теорiї масового обслуговування,
а також при дослiдженнi числа осiб в популяцiях. Конкретнi приклади застосувань
цього процесу будуть продемонстрованi у подальшому, а тепер перейдемо до його
визначення.

9.1 Визначення i ергодичний розподiл

Визначення 1. Марковський процес ξ(t) ∈ E = {0, 1, 2, ...} будемо називати проце-
сом народження та загибелi , якщо виконанi умови:

aij =

8
>><
>>:

λi, j = i + 1,
µi, j = i− 1,

−λi − µi, j = i,
0, |j − i| > 1,

для i ≥ 1,

a0j =

8
<
:

λ0, j = 1,
−λ0, j = 0,
0, j ≥ 2,

де 0 ≤ µi, λi < ∞.

З цього визначення випливає, що процес народження та загибелi є процесом регу-
лярним. Якщо в певний момент процес є в станi i ≥ 1, тодi в цьому станi вiн перебуває
випадковий промiжок часу, який має показниковий розподiл з параметром λi+µi. Пi-
сля закiнчення часу перебування є двi можливостi: стрибок з ймовiрнiстю λi/(λi +µi)
до стану i + 1 (народження) або стрибок з ймовiрнiстю µi/(λi + µi) до стану i − 1
(загибель). Якщо i = 0, тодi в цьому станi процес залишається випадковий промiжок
часу, який має показниковий розподiл з параметром λ0. Пiсля чого з ймовiрнiстю 1
вiдбувається стрибок до стану 1. Наочно цей процес млжна представити у виглядi
направленого графа (мал. 1).

¹¸

º·
0

-λ0

¾
µ1

¹¸

º·
1

¹¸

º·
2

-λ1 -λ2

¾
µ2

¾
µ3

. . . . . . .
¹¸

º·
i

-λi-λi−1

¾
µi+1

¾
µi

. . . . . . .

Мал. 1

Назва „процес народження та загибелi" походить вiд того, що стан процесу може
бути проiнтерпретований як кiлькiсть осiб певної популяцiї. Якщо в певний момент

341
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в популяцiї є i осiб, тодi змiна стану i −→ i + 1 трактується як народження чергової
особи, a змiна стану i −→ i− 1 – як загибель ( смерть ) однiєї з осiб популяцiї. Змiна
стану 0 −→ 1 iнтерпретується як виникнення ( зародження ) популяцiї знову.

Якщо µi = 0, i ≥ 1, тобто особи нiколи не вмерають, тодi будемо говорити, що
маємо справу з чистим процесом народження.

З визначення процесу народження та загибелi випливає, що його перехiдна ймо-
вiрнiсть Pij(t) має наступнi властивостi для t → 0

Pij(t) =

8
>><
>>:

λit + o(t), j = i + 1,
µit + o(t), j = i− 1,

1− (λi + µi)t + o(t), j = i,
o(t), |j − i| > 1,

для i ≥ 1, (1)

P0j(t) =

8
<
:

λ0t + o(t), j = 1,
1− λ0t + o(t), j = 0,

o(t), j ≥ 2.
(2)

Зробимо дослiдження умов iснування i вигляд ергодичного розподiлу процесу на-
родження та загибелi. Якщо ергодичний розподiл iснує, тодi згiдно з результатами
попередньої лекцiї вiн є розв’язком наступної системи рiвнянь:

~πA = 0,

∞X

k=0

πk = 1, ~π = (π0, π1, ...),

де

A =

0
BB@

−λ0 λ0 0 0 0 ...
µ1 −λ1 − µ1 λ1 0 0 ...
0 µ2 −λ2 − µ2 λ2 0 ...
... ... ... ... ... ...

1
CCA .

Якщо взяти до уваги вигляд матрицi A, тодi рiвняння ~πA = 0 можемо переписати у
наступний спосiб:

− λ0π0 + µ1π1 = 0,

− (λi + µi)πi + λi−1πi−1 + µi+1πi+1 = 0, i = 1, 2, ...

Нехай µi > 0, i = 1, 2, ... З першого рiвняння отримаємо π1 = π0λ0/µ1. Для i = 1
маємо рiвняння −(λ1 + µ1)π1 + λ0π0 + µ2π2 = 0, звiдки

π2 =
(λ1 + µ1)π1 − λ0π0

µ2
=

π0
(λ1+µ1)λ0

µ1
− λ0π0

µ2
= π0

λ0λ1

µ1µ2
.

Продовжуючи цю процедуру для i = 2, 3, ..., будемо мати

πk = π0

kY
i=1

λi−1

µi
, k = 1, 2, ... (3)

Умова нормування
P∞

k=0 πk = 1 дає нам

π0

�
1 +

∞X

k=1

kY
i=1

λi−1

µi

�
= 1. (4)
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Якщо ряд
P∞

k=1

Qk
i=1 λi−1/µi розбiгається, тодi з (4) випливає, що π0 = 0. Тодi з (3)

робимо висновок, що πk = 0 для всiх k = 1, 2, .... Отже, у цьому випадку ергоди-
чний розподiл не iснує. Якщо ж ряд є збiжним, тодi з (3) i (4) отримаємо наступне
твердження.

Теорема 1. Процес народження та загибелi має ергодичний розподiл тодi i тiльки
тодi, коли

P∞
k=1

Qk
i=1

λi−1
µi

< ∞. Якщо зазначена умова виконується, ергодичний
розподiл має вигляд:

π0 =
1

1 +
P∞

k=1

Qk
i=1

λi−1
µi

, πk = π0

kY
i=1

λi−1

µi
, k ≥ 1.

Зауваження 1. Якщо iнтенсивнiстi народжень λi зростають при i → ∞ занад-
то швидко в порiвняннi з µi, тодi може так статись, що в певний скiнченний (але
випадковий!) момент τ∗ вiдбудеться подiя ξ(τ∗) = ∞. Iншими словами, процес ξ(t)
зникне з E. Необхiдною i достатньою умовою, аби цього не сталось є умова:

∞X

k=1

kY
i=1

µi

λi
= ∞.

Зокрема, для чистого процесу народжень необхiдною i достатньою умовою регуляр-
ностi є умова (твердження Феллера)

P∞
k=1 λ−1

k = ∞.

9.2 Процес народження та загибелi з поглинанням

Якщо λ0 = 0, тодi процес народження та загибелi, потрапивши до стану
0, залишеться в ньому назавжди. У цьому випадку будемо говорити про про-
цес з поглинанням. Нашою метою є знаходження ймовiрностi поглинання Pn =
P( процес закiнчиться/ξ(0) = n).

Теорема 2.Якщо
P∞

i=1

Qi
k=1

µk
λk

= ∞, тодi Pn = 1 для всiх n ≥ 0. У протилежному
випадку

Pn =

P∞
i=n

Qi
k=1

µk
λk

1 +
P∞

i=1

Qi
k=1

µk
λk

, n ≥ 1. (5)

Д о в е д е н н я. З властивостi Маркова i формули повної ймовiрностi з ураху-
ванням першого пiсля моменту t = 0 стрибка процесу отримаємо:

Pi =
λi

µi + λi
Pi+1 +

µi

µi + λi
Pi−1, P0 = 1.

Звiдки пiсля нескладних перетворень будемо мати:

Pi+1 − Pi =
µi

λi
(Pi − Pi−1),

що дасть

Pi+1 − Pi = (P1 − 1)

iY

k=1

µk

λk
.
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Просумував в останнiй рiвностi по i вiд 1 до n− 1, будемо мати:

Pn − P1 = (P1 − 1)

n−1X
i=1

iY

k=1

µk

λk
. (6)

Якщо
P∞

i=1

Qi
k=1

µk
λk

=∞, тодi з цього рiвняння випливає (треба взяти n → ∞)
P1 = 1, a тодi Pn = 1 для n ≥ 1.

Отже, якщо ми хочемо, аби 0 < P1 < 1, тодi умова
P∞

i=1

Qi
k=1

µk
λk

< ∞ є обо-
в’язковою. Припустимо, що ця умова виконується. Позаяк Pn є незростаючою по n
функцiєю (це випливає з (6)), тодi iснує limn→∞ Pn = α. З рiвностi P2n = Pn · Pn

(завдання 5.) маємо, що α = α2. Отже, α = 0 або α = 1.
Якщо α = 1, тодi з (6) при n →∞ отримуємо протирiччя

−1 =

∞X
i=1

iY

k=1

µk

λk
.

Отже, α = 0 i тепер з (6) при n →∞ будемо мати:

−P1 = (P1 − 1)

∞X
i=1

iY

k=1

µk

λk
,

звiдки

P1 =

P∞
i=1

Qi
k=1

µk
λk

1 +
P∞

i=1

Qi
k=1

µk
λk

.

З останньої рiвностi i виразу (6) отримаємо (5). J

ЗАВДАННЯ

1. Нехай ξ(t) є процесом народження та загибелi таким, що λi, µi>0 за вийнятком
µm = 0 для певного m. Довести, що коли

P∞
k=m+1

Qk
i=m+1

λi−1
µi

< ∞, тодi

lim
t→∞

Pij(t) =

(
0 0 ≤ j ≤ m− 1,

πm

Qk
i=m+1

λi−1
µi

j ≥ m,

де

πm =
1

1 +
P∞

k=m+1

Qk
i=m+1

λi−1
µi

.

2. Написати рiвняння Колмогорова для чистого процесу народжень.

2.1. Нехай ξ(t) є чистим процесом народжень i Pij(t)
його ймовiрнiсть переходiв. Позначимо через ϕij(s)=

R∞
0

e−stPij(t)dt, s > 0
перетворення Лапласа для функцiї Pij(t). Використовуючи другу систему
рiвнянь Колмогорова, довести, що

ϕij(s) =
1

λi + s

j−1Y

k=i

λk

λk+1 + s
. (7)



Завдання 345

3. Нехай ξ(t) є процесом з попереднього прикладу i таким, що λi 6= λj для i 6= j.
Використовуючи вираз (7), довести, що

Pij(t) =

jX

l=i

ale
−λlt,

де

ai =

j−1Y

k=i

λk

λk+1 − λi
, al =

λl−1

λi − λl

j−1Y

k=i,6=l−1

λk

λk+1 − λl
, l = i + 1, ..., j.

4. Нехай ξ(t) є процесом з прикладу 2 i таким, що λi = iλ. (Такий процес
називається процесом лiнiйного зростання). Довести, що

Pij(t) = Cj−i
j−1e

−iλt(1− e−λt)j−i, j ≥ i.

2.2. Нехай ξ(t) є процесом лiнiйного зростання з попереднього прикладу, для
якого маємо ξ(0) = i. Довести, що

Mξ(t) = ieλt, D2ξ(t) = ieλt(eλt − 1).

5. Для ймовiрностi поглинання Pn процесу з параграфа 9.2 довести, що P2n =�
Pn

�2.
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10.1 Моделi обслуговування

Для того, щоб визначити модель обслуговування, треба описати її складовi еле-
менти: a) вiдний потiк вимог, b)обслуговуючий пристрiй (або пристрої), c) дисциплiну
обслуговування.

Для зручностi i бульш кращого розумiння, зазвичай, вживають позначення си-
стем у виглядi A/B/n/m, який був запропонований Кендаллом. У цьому позначеннi
лiтера A використовується для опису вхiдного потоку вимог, лiтера B характеризує
процес обслуговування вимог, на позицiях n i m у свою чергу записують натуральнi
числа. Перше з них n фiксує кiлькiсть обслуговуючих приладiв, a друге m – макси-
мально можливу довжину черги.

Розглянемо тепер детально головнi складовi системи обслуговування.
Вхiдний потiк вимог. Найчастiше мають справу з ситуацiєю, коли вимоги при-

бувають по однiй. Якщо αn є моментом прибуття n-тої вимоги, тодi зазвичай припу-
скають, що випадковi величини αn − αn−1, n ≥ 1, α0 = 0, тобто iнтервали часу мiж
моментами прибуття вимог є незалежними з одним i тим самим розподiлом. У випад-
ку показникового розподiлу на позицiї A у позначеннi A/B/n/m пишуть M . Якщо
цей розподiл є розподiлом Ерланга порядку n, тодi замiсть A використовують En. Лi-
тера G на позицiї A у свою чергу означає, що iнтервали помiж моментами приходiв
вимог є незалежними i мають довiльний розподiл (анг. general). Крiм показникового
або Ерланга можна використовувати також рiзнi iншi розподiли. Кожний з них має
своє абревiатурне позначення, наприклад, рiвномiрний розподiл має позначення – U
(анг. uniform), детермiнована величина (одноточковий розподiл) – D (анг. determini-
stic) i т. д. Вимоги можуть також прибувати групами, а не по однiй. Це знаходить своє
вiдображення в позначеннях Кендалла, проте ми не будемо розглядати такi випадки.

Обслуговуючi прилади. Символ n у позначеннi Кендалла означає число об-
слуговуючих приладiв. Зазвичай кожний прилад обслуговує вимоги по однiй. Якщо
час обслуговування n-тої вимоги дорiвнює βn, тодi як правило припускають, що ви-
падковi величини βn є незалежними i однаково розподiленими. Подiбно до вхiдного
потоку лiтера B визначає тип цього розподiлу, наприклад, M, E, G, U, D. Якщо при-
ладiв є декiлька, тодi у бiльшостi випадкiв вважають, що вони працюють незалежно,
але час обслуговування кожним приладом може мати свiй розподiл.

Дисциплiна обслуговування. Дисциплiна обслуговування визначає, в якiй
послiдовностi вимоги обслуговуються, а також що вiдбувається з вимогою, якщо
в момент її надходження прилади зайнятi. Типовим припущенням у випадку одного
приладу є наступне: прилад починає працювати, коли надходить перша вимога. Якщо
наступна вимога з’являється, коли прилад зайнятий, вона стає у чергу. Максимальне
число мiсць у черзi визначається лiтерою m у позначеннi Кендалла. Черга зазвичай
функцiонує згiдно правилу: вимога, яка надiйшла першою, є першою у черзi. Пi-
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сля закiнчення обслуговування вимога залишаю систему, а прилад миттєво починає
обслуговування вимоги, яка є наступною у черзi. Така дисциплiна обслуговування
називається FIFO (анг. first in–first out).

Вочевидь, всi можливi варiанти вхiдного потоку, функцiонування приладiв, ди-
сциплiни обслуговування i т.д. важко вiдобразити в простiй символiцi Кендалла. Че-
рез те, її часто доповнюють певними записами, якi несуть iнформацiю про особливостi
систем, що розглядаються.

Зауваження 1. Зазвичай за початок функцiонування приймають момент появи пер-
шої вимоги в порожнiй системi. Тодi ξ(0) = 1, але можлива ситуацiя, коли в початко-
вий момент часу в системi перебуває бiльше нiж n > 1 вимог.

10.1.1 Марковськi моделi обслуговування
Система M/M/1/∞. Опис моделi. Один прилад обслуговує вимоги по однiй, час
обслуговування n-тої вимоги βn має показниковий розподiл з параметром µ. Прилад
починає працювати, коли надходить перша вимога. Вимога стає до черги, якщо в мо-
мент її приходу прилад є зайнятим. Черга не обмежена. Пiсля закiнчення обслугову-
вання вимога залишає систему, а прилад миттєво починає обслуговування наступної
вимоги з черги. Вимоги надхолять по однiй незалежно вiд роботи приладу в моменти
αn, α0 = 0. Iнтервали часу мiж моментами надходжень вимог αn − αn−1, n ≥ 1 є
незалежними i мають показниковий розподiл з параметром λ. Згiдно Кендаллу ця
система позначається як M/M/1/∞.

Нехай ξ(t) є числом вимог у системi в момент часу t. Значення ξ(t) складається
з числа вимог у черзi i вимоги, яка зараз обслуговується за умови, що система не є
порожньою.

Теорема 1. ξ(t) є процесом народження та загибелi з iнтенсивнiстю народження
λ та iнтенсивнiстю смертi µ.

Д о в е д е н н я. Процес ξ(t) буде мати марковську властивiсть, якщо iнфор-
мацiї про те, що в довiльний момент часу t0 процес ξ(t) мав значення ξ(t0) = n ≥ 0,
достатньо для опису ймовiрносних характеристик процесу в момент t > t0. З опису
системи випливає, що траекторiї процесу ξ(t) є сходинковi. Для того, щоб перекона-
тись у властивостi Маркова покажемо, що iнформацiя ξ(t0) = n є вичерпною для
знаходження розподiлу часу до чергового стрибка i ймовiрностi переходу до нового
стану в момент першого пiсля t0 стрибка процесу. З властивостi вiдсутностi пам’ятi
показникового розподiлу випливає, що перша вимога пiсля моменту t0 прийде через
iнтервал часу, який має показниковий розподiл з параметром λ. У свою чергу перша
вимога з черги пiсля моменту t0 отримає обслуговування через iнтервал часу, який
має показниковий розподiл з параметром µ (якщо n = 0, тодi пiсля момента t0 буде
тiльки прихiд вимоги). З цього випливає, що ми можемо знайти ймовiрноснi характе-
ристики першого пiсля момента t0 стрибка процесу. Нехай ξ(t0) = n ≥ 1 i випадкова
величина α описує час вiд момента t0 до першого прибуття вимоги з потоку, a ви-
падкова величина β – час пiсля момента t0 , через який перша обслужена вимога
залишить систему. Згiдно припущень α i β є незалежними випадковими величинами
з показниковим розподiлом з параметрами λ i µ вiдповiдно. Отже, iнтервал часу вiд
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момента t0 до першого пiсля цього момента стрибка процесу буде мати розподiл:

P(min{α, β} < x) = 1−P(min{α, β} ≥ x) = 1−P(α ≥ x, β ≥ x) =

= 1−P(α ≥ x)P(β ≥ x) = 1− e−(λ+µ)x. (1)

Перехiд до стану n + 1 в момент стрибка станеться з ймовiрнiстю

P(α < β) = µ

∞Z

0

P(α < x)e−µxdx = µ

∞Z

0

(1− e−λxe−µx)dx =
λ

λ + µ
, (2)

a перехiд до стану n− 1 – з ймовiрнiстю

P(α > β) = 1−P(α ≤ β) = 1− λ

λ + µ
=

µ

λ + µ
. (3)

Якщо ξ(t0) = 0, тодi в момент стрибка вiдбудеться перехiд до стану 1 з ймовiрнiстю 1,
розподiл iнтервала часу вiд момента t0 до цього стрибка буде мати показниковий
розподiл з параметром λ.

З виразу (1) випливає, що iнтенсивнiсть виходу зi стану процесу ξ(t) має вигляд
ann = −(λ+µ), n ≥ 1 i a00 = −λ. Позаяк an,n±1/ann є ймовiрнiстю переходу n → n±1
в момент стрибка, тодi з виразiв (2), (3) отримаємо:

an,n+1

λ + µ
=

λ

λ + µ
,

an,n−1

λ + µ
=

µ

λ + µ
,

отже an,n+1 = λ i an,n−1 = µ, якщо n ≥ 1. Решта iнтенсивностей переходiв дорiвнює
нулевi. Наше твердження є доведеним. J

Iснування ернодичного розподiлу процесу ξ(t) означає, що робота системи об-
слуговування M/M/1/∞ з плином часу стабiлiзується i черга з вимог не зростає до
нескiнченностi. Для дослiдження умов iснування цього розподiлу можна застосувати
твердження 1 (стор. 343). Позаяк тепер

∞X

k=1

kY
i=1

λi−1

µi
=

∞X

k=1

�λ

µ

�k

=

8
<
:

∞, якщо λ/µ ≥ 1,

λ
µ−λ

< ∞, якщо λ/µ < 1,

тодi отримаємо наступне твердження.

Теорема 2. Нехай ρ = λ/µ. Система M/M/1/∞ має ергодичний розподiл тодi i
тiльки тодi, коли ρ < 1. Тодi πk = ρk(1− ρ), k = 0, 1, ...

Прокоментуємо ще умову ρ = λ/µ < 1, яка забеспечує iснування ергодичного
розподiлу системи. Нехай αi, i ≥ 1 є iнтервалами часу мiж приходами послiдовних
вимог, a βi, i ≥ 1, iнтервалами часу, протягом яких вiдбувається обслуговування цих
вимог. Позаяк випадковi величини αi i βi мають показниковi розподiли вiдповiдно
з параметрами λ, µ, тодi Mαi = λ−1, Mβi = µ−1. Отже, умову λ/µ < 1 можемо
записати в наступному виглядi: Mβi < Mαi. Iншими словами, для iснування ергоди-
чного розподiлу, середнiй час обслуговування має бути строго меньшим за середнiй
час мiж прибуттям вимог. З’ясувалось, що така умова iснування ергодичного роз-
подiлу є обов’язковою також i для бiльш складних систем типу G/G/1/∞, якi не є
марковськими.
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10.1.2 Система M/M/1/m

Система M/M/1/m вiдрiзняється вiд попередньої тим, що в черзi є тiльки m мiсць для
очiкування обслуговування. Вимога не обслуговується i втрачається, якщо в момент
її приходу прилад є зайнятим, а в черзi перебуває m iнших вимог.

Нехай ξ(t) є числом вимог у системi в момент часу t,. Нескладно зрозумiти, що
ξ(t) ∈ {0, 1, ..., m + 1}, ξ(t) є процесом народження та загибелi з iнтенсивностями
переходiв

λi =

�
λ, якщо 0 ≤ i ≤ m,
0, якщо i ≥ m + 1,

µi =

�
µ, якщо 1 ≤ i ≤ m + 1,
0, якщо i ≥ m + 2.

Застосовуючи твердження 1 на стор. 343, отримаємо вираз ергодичного розподiлу
для цiєї системи

πk =
(1− ρ)ρk

1− ρm+2
, 0 ≤ k ≤ m + 1,

де ρ = λ/µ.

10.1.3 Система M/M/s/∞, s ≥ 2

Система M/M/s/∞, s ≥ 2 є подiбною до системи M/M/1/∞. Вiдмiннiсть полягає
в тому, що тепер ми маємо s однакових приладiв, якi працюють незалежним чи-
ном. Якщо в момент приходу вимоги є декiлька вiльних приладiв, тодi вона обирає
будь-який для свого обслуговування. Якщо ж всi прилади є зайнятими, тодi вимога
потрапляє до черги, яка є необмеженою.

Нехай ξ(t) є числом вимог у системi в момент часу t, тодi ξ(t) є процесом наро-
дження та загибелi з iнтенсивностями переходiв

λi = λ, i ≥ 0, µi =

�
iµ, якщо 1 ≤ i ≤ s,
sµ, якщо i ≥ s + 1.

Застосовуючи твердження 1 (стор. 343), отримаємо:

π0 =
1

1 +
∞P

k=1

kQ
i=1

λi−1
µi

=
1

1 +
sP

k=1

kQ
i=1

λi−1
µi

+
∞P

k=s+1

kQ
i=1

λi−1
µi

=

=
1

1 +
sP

k=1

kQ
i=1

λk

iµ
+

∞P
k=s+1

λk

sQ
i=1

iµ
kQ

i=s+1
sµ

=
1

1 +
sP

k=1

ρk

k!
+ ρs+1

s!(s−ρ)

,

що дасть наступнi вирази для ергодичного розподiлу системи.

Теорема 3. Система M/M/s/∞, s ≥ 2 має ергодичний розподiл тодi i тiльки тодi,
коли λ/sµ = ρ/s < 1. За цiєї умови будемо мати:

πk =

8
>>>><
>>>>:

�
1 +

sP
k=1

ρk

i!
+ ρs+1

s!(s−ρ)

�−1

, якщо k = 0,

π0
ρk

k!
, якщо 1 ≤ k ≤ s,

π0
ρk

s!sk−s , якщо k ≥ s + 1.
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Користуючись цим твердженням, нескладно знайти ймовiрнiсть того, що всi при-
лади є зайнятими в стацiонарному режимi. Iншими словами ймовiрнiсть того, що ви-
мога буде вимушена стати до черги, коли система перебуває в стацiонарному режимi.

P( всi прилади є зайнятими ) =

∞X

k=s

πk =
ρs

(s− 1)!(s− ρ)
� sP

k=0

ρk

i!
+ ρs+1

s!(s−ρ)

� .

Останнiй вираз називають формулою Ерланга.

10.1.4 Нестацiонарнi характеристики. Перiод зайнятостi
Марковськi процеси можна також застосовувати для дослiдження характеристик роз-
глянутих систем, коли вони перебувають у нестацiонарному режимi. Вивчемо це пи-
тання на прикладi однiєї з найважливiших характеристик систем обслуговування –
перiодi зайнятостi. Спершу дамо визначення перiоду зайнятостi. Нехай ξ(t) є числом
вимог, якi знаходяться в системi в момент часу t. Тодi τ(1) = inf{t : ξ(t) = 0/ξ(0) = 1}
будемо називати перiодом зайнятостi системи. Зазвичай початком роботи системи
вважають момент приходу першої вимоги (див. зауваження 1), тобто ξ(0) = 1. Са-
ме для такої ситуацiї сформульоване подане вище визначення перiоду зайнятостi.
Але є можливим, що на початку в системi знаходиться n вимог (див. увага 1). Тодi
τ(n) = inf{t : ξ(t) = 0/ξ(0) = n} є перiодом зайнятостi за умови, що на початку в
системi n вимог.

Розглянемо тепер систему M/M/1/∞.

Теорема 4. Для всiх s > 0 має мiсце

Me−sτ(n) =
�
Me−sτ(1)

�n

, n ≥ 1, (4)

Me−sτ(1) =
µ + λ + s−

p
(µ + λ + s)2 − 4λµ

2λ
. (5)

Д о в е д е н н я. Нехай ϕn(s) = Me−sτ(n), s > 0. Спершу доведемо, що має
мiсце ϕn(s) =

�
ϕ1(s)

�n. Доведення проведемо тiльки для n = 2, залишаючи читачевi
загальний випадок (завдання 2.).

Нехай ξ(0) = 2. Процес досягнення нульового рiвня можемо подiлити на два ета-
пи (див. мал. 1). На першому з них процес ξ(t) досягає рiвня 1 вперше в певний
момент τ1. На другому етапi через iнтервал часу τ2 процес досягає вперше рiвня
нуль, стартуючи в момент τ1 зi значення ξ(τ1) = 1. У зв’язку з чим будемо мати
τ(2) = τ1 + τ2. З властивостi Маркова випливає, що випадковi величини τ1, τ2 є неза-
лежними. Крiм того, цi величини мають такий самий розподiл як τ(1). Дiйсно, якщо
розглядати еволюцiю процесу ξ(t) в системах координат A1O1B i AO2B1, тодi в ко-
жнiй системi процес стартує зi стану 1 i τ1 є його першим досягнення нуля в першiй
системi координат, a τ2 є його першим моментом досягнення нуля в другiй системi
координат. Позаяк процес ξ(t) є однорiдним (тобто його ймовiрноснi властивостi не
залежать вiд зсуву), тодi випадковi величини τ1 i τ2 мають однаковi розподiли. Ви-
падкова величина τ1 в системi координат A1O1B має такий самий сенс, що й τ(1) в
системi координат AOB, отже, випадкова величина τ1 має такий самий розподiл як
τ(1). Звiдки τ(2) = τ1 + τ2, де τ1, τ2 є незалежними i мають такий самий розподiл як
τ(1). Отже, будемо мати:

ϕ2(s) = Me−s(τ1+τ2) =
�
Me−sτ1

�2

=
�
Me−sτ(1)

�2

=
�
ϕ1(s)

�2
. (6)
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Мал. 1

Нехай ξ(0) = 1, випадкова величина α є часом до появи першої вимоги, a випад-
кова величина β – iнтервалом часу, через який перша обслужена вимога залишить
систему. Випадковi величини α, β є незалежними i мають показниковi розподiли вiд-
повiдно з параметрами λ, µ.

Подiя {перший стрибок процесу станеться догори i до момента часу t }= {α <
β, α < t} має ймовiрнiсть

P(α < β, α < t) = λ

tZ

0

P(u < β)e−λudu = λ

tZ

0

e−(µ+λ)udu.

Тодi щiльнiсть цiєї ймовiрностi є

f+(t) =
d

dt
P(α < β, α < t) = λe−(µ+λ)t. (7)

Аналогiчно, щiльнiсть ймовiрностi настання подiї {перший стрибок процесу стане-
ться додолу i до моменту часу t }={α ≥ β, β < t} дорiвнює

f−(t) =
d

dt
P(α ≥ β, β < t) = µe−(µ+λ)t. (8)

Застосовуючи формулу повної ймовiрностi, отримаємо:

Me−sτ(1) =

∞Z

0

M{e−sτ(1)/α < β, α = u}f+(u)du+

+

∞Z

0

M{e−sτ(1)/α≥β, β=u}f−(u)du=λ

∞Z

0

M{e−sτ(1)/α<β, α=u}e−(µ+λ)udu+

+ µ

∞Z

0

M{e−sτ(1)/α ≥ β, β = u}e−(µ+λ)udu. (9)

Якщо вiдомо, що сталась подiя {α < β, α = u}, тодi в момент часу t = u будемо
мати ξ(u) = 2. Якщо bτ , є iнтервалом часу, пiсля якого процес ξ(t), стартуючи в
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момент t = u зi стану 2, досягне вперше нульового рiвня, тодi, вочевидь, τ(n) = u+bτ .
Випадкова величина bτ залежить виключно вiд поведiнки процесу ξ(t) для t ≥ u.
Завдяки властивостi Маркова, будемо мати: P(bτ < x/α<β, α=u)=P(bτ<x/ξ(u)=2) =
P(τ(2) < x). Остання рiвнiсть випливає з однорiдностi процесу ξ(t). Ймовiрнiсть
досягнення нульового рiвня за умови {ξ(u) = 2} є такою самою як i ймовiрнiсть
досягнення цього рiвня за умови {ξ(0) = 2}. Iншими словами розподiл випадкової
величини bτ за умови ξ(u) = 2 є аналогiчним розподiлу випадкової величини τ(2).
Пiдсумовуючи цi мiркування, отримаємо:

M{e−sτ(1)/α < β, α = u} = M{e−s(u+bτ)/α < β, α = u} =

= e−suM{e−sbτ/ξ(u) = 2} = e−suMe−sτ(2).

У випадку, коли перший стрибок процесу буде додолу, тобто станеться подiя
{α≥β, β= u}, у момент часу u настає кiнець перiоду зайнятостi, тодi τ(1) = u, що
дасть

M{e−sτ(1)/α ≥ β, β = u} = e−su.

Використовуючи це в (9), отримаємо:

Me−sτ(1) = λMe−sτ(2)

∞Z

0

e−(µ+λ+s)udu + µ

∞Z

0

e−(µ+λ+s)udu =
λMe−sτ(2) + µ

µ + λ + s
.

Якщо взяти до уваги спiввiдношення (6), тодi для функцiї ϕ1(s) = Me−sτ(1) отрима-
ємо рiвняння

ϕ1(s) =
λ
�
ϕ1(s)

�2
+ µ

µ + λ + s
,

або

λ
�
ϕ1(s)

�2 − (µ + λ + s)ϕ1(s) + µ = 0, (10)

звiдки

ϕ1(s) =
µ + λ + s±

p
(µ + λ + s)2 − 4λµ

2λ
.

Нескладно довести (завдання 3.), що для s > 0 корiнь рiвняння (10) при +
√ є

бiльшим за 1, a при −√ –меньший за 1, тому

ϕ1(s) =
µ + λ + s−

p
(µ + λ + s)2 − 4λµ

2λ

i твердження є доведеним. J

Вираз (5) можна обернути i отримати розподiл перiоду зайнятостi системи. На-
ведемо лише щiльнiсть цього розподiлу (див. [?], роздiл 14, формула (6.16)).

d

dt
P(τ(1) < t) =

r
µ

λ
t−1e−t(λ+µ)I1(2

p
2λµt),
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де I1(x) є фукцiєю Бесселя порядку 1, яка може бути записана у виглядi:

I1(x) =

∞X

k=0

x2k+1

k!(k + 1)!22k+1
.

ЗАВДАННЯ

1. Знайти середню довжину черги в стацiонарному режимi для систем типу
M/M/1/∞, M/M/1/m i M/M/2/∞.

2. Довести вираз (4).

3. Довести, що коли z±(s) є розв’язками рiвняння

λz2 − (µ + λ + s)z + µ = 0,

тодi z−(s) < 1 < z+(s) для s > 0.

4. Для системи M/M/1/∞ знайти умови, за яких P(τ(1)<∞) = 1.

Вказiвка. Скористатися тим, що P(τ(1) < ∞) = lims→0 Me−sτ(1), i з виразу
(5).

5. Знайти середню довжину перiоду зайнятостi для системи типу M/M/1/∞.
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11.1 Моделi з двома обслуговуючими приладами

Розлянемо систему з двома обслуговуючими приладами. Ця система є подiбною
до вивченої ранiше системи M/M/s/∞, але з важливою засадничою рiзницею.

Опис моделi. Два прилади працюють незалежно i обслуговують вимоги по
однiй. Час обслуговування вимоги має показниковий розподiл з параметром µ1 для
першого приладу i µ2 – для другого. Якщо вимога надiйде, коли прилади є зайня-
тими, тодi вона стає до черги, в якiй можуть перебувати максимум m вимог. Пiсля
закiнчення обслуговування вимога залишає систему, a звiльнений прилад миттєво по-
чинає обслуговувати наступну вимогу з черги. Якщо вимога прибуває, коли обидва
прилади є вiльними, вона потрапляє на обслуговування до першого приладу. Вимога,
яка приходить, коли обидва прилади є зайнятими, i у черзi вже є m вимог, втрача-
ється. Вимоги прибувають по однiй i незалежно вiд приладiв. Iнтервали часу мiж
моментами приходу вимог мають показниковий розподiл з параметром λ.

Нехай, як i ранiше, ξ(t) є числом вимог у системi в момент часу t. Якщо µ1 6= µ2,
тодi процес ξ(t) не є марковським. Якщо наприклад вiдомо, що ξ(t0) = 1, тодi розподiл
наступного стрибка процесу ξ(t) буде залежати вiд того, який прилад обслуговує цю
єдину вимогу в момент t0. Насправдi, якщо вiдомо, що в момент t0 працює перший
прилад, тодi з формули (2) (стор. 348) випливає, що наступний пiсля t0 стрибок
догори процесу ξ(t) вiдбудеться з ймовiрнiстю λ/(λ + µ1). У випадку, коли в момент
t0 вимога обслуговується другим приладом, тодi наступний пiсля момента t0 стрибок
догори процесу ξ(t) станеться ймовiрнiстю λ/(λ+µ2). З цього випливає, що для опису
еволюцiї системи в майбутньому є потрiбною iнформацiя про стан приладiв у момент
часу t0. Розглянуту систему можна було б описати за допомогою трьохвимiрного
марковського процесу (ξ(t), η1(t), η2(t)), в якому складовi η1(t), η2(t) описують стани
обох приладiв. Але ми змоделюємо нашу систему за допомогою iншого марковського
процесу бiльш простим способом.

Спочатку позначимо стани нашої системи наступним чином:

(0, 0)− обидва прилади є вiльними,
(1, 0)− перший прилад є зайнятим, a другий вiльний,

(0, 1)− другий прилад є зайнятим, a перший вiльний,

(1, 1, i)− обидва прилади є зайнятими i в черзi є i вимог, i=0, 1, ..., m.

Визначимо тепер процес ξ(t) з множиною станiв

E = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1, i), i = 0, 1, 2, ..., m} (1)

таким чином, що коли в момент t система є в станi α ∈ E, тодi ξ(t) = α. Процес
ξ(t) буде тепер процесом Маркова (завдання 1.). Наступна схема представляє граф
iнтенсивностей переходiв системи.

354
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Нехай

π00 = P((0, 0)), π10 = P((1, 0)), π01 = P((0, 1)), π11(i) = P((1, 1, i))

будуть ймовiрностями балансу системи (ергодичним розподiлом).

Теорема 1. Для ергодичного розподiлу мають мiсце

π00 =
µ1µ2(1 + 2ρ)

λρ(λ + µ2)
C, π10 =

µ2(1 + ρ)

ρ(λ + µ2)
C, π01 =

µ1

λ + µ2
C, (2)

π11(i) = Cρi, 0 ≤ i ≤ m, (3)

де ρ = λ(µ1 + µ2)
−1 i

C =
�
1 +

µ1µ2(1 + 2ρ)

λρ(λ + µ2)
+

µ2(1 + ρ)

ρ(λ + µ2)
+

µ1

λ + µ2
+

1− ρm+1

1− ρ

�−1

. (4)

Зауваження 1. Якщо ρ = 1, тодi в наведених виразах треба перейти до границi
ρ → 1.

Д о в е д е н н я. Позаяк множина станiв процесу ξ(t) є складною, записа-
ти рiвняння балансу цього процесу за допомогою рiвнянь Колмогорова є непростою
проблемою. Продемонструємо пiдхiд, який полегшує це завдання.

Нехай є заданим процес Маркова η(t) ∈ E = {0,±1, ...} з iнтенсивностями пере-
ходiв aij . Для фiксованого стану k визначимо через S−(k) сукупнiсть станiв, до яких
є можливим перехiд за один крок зi стану k, a через S+(k) множину станiв, з яких
є можливим перехiд за один крок до стану k. Нехай πi, i ∈ E є ергодичним розпо-
дiлом процесу η(t). Суму πk

P
j∈S−(k) akj називають потоком ймовiрностей зi стану

k, a суму
P

j∈S+(k) πjajk – потоком ймовiрностей до стану k. В умовах рiвноваги по-
тiк ймовiрностей зi стану k мусить дорiвнювати потоку ймовiрностей до цього стану,
тобто

πk

X

j∈S−(k)

akj =
X

j∈S+(k)

πjajk. (5)
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Тепер нескладно написати рiвняння балансу для кожного стану нашого процесу:
8
>>>>>><
>>>>>>:

π00λ = π10µ1 + π01µ2,
π10(λ + µ1) = π00λ + π11(0)µ2,
π01(λ + µ2) = π11(0)µ1,

π11(0)(λ + µ1 + µ2) = π10λ + π01λ + π11(1)(µ1 + µ2),
π11(i)(λ + µ1 + µ2) = π11(i− 1)λ + π11(i + 1)(µ1+µ2), 1≤i≤m− 1,

π11(m)(µ1 + µ2) = π11(m− 1)λ.

(6)

Нехай ρ 6= 1. Загальний розв’язок рiвняння

π11(i)(λ + µ1 + µ2) = π11(i− 1)λ + π11(i + 1)(µ1 + µ2), i ≥ 1 (7)

може бути записаний у виглядi (завдання 2.)

π11(i) = A + B
� λ

µ1 + µ2

�i

= A + Bρi, i ≥ 1. (8)

Умова π11(m)(µ1 +µ2) = π11(m−1)λ або π11(m) = π11(m−1)ρ дає A = 0. За B можна
взяти π11(0) ≡ C = const, отже маємо

π11(i) = Cρi, 0 ≤ i ≤ m.

З перших трьох рiвнянь (6) пiсля замiни π11(0) на C будемо мати:

π00 =
µ1µ2(1 + 2ρ)

λρ(λ + µ2)
C, π10 =

µ2(1 + ρ)

ρ(λ + µ2)
C, π01 =

µ1

λ + µ2
C. (9)

Умова нормування дасть наступним кроком (4). Легко пересвiдчитись, що четверте
рiвняння в (6) теж виконується.

Якщо ρ = 1, тодi в формулах (2)-(4) треба перейти до границi ρ → 1 (завдання 3.).
J

Система M/M/2/∞
Рiзниця мiж зазначеною системою i системою, яка була розглянуто попередньо, по-
лягає в тому, що тепер черга буде необмеженою. Дослiдження ергодичного розподiлу
цiєї системи можна провести так само як i у випадку обмеженої черги або перейти
до границi m →∞ у виразах (2)-(4). Як результат отримаємо:

Теорема 2. Ергодичний розподiл системи M/M/2/∞ iснує тодi i тiльки тодi, коли
ρ = λ

µ1+µ2
< 1. Тодi

π00 =
µ1µ2(1 + 2ρ)

λρ(λ + µ2)
C, π10 =

µ2(1 + ρ)

ρ(λ + µ2)
C, π01 =

µ1

λ + µ2
C,

π11(i) = Cρi, i ≥ 0,

де

C =
�
1 +

µ1µ2(1 + 2ρ)

λρ(λ + µ2)
+

µ2(1 + ρ)

ρ(λ + µ2)
+

µ1

λ + µ2
+

1

1− ρ

�−1

. (10)
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11.2 Система з резервним приладом

Опис моделi. Система має два iдентичнi прилади. Один з них працює, a другий
є резервним. Час функцiонування активного прилада до момента його аварiї є пока-
зниковим з параметром λ. Якщо вiдбувається аварiя працюючого прилада, тодi вiн
миттєво замiнюється на резервний. Аварiйний прилад направляється на ремонт, який
триває показниковий час з параметром µ. Вiдмова системи настає тодi, коли обидва
прилади виходять з ладу. Пiсля ремонту хоча б одного з них система вiдновлює своє
функцiонування.

Введемо позначення ймовiрностей стану рiвноваги

π0 = P(обидва прилади є справними),

π1 = P(один прилад працює, a другий є на ремонтi),
π2 = P(обидва прилади є на ремонтi).

Наступна схема представляє граф iнтенсивностей переходiв нашої системи.

&%

'$
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-λ

¾
µ &%

'$

(1)

&%

'$

(2)

-λ

¾
2µ

На цiй схемi стани (0), (1), (2) означають вiдповiдно: „обидва прилади є справни-
ми", „один прилад працює, a другий є на ремонтi", „обидва прилади ремонтуються".

Тепер нескладно за допомогою цього графу написати рiвняння стану рiвноваги:

λπ0 = µπ1, (λ + µ)π1 = 2µπ2 + λπ0, 2µπ2 = λπ1.

Звiдки маємо наступний результат:

Теорема 3.

π0 =
2µ2

2µ2 + λ2 + 2µλ
, π1 =

2λµ

2µ2 + λ2 + 2µλ
, π2 =

2λ2

2µ2 + λ2 + 2µλ
.

Визначимо тепер для нашої моделi розподiл часу до вiдмови. Аби звести цю зада-
чу до дослiдження ймовiрностi переходу процесу Маркова, змодифiкуєми попередний
опис моделi наступним чином: якщо система потрапляє до стану {2} (обидва прила-
ди є аварiйними), тодi вона залишається в цьому станi назавжди. Якщо ξ(t) описує
тепер стан модифiкованої системи, тодi нам треба знайти P02(t) i P12(t) для процесу
Маркова ξ(t) зi станами {0},{1},{2} i iнтенсивностями переходiв a01 = λ, a11 = −λ,
a10 = µ, a12 = λ, a11 = −µ− λ. Всi iншi iнтенсивностi дорiвнюють нулевi.

Теорема 4.

P12(t) =
µ−

p
4λµ + µ2

2
p

4λµ + µ2
eα−t − µ +

p
4λµ + µ2

2
p

4λµ + µ2
eα+t + 1,

P02(t) =

�
µ +

p
4λµ + µ2

�2

4µ
p

4λµ + µ2
eα−t +

�
µ−

p
4λµ + µ2

�2

4µ
p

4λµ + µ2
eα+t + 1,
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де

α± =
−2λ− µ±

p
4λµ + µ2

2
.

Д о в е д е н н я. З першої системи рiвнянь Колмогорова отримаємо:
8
<
:

dP02(t)
dt

= λP12(t)− λP02(t),

dP12(t)
dt

= µP02(t) + λ− (λ + µ)P12(t).

(11)

Звiдки

d2P12(t)

dt2
+ (2λ + µ)

dP12(t)

dt
+ λ2P12(t) = λ2.

З другого рiвняння в (11) випливає dP12(t)
dt

��
t=0

= λ, що дасть наступну задачу Кошi
8
><
>:

d2P12(t)

dt2
+ (2λ + µ) dP12(t)

dt
+ λ2P12(t) = λ2,

dP12(t)
dt

��
t=0

= λ, P12(0) = 0.

(12)

Загальний розв’язок першого рiвняння в (12) має вигляд

P12(t) = C+eα+t + C−eα−t + 1,

де

α± =
−2λ− µ±

p
4λµ + µ2

2
.

З початкових умов в (12) випливає, що

C+ = −µ +
p

4λµ + µ2

2
p

4λµ + µ2
, C− =

µ−
p

4λµ + µ2

2
p

4λµ + µ2
.

Тепер з другого рiвняння в (11) булемо мати:

P02(t) = eα+t C+(α+ + λ + µ)

µ
+ eα−t C−(α− + λ + µ)

µ
+ 1.

J
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ЗАВДАННЯ

1. Довести, що процес ξ(t) з множиною станiв (1) є марковським.
2. Довести, що загальний розв’язок рiвняння

u(i + 1)a + u(i)b + u(i− 1)c = 0, i ≥ 1

має вигляд

u(i) = Ati
1 + Bti

2, i ≥ 1,

якщо t1 6= t2, де t1, t2 є коренями оiвняння at2 + bt + c = 0, i

u(i) = ti(Ai + B), i ≥ 1,

якщо t1 = t2 = t.
3. Довести твердження 1 для ρ = 1.
4. Знайти ергодичний розподiл для наступної системи.
Опис моделi. Два прилади працюють незалежно i починають функцiонува-
ння по черзi. Вимоги обслуговуються по однiй, a час обслуговування вимоги
має показниковий розподiл з параметром µ1 для першого прилада i µ2 для
другого. Вимоги спочатку поступають на перший прилад. Якщо перший при-
лад є зайнятим, тодi вимога йде на другий прилад. Якщо обидва прилади є
зайнятими, тодi вимога залишає систему i втрачається. Вимоги надходять по
однiй i незалежно вiд роботи приладiв, час мiж моментами надходжень має
показниковий розподiл з параметром λ.

Вказiвка. Використати граф переходiв системи.

&%

'$

(0,0)

©©©©©*

©©©©©¼ µ1
µ2

µ2

µ1

&%

'$

(1,0)

&%

'$

(0,1)
HHHHY

λ λ

λ
&%

'$

(1,1)

©©©©*

©©©©¼

HHHHj
HHHHY

Вiдповiдь.

π00 =
µ1µ2(µ1 + µ2 + 2λ)

λ2(λ + µ2)
π11, π10 =

µ2(µ1 + µ2 + λ)

λ(λ + µ2)
π11,

π01 =
µ1

λ + µ2
π11, π11 = λ2

h
λ2 + λ(µ1 + µ2) +

µ1µ2(µ1 + µ2 + 2λ)

λ + µ2

i−1

,

де

π00 = P(система є вiльною), π10=P(перший прилад є зайнятим, a другий є вiльний),

π01 = P(другий прилад є зайнятим, a перший є вiльним),

π11 = P(обидва прилади є зайнятими).
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5. (Система з нетерплячими вимогами). До системи обслуговування надходять
вимоги двох типiв: звичайнi i нетерплячi. Якщо в момент прибуття вимоги си-
стема є вiльною, тодi вiдразу розпочинається її обслуговування. Якщо вимога,
яка прибула, є нетерплячою, a система є зайнятою обслуговуванням звичай-
ної вимоги, тодi вимога, яка обслуговується в цей момент, втрачається i роз-
починається обслуговування нетерплячої вимоги. Якщо система вже зайнята
обслуговуванням нетерплячої вимоги, тодi нетерпляча вимога, яка щойно на-
дiйшла, втрачається. У випадку, коли приходить звичайна вимога, a система є
зайнятою обслуговуванням будь-якої вимоги, тодi вимога, яка прийшла втра-
чається. Моменти приходiв звичайних i нетерплячих вимог утворюють незале-
жнi процеси Пуассона з параметрами λ1, λ2 вiдповiдно. Час обслуговування не
залежить вiд типу вимоги i має показниковий розподiл з параметром µ. Знайти
ймовiрностi стану рiвноваги цiєї системи.

6. Знайти ймовiрнiсть того, що система M/M/1/0 є вiльною в момент t, якщо
iнтенсивнiсть вхiдного потоку дорiвнює λ, параметр часу обслуговування до-
рiвнює µ, а також:
a) в момент t = 0 система була вiльною;
b) в момент t = 0 система була зайнятою.
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Нехай в момент t = 0 є i iдентичних частинок. Пiсля випадкового iнтерваду часу,
який має показниковий розподiл з параметром λ > 0, кожна частинка дiлеться не-
залежно вiд iнших частинок на випадкову кiлькiсть ζ ∈ {0, 1, 2, ...} нових частинок.
(Випадок ζ = 0 означає, що частинка зникла). Новi частинки, якi виникли таким
чином, будемо називати першим поколiнням. Еволюцiя кожної з частинок першого
поколiння вiдбувається точно в той самий спосiб як i еволюцiя частинок, якi були
в момент t = 0. Частинки, якi з’явились пiсля подiлу частинок першого поколiння,
називають другим поколiнням. Частинки другого поколiння дiляться i утворюють
частинки третього поколiння i т.д. Якщо ξ(t) є числом частинок у момент t, тодi
ξ(t) є прикладом гiллястого процесу. З опису моделi випливає, що ξ(t) є однорiдним
марковським процесом з множиною станiв E = {0, 1, 2, ...}.

12.1 Визначення i властивостi гiллястого процесу

Перейдемо вiд представленого вище конструктивного опису до формального ви-
значення. З цiєю метою введемо наступнi позначення. Нехай τ є часом життя частин-
ки до подiлу i P(τ < t) = 1− e−λt, λ > 0. Будемо також вважати, що P(ζ = k) = pk,
k = 0, 1, 2, ... є розподiлом числа нових частинок, якi виникають в результатi подiлу
однiєї частинки.

Визначення 1. Марковський процес ξ(t) ∈ E = {0, 1, 2, ...} будемо називати гiля-
стим процесом, якщо його iнтенсивностi мають вигляд

aij =

8
<
:

iλpj−i+1, j = i− 1 albo j ≥ i + 1,
−iλ(1− p1), j = i,

0, j ≤ i− 2.
(1)

Якщо Pij(t) є ймовiрнiстю переходу гiллястого процесу ξ(t), тодi (1) є еквiвален-
тним

Pij(t) =

8
<
:

iλpj−i+1t + o(t), j = i− 1 albo j ≥ i + 1,
1− iλ(1− p1)t + o(t), j = i,

o(t), j ≤ i− 2,
(2)

якщо t → 0.
Покажемо тепер, що поданий вище конструктивний опис гiллястого процесу вiд-

повiдає наведеному визначенню, тобто виразам (1), (2). Припустимо, що в момент
t = 0 маємо i iдентичних частинок. Позначимо тривалiсть життя кожної з части-
нок через τ(k), k = 1, 2, ..., i. Згiдно з конструктивним описом випадковi величи-
ни τ(k), k = 1, 2, ..., i є незалежними i мають однаковий розподiл P(τ(k) < t) =
1 − e−λt, k = 1, 2, ..., i. Тому для першого пiсля момента часу t = 0 стрибка про-
цесу ξ(t), тобто для min1≤k≤i τ(k) має мiсце

P( min
1≤k≤i

τ(k) > t)=P(∩i
k=1{τ(k) > t})=

iY

k=1

P(τ(k) > t)=e−iλt. (3)

361
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Ймовiрнiсть того, що одна частинка на iнтервалi [0, t] згенерує принаймнi два поко-
лiння, є не бiльшою нiж

λ2

Z t

0

e−λv

Z t−v

0

e−λududv = 1− e−λt − λte−λt = o(t), якщо t → 0. (4)

Ймовiрнiсть того, що принаймнi двi частинки будуть мати потомство в iнтервалi
[0, t], також становить o(t), якщо t → 0 (завдання 1.). Отже, для того, щоб дослiдити
поведiнку ймовiрностi переходу Pij(t) для малих t, вистачить розглянути ситуацiю,
за якої не бiльше нiж одна частинка буде мати потомство в iнтервалi [0, t], i то не
бiльше нiж один раз.

Нехай j = i − 1 або j ≥ i + 1. Перехiд i → j в iнтервалi [0, t] є можливим, коли
якась частинка з i частинок буде мати потомство з j− i+1 частинок в iнтервалi [0, t].
Ймовiрнiсть такої подiї є (1 − e−λt)pj−i+1. Позаяк маємо i частинок, тодi Pij(t) =
i(1− e−λt)pj−i+1 +o(t) = iλpj−i+1t+o(t), якщо t → 0. Таким чином отримаємо першу
рiвнiсть в (2).

Нехай тепер j = i. Перехiд i → i в iнтервалi [0, t] є можливим тiльки тодi, коли
якась частинка буде мати в цьому iнтервалi одиничне потомство, або жодна частинка
не буде мати потомства. Ймовiрнiсть цих подiй становить вiдповiдно i(1 − e−λt)p1 i
(див. вираз (3)) e−iλt. Ось чому Pii(t) = i(1−e−λt)p1+e−iλt+o(t) = 1−iλ(1−p1)t+o(t),
якщо t → 0, що доводить другу рiвнiсть в (2). Третя рiвнiсть в (2) випливає з того,
що ймовiрнiсть зникнення принаймнi двох частинок в iнтервалi [0; t] є не бiльшою за
(див. вираз (4))

[1− e−λt − λte−λt]p2
0 = o(t), jeњli t → 0.

Наступним нашим завданням буде дослiдження ймовiрностi переходу Pij(t) =
P(ξ(t) = j/ξ(0) = i). Нехай в момент часу t = 0 є i частинок. Позначимо через
ξk(t), k = 1, 2, ..., i число потомкiв k-тої частинки в момент t. Зрозумiло, що то-
дi ξk(t), k = 1, 2, ..., i є незалежними гiллястими процесами з функцiями переходiв
P1j(t) = P(ξk(t) = j/ξk(0) = 1), k = 1, 2, ..., i i ξ(t) =

Pi
k=1 ξk(t). Для 0 < z < 1

введемо генератриси випадкових величин ξk(t) i ξ(t)

Pi(z, t) = M{zξ(t)/ξ(0) = i} =

∞X
j=0

zjPij(t),

f(z, t) = M{zξk(t)/ξk(0) = 1} =

∞X
j=0

zjP1j(t).

Тодi

Pi(z, t) = M{zξ(t)/ξ(0) = i} = M{z
Pi

k=1 ξk(t)/ξ(0) = i} =

=

iY

k=1

M{zξk(t)/ξk(0) = 1} =
�
f(z, t)

�i
. (5)

Звiдки випливає, що досить дослiдити ймовiрнiсть переходу для ξ(0) = 1, тобто,
P1j(t).

З першої системи рiвнянь Колмогорова отримаємо:

dP1j(t)

dt
= −λ(1− p1)P1j(t) + λ

∞X

k=0,6=1

pkPkj(t), j ≥ 0. (6)
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Якщо помножити рiвняння (6) на zj , a потiм просумувати вiд 0 до ∞ по j, тодi,
беручи до уваги (5), будемо мати:

df(z, t)

dt
= −λ(1− p1)f(z, t) + λ

∞X

k=0,6=1

pkPk(z, t) =

= −λ(1− p1)f(z, t) + λ

∞X

k=0,6=1

pk

�
f(z, t)

�k
= −λf(z, t) + λ

∞X

k=0

pk

�
f(z, t)

�k
.

Пiсля чого для фiксованого z ∈ (0, 1) отримаємо наступну крайову задачу на пiввiсi
t ≥ 0

8
<
:

df(z,t)
dt

= −λf(z, t) + λ
P∞

k=0 pk

�
f(z, t)

�k
, t > 0,

f(z, 0) = z.

(7)

Нехай функцiя U(v), 0 ≤ v ≤ 1 є визначеною наступним чином:

U(v) = λp0 − λ(1− p1)v + λ

∞X

k=2

pkvk. (8)

Тепер з (7) отримаємо наступне твердження.

Теорема 1. Функцiя f(z, t) =
P∞

j=0 zjP1j(t) є розв’язком крайової задачi

df(z, t)

dt
= U

�
f(z, t)

�
, f(z, 0) = z, (9)

де U(v) = λp0 − λ(1− p1)v + λ
P∞

k=2 pkvk i тодi

Pi(z, t) = Mzξ(t) =
�
f(z, t)

�i
. (10)

Визначимо тепер функцiю

Ψ(z) =

zZ

0

dv

U(v)
, 0 ≤ z ≤ 1. (11)

Зауваження 1. Якщо взяти до уваги властивостi функцiї U(v) (див. нижче графiк
1 цiєї функцiї), тодi нескладно довести, що iнтеграл у виразi (11) є скiнченним, при-
наймнi для достатньо малих z, a, отже для цих самих z функцiя Ψ(z) є коректно
визначеною.

Функцiя f , яка є розв’язком наступного функцiонального рiвняння

Ψ(f)−Ψ(z) = t, (12)

є також розв’язком крайової задачi (9) (завдання 2.).
Якщо iснує такий момент t0, що ξ(t0) = 0, тодi, вочевидь, ξ(t0) = 0 для всiх

t ≥ t0. У зв’язку з чим випадковий момент ζ = inf{t > 0 : ξ(t) = 0} будемо називати
моментом виродження гiллястого процесу ξ(t). Позначимо α(i) = P(ζ < ∞/ξ(0) =
i). Нехай ξ(0) = i ≥ 1 i, як ранiше, ξk(t), k = 1, 2, ..., i є числом потомкiв k-тої частинки
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в момент t. Якщо ζk = inf{t > 0 : ξk(t) = 0}, тодi зрозумiло, що ζk, k = 1, 2, ..., i є
незалежними однаково розподiленими випадковими величинами i ζ = max1≤k≤i ζk, a,
отже,

α(i) = P(ζ < ∞/ξ(0) = i) = P( max
1≤k≤i

ζk < ∞) = P(ζ1 < ∞, ..., ζi < ∞) =

=

iY

k=1

P(ζk < ∞) = αi,

де α = α(1) = P(ζ < ∞/ξ(0) = 1). З цього випливає, що достатньо дослiдити випадок
ξ(0) = 1.

Легко зрозумiти, що {ξ(t1) = 0} ⊂ {ξ(t2) = 0}, t1 < t2, a, отже послiдовнiсть
подiй {ξ(t2) = 0} є неспадною по t. Тому

α = P(ζ < ∞/ξ(0) = 1) = P( lim
t→∞

ξ(t) = 0/ξ(0) = 1) =

= lim
t→∞

P(ξ(t) = 0/ξ(0) = 1) = lim
t→∞

P10(t).

Наступне твердження визначає, коли α = 1, a коли α < 1.

Теорема 2. Нехай v0 є найменшим коренем рiвняння U(v) = 0 в iнтервалi [0, 1].

α =

8
<
:

v0 < 1, якщо U ′(1) = −λ(1− p1) + λ
P∞

k=2 kpk > 0,

1, якщо U ′(1) = −λ(1− p1) + λ
P∞

k=2 kpk ≤ 0.

Д о в е д е н н я. Насамперед зауважимо, що для функцiї U(v), визначеної в (8),
будемо мати U(0) = λp0 ≥ 0, U(1) = 0 i U

′′
(v) ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1, a, отже графiк функцiї

U(v) має вигляд

6U(v)

λp0

-
v1

U′(1)>0

Мал. 1

U′(1)≤0
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Як видно, рiвняння U(v) = 0 завше має в iнтервалi [0, 1] найменший розв’язок v0,
такий, що v0 < 1, коли U ′(1) > 0, i v0 = 1, коли U ′(1) ≤ 0.

Якщо p0 = 0, тодi частинки мають ≥ 1 потомкiв. Тодi ζ = ∞ з ймовiрнiстю 1, а,
отже, процес нiколи не вироджується. Легко зрозумiти, що U ′(1) = λ

P∞
k=2(k−1)pk >

0 i v0 = 0, тому твердження є справедливим.
Нехай тепер p0 > 0. Графiки на мал. 1 демонструють власне таку ситуацiю. Якщо

в (9) покласти z = 0, тодi, позаяк P10(t) = f(0, t), ми отримаємо наступну крайову
задачу:

dP10(t)

dt
= U

�
P10(t)

�
, P10(t) = 0. (13)

Позаяк limt→∞ P10(t) = α ≤ 1, тодi з (13) отримаємо limt→∞ P ′10(t) = U(α). Якщо
має мiсце U(α) > 0 або U(α) < 0, тодi функцiя

P10(t) =

tZ

0

P ′10(v)dv

мала би зростати до ∞ (при U(α) > 0) або спадати до −∞ (при U(α) < 0). А це
є неможливим, отже, U(α) = 0. Тепер доведення легко завершити, використовуючи
мал. 1. J

12.2 Приклади гiллястих процесiв

Розглянемо гiллястий процес, для якого P(ζ=k)=pk, k=0, 1, 2, a час життя ча-
стинки має показниковий розподiл з параметром λ > 0. Iншими словами в момент
подiлу частинка зникає з ймовiрнiстю p0, залишається одна з ймовiрнiстю p1, або
дiлеться на двi частинки з ймовiрнiстю p2.

Iнтенсивностi переходiв цього процесу мають вигляд:

aij =

8
>><
>>:

iλp0, j = i− 1,
iλp2, j = i + 1,

−iλ(1− p1), j = i,
0, для решти j.

(14)

Функцiя U(v) у виразi (8) набуває вигляду

U(v) = λp0 − λ(1− p1)v + λp2v
2. (15)

Згiдно з твердженням 1 для функцiї f(z, t) =
P∞

j=0 zjP1j(t) oтримаємо наступну
крайову залачу:

df(z, t)

dt
= λp0 − λ(1− p1)f(z, t) + λp2f

2(z, t), f(z, 0) = z. (16)

Функцiю Ψ(z) можемо записати у виглядi (припускаємо, що p2 6= p0)

Ψ(z) = λ−1

zZ

0

dv

p0 − (1− p1)v + p2v2
=

1

λ(p2 − p0)
ln

1− z

1− αz
, α =

p2

p0
.
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Для розв’язування крайової задачi (16) використовуємо функцiональне рiвняння

1

λ(p2 − p0)
ln

1− f(z, t)

1− αf(z, t)
− 1

λ(p2 − p0)
ln

1− z

1− αz
= t.

З цього випливає, що
∞X

n=0

znP1n(t) = f(z, t) =
1− αz − (1− z)eλ(p2−p0)t

1− αz − α(1− z)eλ(p2−p0)t
. (17)

Якщо скористатись розкладенням

1− az − b(1− z)

1− az − ab(1− z)
=

1− b

1− ab
+

b(1− a)2

(1− ab)2

∞X
n=1

�a(1− b)

1− ab

�n−1

zn,

яке має мiсце принаймнi для малих z, тодi з (17) отримаємо:
8
>><
>>:

P10(t) =
1− eλ(p2−p0)t

1− αeλ(p2−p0)t
,

P1n(t) =
(1− α)2αn−1(1− eλ(p2−p0)t)n−1

(1− αeλ(p2−p0)t)n+1
eλ(p2−p0)t, n = 1, 2, ...

(18)

У виразах (18) ми припускали, що p2 6= p0. Випадок p2 = p0 є легшим, i ми залишаємо
його читачевi (завдання 3.).

Якщо p2 < p0, тодi α < 1 i з виразiв (18) випливає, що P10(t) → 1, a P1n(t) → 0
n ≥ 1 при t →∞. Тому наш процес з ймовiрнiстю 1 зникне пiсля певного часу.

Якщо p2 > p0, тодi α > 1 i з виразу (18) випливає, що P10(t) → α−1 = p0/p2 < 1, a
P1n(t) → 0, n ≥ 1, при t →∞. У цьому випадку ймовiрнiсть того, що процес зникне,
є p0/p2 < 1.

Якщо частинки не зникають, тодi їх число росте до нескiнченностi. Дiйсно,

P(ξ(t) > N/ξ(t) > 0) = 1−P(1 ≤ ξ(t) ≤ N/ξ(t) > 0) =

= 1− P(1 ≤ ξ(t) ≤ N, ξ(t) > 0)

P(ξ(t) > 0)
= 1− P(1 ≤ ξ(t) ≤ N)

P(ξ(t) > 0)
=

= 1− 1

1− P10(t)

NX

k=1

P1k(t)
t→∞→ 1

для довiльного N > 1.
Якщо в наведеному прикладi гiллястого процесу має мiсце p0 = p1 = 0 i p2 = 1,

тодi такий процес називається процесом Ула. Тодi
8
<
:

P10(t) = 0,

P1n(t) =
1− eλ(n−1)t

eλ(n+1)t
, n = 1, 2, ...

(19)

Доведення формул (19) залишаємо читачевi (завдання 4.).

ЗАВДАННЯ

1. Довести, що ймовiрнiсть того, що принаймнi двi частинки мають потомкiв в
iнтервалi [0, t], є o(t), якщо t → 0.
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2. Довести, що для фiксованого δ > 0 iснує розв’язок f(z, t) в iнтервалi 0 ≤ z ≤ δ
i функцiя f(z, t) є розв’язком крайової задачi (9) на цьому iнтервалi.

3. Довести, що коли у виразах (18) p2 = p0 = p, тодi

P10(t) =
λpt

1 + λpt
, P1n(t) =

(λpt)n−1

(1 + λpt)n+1
, n = 1, 2, ...

4. Довести вирази (19).



Лекцiя 13. Процес Вiнера

У 1827 роцi шотландський бiолог Роберт Броун, спостерiгаючи квiтковий пилок
у водянiй суспензiї, виявив, що вiн перебуває у безперервному хаотичному русi. Ча-
стинки рухались без зупинки, крiм того, їх рух не зменшувався з часом. Швидкiсть
руху була тим бiльша, чим меньшою була частинка i вищою температура води. Броун
описав цей рух як певне фiзичне явище. Воно було згодом дослiджене в працях Ен-
штейна (1905), Смолуховського (1906) i iнших вiдомих фiзикiв. Математичну модель
цього явища, яке дiстало назву броунiвський рух, запропонував Норберт Вiнер 1 у
1918 роцi. Математична модель броунiвського руху називається вiнерiвським проце-
сом.

Вiнерiвський процес має чисельнi застосування при моделюваннi реальних про-
цесiв, якi зустрiчаються в рiзних галузях, наприклад економiцi, страхуваннi та iнших.

13.1 Визначення та властивостi i вiнерiвського проце-
су

Визначення 1. Випадковий процес W (t) будемо називати вiнерiвським процесом
(aбо броунiвсьвим рухом), Якщо:

1) для всiх 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn випадковi величини W (ti)−W (ti−1), i = 1, ..., n є
незалежними (тобто, процес W (t) є процесом з незалежними приростами);

2) випадкова величина W (t) − W (s) має розподiл N(0, σ2(t − s)) для всiх s < t,
тобто,

P(W (t)−W (s) < x) =
1

σ
p

2π(t− s)

xZ

−∞

e
− v2

2σ2(t−s) dv. (1)

З пункту 1) випливає, що процес Вiнера є процесом марковським,
a з пункту 2), що вiн також є однорiдним процесом.

Якщо σ = 1, тодi такий процес будемо називати стандартним вiнерiвським про-
цесом. У подальшому будемо розглядати тiльки такий процес, i тодi замiсть (1) буде
мати мiсце

P(W (t)−W (s) < x) =
1p

2π(t− s)

xZ

−∞

e
− v2

2(t−s) dv, s < t. (2)

1Норберт Вiнер (1894-1964) – aмериканський математик, засновник кiбернетики.
Працi Вiнера стосуються фундаментальних засад математики, теорiї ймовiрностей i
функцiонального аналiзу.

368
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Зауваження 1. У визначеннi процесу Вiнера часто додають умову, що W (0) = 0.
Ця умова не є обов’язковою, може бути так, що W (0) = u 6= 0, де u може навiть бути
випадковою величиною. Ми ж зазвичай будемо передбачати, що W (0) = 0.

Позаяк випадкова величина W (t) має розподiл N(0, t), тодi характеристична фун-
кцiя W (t) буде мати вигляд

MeisW (t) = e−s2t/2, s ∈ R1, t ≥ 0. (3)

Наступнi два твердження мiстять у собi найважнiшi властивостi вiнерiвського про-
цесу.

Теорема 1. З ймовiрнiстю 1 траєкторiї процесу Вiнера є неперервнi.

Д о в е д е н н я. Знайдемо M|W (t)−W (s)|3. Будемо мати

M|W (t)−W (s)|3 =
1p

2π(t− s)

∞Z

−∞

|x|3e− x2
2(t−s) dx =

(t− s)3/2

√
2π

∞Z

−∞

|v|3e− v2
2 dv.

Звiдки

M|W (t)−W (s)|3 = C(t− s)3/2,

де C = 1√
2π

∞R
−∞

|v|3e− v2
2 dv. Тепер результат твердження випливає з твердження 2,

стор. 288. J

Теорема 2. З ймовiрнiстю 1 трєкторiї процесу Вiнера не є диференцiйованими в
жоднiй точцi,тобто

P( lim
h→0

W (t + h)−W (t)

h
< ∞, t ≥ 0) = 0. (4)

Доведення цього твердження можна знайти, наприклад, в [?].

Теорема 3. Нехай a = t0 < t1 < ... < tn = b i ∆n =
1≤i≤n
max (ti − ti−1). Тодi

nX
i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2
∆n→0

њ.k−→ b− a,

тобто

lim
∆n→0

M
� nX

i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2 − (b− a)
�2

= 0. (5)

Д о в е д е н н я. Маємо

M

nX
i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2
=

nX
i=1

M
�
W (ti)−W (ti−1)

�2
=

nX
i=1

(ti − ti−1) = b− a.
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У подальших мiркуваннях скористаємось фактом, що коли ξ ∈ N(0, σ2), тодi Mξ4 =
3σ2. Маємо

M
� nX

i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2−(b−a)
�2

=

= M
� nX

i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2−M

nX
i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2�2

= D2
nX

i=1

�
W (ti)−W (ti−1)

�2
=

nX
i=1

D2�W (ti)−W (ti−1)
�2

=

=

nX
i=1

h
M
�
W (ti)−W (ti−1)

�4 −
�
M
�
W (ti)−W (ti−1)

�2�2i
=

=

nX
i=1

h
3(ti − ti−1)

2−(ti − ti−1)
2
i
=2

nX
i=1

(ti − ti−1)
2 ≤ ∆n

nX
i=1

(ti − ti−1)=

= ∆n(b− a)
∆n→0
−→ 0,

що завершує доведення. J

13.2 Розподiл inf0≤u≤t W (u)

Визначимо тепер розподiли деякмх важливих функцiоналiв вiнерiвського проце-
су. Для цього скористаємось властивiстю Маркова i неперервнiстю траєкторiй про-
цесу.

Теорема 4. Для a ≥ 0 має мiсце:

P( sup
0≤u≤t

W (u) > a) = P( inf
0≤u≤t

W (u) < −a) =
2√
2πt

∞Z

a

e−
v2
2t dv. (6)

Д о в е д е н н я. Для фiксованого t припустимо, що подiя sup0≤u≤t W (u) > a
сталась. Позаяк траєкторiя W (u) є неперервною, тодi можемо стверджувати, що iснує
τ(a)= inf{u ≥ 0; W (u)=a}<t i, вочевидь, W (τ(a)) = a (див мал. 1).

W (t)

-

6

a

6

-
O S

Z

τ(a) t

Мал. 1
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Позаяк {W (t) > a} ⊂ {τ(a) < t}, тодi
P(W (t) > a) = P(τ(a) < t, W (t) > a) =

=

tZ

0

P(W (t) > a/τ(a) = u)dP(τ(a) < u). (7)

Припустимо, що сталась подiя {τ(a) = u}. Поведiнка процесу W (t) пiсля момента u
не залежить вiд iсторiї цього процесу до момента τ(a) = u (властивiсть Маркова!), a
позаяк W (u) = a, тодi в системi координат ZOS (див. мал. 1) отримаємо новий процес
Вiнера cW (s) i, вочевидь,

P(W (t) > a/τ(a) = u) = P(cW (t− u) > 0),

але також має мiсце P(cW (t− u) > 0) = 1/2 (див. завдання 2.). З (7) робимо висновок

P(W (t) > a) =
1

2

tZ

0

dP(τ(a) < u) =
1

2
P(τ(a) < t),

отже

P( sup
0≤u≤t

W (u) > a) = P(τ(a) < t) = 2P(W (t) > a) =
2√
2πt

∞Z

a

e−
v2
2t dv.

Тепер

P( inf
0≤u≤t

W (u) < −a)=P(− sup
0≤u≤t

(−W (u))<− a)=P( sup
0≤u≤t

(−W (u))>a)=

= P( sup
0≤u≤t

W (u) > a) =
2√
2πt

∞Z

a

e−
v2
2t dv.

Ми використали факт, що −W (t) також є вiнерiвським процесом (завдання 1.). J

13.3 Процеси з незалежними приростами

У п’ятiй лекцiї в твердженнi 1 про властивостi узагальненого процесу Пуассона,
було зазначено, що узагальнений процес Пуассона ξ(t) є процесом з незалежними при-
ростами, тобто для довiльних 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn випадковi величини ξ(ti)− ξ(ti−1),
i = 1, ..., n є незалежними. Ця властивiсть може бути використана для визначення
цiлого класу процесiв.

Визначення 2. Випадковий процес ξ(t) будемо називати процесом з незалежними
приростами, якщо для довiльних 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn випадковi величини ξ(ti) −
ξ(ti−1), i = 1, ..., n є незалежними.

Процеси з незалежними приросами є марковськими процесами. Теорiя таких про-
цесiв є дуже добре розвинутою. (див.напр.[?].) Особливо глибоко дослiдженi ситуа-
цiї, коли процес з незалежними приростами є однорiдним, тобто, якщо P(ξ(t + s) <
x/ξ(s) = u) = P(ξ(t) < x/ξ(0) = u) для довiльних x, u ∈ R1, t, s ≥ 0. Нехай ξ(t)
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є однорiдним процесом з незалежними приростами, припустимо, що його траєкторiї
належать до D[0,∞), тобто траєкторiї процесу є неперервними справа i мають границi
злiва. Нехай також ν(t) є числом стрибкiв процесу ξ(t) в iнтервалi [0, t]. Має мiсце
наступне твердження.

Теорема 5. Кожний однорiдний стохастично неперервний процес з незалежними
приростами, такий що P(ν(t) < ∞) = 1 для довiльного 0 ≤ t < ∞, може бути
представлений у виглядi:

ξ(t) = ξ(0) + σW (t) + η(t), (8)

де σ ≥ 0, W (t) є вiнерiвським процесом, η(t) є узагальненим процесом Пуассона i
процеси W (t), η(t) є незалежними.

Умова P(ν(t) < ∞) = 1 означає, що процес має скiнченне (але випадкове!) число
стрибкiв на кожному скiнченному iнтервалi. Тiльки такi процеси будемо вивчати в
цiй лекцiї.

З виразiв (3) i формули (2) (стор. 317) отримаємо вираз характеристичної функцiї
процесу з незалежними приростами

Meis(ξ(t)−ξ(0)) = etk(s), s ∈ R1, t ≥ 0, (9)

де

k(µ) = −s2σ2/2 + isc + λ

∞Z

−∞

(eisx − 1)dF (x). (10)

В останньому виразi доданок −s2σ2/2 вiдповiдає процесу σW (t), доданок isc +
λ
R∞
−∞(eisx − 1)dF (x) вiдповiдає узагальненому процесу Пуассона η(t) з (8). У свою

чергу c, λ, F (x) є параметрами цього процесу. А саме, c є коефiцiєнтом зсуву, λ –
параметром процесу Пуассона, який описує стрибки процесу η(t), a F (x) є розподi-
лом величини стрибка цього процесу. Функцiя k(s), так само як i для узагальненого
процесу Пуассона, називається кумулянтою процесу ξ(t).

13.4 Процес ризику зi збуреннями

Класичний процес ризику, про який шла мова в лекцiї 5, є досить наближеною
моделлю реальної еволюцiї капiталу страхової компанiї. Вiн не враховує випадкових
коливань капiталу, спричинених впливом короткотермiнових чинникiв (наприклад,
випадкове коливання курсiв валют, темпу iнфляцiї та iнших). У зв’язку з чим є рiзнi
узагальнення класичної моделi ризику. Далi розглянемо одне з них.

Нехай ξ(t) є класичним процесом ризику згiдно визначення 3 (стор. 318), тобто

ξ(t) = u + ct−
N(t)X
i=1

ξi, (11)

де u є початковим капiталом, a c – iнтенсивнiстю надходжень внескiв. Процес Пуас-
сона N(t) з параметром λ представляє число виплат, якi були до момента часу t, а
невiд’ємна випадкова величина ξi є величиною виплати вiдшкодування i-ому клiєнту.
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Визначення 3. Процес

ξ(t) = u + σW (t) + ct−
N(t)X
i=1

ξi, (12)

де σ > 0, a W (t) є процесом Вiнера, незалежним вiд N(t) i випадкових величин ξi

називається процесом ризику зi збуреннями.

З виразiв (9) i (10) для процесу (12) отримаємо

Mes(ξ(t)−ξ(0)) = exp{tk(s)}, s ≥ 0, (13)

де функцiя k(s), яку також називають кумулянтою, може бути записана у виглядi

k(s) =
σ2s2

2
+ sc + λ

∞Z

0

(e−sx − 1)dF (x). (14)

Наступний графiк представляє траєкторiю цього процесу.

Мал. 2

ξ(t)

u

-

6

ξ1
ξ2

ξi

τ(u)

Нехай τ(u) = inf{t : ξ(t) < 0/ξ(0) = u} є ймовiрнiстю банкрутства для цього
процесу.

У шостiй лекцiї ми вивчили ймовiрнiсть банкрутства за припущення, що має
мiсце умова A), тобто

A) s0 = inf{s < 0 :
∞R
0

e−sxdF (x) < ∞} < 0 i k(s0) > 0.

Подiбно до того, як це було в шостiй лекцiї, з цiєї умови випливає, що рiвняння
k(s) = µ, 0 < µ ≤ δ має для достатньо малих δ > 0 два коренi s±(µ) такi, що
s−(µ) < 0 < s+(µ). Нескладно зрозумiти, що лема 1 (стор. 324) залишається в силi.
Тепер доведемо, що твердження 1 i 2, поданi вiдповiдно на сторiнках 324 i 325, теж
залишаються в силi для процесу ризику зi збуреннями.

Теорема 6. Для процесу ризику зi збуреннями вигляду (12) має мiсце:
∞Z

0

e−suMe−µτ(u)du =
1

s
+

µ

s+(µ)

s+(µ)− s

s(k(s)− µ)
, s > 0. (15)
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Д о в е д е н н я. Можна показати (завдання 8.), що для кожного процесу ви-
гляду (12) з кумулянтою k(s) iснує послiдовнiсть ξn(t), n ≥ 1 процесiв вигляду (11) з
кумулянтами kn(s) i така, що kn(s) → k(s), якщо n →∞ для довiльного фiксованого
s > 0. Але тодi Mes(ξn(t)−ξn(0)) → Mes(ξ(t)−ξ(0)), якщо n → ∞ для кожного фiксова-
ного s > 0. З цього випливає (див. наприклад [?])) наступне, якщо τn(u) є моментом
банкрутства для процесу ξn(t), тодi Me−sτn(u) → Me−sτ(u) при n →∞. Для процесiв
kn(t) з твердження 1 (стор. 324) має мiсце

∞Z

0

e−suMe−µτn(u)du =
1

s
+

µ

s+(n, µ)

s+(n, µ)− s

s(kn(s)− µ)
, s > 0, (16)

де s+(n, µ) > 0 є додатним розв’язком рiвняння kn(s) = µ. Зрозумiло, що s+(n, µ) →
s+(µ), якщо n →∞. Перехiд до границi n →∞ в (16) завершує доведення твердже-
ння. J

Доведення наступного твердження є практично аналогiчним доведенню твердже-
ння 2 на сторiнцi 325.

Теорема 7. Нехай m = Mξ1. Тодi

P(τ(u) < ∞) =

8
><
>:

1, якщо c− λm ≤ 0,

e
s−u

(λm−c)
k′(s−)

+ o
�
es−u

�
, якщо c− λm > 0.

(17)

ЗАВДАННЯ

1. Нехай W (t), t≥0 є вiнерiвським процесом. Показати, що наступнi процеси та-
кож є вiнерiвськими процесами:
a) −W (t);

b) c−1W (c2t), c > 0;

c) tW (1/t).

2. Нехай W (t), t ≥ 0 є процесом Вiнера. Використовуючи факт, що −W (t) теж є
процесом Вiнера, довести, що P(W (t) > 0) = 1/2 для всiх t > 0.

3. Нехай W (t), t ≥ 0 є вiнерiвським процесом. Довести, щоcW (t) = (1+t)W ( 1
1+t

)−
W (1), t ≥ 0 також є вiнерiвським процесом.

4. Довести, що MW 4(t) = 3t.

5. Довести, що MW (t)W (s) = min(t, s).

Вказiвка. Нехай t > s. Треба використати тотожнiсть:

W (t)W (s) = [W (t)−W (s)]W (s) + W 2(s).

6. Довести, що limt→∞ Wt
t

= 0 за ймовiрнiстю.

7. Довести, що функцiя p(t, x) = dP(W (t)<x)
dx

= 1√
2πt

exp[−x2/2t] задовiльняє рiв-
нянню

∂p(t, x)

∂t
=

1

2

∂2p(t, x)

∂x2
.
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8. Довести наступне, якщо

k(s) =
σ2s2

2
+ sc + λ

∞Z

0

(e−sx − 1)dF (x),

a

kn(s) = scn + λn

∞Z

0

(e−sx − 1)dFn(x),

де

cn = c +
3nσ2

2
, λn = λ + 3n2σ2,

Fn(x) =
λF (x) + 3n3σ2

�
xI{0 ≤ x ≤ n−1}+ n−1I{x > n−1}

�

λ + 3n2σ2
,

тодi kn(s) → k(s), якщо n →∞ для кожного фiксованого s > 0.
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14.1 Процес вiдновлення

Нехай ξ1, ξ2, ... є незалежними однаково розподiленими невiд’ємними випадкови-
ми величинами з функцiєю розподiлу F (x), i Sn =

Pn
i=1 ξi, n ≥ 1, S0 = 0. Будемо

припускати, що F (0) < 1, тому, що iнакше P(Sn = 0) = 1 для всiх n = 1, 2, ...

Визначення 1. Випадковий процес

ν(t) = max{n ≥ 0 : Sn ≤ t} (1)

називається процесом вiдновлення.

Зауваження 1. Якщо F (x) = 1− e−λx, λ > 0, x ≥ 0, а, значить, випадковi величини
ξ1, ξ2, ... мають показниковий розподiл, тодi ν(t) буде рахуючим процесом N(t) з лекцiї
4, тобто процесом Пуассона.

Подiбно тому, як це було в лекцiї 4, суми Sn, n = 1, 2, ... можна представити як
точки на чисельнiй вiсi. Тодi ν(t) є числом сум Sn, якi помiстились в iнтервалi [0, t].

-rb
S0 S1 S2

r
S3

r
Sν(t)

r
Sν(t)+1

r
t

b

Мал. 1

Назву „процес вiдновлення" можна витлумачити наступним чином. Представимо
собi, що певна система складається з одного приладу i час його безаварiйної роботи
триває ξ1. Система починає працювати в момент часу t = 0. Потiм в момент часу
S1 = ξ1 настає вiдмова приладу, тобто перша аварiя системи. У ту саму мить вiдбу-
вається миттєва замiна зiпсутого приладу на iдентичний, i система продовжує фун-
кцiонування спочатку. Нехай ξ2 є часом безаварiйної роботи другого приладу. Позаяк
зiпсутий прилад замiнюється на iдентичний, тодi природним є припущення, що ви-
падковi величини ξ1, ξ2 є незалежними i мають однаковий розподiл. Iншими словами
вiд моменту S1 система функцiонує точнiсiнько так само, як i вiд моменту t = 0. Мо-
менти Sn, n = 1, 2, ... називаються моментами вiдновлення. Зазвичай момент t = 0
долучається до множини моментiв вiдновленя, отже Sn, n = 0, 1, 2, .., S0 = 0 склада-
ють всi моменти вiдновлення процесу ν(t).

Звернемо тут увагу на один факт.

Зауваження 2. Якщо F (0) = p > 0, тодi ймовiрнiсть того, що станеться подiя {Sn =
Sn+1}, не дорiвнює нулевi (завдання 1.), отже моменти вiдновлення Sn, Sn+1 могли

376
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би накладатись. Проте нам буде зручнiше уникати такої ситуацiї, ось чому будемо
припускати, що F (0) = 0. Як випливає з завдань 2. i 3., найважливiшi результати
теорiї вiдновлення залишаються в силi й без такого припущення.

Якщо I{A} дорiвнює 1 або 0 в залежностi вiд того, чи сталась подiя A чи нi, тодi
нескладно зрозумiти, що

ν(t) =

∞X
n=1

I{Sn ≤ t} =

∞X
n=1

I{
nX

k=1

ξk ≤ t}. (2)

Наступний графiк представляє приклад траєкторiї процесу вiдновлення

6ν(t)

-r-r
S0

r
S1

0

-
1

S2

r

-2

S3

r

Мал. 2

З цього графiку випливає, що послiдовнiсть сум Sn, n = 0, 1, 2, ... однозначно
визначає процес ν(t) i навпаки. (Зауважимо, що у випадку F (0) > 0 так би не було).
Така iнтерпретацiя є зручною, тому часто будемо нею користуватися.

Якщо розподiл випадкових величин ξi, i = 1, 2, ... є показниковим, тодi ν(t)
є процесом Пуассона (див. лекцiю 4), але в загальному випадку процес ν(t) не
буде марковським. Це випливає з того, що коли позначити γ+(t) = Sν(t)+1 −
t, γ−(t) = t − Sν(t)+1 (перескок моменту t i недоскок до моменту t послiдов-
ностi Sn, n = 0, 1, 2, .., див. мал. 3), тодi у випадку, коли розподiл випадко-
вих величин ξi, i = 1, 2, ... не є показниковим, розподiл випадкової величини
γ+(t) залежить вiд випадкової величини γ−(t). Таким чином, починаючи з мо-
менту t, ймовiрноснi характеристики процесу ν(t) залежать вiд iсторiї цього про-
цесу до моменту t, що означає вiдсутнiсть властивостi Маркова у процесу ν(t).

-rr
S0 S1 S2

r
S3

r
Sν(t)

r
SN(t)+1

r
t

b
γ+(t)γ−(t)

Мал. 3

З iншого боку з конструкцiї процесу вiдновлення легко випливає (завдання 4.),
що для довiльних натуральних n < m i s1 < s2 < ... < sn−1 < s < t має мiсце

P(ν(t)=m/S1=s1, S2=s2, ..., Sn−1=sn−1, Sn=s)=P(ν(t− s)=m− n). (3)
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Це означає, що хоча процес ν(t) не є марковським, проте вiн у моменти Sn забуває
свою iсторiю до цих моментiв. У такому випадку будемо говорити, що Sn є марков-
ськими моментами процесу ν(t). Опрiч того з (3) випливає однорiднiсть процесу
ν(t), але тiльки стосовно моменту Sn, тобто

P(ν(t + s) = m/Sn = s) = P(ν(t) = m− n), t, s,≥ 0, n ≤ m.

14.2 Функцiя вiдновлення

Визначення 2. Функцiя

H(t) = 1 + Mν(t) (4)

називається функцiєю вiдновлення.

Як вже зазначалося ранiше, момент t = 0 долучаємо до множини моментiв вiд-
новлення процесу ν(t). Це обумовлює появу одиницi у визначеннi (4) i разом з тим до-
зволяє надати дуже простий сенс функцiї H(t), яким будемо користуватися у подаль-
шому: H(t) є середнiм числом моментiв вiдновлення процесу ν(t) в iнтервалi [0; t].

Позаяк для n ≥ 1 маємо MI{Pn
k=1 ξk ≤ t} = P(

Pn
k=1 ξk ≤ t) = F ∗n(t) i

MI{P0
k=1 ξk ≤ t} = 1, отже з виразiв (2) i (4) випливає

H(t) = 1 +

∞X
n=1

F ∗n(t) =

∞X
n=0

F ∗n(t), (5)

де з визначення F ∗0(t) = 1, t ≥ 0 i F ∗0(t) = 0, t < 0.

Теорема 1. Функцiя вiдновлення H(t) має наступнi властивостi:

1) H(0) = 1 i H(t) < ∞ для довiльного t > 0.

2) Функцiя H(t) є неспадною i H(t + s) ≤ H(t) + H(s).

3) H(t) = t
m

+ o(t) для t →∞, де m = Mξ1 =
R∞
0

xdF (x).

4) Має мiсце

H(t) = 1 +

tZ

0

H(t− x)dF (x), t ≥ 0. (6)

Зауваження 3. Згортку
R t

0
g(t−x)dϕ(x) часто є зручним записувати у символiчному

виглядi як g ∗ ϕ(t). Тодi (6) можемо записати у наступному символiчному виглядi:
H(t) = 1 + H ∗ F (t), t ≥ 0.

Д о в е д е н н я. 1) Той факт, що H(0) = 1, є очевидним. Доведемо тепер, що
H(t) < ∞ для кожного t > 0. Нехай t > 0 є фiксованим. Якщо F (t) = q < 1, тодi

F ∗n(t)=P(

nX

k=1

ξk ≤ t)≤P(ξ1≤t, ξ2≤t, ...., ξn≤t) =

nY

k=1

P(ξk≤t)=F n(t)=qn,

отже

H(t) = 1 +

∞X
n=1

F ∗n(t) ≤ 1 +

∞X
n=1

qn =
1

1− q
< ∞.
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нехай тепер F (t) = 1. Згiдно Закону великих чисел будемо мати: n−1Pn
k=1 ξk

n→∞
p.n.−→

Mξ1 > 0, тому

F ∗n(t) = P(

nX

k=1

ξk ≤ t) = P(n−1
nX

k=1

ξk ≤ t/n)
n→∞−→ P(Mξ1 ≤ 0) = 0. (7)

У зв’язку з чим для певного n0 маємо F ∗n0(t) = q < 1. Нехай U(t) є функцiєю вiд-
новлення, яка вiдповiдає функцiї розподiлу G(x) = F ∗n0(x). Позаяк G(t) = F ∗n0(t) =
q < 1, тодi U(t) < ∞. Тепер будемо мати:

H(t) =

∞X
n=0

F ∗n(t) =

n0−1X
n=0

F ∗n(t) +

2n0−1X
n=n0

F ∗n(t) +

3n0−1X
n=2n0

F ∗n(t) + ... =

=

n0−1X
n=0

F ∗n(t)+

n0−1X
n=0

F ∗n∗G(t)+

n0−1X
n=0

F ∗n∗G∗2(t)+...=

n0−1X
n=0

F ∗n∗
∞X

n=0

G∗n(t)=

=

n0−1X
n=0

F ∗n(t) ∗ U(t) =

n0−1X
n=0

tZ

0

F ∗n(t− v)dU(v) ≤
n0−1X
n=0

tZ

0

dU(v) = n0U(t)<∞.

2) У свою чергу факт, що H(s) ≤ H(t) для s < t, теж є очевидним. Нехай ν(A)
означає число вiдновлень у множинi A ⊂ [0,∞]. Зрозумiло, що ν(A) ≤ ν(B), якщо
A ⊂ B i H(t) = Mν([0, t]).

-r
S0 S1

r
Sν(t)

r
Sν(t)+1

r
t

r
γ

t + s

r

Мал. 4

Нехай за визначенням ν((a, b]) = 0, якщоi a > b. Наступна рiвнiсть є очевидною
(див. мал. 4)

ν([0, t + s]) = ν([0, t]) + ν([t + γ, t + s]). (8)

Будемо мати

Mν([t + γ, t + s]) =

sZ

0

M{ν([t + γ, t + s])/γ = v}dP(γ ≤ v) =

=

sZ

0

M{ν([t+v, t+s])/γ=v}dP(γ≤v) =

sZ

0

H(s− v)dP(γ ≤ v) ≤

≤ H(s)

sZ

0

dP(γ ≤ v) = H(s)P(γ ≤ s) ≤ H(s). (9)

У (9) ми використали той факт, що за умови γ = v ≤ s момент t + v = Sν(t) є
марковським моментом процесу вiдновлення. Тодi

M{ν([t+v, t+s])/γ=v} = Mν([0, s− v]) = H(s− v) ≤ H(s).
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Тепер з (8) отримаємо:

H(t) = Mν([0, t + s]) = Mν([0, t]) + Mν([t + γ, t + s]) ≤ H(t) + H(s).

3) Нехай c > 0 є фiксованою i t = cn + h, де 0 ≤ h < c. Вочевидь, n → ∞, якщо
t →∞. Застосовуючи наслiдки пункту 2), отримаємо:

H(t) = H(cn + h) ≤ H(cn) + H(h) ≤ nH(c) + H(h),

звiдки

t→∞
lim

H(t)

t
=

n→∞
lim

H(cn + h)

cn + h
≤

n→∞
lim

nH(c) + H(h)

cn + h
=

H(c)

c
.

Отже, для довiльного c > 0 отримаємо:

t→∞
lim

H(t)

t
≤ H(c)

c
.

Якщо у правiй частинi цiєї нерiвностi перейти до границi
c→∞
lim, тодi будемо мати:

t→∞
lim

H(t)

t
≤

c→∞
lim

H(c)

c
. (10)

Позаяк завжди lim ≥ lim, тодi в (10) має мiсце рiвнiсть. А, отже iснує границя

limt→∞ t−1H(t) = α. Знадемо тепер α. Легко перевiрити, що для s > 0 настає рiвнiсть
(завдання 4.)

∞Z

0

e−stH(t)dt =
1

s(1− ϕ(s))
, (11)

де ϕ(s) = Me−sξ1 =
R∞
0

e−sxdF (x). Замiна змiнної st = v дозволяє переписати рiв-
нiсть (11) у виглядi:

∞Z

0

e−vv
H(v/s)

v/s
dv =

s

1− ϕ(s)
. (12)

Позаяк для кожного фiксованого v має мiсце

lim
s→0

H(v/s)

v/s
= α,

a
R∞
0

e−vvdv = 1, тодi перехiд до границi lims→0 в (12) дає

α =
1

−ϕ′(0)
=

1

Mξ1
.

Доведення пункту 4) є нескладним i ми залишаємо його читачевi. J

ЗАВДАННЯ

1. Нехай F (0)=p ∈ (0, 1) i ζ = min{k : S0=Sk}. Довести, що P(ζ = k) = pk(1− p).
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2. Нехай F (0) = p ∈ (0, 1) i H(t) є функцiєю вiдновлення, яка вiдповiдає функцiї
розподiлу F (x). Довести, що H(0) = (1 − p)−1, i рiвняння для H(t) набуває
вигляду 1

H(t) = 1 +

tZ

−0

H(t− x)dF (x), t ≥ 0. (13)

3. Нехай F (0) = p ∈ (0, 1) i H(t) є функцiєю вiдновлення, яка вiдповiдає функцiї
розподiлу F (x). Довести, що коли bH(t) є функцiєю вiдновлення, яка вiдповiдає
функцiї розподiлу bF (t) = (F (t) − p)/(1 − p) (a, отже bF (0) = 0), тодi bH(t) =
(1− p)H(t).

Вказiвка. Насамперед скоритатися з того, що коли функцiя розподiлу F (x)
має атом у точцi t = 0, тодi рiвняння для H(t) набуває вигляду (13). Далi
переписати це рiвняння для функцiї розподiлу bF (t).

4. Довести рiвнiсть (11).

5. Показати, що для показникового розподiлу з функцiєю розподiлу F (t) = 1 −
e−λt, λ > 0, t ≥ 0 функцiя вiдновлення набуває вигляду: H(t) = 1 + λt.

6. Нехай F (x) вiдповiдає рiвномiрному розподiлу на iнтервалi [0, 1]. Довести, що

H(t) =

nX

k=0

(−1)ket−k (t− k)k

k!
, n ≤ t ≤ n + 1.

7. Для яких a функцiя 1 + t + a(1− e−t) може бути функцiєю вiдновлення?

8. Нехай p(t, z) = Mzν(t). Довести, що

∞Z

0

e−stp(t, z)dt =
1− ϕ(s)

s(1− zϕ(s))
,

де ϕ(s) = Me−sξ1 .

9. Випадкова величина ξi має розподiл Ерланга з параметрами k, λ, тобто щiль-
нiсть розподiлу має вигляд λ(λx)k−1e−λx

(k−1)!
, x≥0. Знайти розподiл процесу вiд-

новлення ν(t).

Вказiвка. Викоритати той факт, що випадкова величина, яка має розподiл
Ерланга з параметрами k, λ може бути записана у виглядi суми k незале-
жних показниково розподiлених з параметром λ випадкових величин.

1Iнтеграл
R t

−0
g(x)dF (x) означає, що можливий стрибок функцiї розподiлу F (x) в

точцi t = 0 береться до уваги, у той же час iнтеграл
R t

0
g(x)dF (x) =

R t

0+
g(x)dF (x)

цього стрибка не враховує. Iншими словами,
R t

−0
g(x)dF (x) =

R t

0
g(x)dF (x)+g(0)F (0).
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15.1 Рiвняння вiдновлення i вузлова теорема вiднов-
лення

Визначення 1. Рiвняння

W (t) = z(t) +

tZ

0

W (t− x)dF (x), (1)

де функцiя z(t) є обмеженою на кожному скiнченному iнтервалi, називається рiв-
нянням вiдновлення.

Роз’язок рiвняння вiдновлення шукаємо в класi функцiй, обмежених на кожному
скiнченному iнтервалi. Нехай H(t) є функцiєю вiдновлення, яка вiдповiдає функцiї
розподiлу F (x).

Теорема 1. Рiвняння вiдновлення має розв’язок вигляду:

W (t) =

tZ

0

z(t− x)dH(x), t ≥ 0. (2)

Цей розв’язок є єдиним в класi функцiй, обмежених на кожному скiнченному iн-
тервалi.

Д о в е д е н н я. Доведемо, що функцiя (2), яка, вочевидь, є обмеженою на
кожному скiнченному iнтервалi, є розв’язком рiвняння вiдновлення. З цiєю метою
запишемо рiвняння вiдновлення i вираз для функцiї W (t) в символiчному виглядi,
тобто, W (t) = z(t) + W ∗F (t) i W (t) = z ∗H(t). Тепер, якщо взяти до уваги рiвняння
(6) зi стор. 378 i зауваження 3, отримаємо:

z(t)+W ∗ F (t)=z(t) + z ∗H ∗ F (t)=z ∗
�
1(t) + H ∗ F (t)

�
=z ∗H(t)=W (t),

де 1(t) означає функцiю таку, що 1(t) = 1, t ≥ 0 i 1(t) = 0, t ≤ 0.
Якщо рiвняння (1) має два розв’язки W1(t) i W2(t), тодi функцiя U(t) = W1(t)−

W2(t) є розв’язком рiвняння

U(t) =

tZ

0

U(t− x)dF (x),

звiдки отримаємо

U(t) = U ∗ F (t) = U ∗ F ∗2(t) = .... = U ∗ F ∗n(t) (3)

382
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для довiльного натурального n. Нехай T > 0 є фiксованим i C = sup0≤x≤T |U(x)| < ∞.
Z (3) для 0 ≤ t ≤ T будемо мати

|U(t)| =
��

tZ

0

U(t− x)dF ∗n(x)
�� ≤

tZ

0

|U(t− x)|dF ∗n(x) ≤ CF ∗n(T )
n→∞−→ 0.

Останнє вiдношення випливає з (7), стор. 379, тому U(t) ≡ 0 для 0 ≥ t ≥ T i довiль-
ного T ≥ 0, a, отже W1(t) ≡ W2(t), t ≥ 0. J

Однiєю з найважливiших проблем теорiї вiдновлення є дослiдження поведiнки
функцiї вiдновлення H(t) i поведiнки розв’язку рiвняння вiдновлення W (t) при t →
∞. Що до функцiї H(t), то пункт 3) твердження 1 (стор. 378) дає частково на це
вiдповiдь. Позаяк згiдно з цим пунктом H(t) ∼ t/m, якщо t →∞1, де m = Mξ1, тому
формальний розв’язок дає

W (t)=

tZ

0

z(t−x)dH(x)∼ 1

m

tZ

0

z(t−x)dx=
1

m

tZ

0

z(x)dx
t→∞−→ 1

m

∞Z

0

z(x)dx. (4)

З цього випливає, що для iснування границi limt→∞W (t) необхiдним є iнтегрованiсть
функцiї z(t) на пiввiсi [0,∞), i що границя limt→∞W (t) правдоподiбно має такий
самий вигляд як в (4). Зараз нам знадобиться iнше визначення iнтеграла, подiбне до
класисного визначення iнтеграла Рiмана.

Нехай функцiя f(x) є визначеною для x ≥ 0 i обмеженою на кожному скiнченному
iнтервалi [0, b], 0 ≤ b < ∞, i нехай 0 = a0(n) < a1(n) < ... < an(n) < ai(n) < ....,
n = 1, 2, ... буде розбиттям пiввiсi [0,∞). Позначимо

∆i(n) = ai+1(n)− ai(n), ∆(n) = sup
i

∆i(n),

m−
i (n) = inf{f(x) : ai(n) ≤ x < ai+1(n))},

m+
i (n) = sup{f(x) : ai(n) ≤ x < ai+1(n))}.

Нехай S±n (f) =
P∞

i=0 m±
i (n)∆i(n).

Зробимо припущення, що ∆(n) → 0, якщо n →∞.

Визначення 2. Якщо

lim
n→∞

S+
n (f) = lim

n→∞
S−n (f) ∈ (−∞,∞),

тодi будемо говорити, що функцiя f(x) є безпосередньо iнтегрована за Рiманом на
пiввiсi [0,∞). Цю спiльну границю будемо позначати так само, як класичний iнтеграл

Рiмана, тобто
∞R
0

f(x)dx.

Зауваження 1. Класичний iнтеграл Рiмана на скiнченному iнтервалi визначається
так само, як ми щойно зробили, але це визначення стосується тiльки скiнченного
iнтервалу [0, b]. У свою чергу класичний iнтеграл Рiмана на пiввiсi [0,∞) визначається
як границя

∞Z

0

f(x)dx = lim
b→∞

bZ

0

f(x)dx. (5)

1Як завжди f(t) ∼ g(t), t →∞, якщо f(t)/g(t)
t→∞−→ 1.
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Якщо ця границя є скiнченною, тодi кажуть, що функцiя f(x) є iнтегрованою в сенсi
Рiмана на пiввiсi [0,∞). Можна довести, що коли функцiя f(x) є безпосередньо iн-
тегрованою в сенсi Рiмана на пiввiсi [0,∞), тодi вона також є iнтегрованою в сенсi
Рiмана на цiй пiввiсi. Зворотне твердження не є правдивим (завдання 1.). Проте лег-
ко довести, що коли функцiя f(x) є iнтегрованою в сенсi Рiмана на пiввiсi [0,∞) i є
монотонною з певного x, тодi вона є безпосередньо iнтегрованою в сенсi Рiмана на
цiй пiввiсi (завдання 2.).

Наступне твердження, вiдоме як вузлова теорема теорiї вiдновлення або головна
теорема теорiї вiдновлення, наведемо без доведення.

Теорема 2. Нехай функцiя z(t) є безпосередньо iнтегрованою в сенсi Рiмана на
пiввiсi [0,∞), a розподiл F (x) не є гратчастим 1. Тодi

lim
t→∞

tZ

0

z(t− x)dH(x) =
1

m

∞Z

0

z(t)dt.

15.2 Застосування теорiї вiдновлення

Для процесу вiдновлення ν(t) = max{n ≥ 0 : Sn =
Pn

i=1 ξi ≤ t} позначимо

γ+(t)=Sν(t)+1 − t, γ−(t)=t− Sν(t), γ(t) = γ−(t) + γ+(t)=Sν(t)+1 − Sν(t).

Вочевидь, Sν(t) є останнiм вiдновленням перед моментом t, a Sν(t)+1 є першим
вiдновленням пiсля моменту t. Подiбно до того, як це було в лекцiї 4, коли ми до-
слiджували процес Пуассона, випадкову величину γ+(t) = Sν(t)+1 − t будемо нази-
вати перескоком моменту t послiдовнiстю Sn, n = 0, 1, 2, .., a випадкову величину
γ−(t) = t − Sν(t)+1 – недоскоком до моменту t (див. мал. 1). Випадкова величина
γ(t) = γ−(t) + γ+(t) = Sν(t)+1 − Sν(t) є довжиною iнтервалу, який мiстить точку t.

-rr
S0 S1 S2

r
S3

r
Sν(t)

r
Sν(t)+1

r
t

b
γ+(t)γ−(t)

Мал. 1

Випадковi величини γ±(t), γ(t) мають простi iнтерпретацiї на практицi. Якщо
процес вiдновлення моделює замiну зiпсутого приладу на справний, тодi випадкова
величина γ+(t) є часом вiд моменту t до наступної аварiї приладу, a γ−(t) є часом вiд
останньої аврiї до моменту t. Нашим завданням тепер буде дослiдження розподiлiв
цих випадкових величин.

Нехай F (x) = P(ξ ≤ x) i H(t) є функцiєю вiдновлення, яка вiдповiдає розподiлу
F (x). Позначимо

ϕ±(t, x) = P(γ±(t) > x), ϕ(t, x) = P(γ(t) > x).

1Див. визначення 3 далi.
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Лема 1. Для t, x ≥ 0 виконуються рiвняння:

ϕ+(t, x) = 1− F (t + x) +

tZ

0

ϕ+(t− u, x)dF (u), (6)

ϕ−(t, x) =
�
1− F (t)

�
I{t ≥ x}+

tZ

0

ϕ−(t− u, x)dF (u), (7)

ϕ(t, x) = 1− F (t ∨ x) +

tZ

0

ϕ(t− u, x)dF (u), (8)

де a ∨ b = max{a, b}.

Д о в е д е н н я. Доведемо тiльки (6), доведення (7), (8) залишаємо читачевi
(завдання 3.).

Для P(γ+ > x) запишемо формулу повної ймовiрностi за умови першого стрибка
процесу вiдновлення ν(t), тобто стосовно подiї {S1 = u} = {ξ1 = u}, u ≥ 0. Тодi
будемо мати

P(γ+(t) > x) =

∞Z

0

P(γ+(t) > x/ξ1 = u)dF (u) =

=

tZ

0

P(γ+(t) > x/ξ1 = u)dF (u) +

∞Z

t

P(γ+(t) > x/ξ1 = u)dF (u). (9)

Якщо u ≥ t, тодi реалiзацiя подiї {ξ1 = u} означає, що стрибок стався пiсля t i
γ+(t) = u− t. Отже, P(γ+(t) > x/ξ1 = u) = P(u− t > x/ξ1 = u) = I{u > t + x} i

∞Z

t

P(γ+(t)>x/ξ1=u)dF (u) =

∞Z

t

I{u>t+x}dF (u)=

∞Z

t+x

dF (u) = 1−F (t+x). (10)

Якщо u < t, тодi реалiзацiя подiї {ξ1 = u} означає, що перший стрибок процесу вiд-
новлення ν(t) був до моменту t. Вiд моменту u процес розпочинається знову (завдяки
тому, що цей момент є моментом вiдновлення) i реалiзується вже на пiвпрямiй OA
(див. мал. 2).

-rr O A

S1=u S2

r
Sν(t)

r
Sν(t)+1

r
t

b
γ+(t)

Мал. 2
Якщо позначити цей новий процес через bν(t), тодi стрибок пiсля моменту t буде

вже реалiзований bν(t), але для процесу bν(t) момент t знаходиться на вiдстанi t−u вiд
моменту O, отже γ+(t) = bγ+(t− u), де bγ+(t− u) означає стрибок пiсля моменту t− u
процесом bν(t), який розглядається на пiвпрямiй OA. Як ми вже зазначали, момент
t = u є моментом вiдновлення, тодi ймовiрноснi характеристики процесiв ν(t) i bν(t) є
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iдентичними, тому P(bγ+(t− u) > x) = P(γ+(t− u) > x). Будемо мати
tZ

0

P(γ+(t) > x/ξ1=u)dF (u) =

tZ

0

P(bγ+(t− u) > x)dF (u)=

=

tZ

0

P(γ+(t− u) > x)dF (u) =

tZ

0

ϕ(t− u, x)dF (u). (11)

Врештi з (9), (10) i (11) отримаємо (6). J
Наступне твердження випливає з леми 1 i твердження 1 в очевидний спосiб.

Теорема 3. Мають мiсце вiдношення

P(γ+(t) > x) =

tZ

0

�
1− F (t− v + x)

�
dH(v), (12)

P(γ−(t) > x) =

tZ

0

�
1− F (t− v)

�
I{t− v ≥ x}dH(v), (13)

P(γ(t) > x) =

tZ

0

(1− F ((t− v) ∨ x)dH(v). (14)

Нехай F (x) є функцiєю розподiлу показникового розподiлу з параметром λ. Тодi
H(v) = 1 + λv (див. завдання 5., стор. 381) i з виразу (12) отримаємо:

P(γ+(t)>x) =

tZ

0

e−λ(t−v+x)d(1 + λv)=e−λ(t+x)+λe−λ(t+x)

tZ

0

e−λvdv=e−λx.

Для випадкової величини γ−(t) будемо мати:

P(γ−(t)>x) =

tZ

0

e−λ(t−v)I{t− v ≥ x}d(1 + λv)=e−λtI{t ≥ x}+

+ λ

tZ

0

e−λvI{v ≥ x}dv =

�
e−λx, якщо 0 ≤ x < t,

0, якщо x ≥ t.

Аналогiчно для випадкової величини γ(t) = γ−(t) + γ+(t)

P(γ(t)>x) =

tZ

0

e−λ
�
(t−v)∨x

�
d(1 + λv)=e−λ(t∨x) + λ

tZ

0

e−λ(v∨x)dv =

=

�
e−λx(xλ + 1), якщо 0 ≤ x < t

e−λx(tλ + 1), якщо x ≥ t.

Отриманий розподiл випадкових величин γ±(t), γ(t) у випадку показникового розпо-
дiлу спiвпадає з результатами, отриманими в твердженнi 1 (стор. 310), застосовуючи
iнший метод.

З виразiв (12)-(14) i твердження 2 пiсля нескладних перетворень отримаємо:
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Теорема 4.

lim
t→∞

P(γ+(t) > x) = lim
t→∞

P(γ−(t) > x) =
1

m

∞Z

x

�
1− F (v)

�
dv,

lim
t→∞

P(γ(t) > x) =
x
�
1−F (x)

�

m
+

1

m

∞Z

x

�
1−F (v)

�
dv.

Нехай γ±(∞) = limt→∞ γ±(t), γ(∞) = limt→∞ γ(t). Легко пiдрахувати (завдан-
ня 3.), що

Mγ±(∞) =
Mξ2

1

2m
, Mγ(∞) =

Mξ2
1

m
. (15)

З виразами (15) пов’язаний так званий парадокс часу очiкування, про який пiде
мова в наступному параграфi.

15.3 Парадокс часу очiкування

Розглянемо наступне завдання. На автобусну зупинку приїзжають автобуси. Iн-
тервали часу мiж прибуттями є назалежними однаково розподiленими випадковими
величинами ξi, i = 1, 2, .... Припустимо, що людина приходить на цю зупинку у випад-
ковий момент часу. Яким є математичне сподiвання її часу очiкування на автобус?

Можливими є два розв’язки цього завдання. Назвемо їх „науковим"
та „iнтуїтивним".

Iнтуїтивний розв’язок. Прибуття автобусiв будемо трактувати як процес вiд-
новлення – моменти їх приїзду на зупинку є моментами вiдновлення. Нехай [a, b] є
iнтервалом часу мiж довiльними послiдовними вiдновленнями. Його середня довжи-
на, вочевидь, дорiвнює Mξ1. Позаяк момент приходу людини на зупинку є незале-
жним вiд руху автобусiв, отже завдання можна переформулювати наступним чином:
у випадковий спосiб кидаємо точку на iнтервал [a, b]. Якою є середня вiдстань вiд
цiєї точки до правого кiнця iнтервалу [a, b]? Позаяк точка кидається рiвномiрно ви-
падковим чином, тобто вона може потрапити в пiдiнтервали [a, b] однокової довжини
з однаковою ймовiрнiстю, середня вiдстань вiд мiсця потрапляння до точки b буде
дорiвнювати половинi довжини iнтервалу [a, b] або Mξ1/2.

Науковий роз’язок. Аналогiчно iнтуїтивному розв’язку прибуття автобусiв мо-
делюємо процесом вiдновлення. Якщо t є моментом приходу людини на зупинку, тодi
γ+(t) буде часом до приїзду чергового автобуса. Позаяк ми припускаємо, що рух ав-
тобусiв триває вже довго, тодi час очiкування людини дорiвнює γ+(∞) i згiдно з (15)
отримаємо Mγ+(∞) = Mξ2

1/2m.
Ми отримали зовсiм iнший результат. Слушним розв’язком є тiльки розв’язок

науковий. Iнтуїтивний розв’язок є правильним до того мiсця, де ми приймаємо, що
розподiл довжини iнтервалу, який накриває момент приходу людини на зупинку,
є такий самий як розподiл будь-якого iншого iнтервалу мiж прибуттями автобусiв.
Але насправдi розподiл довжини iнтервалу, який накриває момент приходу людини є
iншим, бо накриття моменту приходу людини iнтервалами бiльшої довжини є бiльш
ймовiрним нiж накриття iнтервалами меньшої довжини. Якщо взяти до уваги, як це
зроблено в науковому розв’язку, що рух автобусiв триває вже довго, тодi ця довжина
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складає γ(∞). Згiдно з (15) маємо Mγ(∞) = Mξ2
1/m. Решта iнтуїтивного розв’язку є

слушною. Згiдно з ним час очiкування автобуса буде дорiвнювати половинi довжини
iнтервалу, на який потрапив момент приходу люжини на зупинку або 2−1Mξ2

1/m =
Mξ2

1/2m, що спiвпадає з науковим розв’язком.

15.4 Теорiя вiдновлення для гратчастих випадкових
величин

Визначення 3. Розподiл випадкової величини ξ називається гратчастим
(арифметичним) з кроком h > 0, якщо

P∞
k=−∞P(ξ = a+kh) = 1 для певного a ∈ R1.

У цьому випадку будемо казати, що випадкова величина ξ є гратчастою з кроком
h.

Iншими словами гратчаста випадкова величина з кроком h > 0 приймає тiль-
ки значення з множини {a + kh, k = 0,±1,±2, ...}. Вочевидь, гратчаста випадкова
величина є випадковою величиною дискретного типу.

Теорiя вiдновлення для гратчастих розподiлiв з формальної точки зору є частин-
ним випадком розглянутої перед цим теорiї. Насправдi, вистачить в якостi функцiї
розподiлу F (x) взяти функцiю розподiлу, яка вiдповiдає гратчастiй випадковiй ве-
личинi. Одначе у випадку використання дискретних випадкових величин ξi ми зу-
стрiнемося з пеними особливостями. Це насамперед пов’язано з тим, що в роботi
з дискретними випадковими величинами ми не використовуємо функцiї розподiлу
P(ξi ≤ x), a радше самi розподiли P(ξi = xk). Ось чому, зазвичай, випадок гратча-
стих випадкових величин дослiджується окремо.

Позаяк, використовуючи перетворення ηi = ξi−a
h

, гратчаста випадкова величина
трансформується у цiлочисельну ηi, тодi вiд самого початку будемо припускати, що
випадковi величини ξn є незалежними, приймають значення з множини E = {0, 1, 2, }
i мають спiльний розподiл P(ξi = k) = pk. Крiм того, будемо передбачати, що
НСД{n : pn > 0} = 1, тобто розподiл випадкових величин не є зосередженим на
множинi типу kd, k = 0, 1, ... з d ≥ 2. Нехай, як ранiше, Sn =

Pn
i=1 ξi, n ≥ 0 i S0 = 0.

Визначення процесу вiдновлення ν(t) i функцiї вiдновлення H(t) залишається
таким самим, як у попереднiй лекцiї:

H(t) =

∞X
n=0

P(Sn ≤ t).

Позаяк тепер випадкова величина Sn, n ≥ 1 може приймати тiльки значення 0, 1, 2, ...,
тодi зрозумiло, що функцiя H(t) є сходинковою i H(n) = H(n + s) для 0 ≤ s < 1.
Отже, фактично достатньо розглянути тiльки послiдовнiсть H(n), n = 0, 1, ... Тодi

H(k)=

∞X
n=0

P(Sn ≤ k)=

∞X
n=0

kX
i=0

P(Sn = i)=

kX
i=0

∞X
n=0

P(Sn = i)=

kX
i=0

hi, (16)

де

hi =

∞X
n=0

P(Sn = i). (17)

Легко показати (завдання 6.), що h0 = (1−p0)
−1. Звiдки H(0) = h0 = (1−p0)

−1. Пiсля
чого, якщо p0 > 0, тодi H(0) = (1− p0)

−1 6= 1 на вiдмiну вiд неперервного випадку.
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Можна навести твердження типу твердження 1 з попередньої лекцiї також для
послiдовностi H(n). Однак у випадку дискретних випадкових величин зазвичай пра-
цюємо не H(n), а з послiдовнiстю hk, яка є визначеною в(17).

Запишемо без доведення властивостi послiдовностi hk, якi є аналогiчними вiдпо-
вiдним властивостям функцiї вiдновлення.

1. Аналогом властивостi 3) з твердження 1, стор. 378, є

hk =
1

Mξ1
+ o(1), dla k →∞.

2. Аналогом рiвняння (6), стор. 378, є

hn = 1 +

nX

k=0

hn−kpk, n = 0, 1, 2, ...

3. Аналогом рiвняння вiдновлення (1) є рiвняння

wn = zn +

nX

k=0

wn−kpk, n = 0, 1, 2, ..., (18)

де послiдовнiсть zn є вiдомою i такою, що |zn| < ∞ для кожного n = 0, 1, 2, ...

4. Розв’язок рiвняння (18) може бути представлений у виглядi:

wn =

nX

k=0

zn−khk, n = 0, 1, 2, ... (19)

5. Якщо
P∞

k=0 |zk| < ∞, тодi

lim
n→∞

wn =
1

Mξ1

∞X

k=0

zk. (20)

Тепер є можливiсть довести твердження 3 зi сторiнки 303. Нехай pk, k = 0, 1, 2...
є ймовiрносним розподiлом, a bk, k = 0, 1, 2... – числовою послiдовнiстю такою, щоP∞

k=0 |bk| < ∞.
Тодi, згiдно з розглянутим вище пунктом 4), рiвняння

un −
nX

k=0

pkun−k = bn, n ≥ 0

має єдиний обмежений розв’язок, який може бути записаний у виглядi:

un =

nX

k=0

bn−khk, n = 0, 1, 2, ...

Якщо розподiл pk, k = 0, 1, 2... не є гратчастим, тодi згiдно з (20) маємо:

lim
n→∞

un =

P∞
k=0 bkP∞

k=0 kpk
.
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Так само, як в параграфi 2 можна дослiдити випадковi величини γ±(n), тобто
величину перескоку рiвня n ≥ 1 i величину недоскоку цього ж рiвня. Подамо лише
кiнцевий результат, залишаючи доведення читачевi (завдання 9.).

lim
n→∞

P(γ+(n) = k, γ−(n) = l) =
pk+l

Mξ1
=

P(ξ1 = k + l)

Mξ1
. (21)

ЗАВДАННЯ

1. Навести приклад функцiї, яка є iнтегрованою в сенсi Рiмана на пiввiсi [0,∞),
але не є iнтегрованою безпосередньо в сенсi Рiмана на цiй пiвiсi.

2. Довести, що коли функцiя f(x) є iнтегрованою в сенсi Рiмана на пiввiсi [0,∞)
i є монотонною з певного x, тодi вона є безпосередньо iнтегрованою в сенсi
Рiмана на цiй пiввiсi.

3. Довести вирази (7), (8), (15).

4. Довести, що

lim
t→∞

P(γ+(t) > x, γ−(t) > y) =
1

m

∞Z

x+y

�
1− F (v)

�
dv.

5. Довести, що

H(t + s)−H(t) =
s

Mξ1
+ o(1), dla s > 0 jeњli t →∞.

6. Довести, що h0 = (1− p0)
−1.

7. Нехай p(z) = Mzξ1 , |z| < 1. Довести, що

∞X
n=0

znhn =
1

1− p(z)
,

∞X
n=0

znH(n) =
1

(1− z)(1− p(z))
.

8. Знайти функцiю вiдновлення H(n) i hn, якщо pk = P(ξi = k) = pk(1 − p),
k = 0, 1, 2, ...

Вказiвка. Скористатися результатами попереднього завдання.

9. Довести вираз (21) i знайти limn→∞P(γ±(n) = k).

10. Знайти limn→∞P(γ(n) = γ+(n) + γ−(n) = k).
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