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Викладено матерiали до практичних занять з обов’язкової навчальної ди-
сциплiни «Теорiя програмування». В посiбнику наведено умови практичних
робiт та теоретичний матерiал для їх виконання, завдання для самостiйної
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ВСТУП

Навчальна дисциплiна «Теорiя програмування» є складовою освiтньо-
професiйної програми пiдготовки спецiалiстiв за освiтньо-квалiфiкацiйним
рiвнем «бакалавр» галузi знань 12 „Iнформацiйнi технологiї” зi спецiальностi
122 „Комп’ютернi науки”, освiтньо-професiйної програми – „Iнформатика”.

Дана дисциплiна є обов’язковою навчальною дисциплiною за програмою
“Iнформатика”.

Викладається в 5 семестрi 3 курсу бакалаврату в обсязi 120 годин.
(4 кредити ECTS ) зокрема: лекцiї – 28 год., консультацiї – 2 год., пра-

ктичних занять – 28 год., самостiйна робота – 62 год. У курсi передбачено
2 частини та 2 контрольнi роботи. Завершується дисциплiна – iспитом в 5
семестрi.

Мета дисциплiни – засвоєння основних теоретичних концепцiй, прин-
ципiв та понять сучасного, зокрема композицiйного, програмування; методiв
формалiзацiї мов програмування та доведення коректностi програм.

Попереднi вимоги до опанування або вибору навчальної дисциплi-
ни (за наявностi):

1. Знати: основнi поняття, засоби i методи програмування, їх застосуван-
ня в iнформатицi; знати мови програмування та логiки 1-го порядку, їх
можливостi для опису предметних областей.

2. Вмiти: описувати на формальних мовах 1-го порядку твердження сто-
совно тих чи iнших предметних областей та властивостей програм; вста-
новлювати iстиннiсть пропозицiйних формул, формул 1-го порядку.

3. Володiти елементарними навичками: програмування в сучасних мовах,
тестування програм, перевiрки виконуваностi формул.

Завдання (навчальнi цiлi): набуття знань, умiнь та навичок (компетен-
тностей) на рiвнi новiтнiх досягнень у програмуваннi, вiдповiдно освiтньої
квалiфiкацiї «Бакалавр з комп’ютерних наук». Зокрема розвивати:

• здатнiсть до абстрактного мислення, аналiзу та синтезу;

• здатнiсть до математичного формулювання та дослiджування неперерв-
них та дискретних математичних моделей, обґрунтовування вибору мето-
дiв i пiдходiв для розв’язування теоретичних i прикладних задач у галузi
комп’ютерних наук, аналiзу та iнтерпретування;

• здатнiсть проектувати та розробляти програмне забезпечення iз застосу-
ванням рiзних парадигм програмування: узагальненого, об’єктно- орiєн-
тованого, функцiонального, логiчного, з вiдповiдними моделями, метода-
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ми й алгоритмами обчислень, структурами даних i механiзмами управлi-
ння.

Для допуску до дисциплiни „Теорiя програмування” освiтньо-професiйної
програми «Iнформатика» студент повинен опанувати компетентностi та ре-
зультати навчання, якi надають дисциплiни «Дискретна математика», «Ма-
тематична логiка» та «Теорiя алгоритмiв» програми «Iнформатика».

В результатi вивчення навчальної дисциплiни студент повинен:
знати: основнi поняття теорiї програмування, методи формалiзацiї мов про-
грамування, зокрема формалiзацiї та аналiзу семантики та синтаксису про-
грам; теорiю найменших нерухомих точок;

вмiти: формалiзувати синтаксис мов програмування за допомогою БНФ та
граматик, робити синтаксичний аналiз програм, будувати семантичний терм
програми в алгебрi програм, доводити коректнiсть програм. Формалiзувати
та дослiджувати рекурсивнi програми.

Результат навчання (1.знати;
2.вмiти; 3.комунiкацiя; 4.авто-
номнiсть та вiдповiдальнiсть)

Форми
викла-
дання i
навчан-
ня

Методи оцiнювання та по-
роговi критерiї оцiнювання
(за необхiдностi)

Вiдсоток
у за-
гальнiй
оцiнцi з
дисци-
плiни

Код Результат

PH1.1 Знати основнi поняття програ-
мування.

Лекцiї,
практичнi
заняття

Контрольна робота 60% пра-
вильних вiдповiдей, проєктне
завдання, домашнi завдання,
iспит

15%

PH1.2 Знати методи формалiзацiї мов
програмування.

Лекцiї,
практичнi
заняття

Контрольна робота 60% пра-
вильних вiдповiдей, проєктне
завдання, домашнi завдання,
iспит

15%

PH1.3 Знати методи моделювання
предметних областей.

Лекцiї,
практичнi
заняття

Контрольна робота 60% пра-
вильних вiдповiдей, проєктне
завдання, домашнi завдання,

40%

PH2.1

Вмiти формалiзувати мови про-
грамування, моделювати пре-
дметнi областi за допомогою
вiдповiдних мов, засвоювати за-
соби аналiзу програм.

Лекцiя,
практичнi
заняття,
самостiй-
на робота

Поточне оцiнювання, проєктне
завдання, домашнi завдання,
iспит

10%

PH3.1

Обгрунтовувати власний по-
гляд на задачу, спiлкуватися з
колегами з питань проєктува-
ння, розробки специфiкацiй та
програм.

Лекцiї,
практичнi
заняття

Поточне оцiнювання, проєктнi
завдання, iспит 10%

PH4.1
Органiзовувати свою самостiй-
ну роботу для досягнення ре-
зультату.

Практичнi
заняття,
самостiй-
на робота

Поточне оцiнювання, проєктне
завдання, домашнi завдання,
iспит

10%
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Спiввiдношення результатiв навчання дисциплiни iз програмни-
ми результатами навчання

Результати навчання дисциплiни PH PH PH PH PH PH
Програмнi результати навчання 1.1 1.2 1.3 2.1 3.1 4.1
(З опцiї освiтньої програми)
ПРН1. Застосовувати грунтовнi знання основних форм
i законiв абстрактно-логiчного мислення, основ методо-
логiї наукового пiзнання, форм i методiв впливу, аналi-
зу, обробки та синтезу iнформацiї в предметнiй областi
комп’ютерних наук.

+ + + + + +

ПРН5. Проектувати, розробляти та аналiзувати алгори-
тми розв’язання обчислювальних та логiчних задач, оцi-
нювати ефективнiсть та складнiсть алгоритмiв на основi
застосування формальних моделей алгоритмiв та обчи-
слювальних функцiй.

+ + +

Схема формування оцiнки.
Форми оцiнювання студентiв:

• семестрове оцiнювання:

1. Контрольна робота 1: РН 1.1, РН 1.2 — 10 балiв/6 балiв.
2. Контрольна робота 2: РН 1.1, РН1.3 - 15 балiв/9 балiв.
3. Проєктне завдання: РН 1.1, РН 1.2, РН 2.1, РН1.3, РН 3.1 - 10 ба-

лiв/6 балiв.
4. Домашнi завдання: РН 1.1, РН 1.2, РН 2.1, РН1.3, РН 4.1 - 15 балiв/9

балiв.
5. Поточне оцiнювання: РН 2.1., РН 3.1, РН 4.1 – 10 балiв/6 балiв.

• пiдсумкове оцiнювання (у формi iспиту):

– максимальна кiлькiсть балiв якi можуть бути отриманi студен-
том: 40 балiв/ 24 бали;

– результати навчання якi будуть оцiнюватись: PH1.1, PH1.2, PH1.3,
PH2.1, РН3.1, РН4.1;

– форма проведення i види завдань: письмова робота.

Види завдань: 4 письмових питання.

• 1 питання (теоретичне): PH1.1, РН3.1, РН4.1 ;

• 2 питання (теоретичне): PH1.2, РН3.1, РН4.1 ;

• 3 питання (практичне): PH1.3, РН3.1, РН4.1 ;

• 4 питання (практичне): PH2.1, РН3.1, РН4.1 ;

6



За розгорнуту вiдповiдь на кожне завдання студент може отри-
мати вiд 1 до 10 балiв.

Критерiї оцiнювання вiдповiдi студента на питання:

повнота розкриття питання 1-4 бали;

логiка викладення 2 бал;

аналiтичнi мiркування 1-4 бали.

Органiзацiя оцiнювання

Термiни проведення форм оцiнювання:

1. Контрольна робота 1: до 5 тижня семестру.

2. Контрольна робота 2: до 12 тижня семестру.

3. Проєктна робота: до 12 тижня семестру.

4. Домашнi завдання: протягом семестру.

5. Поточне оцiнювання: протягом семестру.

Студент має право на одне перескладання кожної контрольної роботи iз
можливiстю отримання максимально 80% початково визначених за цю кон-
трольну роботу балiв. Термiн перескладання визначається викладачем.

Проєктне завдання студент має право замiнити на здачу сертифiкату з
можливiстю отримання 9 балiв. Для реалiзацiї цього права студент повинен
до 1 жовтня поточного навчального року написати заяву (classroom), в якiй
надати iнформацiю про обраний курс. Курс має бути попередньо узгодже-
ний з викладачем. Дата отримання сертифiкату повинна належати часовому
промiжку вiд 01 вересня до 01 грудня поточного навчального року.

Шкала вiдповiдностi оцiнок
Вiдмiнно / Excellent 90-100
Добре / Good 75-89
Задовiльно / Satisfactory 60-74
Незадовiльно / Fail 0-59

У посiбнику викладено матерiали до практичних занять з обов’язкової на-
вчальної дисциплiни «Теорiя програмування». В посiбнику наведено умови
практичних робiт та теоретичний матерiал для їх виконання, завдання для
самостiйної роботи та практичних занять, перелiк контрольних запитань та
базових задач до кожної теми.
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1 СИНТАКСИС ТА СЕМАНТИКА ПРОГРАМ

1.1 ПРАКТИЧНА РОБОТА 1. Синтаксис програм. Доведення син-
таксичної коректностi програм

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Формалiзацiя простої мови програмування. Неформальний опис простої мо-
ви програмування. Формальний опис синтаксису мови SIPL (сторiнка 6-12).

Використовуватимемо просту мову програмування SIPL вiд характеристи-
ки SImple Programming Language (Проста Мова Програмування). Говорячи
неформально, мова SIPL має числа та змiннi цiлого типу, над якими будую-
ться арифметичнi вирази та умови. Основними операторами є: присвоювання,
послiдовне виконання, розгалуження, цикл.

Мова SIPL може розглядатися як надзвичайно спрощена традицiйна мова
програмування. У мовi SIPL вiдсутнi складнi типи даних, оператори введення-
виведення, процедури та багато iнших конструкцiй традицiйних мов програ-
мування. Також немає явної типiзацiї. Разом з тим, ця мова досить потужна
для програмування рiзних арифметичних функцiй, бiльше того, у нiй можуть
бути запрограмованi всi обчислюванi функцiї над цiлими числами.

Синтаксис мови SIPL можна задати за допомогою такої БНФ:

Лiва частина
правила – мета-
змiнна

Права частина правила Iм’я пра-
вила

<програма>::= begin <оператор>end NP1

<оператор>::=

<змiнна>:= <вираз>|
<оператор>; <оператор>|
if <умова>then <оператор>
else <оператор>|
while <умова>do <оператор>|
begin <оператор>end |
skip

NS1
NS2
NS3
NS4
NS5
NS6

<вираз>::= <число>| <змiнна>| <вираз>+ <вираз>|
<вираз>– <вираз>| <вираз>* <вираз>|
(<вираз>)

NA1
...
NA6

<умова>::= <вираз>= <вираз>| <вираз>> <вираз>|
<умова>∨ <умова>| ¬ <умова>|
(<умова>)

NB1
...
NB5

<змiнна>::= ... M | N | ... NV...
<число>::= ... –1 | 0 | 1 | 2 | 3 | ... NN...
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Наведена БНФ задає мову SIPL як набiр речень (слiв), що виводяться з
метазмiнної <програма>. Виведення можна подати у виглядi дерева.

Наведенi вище позначення метазмiнних не зовсiм зручнi, тому часто ви-
користовують форми, ближчi до математики. Уведемо позначення для всiх
синтаксичних категорiй i новi метазмiннi, що вказують на представникiв цих
категорiй.

Метазмiнна Синтаксична категорiя Нова метазмiнна
<програма> Prog P
<оператор> Stm S

<вираз> Aexp a
<умова> Bexp b
<змiнна> Var x
<число> Num n

У наведених позначеннях БНФ мови SIPL набуває наступного вигляду

Лiва частина правила Права частина правила Iм’я правила
P::= begin S end P1

S::= x := a | S1 ; S2 | if b then S1 else S2 |
while b do S | begin S end | skip S1–S6

a::= n | x | a1 + a2 | a1 - a2 | a1 * a2 | (a) A1–A6
b::= a1 = a2 | a1 > a2 | b1 ∨ b2 | ¬ b | (b) B1–B5
x::= . . . M | N | . . . | . . . NV. . .
n::= . . . -1 | 0 | 1 | 2 | 3 | . . . NN. . .

Надалi будемо користуватися введеними позначеннями для запису стру-
ктури програм та їхнiх складових.

Практичне завдання (приклад)

Обчислити xy, використовуючи функцiї +,−,× (x, y > 0).
1.Написати SIPL-програму для розв’язку сформульованої задачi.
2. Побудувати дерево її синтаксичного виводу.
3. Перевiрити синтаксичну правильнiсть програми.

Напишемо SIPL-програму для обчислення фунцiї xy, використовуючи фун-
кцiї +,−,× (x, y > 0). Побудуємо дерево її синтаксичного виводу та перевi-
римо синтаксичну правильнiсть програми.

Результат обчислення будемо зберiгати у змiннiй R, яку на початку про-
грами iнiцiалiзуємо 1. Щоб обчислити степiнь, ми маємо y разiв домножити
дану змiнну на x. Для цього використаємо оператор циклу. Як лiчильник
може бути використана власне змiнна y, що буде зменшуватися на 1 кожну
iтерацiю.

Пiдсумовуючи, отримаємо наступну програму (варто зазначити, що обидва
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оператори присвоєння в циклi, групуємо за допомогою ключових слiв begin
та end, так як оператор циклу має вищий прiорiтет нiж оператор послiдов-
ного виконання):

begin
R := 1 ;
whi l e Y > 0 do
begin

R := R ∗ X;
Y := Y − 1

end
end

Побудуємо дерево синтаксичного виводу отриманої програми:

Рис. 1: Дерево синтаксичного виводу

Для перевiрки синтаксичної коректностi, потрiбно здiйснити обхiд дерева
синтаксичного виводу злiва направо. Отримана таким чином з термiнальних
символiв в листках програма повинна спiвпадати з програмою для якої було
побудовано дерево. Для цього в побудованому деревi на рис. 1 всi листки було
вiдмiчено числами, що вiдповiдають порядку обходу. Випишемо отриману
програму:

1 begin 2 R 3 := 4 1 5 ; 6 while 7 Y 8 > 9 0 10 do 11 begin 12 R 13 := 14 R
15 * 16 X 17 ; 18 Y 19 := 20 Y 21 - 22 1 23 end 24 end
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Легко перевiрити, що тексти програм спiвпадають, а отже наведена про-
грама є синтаксично коректною.

Перелiк задач

Варiанти

1. Обчислити x− y, використовуючи функцiю −1 (x, y > 0).

2. Обчислити ⌊lg n⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (n > 0).

3. Обчислити 3x, використовуючи функцiї ×, +, – (x > 0).

4. Обчислити ⌊log2 n⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (n > 0).

5. Обчислити (2n)!! (n > 0).

6. Обчислити (2n+ 1)!! (n > 0).

7. Обчислити суму арифметичної прогресiї 2, 4, . . . , 2n, використовуючи фун-
кцiї +, – (n > 0).

8. Обчислити суму геометричної прогресiї 1, 2, 4, . . . , 2n, використовуючи
функцiї ×, +, – (n > 0).

9. Обчислити ⌊logx y⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (x > 1, y > 0).

10. Обчислити Cy
x(x, y > 0).

11. Обчислити Fn, n-того елементу ряду Фiбоначчi, (n > 0).

12. Перевiрити парнiсть числа n, за допомогою циклу, не використовуючи
функцiї div, mod (n > 0).

13. Перевiрити непарнiсть числа n, за допомогою циклу, не використовуючи
функцiї div, mod (n > 0).

14. Перевiрити чи дiлиться x на y, використовуючи функцiї +, – (x, y > 0).

15. Перевiрити простоту числа n, використовуючи функцiї div, mod, +, –
(n > 0).

16. Обчислити ⌊
√
n⌋, використовуючи функцiї ×, +, – (n > 0).

17. Обчислити 5x, використовуючи функцiї ×, +, – (x > 0).

18. Обчислити суму арифметичної прогресiї 3, 6, . . . , 3n, використовуючи фун-
кцiї +, – (n > 0).

19. Обчислити суму геометричної прогресiї 1, 3, 9, . . . , 3n, використовуючи
функцiї ×, +, – (n > 0).
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Завдання

1. Написати SIPL-програму розв’язку сформульованої задачi.

2. Побудувати дерево її синтаксичного виводу.

3. Перевiрити синтаксичну правильнiсть програми.
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1.2 ПРАКТИЧНА РОБОТА 2. Семантика програм. Семантичнi
терми. Побудова та обчислення семантичного терму програми

Основнi теоретичнi вiдомостi

Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки Укра-
їни, Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Формалiзацiя простої мови програмування. Формальний опис семантики мо-
ви SIPL (Данi. Функцiї. Композицiї. Програмнi алгебри. Визначення семан-
тичних термiв. Побудова семантичного терму програми. Обчислення значень
семантичних термiв) (сторiнка 12-21).

Процес побудови семантичного терму програми полягає в послiдовному
перетвореннi запису, для якого будується семантичний терм. Цi перетворення
вимагають таких дiй:

• вибiр загального правила, яке можна застосувати до пiдзапису поточного
виразу з урахуванням прiоритету операцiй;

• знаходження унiфiкатора лiвої частини правила з обраним пiдзаписом;

• отримання конкретного правила застосуванням унiфiкатора до обох ча-
стин загального правила;

• замiна в поточному записi лiвої частини конкретного правила на його
праву частину.

Використовуватимемо формули для обчислення композицiй i функцiй ал-
гебри AProg (тут f – n-арна функцiя, fa, g1, . . . , gn – номiнативнi арифметичнi
функцiї, fb – номiнативний предикат, fs, fs1, fs2 – бiномiнативнi функцiї,
st – стан, n – число).

Побудована алгебра ASIPL дозволяє тепер формалiзувати семантику про-
грам мови SIPL, задаючи їх функцiональними виразами (семантичними тер-
мами) алгебри ASIPL. Програма мови SIPL може бути перетворена на семан-
тичний терм (терм програмної алгебри), який задає її семантику (семантичну
функцiю), перетвореннями такого типу:

• sem_P: Prog→ TFS;

• sem_S: Stm→ TFS;

• sem_A: Aexp→ TFA;

• sem_B: Bexp→ TFB.
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Композицiя Формула обчислення Iм’я
формули

Суперпозицiя (Sn(f, g1, . . . , gn))(st) =
f(g1(st), . . . , gn(st))

AF_S

Присвоювання ASx(fa)(st) = st∇[x 7→ fa(st)] AF_AS
Послiдовне
виконання fS1fS2(st) = fS2(fS1(st)) AF_SEQ

Умовний опе-
ратор

IF (fb, fs1 , fs2)(st) =

=

{
fs1(st), якщо fb(st) = true,
fs2(st), якщо fb(st) = false.

AF_IF

Цикл
WH(fb, fS)(st) = stn, де
st0 = st, st1 = fS(st0),
st2 = fS(st1), . . . , stn = fS(stn−1),
причомуfb(st0) = true, . . . ,
fb(stn−1) = true, fb(stn) = false.

AF_WH

Функцiя роз-
iменування x⇒ (st) = st(x) AF_DNM

Тотожна
функцiя id(st) = st AF_ID

Цi перетворення задаються рекурсивно (за структурою програми). Тому
побудова семантичного терму залежить вiд вибору структури синтаксичного
запису програми. Тут треба зважати на неоднозначнiсть обраної нами грама-
тики, що може зумовити рiзну семантику програм. Для досягнення однозна-
чностi треба користуватися прiоритетами операцiй i типом їх асоцiативностi.
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Правило замiни Номер правила
sem_P: Prog→TFS задається правилами:
sem_P( begin S end) = sem_S(S) NS_Prog
sem_S: Stm→TFS задається правилами:
sem_S(x := a) = ASx(sem_A(a)) NS_Stm_As
sem_S(S1; S2) = sem_S(S1) · sem_S(S2) NS_Stm_Seq
sem_S(if b then S1 else S2) =
IF(sem_B(b), sem_S(S1), sem_S(S2)) NS_Stm_If

sem_S(while b do S) = WH(sem_B(b), sem_S(S)) NS_Stm_Wh
sem_S(begin S end) = (sem_S(S)) NS_Stm_BE
sem_S(skip) = id NS_Stm_skip
sem_A: Aexp→TFA задається правилами:
sem_A(n) = n NS_A_Num
sem_A(x) = x⇒ NS_A_Var
sem_A(a1 + a2) = S2(add, sem_A(a1), sem_A(a2)) NS_A_Add
sem_A(a1 - a2) = S2(sub, sem_A(a1), sem_A(a2)) NS_A_Sub
sem_A(a1 * a2) = S2(mult, sem_A(a1), sem_A(a2)) NS_A_Mult
sem_A(a) = sem_A(a) NS_A_Par
sem_B: Bexp→TFB задається правилами:
sem_B(a1 = a2) = S2(eq, sem_A(a1), sem_A(a2)) NS_B_eq
sem_B(a1 > a2) = S2(gr, sem_A(a1), sem_A(a2)) NS_B_gr
sem_B(b1 ∨ b2) = S2(or, sem_B(b1), sem_B(b2)) NS_B_or
sem_B(¬b) = S1(neg, sem_B(b)) NS_B_neg
sem_B(b) = sem_B(b) NS_B_Par

Наведенi правила слiд розглядати як загальнi правила, якi в логiцi нази-
вають схемами правил. Щоб iз загального правила (метаправила) отримати
конкретне (об’єктне) правило, слiд замiсть синтаксичних метасимволiв, та-
ких як a, b, S, P , n, x, пiдставити конкретнi синтаксичнi елементи (записи),
наприклад замiсть a пiдставити N −M , замiсть b – M > N i т. д. Далi лiва
частина конкретного правила замiнюється на його праву частину i т. д.

Семантичнi терми програми є точно (формально) заданими об’єктами, якi
формалiзують семантику програм у термiнах вiдповiдних семантичних ал-
гебр. Використовуватимемо найпростiшу властивiсть термiв, зважаючи на
те, що вони задають деякi функцiї - аплiкацiю, що полягає в застосуваннi
функцiї, що задається термом, до певних вхiдних даних. Аплiкацiя є анало-
гом (абстракцiєю) тестування програм.

Практичне завдання (приклад)

Побудувати семантичний терм для SIPL-програми для обчислення фунцiї
xy, отриманої в попередньому роздiлi.

Для цього до тексту програми застосуємо правило замiни NS_Prog:
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sem_P(begin R := 1; while Y > 0 do begin R := R * X; Y := Y - 1 end end)
= sem_S(R := 1; while Y > 0 do begin R := R * X; Y := Y - 1 end).

Наступним потрiбно застосовано правило NS_Stm_Seq: sem_S(R := 1;
while Y > 0 do begin R := R * X; Y := Y - 1 end) = sem_S(R := 1) · sem_S(while
Y > 0 do begin R := R * X; Y := Y - 1 end).

Звiдки згiдно з правилом NS_Stm_As: sem_S(R := 1) = ASR(sem_A(1)).
Де за правилом NS_A_Num: sem_A(1) = 1. Об’єднуючи отриманi результати
- маємо: sem_S(R := 1) = ASR(1).

В свою чергу для циклу за правилом NS_Stm_Wh: sem_S(while Y > 0 do
begin R := R * X; Y := Y - 1 end) = WH(sem_B(Y > 0), sem_S(begin R :=
R * X; Y := Y - 1 end)). Розпишемо окремо терм, що вiдповiдає умовi циклу
та тiлу циклу. Застосовуючи послiдовно правила NS_B_gr, NS_A_Var та
NS_A_Num до умови циклу: sem_B(Y > 0) = S2(gr, sem_A(Y), sem_A(0)) =
S2(gr, Y⇒, sem_A(0)) = S2(gr, Y⇒, 0). Для тiла циклу потрiбно спочатку за-
стосувати правила NS_Stm_BE та NS_Stm_Seq: sem_S(begin R := R * X; Y
:= Y - 1 end) = sem_S(R := R * X; Y := Y - 1) = sem_S(R := R * X) · sem_S(Y
:= Y - 1). Перше присвоєння згiдно правил NS_Stm_As, NS_A_Mult та
NS_A_Var перетворюється на sem_S(R := R * X) = ASR(sem_A(R * X)) =
ASR(S2(mult, sem_A(R), sem_A(X))) = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)). Аналогi-
чно для другого присвоєння, застосовуючи правила NS_Stm_As, NS_A_Mult,
NS_A_Num та NS_A_Var отримуємо: sem_S(Y := Y - 1) = ASY (sem_A(Y
- 1)) = ASY (S2(sub, sem_A(Y), sem_A(1))) = ASY (S2(sub, Y⇒, 1)).

Таким чином для циклу вiрно наступне: sem_S(while Y > 0 do begin R
:= R * X; Y := Y - 1 end) = WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)) ·
ASY (S2(sub, Y⇒, 1))).

Пiдставляючи результати для присвоєння та циклу, отримуємо загальний
терм для програми : ASR(1) · WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)) ·
ASY (S2(sub, Y⇒, 1))).

Проведемо тестування програми на вхiдних даних x = 5, y = 2. Для цього
застосуємо отриманий семантичний терм до стану st = [X 7→ 5, Y 7→ 2].

Згiдно формули AF_SEQ ASR(1) · WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒,
X⇒)) · ASY (S2(sub, Y⇒, 1)))(st) = WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒,
X⇒)) · ASY (S2(sub, Y⇒, 1)))(ASR(1)(st)).

Обчислимо окремо за формулою AF_AS ASR(1)(st) = st∇[R 7→ 1(st)] =
[X 7→ 5, Y 7→ 2, R 7→ 1] = st0

Залишається лише застосувати терм, що вiдповiдає циклу до отриманого
стану st0. Для цього обчислимо умову циклу перед першою iтерацiєю:

S2(gr, Y⇒, 0(st0)) = gr(Y⇒ (st0), 0(st0)) = gr(2, 0) = true. Умова циклу
iстинна, отже принаймнi одна iтерацiя циклу має бути виконана. Стан пiсля
виконання даної iтерацiї позначимо st1, цей стан може бути обчислений згiдно
формул:
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st1 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))·ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(st0) = ASY (S2(sub, Y⇒
, 1))(ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)))(st0).

Окремо для кожного присвоєння маємо:
st10 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(st0) = st0∇[R 7→ S2(mult, R⇒, X⇒)(st0)] =

st0∇[R 7→ mult(R⇒ (st0), X⇒ (st0))] = st0∇[R 7→ mult(1, 5)] = st0∇[R 7→
5] = [X 7→ 5, Y 7→ 2, R 7→ 5].

st20 = ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(st10) = st10∇[Y 7→ S2(sub, Y⇒, 1)(st10)] = st10∇[Y 7→
sub(2, 1)] = st10∇[Y 7→ 1] = [X 7→ 5, Y 7→ 1, R 7→ 5] = st1.

Тут st10 та st20 позначають стани програми пiсля виконання першого та
другого присвоєння в тiлi циклу. Отже, станом пiсля виконання однiєї iтерацiї
циклу буде стан st1 = st20. Для нього i обчислимо умови продовження циклу.

S2(gr, Y⇒, 0)(st1) = gr(Y⇒ (st1), 0(st1)) = gr(1, 0) = true. Умова продов-
ження циклу iстинна, отже потрiбно виконати додаткову iтерацiю циклу:

st2 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))·ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(st1) = ASY (S2(sub, Y⇒
, 1))(ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)))(st1)

st11 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(st1) = st1∇[R 7→ S2(mult, R⇒, X⇒)(st1)] =
st1∇[R 7→ mult(R⇒ (st1), X⇒ (st1))] = st1∇[R 7→ mult(5, 5)] = st1∇[R 7→
25] = [X 7→ 5, Y 7→ 1, R 7→ 25].

st21 = ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(st11) = st11∇[Y 7→ S2(sub, Y⇒, 1)(st11)] = st11∇[Y 7→
sub(1, 1)] = st11∇[Y 7→ 0] = [X 7→ 5, Y 7→ 0, R 7→ 25] = st2.

Перевiряємо умову на станi st2 пiсля другої iтерацiї циклу: S2(gr, Y⇒
, 0)(st2) = gr(Y⇒ (st2), 0(st2)) = gr(0, 0) = false. Умова хибна, таким чином,
стан st2 є результатом обчислення циклу на станi st0, а отже i результатом
обчислення семантичного терму, що вiдповiдає програмi на вхiдних даних.
В результуючому станi змiнна R має значення 25, що спiвпадає з 52, тому
можна зробити висновок, що на вхiдних даних програма працює коректно i
тестування завершено успiшно.

Перелiк задач

Варiанти

1. Для обчислення x − y, використовуючи функцiю −1 (x, y > 0). Вхiднi
данi: x = 8, y = 2.

2. Для обчислення ⌊lg n⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (n > 0).
Вхiднi данi: n = 17.

3. Для обчислення 3x, використовуючи функцiї ×, +, – (x > 0). Вхiднi данi:
x = 3.

4. Для обчислення ⌊log2 n⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (n > 0).
Вхiднi данi: n = 4.
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5. Для обчислення (2n)!! (n > 0). Вхiднi данi: n = 2.

6. Для обчислення (2n+ 1)!! (n > 0). Вхiднi данi: n = 2.

7. Для обчислення суми арифметичної прогресiї 2, 4, . . . , 2n, використовую-
чи функцiї +, – (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

8. Для обчислення суми геометричної прогресiї 1, 2, 4, . . . , 2n, використову-
ючи функцiї ×, +, – (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

9. Для обчислення ⌊logx y⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, – (x >
1, y > 0). Вхiднi данi: x = 3, y = 7.

10. Для обчислення Cy
x(x, y > 0). Вхiднi данi: x = 2, y = 1.

11. Для обчислення Fn, n-того елементу ряду Фiбоначчi, (n > 0). Вхiднi данi:
n = 3.

12. Для перевiрки парностi числа n, за допомогою циклу, не використовуючи
функцiї div, mod (n > 0). Вхiднi данi: n = 5.

13. Для перевiрки непарностi числа n, за допомогою циклу, не використову-
ючи функцiї div, mod (n > 0). Вхiднi данi: n = 5.

14. Для перевiрки чи дiлиться x на y, використовуючи функцiї +, – (x, y > 0).
Вхiднi данi: x = 9, y = 5.

15. Для перевiрки простоти числа n, використовуючи функцiї div, mod, +, –
(n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

16. Для обчислення ⌊
√
n⌋, використовуючи функцiї ×, +, – (n > 0). Вхiднi

данi: n = 7.

17. Для обчислення 5x, використовуючи функцiї ×, +, – (x > 0). Вхiднi данi:
x = 3.

18. Для обчислення суми арифметичної прогресiї 3, 6, . . . , 3n, використовую-
чи функцiї +, – (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

19. Для обчислення суми геометричної прогресiї 1, 3, 9, . . . , 3n, використову-
ючи функцiї ×, +, – (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

Завдання

1. Побудувати семантичний терм програми.

2. Застосувати отриманий семантичний терм до вказаних вхiдних даних (те-
стування).
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1.3 ПРАКТИЧНА РОБОТА 3. Семантична коректнiсть програм.
Часткова та повна коректнiсть програм. Доведення коректно-
стi програм

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Формалiзацiя простої мови програмування. Властивостi програмної алгебри
(сторiнка 22-28).

Практичне завдання (приклад)
Довести семантичну правильнiсть програми побудованої в попереднiх роз-

дiлах для обчислення фунцiї xy.

Для цього покажемо, що для довiльних початкових даних x, y > 0 про-
грама завершуватиметься, та значенням змiнної R пiсля завершення програ-
ми буде xy. Формально це означає, що результат застосування семантичного
терму, побудованного в попередньому роздiлi, до стану st = [X 7→ x, Y 7→
y] (x, y > 0) - визначений та рiвний st′ = [X 7→ x′, Y 7→ y′, R 7→ xy] для
деяких x′, y′.

Згiдно формули AF_SEQ застосувавши семантичний терм до st маємо:
ASR(1)·WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))·ASY (S2(sub, Y⇒, 1))))(st) =

WH(S2(gr, Y⇒, 0), ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))·ASY (S2(sub, Y⇒, 1))))(ASR(1)(st))
Спочатку обчислимо внутрiшнє присвоєння i позначимо вiдповiдний стан

st0 : ASR(1)(st) = st∇[R 7→ 1(st)] = [X 7→ x, Y 7→ y,R 7→ 1] = st0
Для того, щоб застосувати оператор циклу до стану st0 та довести се-

мантичну коректнiсть програми, спочатку доведемо методом математичної
iндукцiї наступне твердження: якщо згiдно умови циклу могло бути вико-
нано k iтерацiй циклу, то в результатi разi програма знаходиться в станi
stk = [X 7→ x, Y 7→ y − k,R 7→ xk].

База iндукцiї:
Пiдставимо k = 0, маємо st0 = [X 7→ x, Y 7→ y − 0, R 7→ x0]. Данний

стан спiвпадає з обчисленим ранiше станом, в якому програма знаходиться
до початку виконання циклу. Отже, база iндукцiї виконується.

Крок iндукцiї:
Нехай для k > 0 твердження виконується (stk = [X 7→ x, Y 7→ y − k,R 7→

xk]), доведемо для k + 1. Для цього обчислимо stk+1, застосувавши семанти-
чний терм, що вiдповiдає тiлу циклу до стану stk.

stk+1 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)) · ASY (S2(sub, Y⇒, 1)))(stk) =
ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(stk))
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Аналогiчно до тестування послiдовно обчислимо обидва присвоєння: st1k =
ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(stk) = stk∇[R 7→ S2(mult, R⇒, X⇒)(stk)] = stk∇[R 7→
mult(xk, x)] = [X 7→ x, Y 7→ y − k,R 7→ xk+1]

stk+1 = ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(st1k) = st1k∇[Y 7→ S2(sub, Y⇒, 1)(st1k)] =
st1k∇[Y 7→ sub(y − k, 1)] = [X 7→ x, Y 7→ y − (k + 1), R 7→ xk+1]

Отримали шуканий стан, а отже, згiдно з методом математичної iндукцiї
твердження виконується для довiльного k ≥ 0.

Дослiдимо, чому буде рiвна умова циклу для такого стану stk:

S2(gr, Y⇒, 0)(stk) = gr(Y⇒ (stk), 0) = gr(y−k, 0) =

{
true, якщо k < y

false, якщо k ≥ y
Враховуючи визначення композицiї циклу - умова має бути iстинною пiсля

всiх iтерацiй, що передують заключнiй, i бути хибною пiсля заключної iтера-
цiї. Такiй умовi задовольняє саме k = y. Отжв заключний стан має вигляд:
sty = [X 7→ x, Y 7→ y − y,R 7→ xy] = st′. Що i доводить семантичну коре-
ктнiсть програми, так як змiнна R має значення xy. Завершуванiсть програми
також випливає з дослiдження значень умови циклу, так як гарантовано за
y iтерацiй в змiннiй Y буде значення не бiльше нуля, а отже цикл завершить
свою роботу.

Розглянемо й iнший пiдхiд до доведення семантичної коректностi програ-
ми, для цього позначимо stk - стан в якому перебуває програма за k iтерацiй
до завершення роботи циклу. Значення змiнних в такому станi позначимо
вiдповiдно stk = [X 7→ xk, Y 7→ yk, R 7→ rk]

Доведемо методом математичної iндукцiї, що для всiх k ≥ 0 виконується
xk = x0; rk ∗ xykk = r0 ∗ xy00 ; yk = y0 + k.

База iндукцiї:
Пiдставимо k = 0: x0 = x0; r0 ∗ xy00 = r0 ∗ xy00 ; y0 = y0 + 0. База очевидно

виконується.
Крок iндукцiї: Нехай для k > 0 твердження виконується, доведемо для

k + 1. Так як стан stk+1 це стан за k + 1 iтерацiю до завершення роботи
циклу, застосувавши до нього семантичний терм, що вiдповiдає тiлу циклу
отримаємо стан stk (виконавши одну з k + 1 iтерацiї, залишається виконати
k).

Виконавши вiдповiднi перетворення отримуємо:
ASR(S2(mult, R⇒, X⇒)) · ASY (S2(sub, Y⇒, 1)))(stk+1) =
ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(stk+1))

stk+1
0 = ASR(S2(mult, R⇒, X⇒))(stk+1) = [X 7→ xk+1, Y 7→ yk+1, R 7→

rk+1 ∗ xk+1]
stk = ASY (S2(sub, Y⇒, 1))(stk+1

0 ) = [X 7→ xk+1, Y 7→ yk+1 − 1, R 7→ rk+1 ∗
xk+1]

Об‘єднуючи з позначеннями значень змiнних в станi stk: stk = [X 7→
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xk, Y 7→ yk, R 7→ rk] = [X 7→ xk+1, Y 7→ yk+1 − 1, R 7→ rk+1 ∗ xk+1]. Звiд-
ки отримуємо наступнi спiввiдношення змiнних: xk = xk+1; yk = yk+1−1; rk =
rk+1 ∗ xk+1, пiдставляючи припущення iндукцiї маємо: xk+1 = x0; yk+1 =
yk + 1; yk+1 = y0 + k + 1; rk+1 ∗ x

yk+1

k+1 = rk+1 ∗ xyk+1
k+1 = rk+1 ∗ xk+1 ∗ xykk+1 =

rk ∗ xykk = r0 ∗ xy00 .
Припущення iндукцiї доведено, а отже для довiльного k ≥ 0 виконується

xk = x0; rk ∗ xykk = r0 ∗ xy00 ; yk = y0 + k.
Розглянемо при k = n - стан до виконання першої iтерацiї циклу xn =

x0; rn ∗ xynn = r0 ∗ xy00 . Згiдно обчисленого ранiше xn = x, yn = y, rn = 1, пiд-
ставляючи в твердження доведене за допомогою математичної iндукцiї x =
x0; 1∗xy = r0∗xy00 ; y = y0+n. Спрощуємо x0 = x; r0∗xy0 = xy; y0 = y−n. Вра-
ховуючи умову завершення циклу:S2(gr, Y⇒, 0)(st0) = gr(Y⇒ (St0), 0) =
gr(y0, 0) = false, маємо y0 ≤ 0. Випадок y0 < 0 неможливий, бо згiдно з
доведеним тревдженням, тодi б y1 ≤ 0 i цикл би завершився ранiше. Отже,
y0 = 0 i тому r0∗xy0 = r0∗x0 = xy, звiдки r0 = xy. Що i потрiбно було довести
- в змiннiй R пiсля завершення циклу мiститься значення xy, отже програма
семантично правильно. Завершуванiсть програми доводить спiввiдношення
y = y0 + n згiдно з яким значення змiнної Y зменшується кожної iтерацiї,
отже умова циклу через певну кiлькiсть iтерацiй стане хибною.

Перелiк задач

Завдання
Довести семантичну правильнiсть програми (верифiкацiя) побудованої при

виконаннi Практичної роботи 1-2.
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1.4 МОДУЛЬНА КОНТРОЛЬНА РОБОТА 1. Перелiк теорети-
чних питань та базових задач

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Формалiзацiя простої мови програмування (сторiнка 6-30).

Теоретичнi питання до контрольної роботи 1:
1. Властивостi основної пентади програмування.
2. Властивостi програмної пентади.
3. Що таке часткова коректнiсть програм? Яким чином доводиться часткова
коректнiсть програм?
4. Що таке повна коректнiсть програм? Яким чином доводиться повна коре-
ктнiсть програм?
5. Розкрийте змiст формалiзацiї поняття програми. 6. Визначте рiзнi класи
функцiй.
7. Визначте програмнi системи рiзного рiвня абстракцiї.
8. Дайте визначення класу номiнативних даних.

Типове завдання модульної контрольної роботи 1:
1. Описати основнi поняття програмування та їх вiдношення.
2. Побудувати програму на мовi SIPL для однiєї iз наступних задач (x,y, n –
додатнi цiлi числа):
- обчислення x ∗ y, використовуючи функцiї +, –,
- обчислення n!,
- обчислення x− y, використовуючи функцiю вiднiмання одиницi (–1),
- перевiрки парностi числа n,
- обчислення x div y, використовуючи функцiї +, –,
- обчислення xy, використовуючи функцiї *,+, –,
- обчислення ⌊lg n⌋, використовуючи функцiї div, mod, +, –,
- обчислення x mod y, використовуючи функцiї +, –,
- обчислення 3 ∗ x, використовуючи функцiї *,+, –,
3. Перевiрити синтаксичну правильнiсть створеної програми, побудувавши їх
дерева синтаксичного виводу. Побудувати семантичнi терми цих програм, та
застосувати їх до певних вхiдних даних.
4. Довести часткову та повну коректнiсть створеної програми.
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Приклад розв’язання практичного завдання модульної контроль-
ної роботи 1

Практичне завдання: Написати програму обчислення x÷ y, використо-
вуючи функцiї +, − (x, y > 0). Вхiднi данi: x = 7, y = 4.

1. SIPL-програма

begin
R := 0 ;
whi l e X >= 0 do
begin

X := X − Y;
R := R + 1

end
end

2. Дерево синтаксичного виводу

Рис. 2: Дерево синтаксичного виводу

3. Перевiрка синтаксичної правильностi програми
Пройшовши дерево виводу злiва на право, виписавши значення в листках
(термiнали), отримаємо begin R:=0; while X≥Y do begin X:=X-Y; R:=R+1 end end.
Це спiвпадає з приведеною програмою, отже вона є синтаксично правильною.

4. Семантичний терм програми
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Sem_P(begin R := 0; while X ≥ Y do begin X := X − Y ;R := R + 1 end end) =
Sem_S(R := 0; while X ≥ Y do begin X := X − Y ;R := R + 1 end) =
Sem_S(R := 0) · Sem_S(while X ≥ Y do begin X := X − Y ;R := R + 1 end) =
ASR(Sem_A(0)) · WH(Sem_B(X ≥ Y ),

Sem_S(begin X := X − Y ;R := R + 1 end)) =
ASR(0) · WH(S2(gre, Sem_A(X), Sem_A(Y )), Sem_S(X := X − Y ;R := R + 1)) =

ASR(0) · WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), Sem_S(X := X − Y ) · Sem_S(R := R + 1)) =

ASR(0) · WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), ASX(Sem_A(X − Y )) · ASR(Sem_A(R + 1))) =

= ASR(0) · WH(S2(gre, X⇒, Y⇒),

ASX(S2(sub, Sem_A(X), Sem_A(Y ))) · ASR(S2(add, Sem_A(R), Sem_A(1)))) =

ASR(0) · WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒)) · ASR(S2(add, R⇒, 1)))

5. Застосувати отриманий семантичний терм до вказаних вхiдних
даних (тестування).

st = [X 7→ 7, Y 7→ 4]

ASR(0̄)·WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒))·ASR(S2(add, R⇒, 1̄)))(st) =

WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒))·ASR(S2(add, R⇒, 1̄)))(ASR(0̄)(st))

ASR(0̄)(st) = st∇[R 7→ 0̄(st)] = st∇[R 7→ 0] = [X 7→ 7, Y 7→ 4, R 7→ 0] = st′.

Обчислимо:

WH(S2(gre, X⇒, Y⇒), ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒)) · ASR(S2(add, R⇒, 1̄)))(st′).

S2(gre, X⇒, Y⇒)(st′) = gre(X⇒ (st′), Y⇒ (st′)) = gre(7, 4) = true.

Отже цикл виконується принаймнi один раз:

st1 = ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒)) · ASR(S2(add, R⇒, 1̄))(st′) =

ASR(S2(add, R⇒, 1̄))(ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒))(st′))

ASX(S2(sub, X⇒, Y⇒))(st′) = st′∇[X 7→ S2(sub, X⇒, Y⇒)(st′)] =

= st′∇[X 7→ sub(X⇒ (st′), Y⇒ (st′))] = st′∇[X 7→ sub(7, 4)] = st′∇[X 7→ 3] =

= [X 7→ 3, Y 7→ 4, R 7→ 0] = st′′.

ASR(S2(add, R⇒, 1̄))(st′′) = st′′∇[R 7→ S2(add, R⇒, 1̄)(st′′)] =

= st′′∇[R 7→ add(R⇒ (st′′), 1̄(st′′))] = st′′∇[R 7→ add(0, 1)] = st′′∇[R 7→ 1] =

= [X 7→ 3, Y 7→ 4, R 7→ 1] = st1.
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Перевiряємо умову:

S2(gre, X⇒, Y⇒)(st1) = gre(X⇒ (st1), Y⇒ (st1)) = gre(7, 4) = false.

Таким чином, маємо результат:

st1 = [X 7→ 3, Y 7→ 4, R 7→ 1].

Тут в змiннiй R записано результат операцiї x÷y для значень x = 7, y = 4,
отже протестована функцiя вiрна на вхiдних даних.

6. Довести семантичну правильнiсть програми (верифiкацiя)
Нехай вхiднi даннi st = [X 7→ x, Y 7→ y]. Тодi якщо виконаються k iтерацiй

циклу ми отримаємо стан stk = [X 7→ x− ky, Y 7→ y,R 7→ k].
База iндукцiї:
st0 = [X 7→ x, Y 7→ y,R 7→ 0]. Виконується, бо ASR(0̄)(st) = st∇[R 7→

(st)] = st∇[R 7→ 0] = [X 7→ x, Y 7→ y,R 7→ 0].
Крок iндукцiї:
Припустимо, що для k це вiрно, доведемо для k + 1.
Для цього застосуємо тiло циклу до стану stk = [X 7→ x− ky, Y 7→ y,R 7→

k].
stk+1 = ASX(S2(sub, X ⇒, Y ⇒)) · ASR(S2(add, R ⇒, 1̄))(stk) =

ASR(S2(add, R ⇒, 1̄))(ASX(S2(sub, X ⇒, Y ⇒))(stk))
ASX(S2(sub, X ⇒, Y ⇒))(stk) = stk∇[X 7→ S2(sub, X ⇒, Y ⇒)(stk)] =

stk∇[X 7→ sub(X ⇒ stk), Y⇒ (stk))] = stk∇[X 7→ sub(x−ky, y)] = stk∇[X 7→
x− ky − y] = [X 7→ x− (k + 1)y, Y 7→ y,R 7→ k] = stk

ASR(S2(add, R ⇒, 1))(st′k) = st′k∇[R 7→ S2(add, R ⇒, 1̄)(st′k)] = st′k∇[R 7→
add(R ⇒ (st′k), 1(stk‘)) = stk‘∇ = [R 7→ add(k, 1)] = st“∇[R 7→ k+1] = [X 7→
x− (k + 1)y, Y 7→ y,R 7→ k + 1] = stk+1

Отримали те, що потрiбно, отже твердження iндукцiї виконується.
З доведеного твердження ми маємо, що якщо цикл завершився пiсля k

iтерацiй, то результуючий стан буде stk = [X 7→ x − ky, Y 7→ y,R 7→ k]. З
умови виходу з циклу, а саме S2(gre, X ⇒, Y⇒)(stk−1) = gre(X ⇒ (stk), Y⇒
(stk)) = gre(x−ky, y) = false маємо, що x−ky < y. Так як цикл на кроцi k−1
ще виконувався, маємо: S2(gre, X ⇒, Y ⇒)(stk−1) = gre(X ⇒ (stk−1), Y ⇒
(stk−1)) = gre(x − (k − 1)y, y) = true, отже x − (k − 1)y ≥ y. Що доводить
x÷y = k. Отже, дiйсно якщо цикл пiсля k iтерацiй завершується, для деякого
k, результат операцiї x÷y буде записано в змiннiй R, що й треба було довести.
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2 ФОРМАЛЬНI МОВИ I ГРАМАТИКИ

2.1 ПРАКТИЧНА РОБОТА 4. Класифiкацiя мов та граматик. Нор-
мальнi форми

Основнi теоретичнi вiдомостi

Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки Укра-
їни, Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf
Синтактика: формальнi мови та граматики.
Визначення основних понять формальних мов (сторiнка 66-70).
Породжуючi граматики (сторiнка 60-75).
Властивостi контекстно-вiльних граматик (Видалення несуттєвих символiв.
Видалення ε-правил. Нормальна форма Хомського. Нормальна форма Грей-
бах) (сторiнка 86-89).

Наведемо властивостi контекстно-вiльних граматик (КВ-граматик), необ-
хiднi для ппобудови нормальних форм заданих граматик, зокрема їхнi еквi-
валентнi перетворення та нормальнi форми.
1. Перейменування нетермiналiв.

Лема (про перейменування нетермiналiв). Нехай заданi граматика G =
(N, T, P, S) i бiєктивне вiдображення ρ : N → N ′ множини нетермiналiв N на
деяку iншу множину нетермiналiв N ′ (N ′ ∩ T = ∅). Тодi для граматики G′ =
(N ′, T, S ′, P ′), де P ′ – множина правил, отриманих iз P замiною нетермiналiв
N на вiдповiднi нетермiнали з N ′, а S ′ = ρ(S), маємо: L(G) = L(G′).
2. Видалення несуттєвих символiв.

Нетермiнал A ∈ N ∪ T назвемо недосяжним у граматицi G = (N, T, P, S),
якщо A не з’являється в жодному вивiдному ланцюжку, тобто не iснує виведе-
ння вигляду S ⇒∗

G γAδ, γ, δ ∈ (N ∪T )∗. Для знаходження недосяжних нетер-
мiналiв спочатку визначимо множину досяжних нетермiналiв. Ця множина
для заданої КВ-граматики G = (N, T, P, S) легко визначається за допомогою
таких iндуктивних визначень:

1. R0 = {S}.
2. Ri = {B | є правило A → αBβ ∈ P, що A ∈ Ri−1, B ∈ N} ∪ Ri−1 (i =

1, 2, . . . ).
Оскiльки множина N є скiнченною, а формула для визначення Ri задає

монотонне за i вiдображення, то iснує k(k ≥ 0) таке, що Rk = Rk+1. Iнакше
кажучи, послiдовнiсть R0, R1, R2, . . . стабiлiзується на k-му кроцi. Покладемо
R = Rk. Множина UR недосяжних нетермiналiв задається формулою UR =
N\R.
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За граматикою G = (N, T, P, S) будуємо граматику G′ = (N ′, T ′, P ′, S ′)
таким чином:

1. N ′ = N ∩R.
2. T ′ = T .
3. S ′ = S.
4. P ′ = {A → α | α ∈ (R ∪ T )∗}.
Лема. Для граматики G′ = (N ′, T ′, P ′, S ′) виконуються такi властивостi:
1. L(G′) = L(G) (еквiвалентнiсть).
2. Для всiх A ∈ N ′ iснують такi ланцюжки α, β ∈ (N ′∪T )∗, що S ⇒∗

G αAβ
(усi нетермiнали є досяжними).

Означення. Нетермiнал A ∈ N назвемо непродуктивним у граматицi G =
(N, T, P, S), якщо з A не можна вивести жодного термiнального ланцюжка,
тобто не iснує виведення вигляду A ⇒∗

G t, t ∈ T ∗.
Спочатку визначимо множину продуктивних нетермiналiв. Множина про-

дуктивних нетермiналiв для заданої КВ-граматики G = (N, T, P, S) легко
визначається за допомогою таких iндуктивних визначень:

1. Pr0 = {A | є правило A → t ∈ , що t ∈ T ∗}.
2. Pri = {A | є правило A → γ ∈ , що γ ∈ (Ri−1 ∪ )∗} ∪Ri−1, (i = 1, 2, . . . ).
Оскiльки множина N є скiнченною, а формула для визначення Pri задає

монотонне за i вiдображення, то iснує k(k ≥ 0) таке, що Prk = Prk+1. Iнакше
кажучи, послiдовнiсть Pr0, Pr1, Pr2, . . . стабiлiзується на k-му кроцi. Покладе-
мо Pr = Prk .

Множина UPr непродуктивних нетермiналiв задається формулою UPr =
N Pr. За граматикою G = (N, T, P, S) будуємо граматику G′ = (N ′, T ′, P ′, S ′)
таким чином:

1. N ′ = (N ′ ∩ Pr) ∪ S.
2. T ′ = T .
3. S ′ = S.
4. P ′ = A → αP | α ∈ (Pr ∪ T )∗.
Лема. Для граматики G′ = (N ′, T ′, P ′, S ′) виконуються такi властивостi:
1.L(G′) = L(G) (еквiвалентнiсть).
2. Для всiх A ∈ N ′ \ {S} iснують термiнальнi ланцюжки, що виводяться з

A.
Зазначимо, що аксiома S є спецiальним випадком, тому що вона може бути

непродуктивною, i разом з тим вона має належати множинi нетермiнальних
символiв (за визначенням породжувальних граматик), але в такому випадку
множина правил буде порожньою.

Наведений метод побудови множини продуктивних нетермiналiв дозволяє
дати вiдповiдь на запитання, чи є порожньою мова, що породжується грама-
тикою G = (N, T, P, S)? Вiдповiдь: якщо аксiома є продуктивним нетермiна-
лом, то мова непорожня, якщо ж аксiома – непродуктивний нетермiнал, то
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мова – порожня.
Означення. Символ X ∈ N ∪ T назвемо несуттєвим у КВ-граматицi G =

(N, , P, S), якщо в нiй немає виведення вигляду S ⇒∗ wXe ⇒∗ wxy, де
w, x, y ∈ T ∗.

З наведеного означення бачимо, що нетермiнал – несуттєвий, якщо є не-
досяжним або непродуктивним нетермiналом (крiм, можливо, аксiоми). Тер-
мiнальний символ є несуттєвим, коли немає жодного породжуваного лан-
цюжка, що мiстить .

Означення. Граматика G = (N, T, P, S) називається зведеною, якщо в нiй
немає несуттєвих символiв (можливо, крiм аксiоми S).

Для побудови зведеної граматики спочатку видаляємо недосяжнi й непро-
дуктивнi нетермiнали. Потiм iз множини термiнальних символiв видаляємо
несуттєвi символи. Такi термiнальнi символи не мiстяться в правих частинах
отриманих правил. Отримана граматика буде зведеною.

Лема 5. За кожною КВ-граматикою можна побудувати еквiвалентну їй зве-
дену граматику, що не мiстить несуттєвих символiв.

3. Видалення ε-правил.
Означення. Назвемо КВ-граматику G = (N, T, P, S) граматикою без ε-

правил (або нескорочуваною), якщо не мiстить ε-правил, тобто правил ви-
гляду A → ε.

Лема. За кожною КВ-граматикою можна побудувати еквiвалентну їй (з
точнiстю до порожнього ланцюжка – ε-еквiвалентну) граматику без ε-правил.

Доведення. Нехай дана КВ-граматика G = (N, T, P, S), що породжує мову
L(G). Проведемо серiю перетворень множини P . Якщо множина P мiстить
правила B → αAβ i A → ε для деяких A,B ∈ N,α, β ∈ (N ∪ T )∗, то додамо
правило B → αβP . Повторюємо цю процедуру, поки множина правил не
стабiлiзується. Далi виключимо з множини P усi правила вигляду A → ε.

Наведений алгоритм можна уточнити за допомогою таких iндуктивних ви-
значень.

1. P0 = P
2. Pi = {B → αβ | є правила B → αAβ ∈ P,A →∈ Pi−1} ∪ Ri−1(i =

1, 2, . . . ).
Оскiльки множина правил є скiнченною, а правi частини нових правил

коротшi, то формула для визначення Pi задає монотонне за i вiдображен-
ня. Тому iснує k(k ≥ 0) таке, що Pk = Pk+1. (Послiдовнiсть P0, P1, P2, . . .
стабiлiзується на k-му кроцi). Покладемо P ′ = Pk \ {A → ε ∈ Pk}.

Одержана граматика G′ = (N, T, P ′, S) породжує мову L(G) \ {ε}.
Дiйсно, кожне виведення в граматицi G, яке не породжує порожнє слово,

може бути промодельоване в граматицi G′, що легко доводиться iндукцiєю за
довжиною виведення. Так само можна промоделювати виведення в G′ виведе-
ннями в G, використовуючи замiсть модифiкованих правил вигляду B → αβ
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початковi правила вигляду B → αAβ з подальшим виведенням порожнього
ланцюжка з A.

4. Нормальна форма Хомського.
Означення. Назвемо КВ-граматику G = (N, T, P, S) граматикою у нор-

мальнiй формi Хомського, якщо її правила мають вигляд S → ε, A → a,A →
BC для деяких A,B,C ∈ N, a ∈ T .

Лема. За кожною КВ-граматикою можна побудувати еквiвалентну їй гра-
матику в нормальнiй формi Хомського.

Доведення. Нехай дано КВ-граматику G = (N, T, P, S). Проведемо низ-
ку перетворень цiєї граматики так, що породжувана нею мова залишиться
незмiнною. Спочатку побудуємо еквiвалентну граматику G′ = (N ′, T ′, P ′, S ′)
без ε -правил.

Далi замiнимо в усiх правилах кожен термiнальний символ a на новий
нетермiнальний символ N(a) i додамо до множини P правила N(a) → a для
всiх a ∈ T .

Видалимо правила вигляду A → A1A2. . . An, де n > 2, замiнюючи їх на та-
ку низку нових правил: A → A1N(A2. . . An), N(A2. . . An) → A2N(A3. . . An),
. . . , N(An−1. . . An) → An−1An (при цьому додаються новi нетермiнальнi сим-
воли N(A2. . . An), N(A3. . . An), . . . , N(An−1. . . An)).

Якщо для деяких A ∈ N,B i α ∈ (N ∪ T )∗ множина мiстить правила
A → B,B → α, але не мiстить правила A → α, то додамо це правило в P .
Повторюємо процедуру доки можливо. Пiсля цього видалимо з множини P
усi правила вигляду A → B.

Нарештi, змiнимо S на S ′ i додамо правила S ′ → ε, S → S ′ у тому випадку,
коли мова L(G) мiстить порожнiй ланцюжок.

5. Нормальна форма Грейбах.
Означення. КВ-граматику G = (N, T, P, S) будемо називати граматикою в

нормальнiй формi Грейбах, якщо її правила мають вигляд A → aα (a ∈ T ,

α ∈ (N ∪ T )∗), тобто кожне правило починається з термiнального символу.
Лема. За кожною КВ-граматикою можна побудувати ε-еквiвалентну їй (з

точнiстю до порожнього ланцюжка) граматику в нормальнiй формi Грейбах.

Практичне завдання (приклад)
Для граматики: S → AbCa|ABB|BScB|aSB, A → Aa|ε, B → bB|ε, C →

Dc|Cc|c, D → Dd побудувати нормальну форму без ε-правил.
Розв’язування. Спочатку видалимо несуттєвi нетермiнали: непродуктивнi
та недосяжнi. Для цього знайдемо множину всiх досяжних та продуктивних
нетермiналiв.

Множина досяжних за 0 крокiв нетермiналiв R0 складається лише з по-
чаткового нетермiналу S. Множина Ri+1 - досяжних за не бiльше нiж i + 1
крок нетермiналiв складається з усiх нетермiналiв N ′ ∈ Ri, що досяжнi за не

29



бiльше нiж i крокiв, а також усiх нетермiналiв, яких можна досягти за один
крок з таких нетермiналiв N ′. Тобто таких нетермiналiв N ′′, що граматика
мiстить правило N ′ → αN ′′β.

R0 = {S}. В правих частинах правил для нетермiналу S мiстяться не-
термiнали A,C,B, а отже R1 = {S,A,C,B}. З нетермiналу A за один крок
досяжний лише нетермiнал A. З нетермiналу B - B, а з нетермiналу C -
вiдповiдно нетермiнали D та C. Отже R2 = R1 ∪ {D} = {S,A,C,B,D}.
R2 спiвпалає з множиною всiх нетермiналiв, присутнiх в граматицi, тому ал-
горитм пошуку досяжних нетермiналiв зупиняється i множина недосяжних
нетермiналiв - порожня.

Побудуємо iтеративно множину продуктивних нетермiналiв. На першому
кроцi в множину P0 додамо всi нетермiнали, якi мають правила, права части-
на яких складається лише з термiнальних символiв, або епсилон. В нашому
випадку - це правила A → ε, B → ε, C → c. Отже P0 = {A,B,C}. На насту-
пному кроцi додамо нетермiнали, що не належать множинi P0, проте мають
правило, права частина якого що складається лише з термiнальних символiв
та елементiв P0. Таким є правило S → AbCa, тому S є продуктивним. Для
D таке правило наразi вiдсутнє. Отже P1 = {A,B,C, S}. Наступна iтерацiя
не додасть нових нетермiналiв, так як жодне правило для D не складається
лище з термiналiв та нетермiналiв, що були визначенi на попереднiх кроках,
як продуктивнi, таким чином продуктивними є лише нетермiнали A,B,C, S.

Нетермiнал D є непродуктивним, тому вiн може бути видалений з грамати-
ки разом з вiдповiдними йому правилами, та правилами в яких вiн мiститься
в правiй частинi.

Еквiвалентна граматика без D має вигляд: S → AbCa|ABB|BScB|aSB,
A → Aa|ε, B → bB|ε, C → Cc|c. Для неї застосуємо наступнi кроки алгори-
тму побудови нормальної форми без ε-правил.

Розглянемо перший ε-нетермiнал A. Додамо новi правила, отриманi з пра-
вил граматики, шляхом видалення входжень нетермiналу A в правiй частинi:
S → bCa|BB, A → a.

В результатi, можна видалити з граматики правило �����XXXXXA → ε, отримавши
еквiвалектну граматику.

Розглянемо наступний ε-нетермiнал B. В даном випадку, також врахову-
ємо i правила отриманi на попередньому кроцi, видаляючи нетермiнал A.
Отримаємо новi правила: S → AB|A|BSc|ScB|Sc|aS, B → b, S → B|ε

Варто зазначити, що для таких правил, як S → BScB, потрiбно розгля-
нути всi можливi комбiнацiї вилучення входжень нетермiналу B в правiй
частинi. Таким чином, потрiбно додати декiлька правил - S → ScB|BSc|Sc.

Видаляємо з граматики правило �����XXXXXB → ε
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Можна побачити, що в результатi додавання нових правил, будо додано
правило S → ε, а отже S є ε-нетермiналом i має також бути розглянутий.
В результатi для нетермiналу S маємо додати правила. S → BcB|aB S →
Bc|cB|c|a

Що дозволяє видалити правило S���XXX→ ε

Об’єднуючи правила граматики, новi правила та видаляючи ε-правила,
отримуємо нормальну форму без ε-правил:

S → AbCa|ABB|BScB|aSB|bCa|BB|AB|A|BSc|ScB|Sc|aS|B|BcB|aB
|Bc|cB|c|a
A → Aa|a
B → bB|b
C → Cc|c
Базуючись на побудованiй нормальнiй формi без ε-правил, побудуємо нор-

мальну форму за Хомським.
На першому кроцi - введемо новi нетермiнали для термiнальних символiв

a, b, c: A′ → a, B′ → b, C ′ → c

Замiнюємюючи входження термiналiв a, b, c в правилах на вiдповiднi не-
термiнали A′, B′, C ′, отримаємо граматику:

S → AB′CA′|ABB|BSC ′B|A′SB|B′CA′|BB|AB|A|BSC ′|SC ′B|SC ′|A′S
|B|BC ′B|A′B|BC ′|C ′B|c|a
A → AA′|a
B → B′B|b
C → CC ′|c

Правила, що мiстять в правiй частинi менше, або бiльше дво нетермiналiв
необхiдно замiнити:

S → AB′CA′|ABB|BSC ′B|A′SB|B′CA′|A|BSC ′|SC ′B|B|BC ′B
Для видалення правил S → A, S → B, що мiстять лише один нетермiнал

в правiй частинi, потрiбно для нетермiналу S додати всi правила для нетер-
мiналiв A та B. Враховуючи, що правило S → a вже присутнє, це наступнi
правила: S → AA′|B′B|b

Останнiм кроком побудови нормальної форми за Хомським залишається
замiнити правила, що мають бiльше нiж два нетермiнали в правiй частинi:

S → AB′CA′|ABB|BSC ′B|A′SB|B′CA′|BSC ′|SC ′B|BC ′B
Для того, щоб видалити правило (((((((((hhhhhhhhhS → AB′CA′, введено нетермiнал D та

правила S → AD та D → B′CA′. Аналогiчно, щоб видалити ((((((((hhhhhhhhD → B′CA′,
додаємо D → B′E та E → CA′.

Для правила (((((((hhhhhhhS → ABB, маємо новi правила S → AF та F → BB.
Аналогiчно для (((((((((hhhhhhhhhS → BSC ′B, додаємо S → BG та ((((((((hhhhhhhhG → SC ′B, звiдки має-

мо G → SH та H → C ′B.
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Продовжуючи для (((((((hhhhhhhS → A′SB - потрiбно ввести правила S → A′I та I →
SB. А для ((((((((hhhhhhhhS → B′CA′ - правила S → B′J та J → CA′. Також для решти
правил, що залишилися - маємо для (((((((hhhhhhhS → BSC ′ - правила S → BK та K →
SC ′, для (((((((hhhhhhhS → SC ′B - правила S → SL та L → C ′B.

Так як правило H → C ′B вже було додано ранiше. Щоб видалити((((((((hhhhhhhhS → BC ′B,
достатньо додати лише S → BH.

Об’єднуючи всi доданi правила, маємо нормальну форму за Хомським:
S → BB|AB|SC ′|A′S|A′B|BC ′|C ′B|c|a|AA′|B′B|b|AD|AF |BG|A′I|B′J |BK
|SL|BH
A → AA′|a
B → B′B|b
C → CC ′|c
D → B′E, E → CA′, F → BB, G → SH, H → C ′B, I → SB, J → CA′

K → SC ′, L → C ′B
A′ → a, B′ → b, C ′ → c

Перелiк задач :

Завдання. Побудувати нормальну форму без ε-правил та нормальну фор-
му Хомського для КВ-граматики:
S → AbBE, S → ADcBE, S → AEcC, E → ε | bEc, A → ε | aA, B → ε | bB,
C → ε | cC, D → d | dD.

Варiанти:

1. S → bBA, S → DcBA, S → DAAC, S → AcC

A → ε | bAc, B → ε | bB, C → ε | cC, D → dD.

2. S → AbB, S → ADcB, S → ADBB, S → ABcC
B → ε | bBc, A → ε | aA, C → c | cC, D → dD.

3. S → AbBC, S → ADcBC, S → ADCC, S → ACc
C → ε | bCc, A → ε | aA, B → ε | bB, D → dD.

4. S → AbBD, S → AcBD, S → ADdD, S → ADcC
D → ε | bDc, A → ε | aA, B → ε | bB, C → cC.

5. S → EbBA, S → EDcBA, S → EDAA, S → EAcC
A → ε | bAc, E → ε | EE, B → ε | bB, C → ε | cC, D → dD.

6. S → aSbA, S → ABCD, S → DCBA, S → BBcC
A → ε | aA, B → bB, C → ε | cC, D → d | dD.

7. S → BbB, S → cCc, S → AaA, S → dDd

A → aA, B → ε | bB, C → ε | cC, D → d | dD.
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2.2 ПРАКТИЧНА РОБОТА 5. Контекстно-вiльнi граматики. Рiв-
няння в алгебрах формальних мов. Побудова мови за допомо-
гою системи рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Синтактика: формальнi мови та граматики.
Рiвняння в алгебрах формальних мов (сторiнка 95-96).

Граматики та БНФ є формалiзмами, що задають мову поштучно, поеле-
ментно, указуючи механiзм породження окремих слiв. Разом з тим сама фор-
ма граматик i БНФ пiдштовхує до думки, що їх можна розглядати як системи
рiвнянь, розв’язками яких є мови. Щоб перейти до такого тлумачення, попе-
редньо введемо необхiднi означення.

Означення. Слабкою алгеброю формальних мов над алфавiтом T будемо
називати алгебру AL = (2T

∗
,∪, ·) з операцiями об’єднання й добутку мов.

Означення. Множиною виразiв LExp над множиною змiнних V ar i мно-
жиною мов-констант LS = {Li | Li ⊆ T ∗, i ∈ I} називається множина, задана
таким iндуктивним визначенням:

1. Якщо x ∈ V ar, то x ∈ LExp;

2. Якщо L ∈ LS, то L ∈ LExp;

3. Якщо t, t′ ∈ LExp, то t ∪ t′, t · t′ ∈ LExp.

Означення. Формальним рiвнянням (формальною рiвнiстю) над алге-
брою AL називається запис вигляду t = t′, де t, t′ ∈ LExp.

Означення. Iнтерпретацiєю (означуванням, оцiнкою) змiнних називається
довiльне вiдображення ν : V ar → 2T

∗. Iнтерпретацiя змiнних однозначно (i
гомоморфно) продовжується до вiдображення µν : LExp → 2T

∗ iнтерпретацiї
виразiв, параметром якого є iнтерпретацiя змiнних ν, що задається iндуктив-
но за побудовою виразу e ∈ LExp:

1. Якщо e = x (x ∈ V ar), то µν(e) = ν(x);

2. Якщо e = L (L ∈ LS), то µν(e) = L;

3. Якщо e = t ∪ t′, то µν(e) = µν(t) ∪ µν(t
′);

4. Якщо e = t · t′, то µν(e) = µν(t) · µν(t
′).

Означення. Наведене визначення дозволяє абстрагувати вiдображення
µν до оператора µ : LExp → ((V ar → 2T

∗
) → 2T

∗
). Вираз e, який мiстить
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змiннi x1, . . . , xn, будемо позначати e(x1, . . . , xn), а вiдповiдний оператор –
µ(e(x1, . . . , xn)).

Приклад. Нехай V ar = {x, y, z}, ν(x) = {a, ab}, ν(y) = {ε, b, cc}, ν(z) =
{bb, c}. Тодi вираз x2z{a}y iнтерпретується таким чином:
µν(x

2z{a}y) =
= {a, ab}2{bb, c}{a}{ε, b, cc} =
= {aa, aab, aba, abab}{bba, ca}{ε, b, cc} =
= {aabba, aabbba, ababba, ababbba, aaca, aabca, abaca, ababca}{ε, b, cc} =
= {aabba, aabbba, ababba, ababbba, aaca, aabca, abaca, ababca, b, cc} =
= {aabbab, aabbbab, ababbab, ababbbab, aacab, aabcab, abacab, ababcab, aabbacc,
aabbbacc, ababbacc, ababbbacc, aacacc, aabcacc, abacacc, ababcacc}.

Означення. Iнтерпретацiя (означування) змiнних ν : V ar → 2T
∗ називає-

ться розв’язком рiвняння t = t′, якщо µν(t) = µν(t
′).

Означення. Розв’язком системи рiвнянь {t1 = t′1, . . . , tn = t′n} є така iн-
терпретацiя змiнних, яка кожне рiвняння перетворює на рiвнiсть.

Означення. Рiвняння вигляду x = t, де x ∈ V ar, t ∈ LExp, називається
рекурсивним. Якщо у виразi t фiгурують лише скiнченнi мови, то рiвняння
називають слабкорекурсивним. Аналогiчно вводяться поняття рекурсивних i
слабкорекурсивних систем рiвнянь.

Приклад. Розглянемо мову L = {anbn | n ≥ 0}, яка породжується про-
стою граматикою G : S → ε | aSb. Цiй граматицi вiдповiдає рiвняння
S = {ε} ∪ {a}S{b}. Позначимо оператор µ({ε} ∪ {a}S{b}) як φ(S).

Розв’язок рiвняння знаходимо методом послiдовних наближень. Найперше
наближення – порожня мова ε. Наступнi наближення отримуємо пiдстанов-
кою в оператор φ(S) замiсть S попереднього наближення(для спрощення тут
можна говорити про пiдставку в саме рiвняння). Отримуємо таку послiдов-
нiсть наближень:

R(0) = ∅;

R(1) = {ε};
R(2) = {ε} ∪ {ab} = {ε, ab};
R(3) = {ε, ab} ∪ {aabb} = {ε, ab, aabb};

...

R(i+1) = R(i) ∪ {anbn|n = i};
...

Вважаємо, що R = ∪i∈ωR
(i).

(Тут ω є першим граничним ординаром i може тлумачитись як множина
натуральних чисел. Детальнiше про це буде сказано в наступному роздiлi
пiдручника.)
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Лема (про неперервнiсть φ). φ(∪i∈ωR
(i)) = ∪i∈ωφ(R

(i)).
Доведення. Спочатку доведемо, що φ(∪i∈ωR(i)) ⊆ ∪i∈ωφ(R

(i)). Нехай x ∈
φ(∪i∈ωR

(i)). Тодi x ∈ {ε} або x ∈ {a}(∪i∈ωR
(i)){b}. У першому випадку оче-

видно, що x ∈ ∪i∈ωφ(R
(i)). У другому випадку x ∈ φ(R(i+1)), тому x ∈

∪i∈ωφ(R
(i)).

Тепер доведемо, що φ(∪i∈ωR
(i)) ⊇ ∪i∈ωφ(R

(i)). Нехай x ∈ ∪i∈ωφ(R
(i)).

Тодi iснує k ∈ ω таке, що x ∈ φ(R(k)). Це означає, що x ∈ {ε} або x ∈
{a}(R(k−1)){b}. Тому x ∈ {a}(∪i∈ωR

(i)){b}, тобто x ∈ φ(∪i∈ωR
(i)).

Умова неперервностi фактично свiдчить, що R = ∪i∈ωφ(R
(i)) є розв’язком

рiвняння S = {ε} ∪ {a}S{b}. Дiйсно, для i ∈ ω маємо, що φ(R(i)) = R(i+1),
тому

⋃
i∈ω φ(R(i)) =

⋃
i∈ω R(i + 1) =

⋃
i∈ω R(i). Остання рiвнiсть випливає з

того, що R(0) = ∅, отже, R = φ(R).
Неважко довести, що цей розв’язок збiгається з мовою, породженою гра-

матикою G.
Лема. L(G) = R.
Доведення виконуємо iндукцiєю. Iндуктивне твердження таке: нехай L(G)k

– усi термiнальнi слова, що виводяться iз S виведеннями довжиною не бiльше
k, тодi L(G)k = R(k).

База iндукцiї. Для k = 0 маємо L(G)0 = R(0) = ∅.
Крок iндукцiї. Нехай iндуктивна гiпотеза справедлива для довiльного k.

Доведемо її справедливiсть для k + 1.
Умова неперервностi фактично свiдчить, що R = ∪i∈ωφ(R

(i)) є розв’язком
рiвняння S = {ε} ∪ {a}S{b}.

Лема. L(G) = R.
Доведення. Виконуємо iндукцiєю по числу крокiв виведення у граматицi G.

База iндукцiї та крок iндукцiї доводять вiдповiднiсть мiж мовою породженою
граматикою G i мовою R. □

У цьому прикладi ми знайшли єдиний розв’язок рiвняння. Леми демон-
струють, що такий розв’язок є єдиним i збiгається з мовою, породженою гра-
матикою G.

Практичне завдання: (приклад)
Побудувати КВ граматику G та систему рiвнянь E для мови L = {c·an·b3n |

n ≥ 0}. Довести незалежно, що L(G) = L та R(E) = L (R(E) – розв’язок
системи рiвнянь E).

Граматика:

P1 : S → cA

P2 : A → aAbbb

P3 : A → ε
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Система рiвнянь:

Sk = {c}A
Ak+1 = {a}A{bbb} ∪ {ε}

Можна побачити, що будь-який вивiд в граматицi має наступну структуру
– одне застосування правила P1, потiм дека кiнцева кiлькiсть застосувань
правила P2, пiсля чого йде застосування правила P3 i словоформа бiльше не
мiстить нетермiналiв.

Таким чином, можна довести наступне твердження:
Нехай S ⇒k α, k ≥ 1, α = cak−1Ab3k−3 ∨ α = cak−2b3k−6 ∧ k ≥ 2.
Доведемо це за допомогою математичної iндукцiї.
База iндукцiї:
При k = 1, можливий лише один вивiд – застосування правила P1, отже

α = cA твердження виконується.
Крок iндукцiї:
Припустимо, що для k ≤ n все вiрно. Доведемо для n+ 1.
Маємо S ⇒n+1 α

′, нехай на попередньому кроцi було S ⇒n α, тодi за
припущенням α = can−1Ab3n−3 ∨ α = can−2b3n−6 ∧ n ≥ 2. Щоб α ⇒ α

′,
пiдходить лише один випадок: α = can−1Ab3n−3. В цьому разi можливi два
випадки – α

P2
=⇒ α

′ та α
P3
=⇒ α

′. В першому випадку α‘ = canAb3n, а в другому

α‘ = can−1Ab3n−3, що й треба було довести. Отже, твердження iстинне.
З твердження випливає, що всi слова, що виводяться в граматицi мають

вигляд c·ak ·b3k, отже належать мовi. Разом з твердження випливає, що слово
c · ak · b3k мови може бути виведено за k + 2 кроки.

Виконаємо декiлька iтерацiй пошуку розв’язку рiвняння:
S0 = ∅, A0 = ∅
S1 = {c}, A0 = {c} ∗∅ = ∅
A1 = {a}A0{bbb} ∪ {ε} = {a} ∗∅ ∗ {bbb} ∪ {ε} = {ε}
S2 = {c}, A1 = {c} ∗ {ε} = {c}
A2 = {a}A1{bbb} ∪ {ε} = {a} ∗ {ε} ∗ {bbb} ∪ {ε} = {ε, abbb}
Стабiлiзацiя не вiдбувається, але можна сформулювати твердження вiдно-

сно Sk, Ak.
Sk = {caib3i|0 ≤ i < k − 1}, Ak = {aib3i|0 ≤ i < k} Доведемо це за

допомогою математичної iндукцiї.
База iндукцiї очевидно виконується.
Крок iндукцiї: Припустимо, що для k ≤ n твердження вiрне, доведемо

для n+ 1.
Sn+1 = {c}An = {c} · {aib3i | 0 ≤ i < n} = {caib3i | 0 ≤ i < n}
An+1 = {a}An{bbb} ∪ {ε} = {a} · {aib3i | 0 ≤ i < n} · {bbb} ∪ {ε} =

{ai+1b3ibbb | 0 ≤ i < n} ∪ {ε} = {aib3i | 1 ≤ i < n+ 1} ∪ {ε} = {aib3i | 0 ≤ i <
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n+ 1}
Отже, твердження вiрне для всiх k.
Тодi маємо: R(E) =

⋃
k

Sk = {caib3i | 0 ≤ i < k − 1} = {caib3i | 0 ≤ i} = L,

що i треба було довести.

Перелiк задач.

Побудувати КВ граматику G та систему рiвнянь E для мови L. Довести
незалежно, що L(G) = L та R(E) = L (R(E) – розв’язок системи рiвнянь E).

1. L = {enb2c3n | n ≥ 0}

2. L = {e2ndb3n | n ≥ 0}

3. L = {a3bnc2n | n ≥ 0}

4. L = {anb3nd2 | n ≥ 0}

5. L = {e3ndbnc2 | n ≥ 0}

6. L = {a2nbdc3n | n ≥ 0}

7. L = {ae3ndb2n | n ≥ 0}

8. L = {b2ndc2n | n ≥ 0}

9. L = {ae2nbdnc2 | n ≥ 0}

10. L = {d3nb2ne | n ≥ 0}

11. L = {bndc2n | n ≥ 0}

12. L = {a2ncdn | n ≥ 0}

13. L = {ad3nb2ecn | n ≥ 0}

14. L = {acb2nc3n | n ≥ 0}

15. L = {a3d2ncn | n ≥ 0}

16. L = {ab3ndc2ne | n ≥ 0}
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2.3 ПРАКТИЧНА РОБОТА 6. Побудова граматик за мовою. Лема
про накачку

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Синтактика: формальнi мови та граматики.
Властивостi контекстно-вiльних мов. Операцiї над формальними мовами. Де-
рева виводу. Однозначнi та неоднозначнi граматики. (сторiнка 90-94).

Лема про накачку (лема про розростання). Нехай L – КВ-мова над алфавi-
том T . Тодi знайдеться таке натуральне число k, що для довiльного ланцюжка
t ∈ L довжини не менше k знайдуться ланцюжки u, v, t1, t2, x ∈ T ∗, для яких
вiрно ut1xt2v = t, |t1t2| ≥ 1, |t1xt2| ≤ k та ut1

ixt2
iv ∈ L для всiх i = 0, 1, . . . .

Iдея доведення полягає в тому, що для породження мови L розглядається
граматика у нормальнiй формi Хомського (нескорочуюча граматика). Тодi
для достатньо довгих виводiв можна видiлити рекурсивний нетермiнал A та-
кий, що має мiсце A ⇒∗ t1t2, де t1, t2 ∈ T∗ та |t1t2| ≥ 1.

Лема. Мова L3 = {anbncn|n ≥ 0} не є КВ-мовою.
Доведення. Якби мова L3 була б КВ-мовою, то тодi iснували б ланцюжки
u, v, t1, t2, x ∈ {a, b, c}∗ такi, що ut1

ixt2
iv ∈ L3 для всiх i = 0, 1, . . . . Зрозумi-

ло, що t1 (так само як i t2) не може складатися з рiзних символiв (iнакше для
деякого i ланцюжок ut1

ixt2
iv не буде належати L3. Але якщо t1 складається

лише з одного символу, то збiльшуючи i, можна порушити баланс символiв
a, b, c. Тому мова L3 не може бути КВ-мовою.

Практичне завдання: (приклад)

Побудувати породжуючу граматику G для мови L. Довести, що L(G) = L
та що мова L не є КВ мовою. L = {dbna3nec3nb|n ≥ 0}.

Побудова граматики G :
P1 : S → dS ′b
P2 : S

′ → bAAAS ′ccc

P3 : S
′ → e

P4 : Ab → bA
P5 : Ae → ae
P6 : Aa → aa
Правило P1 дозволяє звести проблему до побудови граматики для мови
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L′ = {bna3nec3n|n ≥ 0}, замiнивши початковий нетермiнал в якiй на S ′ i
отримуємо правила P2 − P6. Використання правила P2 гарантує, що спiввiд-
ношення кiлькостi символiв b, A, c буде зберiгатися. Проте при застосуваннi
лише даного правила, порядок лiтер b, A не буде спiвпадати з тим, що вiдпо-
вiдає умовi задачi, тому в правилi й використовується нетермiнальний символ
A, що в подальшому буде замiнено на термiнальний символ a. Правило P3 до-
зволяє вивести символ e, що розташовано в словах мови мiж символами a i c.
Правило P4 необхiдно для впорядкування символiв A та b. Правила P5 та P6

гарантують, що лише тi нетермiнальнi символи A, що розташованi праворуч
вiд термiнальних символiв b будуть замiненi термiнальними a, адже символ
e є тим контекстом, що вказує на те, що це саме крайнiй правий символ A,
праворуч вiд якого вiдсутнi символи b.

Можна привести наступнi еквiвалентнi граматики, що також задають мову
L. В граматицi G′ - нетермiнал A замiнює послiдовнiсть aaa а не єдиний
термiнал a. В граматицi G′′ правила застосовуються для послiдовностi з трьох
символiв A. В граматицi G′′′ перетворення A на a виконується за допомогою
єдиного правила.

G′ :
S → dS ′b

S ′ → bAS ′ccc
S ′ → e

Ab → bA

Ae → aaae

Aa → aaaa

G′′ :
S → dS ′b

S ′ → bAAAS ′ccc
S ′ → e

AAAb → bAAA

AAAe → aaae

AAAa → aaaa

G′′′ :
S → dS ′b

S ′ → bS ′AAAccc
cA → Ac

S ′ → e

eA → ae

Доведення L ⊆ L(G)
Покажемо, що для довiльного n ∈ N слово dbna3nec3nb може бути виведено

в граматицi G (числом пiд стрiлкою виводу будемо позначати скiльки разiв
було застосовано правило):

S
P1=⇒ dS ′b

P2=⇒
n

d(bAAA)nS ′c3nb
P3=⇒ d(bAAA)nec3nb

P4======⇒
3n(n−1)/2

dbnA3nec3nb
P5=⇒

dbnA3n−1aec3nb
P6===⇒

3n−1
dbna3nec3nb

Отримали необхiдне слово, отже довiльне слово в мовi L може бути виве-
дено в граматицi G, тому L ⊆ L(G).

Доведення L(G) ⊆ L

Доведемо включення, показавши, що будь-яке слово, що виводиться в гра-
матицi G буде належати мовi L.

Нехай S ⇒∗ α. Де α деяка словоформа.Доведемо наступнi твердження
використовуючи ММI за довжиною виводу.
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I |α|b,S = n+ 1 ⇒ |α|A,a = 3n ∧ |α|c = 3n

II α = S ∨ α = dα1α2b, де α1 ∈ {b, A}∗ ∧ (α2 = S ′cm ∨ α2 = alecm)

База iндукцiї:
S ⇒0 S, α = S

Твердження I. виконується.
|S|c = 0, |S|A,a = 0, |S|b,S = 1

Твердження II. виконується.
α = S

Крок iндукцiї: нехай для довiльного S ⇒k α твердження виконуються.
Доведемо що для S ⇒k+1 α′ також обидва твердження будуть виконуватись.

Розглянемо правила, що виконувались на k + 1 кроцi:

Правило P1: α
P1=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = S, α′ = dS ′b.
Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується.
|α′|c = |dS ′b|c = 0, |α′|A,a = |dS ′b|A,a = 0, |α′|b,S = |dS ′b|b,S = 1

Твердження II. виконується.
α′ = dS ′b = dα′

1α
′
2b, де α′

1 = ε, α′
2 = S ′

Правило P2: α
P2=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = dα1S
′α21b, α2 =

S ′α21, α
′ = dα1bAAAS

′cccα21b. Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується(спiввiдношення зберiгається).
|α′|c = |α|c + 3, |α′|A,a = |α|A,a + 3, |α′|b,S = |α|b,S + 1

Твердження II. виконується.
α′ = dα′

1α
′
2b, де α′

1 = α1bAAA, α
′
2 = S ′cccα21

Правило P3: α
P3=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = dα1S
′α21b, α2 =

S ′α21, α
′ = dα1eα21b. Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується(спiввiдношення зберiгається).
|α′|c = |α|c, |α′|A,a = |α|A,a, |α′|b,S = |α|b,S

Твердження II. виконується.
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α′ = dα′
1α

′
2b, де α′

1 = α1, α
′
2 = eα21

Правило P4: α
P4=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = dα11Abα12α2b, α1 =
α11Abα12, α

′ = dα11bAα12α2b. Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується(спiввiдношення зберiгається).
|α′|c = |α|c, |α′|A,a = |α|A,a, |α′|b,S = |α|b,S

Твердження II. виконується.
α′ = dα′

1α
′
2b, де α′

1 = α11bAα12, α
′
2 = α2

Правило P5: α
P5=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = dα11Aeα21b, α1 =
α11A, α2 = eα21, α

′ = dα11aeα21b. Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується(спiввiдношення зберiгається).
|α′|c = |α|c, |α′|A,a = |α|A,a, |α′|b,S = |α|b,S

Твердження II. виконується.
α′ = dα′

1α
′
2b, де α′

1 = α11, α
′
2 = aeα21

Правило P6: α
P6=⇒ α′ :

Згiдно припущення, може бути застосовано лише якщо α = dα11Aaα21b, α1 =
α11A, α2 = aα21, α

′ = dα11aaα21b. Перевiримо твердження:

Твердження I. виконується(спiввiдношення зберiгається).
|α′|c = |α|c, |α′|A,a = |α|A,a, |α′|b,S = |α|b,S

Твердження II. виконується.
α′ = dα′

1α
′
2b, де α′

1 = α11, α
′
2 = aaα21

Було розглянуто всi правила, отже крок iндукцiї доведено i твердження
виконується.

Розгянемо слова, а не просто словоформи, що будуть виводитись в грама-
тицi α ∈ T ∗, твердження будуть мати наступний вигляд:

I |α|b = n+ 1 ⇒ |α|a = 3n ∧ |α|c = 3n

II α = dα1α2b, де α1 ∈ {b}∗ ∧ α2 = alecm

Перепишемо твердження II: α = dbkalecmb. З твердження I маємо : l =
3k,m = 3k.

Отже, α = dbka3kec3kb ⇒ α ∈ L. Таким чином, кожне слово, що виводиться
в граматицi буде належати мовi L, що i доводить L(G) ⊆ L.
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Доведемо, що L не є КВ мовою. Нехай мова L є КВ мовою, тодi згiдно з
лемою про накачку iснує таке натуральне число k, що для довiльного лан-
цюжка t ∈ L довжини не менше k знайдуться ланцюжки u, v, t1, t2, x такi,
що ut1xt2v = t, |t1t2| ≥ 1, |t1xt2| ≤ k та uti1xt

i
2v ∈ L для всiх i = 0, 1, ....

Вiзьмемо таке n, що |dbna3nec3nb| ≥ k. Для такого слова, що належить мо-
вi i має довжину не менше k згiдно леми знайдуться пiдслова u, v, t1, t2, x,
та принаймнi одне зi слiв t1, t2 не є порожнiм словом. В такому випадку, це
слово не може мiстити фрагментiв, що не повторюються в словах мови - пре-
фiксу d, суфiксу e, або закiнчення b. Якщо ж воно мiстить одни з символiв,
що повторюється, то слова вигляду uti1xt

i
2v не можуть належати граматицi,

бо це порушить спiввiдношення кiлькостi вiдповiдних лiтер. Декiлька рiзних
лiтер, що повторюються, таке пiдслово також не може мiстити. Якщо ж оби-
два пiдслова t1, t2 не є порожнiми, кожне з них може мiтити лише по однiй з
лiтер, що повторюються в мовi, але таких лiтер всього три i в такому випадку
спiввiдношення кiлькостi лiтер теж не вiдповiдатиме мовi. Таким чином, пiд-
слова з формулювання леми не можуть бути знайденi, лема не виконується,
а отже мова L не є КВ мовою.

Перелiк задач.

Побудувати породжуючу граматику G для мови L. Довести, що L(G) = L та
що мова L не є КВ мовою.

1. L = {enb2nc3n | n ≥ 0}

2. L = {e2ndb3ncn | n ≥ 0}

3. L = {a3nbndc2n | n ≥ 0}

4. L = {anb3ndc2n | n ≥ 0}

5. L = {e3ndbnc2n | n ≥ 0}

6. L = {a2nbndc3n | n ≥ 0}

7. L = {ae3ndb2ncn | n ≥ 0}

8. L = {anb2ndc2n | n ≥ 0}

9. L = {ae2nbndnc2n | n ≥ 0}

10. L = {d3nb2necn | n ≥ 0}

11. L = {enbndc2n | n ≥ 0}

12. L = {a2nb3ncdn | n ≥ 0}

13. L = {ad3nb2necn | n ≥ 0}
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14. L = {ancb2nc3n | n ≥ 0}

15. L = {a3nbd2ncn | n ≥ 0}

16. L = {ab3ndc2nean | n ≥ 0}
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2.4 МОДУЛЬНА КОНТРОЛЬНА РОБОТА 2. Перелiк теорети-
чних питань та базових задач

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Синтактика: формальнi мови та граматики (сторiнка 60-95).

Теоретичнi питання до контрольної роботи 2:
1. Як визначається синтаксичний аспект мов?
2. Як формулюється принцип вiдокремлення i єдностi синтаксичного та се-
мантичного аспектiв.
3. Охарактеризуйте основнi моделi формальних мов.
4. Якими методами подається синтаксис мов програмування?
5. Що таке БНФ?
6. Якi є модифiкацiї БНФ?
7. Що таке формальна мова?
8. Визначте основнi поняття теорiї формальних мов.
9. Що таке породжуючи граматика?
10. Розкрийте iнтенсiональнi та екстенсiональнi аспекти визначення породжу-
ючих граматик.
11. Дайте визначення виводу в граматицi та мови, породженою граматикою.
12. Яким чином доводиться правильнiсть граматики для породження певної
мови?
13. Як визначається iєрархiя Хомського?
14. Дайте визначення загально-контекстних граматик.
15. Якi алгебраїчнi операцiї заданi для формальних мов?
16. Якi типи автоматiв використовують для подання синтаксису мов?
17. Що таке контекстно-вiльнi граматики?
18. Якi властивостi контекстно-вiльних граматик?
19. Вiдносно яких операцiй клас контекстно-вiльних мов є замкненим?
20. Вiдносно яких операцiй клас контекстно-вiльних мов не є замкненим?
Дайте визначення рiзним нормальним формам контекстно-вiльних граматик.
21. Сформулюйте розв’язнi проблеми для контекстно-вiльних граматик.
22. Сформулюйте нерозв’язнi проблеми для контекстно-вiльних граматик.
23. Як визначається розв’язок системи рiвнянь в алгебрах формальних мов?

Типове завдання модульної контрольної роботи 2:
1. Побудувати породжуючу граматику G для мови L = {ab3ndc2nean | n ≥ 0}.
Довести, що L(G) = L та що мова L не є КВ мовою.
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2. Побудувати нормальну форму без ε–правил для КВ-граматики з множи-
ною правил: {S → BbB, S → cCc, S → AaA, S → dDd,A → aA,B →
bB,C → cC,D → dD}
3. Побудувати КВ граматику G та систему рiвнянь E для мови L = {cna2bn |
n ≥ 0}. Довести незалежно, що L(G) = L та R(E) = L ( R(E) – розв’язок
системи рiвнянь E ).
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3 РЕКУРСIЯ ТА НАЙМЕНША НЕРУХОМА ТОЧКА. РЕКУР-
СИВНI ПРОГРАМИ

3.1 ПРАКТИЧНА РОБОТА 7. Рекурсiя в мовах програмування.
Робота з рекурсивними функцiями

Основнi теоретичнi вiдомостi
Нiкiтченко М.С. Теорiя програмування. — Київ: М-во освiти i науки України,
Київ. нац. ун-т iм. Тараса Шевченка, 2020. — 269 с.
(https://csc.knu.ua/uk/library/books/nikitchenko-7.pdf)
Теорiя рекурсiї (теорiя найменшої нерухомої точки) (сторiнка 100-118).

Практичне завдання: (приклад)

Побудувати рекурсивну SIPL-функцiю для обчислення x÷ y (x, y > 0).

Базовим випадком рекурсiї в такому разi будуть значення x < y, коли
x ÷ y = 0. Рекурсивний перехiд визначається тим, що при x ≥ y має мiсце
рiвнiсть x ÷ y = (x − y) ÷ y + 1. Тому однiєю з рекурсивних функцiй, що
задають частку вiд дiлення x на y є:

func f (X, Y)= i f X < Y then 0 e l s e f (X − Y, Y) + 1

Побудуємо семантичний терм для зазначеної рекурсивної програми.
ϕ(f) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (f, S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒ ) ,

1))
Побудуємо 3 апроксимацiї. Найпершою апроксимацiєю є всюди невизначе-

на функцiя f0 =⊥.
Наступна апроксимацiя визначається як f1 = ϕ(f0) = IF (S2(less,X⇒

, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (f0, S
2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1)) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒

), 0, S2(add, SX,Y (⊥, S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1)). Зважаючи на те, що супер-
позицiя одним з аргументiв якої є всюди невизначена функцiя в результатi
повертає всюди невизначену функцiю, можна виконати наступнi спрощення.
IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (⊥, S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1)) =
IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0, S2(add,⊥, 1)) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)

Третя апроксимацiя має наступний вигляд: f2 = ϕ(f1) = IF (S2(less,X⇒
, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (f1, S

2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1)) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒
), 0, S2(add, SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1))

Аналiзуючи отриманi апроксимацiї, можна описати функцiї наступним чи-
ном:
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f1(st) =

{
0 якщо st(X) < st(Y )

⊥ iнакше

f2(st) =


0 якщо st(X) < st(Y )

1 якщо st(Y ) ≤ st(X) < 2 st(Y )

⊥ iнакше
Проведемо тестування побудованих апроксимацiй на вхiдних даних x =

7, y = 4. Для цього застосуємо вiдповiднi семантичнi терми до стану st =
[X 7→ 7, Y 7→ 4].

Перша апроксимацiя:
f0(st) =⊥ (st) ↑
Апроксимацiя невизначена на вказаних тестових даних, тому потрiбно роз-

глянути наступну апроксимацiю.

Друга апроксимацiя:
f1(st) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)(st)
Спочатку обчислимо значення умови:
S2(less,X⇒, Y⇒)(st) = less(X⇒ (st), Y⇒ (st)) = less(7, 4) = false

Умова хибна i тому f1(st) =⊥ (st) ↑
Апроксимацiя невизначена на вказаних тестових даних, тому потрiбно роз-

глянути наступну апроксимацiю.

Третя апроксимацiя:
f2(st) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥

), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1))(st)
Умова оператора IF спiвпадає з умовою в попереднiй апроксимацiї, тому

маємо:
f2(st) = S2(add, SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒

), 1)(st) = add(SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒)(st), 1(st)) =
add(SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒)(st), 1)

Обчислимо окремо перший аргумент додавання: SX,Y (IF (S2(less,X⇒, Y⇒
), 0,⊥), S2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒)(st) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)(st∇[X 7→
S2(sub,X⇒, Y⇒)(st), Y 7→ Y⇒ (st)]) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)(st∇[X 7→
sub(7, 4), Y 7→ 4]) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)([X 7→ 3, Y 7→ 4]) .

Умова в такому випадку рiвна: S2(less,X⇒, Y⇒)([X 7→ 3, Y 7→ 4]) =
less(3, 4) = true, а отже: IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0,⊥)([X 7→ 3, Y 7→ 4]) =
0([X 7→ 3, Y 7→ 4]) = 0

Пiдставляючи цей резуультат, отримуємо: f2(st) = add(0, 1) = 1. Апрокси-
мацiя визначена i результат спiвпадає з 7 ÷ 4, отже, тестування завершено
успiшно.
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Доведемо правильнiсть рекурсивної програми.
За наведеними вище апроксимацiями можна припустити, що в загальному

виглядi k-та апроксимацiя для k ≥ 1 буде мати наступний вигляд:

fk(st) =


0 якщо st(X) < st(Y )

st(X)÷ st(Y ) якщо st(Y ) ≤ st(X) < k st(Y )

⊥ iнакше

Доведемо це твердження за допомогою математичної iндукцiї.
База iндукцiї:
Перевiримо базу iндукцiї для k = 1. Порiвняємо побудованi ранiше апро-

ксимацiї з припущенням.

f1(st) =


0 якщо st(X) < st(Y )

st(X)÷ st(Y ) якщо st(Y ) ≤ st(X) < st(Y )

⊥ iнакше

Враховуючи, що st(X)÷ st(Y ) = 0 при додатнiх st(X) < st(Y ), спiвпадає
з ранiше побудованою f1.

Крок iндукцiї:
Припустимо, що твердження виконується для k ≤ n, 1 ≤ n, доведемо, що

воно виконується для k = n+ 1. Потрiбно показати, що:

fn+1(st) =


0 якщо st(X) < st(Y )

st(X)÷ st(Y ) якщо st(Y ) ≤ st(X) < (n+ 1) st(Y )

⊥ iнакше

Враховуючи неперервнiсть та монотоннiсть оператора ϕ маємо, що якщо
fn(st) ↓, то fn+1(st) ↓= fn(st). Це доводить потрiбне твердження для випадку
st(X) < nst(Y ). Залишається лише розглянути випадки n st(Y ) ≤ st(X) <
(n+ 1) st(Y ) та (n+ 1) st(Y ) ≤ st(X).

Нехай st = [X 7→ x, Y 7→ y], обчислимо апроксимацiю fn+1 на такому станi:
fn+1(st) = ϕ(fn)(st) = IF (S2(less,X⇒, Y⇒), 0, S2(add, SX,Y (fn, S

2(sub,X⇒
, Y⇒), Y⇒), 1))(st)

Обчислимо умову: S2(less,X⇒, Y⇒)(st) = less(x, y). У випадках, що нас
цiкавлять (n y ≤ x < (n+1) y та (n+1) y ≤ x) дана умова буде хибною. Тому
fn+1(st) = S2(add, SX,Y (fn, S

2(sub,X⇒, Y⇒), Y⇒), 1)(st) = add(SX,Y (fn, S
2(sub,X⇒

, Y⇒), Y⇒)(st), 1) = add(fn(st∇[X 7→ sub(X⇒ (st), Y⇒ (st), Y 7→ Y⇒
(st)], 1) = add(fn(st∇[X 7→ x− y, Y 7→ y], 1).

Розглянемо випадок n y ≤ x < (n + 1) y, в такому разi x − y < n y, тому
апроксимацiя на вiдповiдних даних визначена i add(fn(st∇[X 7→ x− y, Y 7→
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y], 1) = add((x − y) ÷ y, 1) = (x − y) ÷ y + 1 = x ÷ y. Що i потрiбно було
показати для цього випадку.

Розглянемо випадок (n + 1) y ≤ x, тепер n y ≤ x − y, тому апроксимацiя
fn на вiдповiдних даних невизначена. Тому невизначеним є i додавання i
результат fn+1. Це вiдповiдає твердженню, що потрiбно показати.

Було розглянуто всi варiанти вхiдних даних, отже твердження доведено.
Розглядаючи ланцюг апроксимацiї, функцiя, що задається рекурсивним ви-
значенням спiвпадає з границею ланцюга

f(st) =
⊔
k

fk(st) =

{
0 якщо st(X) < st(Y )

st(X)÷ st(Y ) якщо st(Y ) ≤ st(X)

Дана функцiя спiвпадає з x÷ y для (x, y > 0). Таким чином, правильнiсть
рекурсивної програми доведено.

Проєктна робота.

1. Розширити БНФ мови SIPL для роботи з рекурсивними функцiями.

2. Розв’язати задачу (обравши задачу з перелiку).

3. Навести перелiк та коротко розкрити теоретичнi питання, що використо-
вуються при розв’язаннi задачi.

4. Робота має бути оформлена в текстовому редакторi (за вибором), захи-
щена на парi та здана в Google-класi.

Перелiк задач

Завдання:

1. Написати рекурсивну SIPL-функцiю.

2. Побудувати семантичний терм.

3. Побудувати 3 апроксимацiї.

4. Провести тестування побудованих апроксимацiй на вхiдних даних.

5. Довести правильнiсть рекурсивної програми.

Задачi:

1. Написати програму обчислення x−y, використовуючи функцiю − (x, y >
0). Вхiднi данi: x = 4, y = 1.

2. Написати програму обчислення x mod y (x, y > 0). Вхiднi данi: x =
3, y = 2.
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3. Написати програму обчислення суми арифметичної прогресiї 2, 4, . . . , 2n,
використовуючи функцiї +, − (n > 0). Вхiднi данi: n = 1.

4. Написати програму обчислення xy, використовуючи функцiї ∗, +, − (x, y >
0). Вхiднi данi: x = 5, y = 2.

5. Написати програму обчислення [logx y], використовуючи функцiї div, mod,
+, − (x > 1, y > 0). Вхiднi данi: x = 3, y = 7.

6. Написати програму перевiрки чи дiлиться x на y, використовуючи фун-
кцiї +, − (x, y > 0). Вхiднi данi: x = 9, y = 5.

7. Написати програму обчислення 3x, використовуючи функцiї ∗, +, - (x >
0). Вхiднi данi: x = 2.

8. Написати програму обчислення [log2 n], використовуючи функцiї div,
mod, +, −, (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

9. Написати програму обчислення (2n)!! (n > 0). Вхiднi данi: n = 2.

10. Написати програму обчислення (2n+ 1)!! (n > 0). Вхiднi данi: n = 2.

11. Для обчислення суми геометричної прогресiї 1, 2, 4, . . . , 2n, використову-
ючи функцiї ∗,+,− (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

12. Для перевiрки парностi числа n, за допомогою циклу, не використовуючи
функцiї div, mod (n > 0). Вхiднi данi: n = 5.

13. Для обчислення суми арифметичної прогресiї 3, 6, . . . , 3n, використовую-
чи функцiї +, − (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

14. Для обчислення суми геометричної прогресiї 1, 3, 9, . . . , 3n, використову-
ючи функцiї ∗,+,− (n > 0). Вхiднi данi: n = 3.

Контрольнi запитання

1. Що таке рекурсивне визначення (рекурсивне рiвняння)?

2. Якi парадокси пов’язанi з рекурсивними визначеннями?

3. Який метод застосовують для розв’язання рекурсивних рiвнянь? Якi по-
няття пов’язанi з цим методом?

4. Що таке перший граничний (перший нескiнченний) ординал?

5. Що таке ω-область?

6. Наведiть визначення неперервного вiдображення.

7. Сформулюйте теорему Кнастера–Тарського–Клiнi.

8. Яку структуру має множина нерухомих точок неперервного оператора?
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9. Визначте методи конструювання похiдних областей.

10. Сформулюйте властивостi оператора найменшої нерухомої точки.

11. Як теорiя ННТ застосовується для подання синтаксису мов програмува-
ння?

12. Як теорiя ННТ застосовується для подання семантики мов програмува-
ння?

13. Як визначаються рекурсивнi розширення мови SIPL?

14. Наведiть приклади рекурсивних визначень у розширеннях мови SIPL.
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