
ФАКУЛЬТЕТ КОМП’ЮТЕРНИХ НАУК ТА КIБЕРНЕТИКИ
КИЇВСЬКОГО НАЦIОНАЛЬНОГО УНIВЕРСИТЕТУ IМЕНI

ТАРАСА ШЕВЧЕНКА

Ю.М. ШЕВЧУК

Популяцiйнi моделi в задачах аналiзу соцiальних мереж

Навчальний посiбник

Київ — 2024



2

УДК 517.9

Рецензенти:

доктор фiзико-математичних наук, проф. О.Г. Наконечний,

доктор фiзико-математичних наук, проф. А.О. Пашко

Рекомендовано до друку вченою радою факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

(протокол №12 вiд 19 квiтня 2024 року)

Ухвалено науково-методичною комiсiєю факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

(протокол №12 вiд 18 квiтня 2024 року)

к.ф.-м.н., ac. Шевчук Юлiя Михайлiвна

Популяцiйнi моделi в задачах аналiзу соцiальних мереж. Навчальний посiб-

ник/ Ю.М. Шевчук — Київ: 2024. — 67 с.

Викладено матерiали з дисциплiни «Прикладнi методи аналiзу та моделювання

процесiв з нелiнiйною динамiкою», що є вибiрковою для студентiв, що навчаються за освi­

тньо-професiйною програмою другого (магiстерського) рiвня вищої освiти «Системи i методи

прийняття рiшень» спецiальностi 124 «Системний аналiз». У посiбнику наведено огляд мо­

жливих пiдходiв до моделювання процесiв в соцiальних мережах, також придiлено увагу

саме популяцiйним моделям у виглядi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Окремим роздi­

лом представлено основнi вiдомостi про обчислювальнi методи аналiзу таких моделей (також

наведенi приклади комп’ютерного моделювання використання деяких з них).

Для студентiв факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка, якi навчаються за освiтньо-професiйною програмою

«Системи i методи прийняття рiшень» спецiальностi 124 «Системний аналiз».

©Шевчук Ю.М., 2024



3

ЗМIСТ

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Роздiл 1. СИСТЕМНИЙ АНАЛIЗ СОЦIАЛЬНИХ МЕРЕЖ ТА ЇЇ

МЕТОДИ НА ОСНОВI МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ

ПОПУЛЯЦIЙНОЇ ДИНАМIКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1. Опис соцiальних мереж в термiнах системного аналiзу . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Основнi задачi аналiзу соцiальних мереж . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Математичнi пiдходи для аналiзу соцiальних мереж . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4. Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi . . . . . . . . . . . . 12

1.4.1. Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi на основi

багатоагентних систем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4.2. Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi на основi

систем звичайних диференцiальних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4.2.1. Моделi на основi систем звичайних лiнiйних диференцiальних

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4.2.2. Моделi на основi систем звичайних нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4.3. Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi на основi

моделей поширення iнфекцiйних захворювань . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.4. Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi на основi

гiбридних моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.5. Переваги та недолiки використання моделей популяцiйної динамiки . . . . . . 20

Роздiл 2. ОЦIНЮВАННЯ В ПОПУЛЯЦIЙНИХ МОДЕЛЯХ

ПОШИРЕННЯ IНФОРМАЦIЇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1. Оптимальнi та гарантованi оцiнки нестацiонарних параметрiв

диференцiальних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.1. Випадок неперервних спостережень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.2. Випадок дискретних спостережень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.2. Гарантованi оцiнки нестацiонарних параметрiв рiзницевих рiвнянь в умовах

невизначеностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.1. Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2.2. Знаходження гарантованих оцiнок параметрiв рiзницевих рiвнянь . . . 34

2.2.3. Iнтерполяцiя параметрiв рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.2.4. Мiнiмакснi оцiнки параметрiв рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . 36

2.3. Оцiнки впливiв в моделях поширення iнформацiї iз нестацiонарними

параметрами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.3.1. Припущення та позначення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39



4

2.3.2. Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю прихильникiв

одного iнформацiйного потоку та вiдомими параметрами системи . . . 40

2.3.3. Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю прихильникiв

обох iнформацiйних потокiв та вiдомими параметрами системи для

одного рiвняння . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.3.4. Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю прихильникiв

обох iнформацiйних потокiв та вiдомими параметрами системи . . . . . 44

2.4. Прогнознi оцiнки в математичних моделях поширення iнформацiї зi

стацiонарними параметрами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4.1. Припущення та позначення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4.2. Побудова усереднених оптимальних середнє квадратичних прогнозних

оцiнок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4.2.1. Побудова усереднених оптимальних середнє квадратичних

прогнозних оцiнок для базової моделi . . . . . . . . . . . . . . 48

2.4.2.2. Побудова усереднених оптимальних прогнозних оцiнок для

моделi поширення iнформацiї, що мiстить механiзми

забування, двокрокового охоплення iнформацiєю та подiл

соцiуму на двi однорiднi пiдгрупи . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.4.3. Побудова гарантованих прогнозних оцiнок . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



5

ВСТУП

Соцiальнi мережi є складними системами, якi вiдображають взаємодiї та зв’язки мiж

людьми, органiзацiями та iншими сутностями в сучасному суспiльствi. Аналiз цих мереж

вимагає використання рiзних методiв та iнструментiв, зокрема методику системного аналiзу,

серед яких особливе мiсце займають популяцiйнi моделi.

Посiбник "Популяцiйнi моделi в задачах аналiзу соцiальних мереж"призначений до­

помогти вам зрозумiти сутнiсть цих моделей, їхню застосовнiсть у вивченнi та аналiзi

соцiальних мереж, а також вмiння використовувати їх для розв’язання практичних завдань.

На перший погляд популяцiйнi моделi можуть здатися важкими або абстрактними,

проте вони надають нам потужний iнструментарiй для розумiння динамiки соцiальних мереж

та прогнозування їх розвитку. Тому в цьому посiбнику запропоновано результати огляду

системного пiдходу для до аналiзу соцiальних мереж та теоретичнi аспекти популяцiйних

моделей, та методи аналiзу та прогнозування на основi таких моделей.

Даний посiбник сформовано на основi матерiалiв, якi викладались в рамках дисциплiни

"Прикладнi методи аналiзу та моделювання процесiв з нелiнiйною динамiкою"для студентiв­

магiстрiв спецiальностi "Системний аналiз"факультету комп’ютерних наук та кiбернетики

Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, та включає в себе части­

ну теоретичних результати монографiї Наконечного О.Г., Шевчук Ю.М. "Нелiнiйнi задачi

популяцiйної динамiки та їх застосування"(2020). Але варто вiдмiтити, що даний посiбник

мiстить оригiнальнi матерiали по огляду системного пiдходу та методiв системного аналiзу

до задач аналiзу процесiв в соцiальних мережах.

Такод наведенi результати є складовою частиною наукових робiт, що ведуться на ка­

федрi системного аналiзу та теорiї прийняття рiшень факультету комп’ютерних наук та

кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка. Дослiдження

виконувались в рамках науково-дослiдної теми № 16БФ015-02 «Розробка нових матема­

тичних методiв системного i теорiї оптимальних рiшень та їх застосування» (державний

номер реєстрацiї 0116U002529, термiн виконання 2016-2018 рр.) та науково-дослiдної теми

№19БФ015-02 «Розробка нових математичних методiв аналiзу та оптимiзацiї систем в умовах

невизначеностi» (державний номер реєстрацiї 0119U100338, термiн виконання 2019-2021 рр.).
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Роздiл 1. СИСТЕМНИЙ АНАЛIЗ СОЦIАЛЬНИХ МЕРЕЖ ТА ЇЇ

МЕТОДИ НА ОСНОВI МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ

ПОПУЛЯЦIЙНОЇ ДИНАМIКИ

Складно заперечувати роль соцiальних мереж в сучасному свiтi, i окремий iнтерес пред­

ставляють собi месенджери типу Viber та Телеграм, якi дозволяють комунiкувати не тiльки

на рiвнi користувач-користувач, але й користувач-користувачi, що зазвичай характерно для

групових чатiв та для публiчних новинних каналiв.

Варто також вiдмiтити популярнiсть Телеграму, якiй вiн завдячує зокрема своїй полi­

тицi конфiденцiйностi та певнiй толерантностi у порiвняннi з iншими соцiальними медiа.

Тому для Телеграму закономiрно виникають задачi iнтелектуального аналiзу повiдом­

лень, яким сприяє можливiсть використання чат-ботiв в цiй мережi ([1] - [3]). Також для

неї є можливим зручне тестування алгоритмiв аналiзу тональностi текстiв повiдомлень та

аналiзу поведiнки користувачiв (наприклад, [4] - [5]).

Також вiдзначимо, що для iнших медiа, напрклад, Facebook i Twitter, дослiдження

контенту користувачiв є задачами, якi активно розв’язуються ([6] - [10]).

1.1 Опис соцiальних мереж в термiнах системного аналiзу

Зважаючи на складнiсть соцiальних мереж та постiйнi змiни у їх структурi та динамiцi,

системний пiдхiд до аналiзу цих мереж виявляється найбiльш ефективним та обґрунтованим.

Цей пiдхiд дозволяє розглядати соцiальнi мережi як системи, в яких кожен учасник та їхнi

взаємодiї впливають на загальну динамiку та функцiонування мережi в цiлому ([11] - [14]) .

Cистемний пiдхiд — це методологiчний пiдхiд, що застосовується в науцi для дослi­

дження складних систем, розумiння їх структури, взаємодiї та динамiки. Основна iдея

полягає в тому, щоб розглядати об’єкт дослiдження як iнтегровану систему, що складається

з взаємопов’язаних елементiв, та вивчати взаємодiї мiж цими елементами з урахуванням їх

взаємозалежностi та впливу зовнiшнiх факторiв.

Основнi принципи наукового системного пiдходу включають:

Глобальний пiдхiд до аналiзу: Системний пiдхiд враховує всi аспекти та елементи си­

стеми, зосереджуючись на їх взаємодiї та впливi на систему в цiлому.

Iнтеграцiя: Вiн прагне iнтегрувати рiзнi аспекти дослiдження, такi як соцiальнi, еко­

номiчнi, технiчнi, культурнi тощо, в єдину систему розумiння.

Взаємозалежнiсть: Розглядаючи систему, враховується взаємозалежнiсть її елементiв,

а також їх взаємодiя та вплив на систему в цiлому.

Аналiз динамiки: Системний пiдхiд включає в себе аналiз динамiки системи, що дозво­

ляє розумiти її змiни та еволюцiю з часом.
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Моделювання: Використання математичних моделей та iмiтацiйних дослiджень для ро­

зумiння та прогнозування поведiнки системи.

Системний пiдхiд застосовується в рiзних галузях науки, включаючи бiологiю, еко­

логiю, соцiологiю, економiку, технiчнi науки тощо. Вiн дозволяє отримати бiльш повне та

глибше розумiння рiзноманiтних явищ та процесiв у природi та суспiльствi.

Пiдходячи до аналiзу соцiальних мереж з системної перспективи, слiд враховувати не

лише самi зв’язки мiж учасниками, але й їхню природу, напрямок та iнтенсивнiсть. Окрiм

того, важливо враховувати вплив зовнiшнiх факторiв, таких як культурнi, соцiальнi та еко­

номiчнi чинники, на структуру та динамiку соцiальної мережi.

Системний пiдхiд допомагає виявляти ключовi вузли та групи в мережi, а також пе­

редбачати можливi наслiдки змiн у її структурi чи взаємодiях мiж учасниками. Це дає

можливiсть розробляти стратегiї управлiння та впливу на соцiальнi мережi з метою до­

сягнення певних цiлей, будь то пiдвищення впливу, мобiлiзацiя ресурсiв чи змiна певних

поведiнкових патернiв.

Залучаючи системний пiдхiд до аналiзу соцiальних мереж, важливо визначити основнi

елементи та зв’язки, що складають цi мережi. Основнi елементи можуть включати iндивiдiв,

групи, спiльноти або органiзацiї, якi взаємодiють мiж собою. Зв’язки мiж цими елемента­

ми можуть бути рiзноманiтними, вiд дружби та спiвпрацi до конкуренцiї та взаємодiї на

рiзних рiвнях.

Зовнiшнi фактори, такi як культурнi, соцiальнi, економiчнi та полiтичнi чинники, також

мають суттєвий вплив на функцiонування соцiальних мереж. Наприклад, культурнi норми

та цiнностi можуть впливати на типи зв’язкiв, що формуються у мережi, тодi як економiчнi

умови можуть впливати на розподiл ресурсiв мiж учасниками мережi. Полiтичнi чинники

можуть впливати на правовий контекст, у якому функцiонує мережа, i визначати обмеження

або можливостi для її розвитку.

Розглядаючи соцiальнi мережi як складнi системи, необхiдно враховувати взаємодiю

мiж цими елементами та зовнiшнiми факторами. Це допомагає краще зрозумiти динамiку

та поведiнку мережi, а також розробляти ефективнi стратегiї управлiння та впливу на неї з

метою досягнення певних цiлей або розв’язання проблем.

Найчастiше в наукових дослiдженнях системний пiдхiд реалiзовують методами систем­

ного аналiзу.

Сучасний системний аналiз — прикладна наука, яка орiєнтована на вияснення причин

реальних складностей, якi виникають перед "власником проблеми"(звичайно — це конкретна

органiзацiя, установа, пiдприємство, колектив) та на формування варiантiв їх усунення ([15]).

Системний аналiз є методологiчним пiдходом до дослiдження та аналiзу складних си­

стем, що включають в себе взаємодiю рiзноманiтних елементiв. Цей пiдхiд використовується

в рiзних галузях науки та прикладних дисциплiнах для розумiння структури, функцiонува­

ння та динамiки систем.

Системний аналiз передбачає вивчення системи як цiлiсностi, ураховуючи взає­

мозв’язки мiж її складовими елементами. Основними етапами системного аналiзу є:
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Iдентифiкацiя системи: Це перший етап, на якому визначається об’єкт аналiзу та

обмеження системи. Це включає в себе визначення складових елементiв системи та їхнiх

взаємозв’язкiв.

Моделювання системи: На цьому етапi розробляються математичнi або концепту­

альнi моделi системи, якi вiдображають її структуру та функцiонування. Моделi можуть

бути використанi для аналiзу рiзних аспектiв системи та передбачення її поведiнки в рi­

зних умовах.

Аналiз системи: На даному етапi проводяться рiзнi аналiтичнi методи для вивчення

системи, включаючи аналiз структури, взаємозв’язкiв мiж елементами, потенцiйних проблем

та можливих шляхiв вдосконалення.

Прогнозування та управлiння: Iнформацiя, отримана в результатi аналiзу, може

бути використана для прогнозування поведiнки системи в майбутньому та розробки стратегiй

управлiння для досягнення певних цiлей.

1.2 Основнi задачi аналiзу соцiальних мереж

До ключових завдань, якi вирiшуються при аналiзi соцiальних мереж, таких як iденти­

фiкацiя впливових учасникiв, вивчення поширення iнформацiї та формування груп ([16]).

Iдентифiкацiя ключових учасникiв, груп та взаємозв’язкiв, якi формують структуру ме­

режi є важливою задачею, оскiльки вона дозволяє розумiти роль та вплив кожного учасника

на мережу в цiлому, а також виявляти ключовi вузли та групи, якi можуть мати великий

вплив на поширення iнформацiї, вплив чи потенцiйнi змiни в мережi .

Iдентифiкацiя ключових учасникiв та груп в соцiальних мережах може вклю­

чати такi завдання, як:

Визначення центральних вузлiв: Аналiз центральностi допомагає виявити учасникiв,

якi займають центральне положення в мережi. Це можуть бути особи або групи з великою

кiлькiстю зв’язкiв, якi впливають на передачу iнформацiї та взаємодiю в мережi.

Виявлення впливових груп: Дослiдження групової структури мережi дозволяє iденти­

фiкувати клiки або спiльноти, якi мають значний вплив на формування думок, прийняття

рiшень чи поширення iнформацiї.

Аналiз взаємодiй: Вивчення взаємодiй мiж учасниками допомагає виявити ключовi

вiдносини та патерни поведiнки, що можуть вказувати на потенцiйнi можливостi чи про­

блеми в мережi.

Виявлення вузлiв-перехрестiв: Iдентифiкацiя вузлiв, якi з’єднують рiзнi групи або пiд­

мережi, допомагає зрозумiти структуру мережi та потенцiйнi шляхи поширення iнформацiї

або впливу.

Iдентифiкацiя ключових учасникiв та взаємозв’язкiв у соцiальних мережах є важливою

складовою для розумiння та управлiння мережею, а також для розв’язання рiзноманiтних

завдань у сферах маркетингу, соцiологiї, полiтики тощо.
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Вивчення поширення iнформацiї в соцiальних мережах є ключовим завданням аналi­

зу, яке має велике значення в рiзних сферах, вiд маркетингу та реклами до соцiологiї та

психологiї. Це завдання дозволяє розумiти, як iнформацiя передається через мережу, якi

учасники мають найбiльший вплив на цей процес та як це може впливати на рiзнi аспекти

суспiльства та iндивiдуальну поведiнку.

При аналiзi поширення iнформацiї в соцiальних мережах важливо врахову­

вати наступнi аспекти:

Визначення впливових учасникiв: Iдентифiкацiя осiб або груп, якi мають найбiльший

вплив на поширення iнформацiї в мережi. Це можуть бути особи з великою кiлькiстю пiд­

писникiв або прихильникiв, якi активно дiляться контентом або впливають на думки та

переконання iнших учасникiв.

Аналiз властивостей iнформацiйного потоку: Дослiдження шляхiв, по яких iнфор­

мацiя поширюється в мережi, та виявлення ключових маршрутiв та вузлiв, через якi вона

проходить. Це допомагає розумiти механiзми поширення iнформацiї та прогнозувати її шля­

хи розповсюдження.

Вивчення реакцiї аудиторiї: Аналiз реакцiї користувачiв на iнформацiю, що поши­

рюється в мережi, включаючи обговорення, коментарi, лайки, ретвiти тощо. Це дозволяє

розумiти вплив контенту на аудиторiю та виявляти популярнi теми або погляди.

Виявлення вiрусних явищ: Вивчення процесiв, якi сприяють виникненню вiрусних тен­

денцiй та поширенню iнформацiйних "епiдемiй". Це допомагає розумiти механiзми, за якими

iнформацiя може швидко поширюватися та набирати популярнiсть у мережi.

Аналiз поширення iнформацiї в соцiальних мережах дозволяє розумiти, як iнформацiя

поширюється через мережу та як це може впливати на поведiнку та переконання учасни­

кiв мережi. Це важлива iнформацiя для розвитку маркетингових стратегiй, комунiкацiйної

полiтики та рiшень у сферах соцiальної та полiтичної дiяльностi.

Також важливим є розумiння процесiв формування груп та вивчення їх структури,

взаємодiй та впливу на поведiнку учасникiв мережi. Формування груп вiдображає складнi

соцiальнi взаємозв’язки та вiдображає внутрiшню динамiку мережi, що має значення для

розумiння соцiальних процесiв, виникаючих у мережi.

Основнi аспекти формування груп у соцiальних мережах включають:

Визначення структури груп: Iдентифiкацiя груп та пiдгруп у мережi, а також вивче­

ння їхньої органiзацiйної структури та внутрiшнiх взаємозв’язкiв.

Аналiз взаємодiй в групах: Вивчення взаємодiй та комунiкацiї мiж учасниками групи,

їх вплив на формування думок, прийняття рiшень та спiльнi дiї.

Вивчення впливу груп на поведiнку учасникiв: Аналiз впливу групових норм, цiнностей

та стереотипiв на поведiнку iндивiдiв в мережi, а також їхнiх дiй та реакцiй.

Виявлення ключових фiгур: Iдентифiкацiя лiдерiв, впливових осiб та осередкiв в групах,

якi можуть визначати тенденцiї та розвиток групи.

Дослiдження динамiки груп: Аналiз змiн у структурi, взаємодiях та впливi груп з ча­

сом, а також виявлення факторiв, що впливають на їх розвиток та дестабiлiзацiю.
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Розумiння формування груп у соцiальних мережах дозволяє краще зрозумiти соцiальнi

процеси та взаємодiю учасникiв мережi, що є важливим для розробки стратегiй комунiкацiї,

управлiння та впливу в мережi, а також для розвитку соцiальних програм та iнiцiатив.

Прогнозування та управлiння є ключовим завданням при аналiзi соцiальних мереж,

оскiльки дозволяє передбачати їхню поведiнку, розвиток та вплив, а також розробляти стра­

тегiї для ефективного управлiння цими мережами з метою досягнення певних цiлей. Це

завдання є критичним для багатьох сфер, включаючи маркетинг, полiтику, соцiальнi дослi­

дження та управлiння великими органiзацiями.

Основнi аспекти прогнозування та управлiння в соцiальних мережах вклю­

чають:

Прогнозування поведiнки: Аналiз попередньої дiяльностi та динамiки мережi допома­

гає прогнозувати майбутнi тенденцiї та змiни у взаємодiях мiж учасниками. На основi цих

прогнозiв можна розробляти стратегiї впливу та розвитку мережi.

Виявлення ключових впливових осiб: Iдентифiкацiя осiб, якi мають найбiльший вплив

в мережi, дозволяє зосередити зусилля на спiлкуваннi та спiвпрацi з ними для досягнен­

ня певних цiлей.

Управлiння iнформацiйним потоком: Аналiз розповсюдження iнформацiї в мережi до­

помагає керувати потоком iнформацiї та впливом на учасникiв мережi з метою досягнення

конкретних цiлей.

Вплив на мережу: Розробка стратегiй та дiй для впливу на думки, поведiнку та реакцiї

учасникiв мережi з метою досягнення певних результатiв, таких як збiльшення свiдомостi

про бренд, мобiлiзацiя груп для пiдтримки певних iнiцiатив тощо.

Оптимiзацiя взаємодiї: Виявлення оптимальних шляхiв взаємодiї та спiвпрацi мiж

учасниками мережi для досягнення синергетичних ефектiв та пiдвищення продуктивностi

мережi в цiлому.

Прогнозування та управлiння в соцiальних мережах допомагають розумiти, впливати

та адаптуватися до змiн у мережi, що є важливим для ефективної роботи у рiзних сфе­

рах дiяльностi.

1.3 Математичнi пiдходи для аналiзу соцiальних мереж

Сучаснi методи математичного моделювання та аналiзу соцiальних мереж визначаю­

ться не лише їхньою складнiстю та рiзноманiтнiстю, але й високою ступеню динамiчностi.

Передовi дослiдження у цiй галузi розкривають не лише структуру соцiальних мереж, а

й їхню еволюцiю в часi, взаємозв’язки мiж учасниками, поширення iнформацiї та впливо­

вiсть окремих агентiв.

Також розвиток комп’ютерних технологiй та методiв обробки даних вiдкриває новi пер­

спективи для аналiзу великих обсягiв iнформацiї, якi є характерними для соцiальних мереж.

Використання штучного iнтелекту та машинного навчання дозволяє автоматизувати процес
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аналiзу та виявлення закономiрностей у поведiнцi учасникiв мережi, що сприяє бiльш точно­

му прогнозуванню та розробцi ефективних стратегiй управлiння соцiальними мережами.

Таким чином, огляд сучасних методiв математичного моделювання та аналiзу соцiаль­

них мереж вiдображає не лише розмаїття пiдходiв, а й постiйний пошук нових iнновацiйних

методик, спрямованих на бiльш глибоке розумiння та краще управлiння цими складними

системами.

Успiшнiсть розв’язання конкретної прикладної задачi аналiзу процесу поширення iн­

формацiї в соцiальнiй мережi залежить вiд вибору моделi й апарату, який би вiдповiдав

особливостям дослiджуваної проблеми.

Точнi науки мають цiлу низку пiдходiв до моделювання процесiв в iнформацiйно-кому­

нiкативному просторi, кожен з яких має свої сильнi та слабкi сторони.

Математичнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiальних мережах в залежностi

вiд функцiй моделювання умовно можна роздiлити на чотири загальнi класи ([17]):

– описовi моделi;

– iмiтацiйнi моделi;

– оптимiзацiйнi моделi;

– моделi прийняття рiшень.

Описовi моделi вiдiграють важливу роль у аналiзi соцiальних мереж, надаючи можли­

вiсть систематичного опису їхньої структури, взаємозв’язкiв та властивостей. Призначення

описових моделей для аналiзу соцiальних мереж полягає в розумiннi та iнтерпретацiї скла­

дних соцiальних взаємодiй, що вiдбуваються в цих мережах, а також вiдображеннi їхнiх

ключових аспектiв.

Описовi моделi характеризуються наявнiстю емпiричних даних, мiстять невелику кiль­

кiсть елементiв. Вони базуються на методах теорiї ймовiрностi та статистичної теорiї рiшень

(прийняття рiшень в умовах "природної"невизначеностi), теорiї надiйностi та теорiї масово­

го обслуговування, теорiї експертних оцiнок ([18] - [20]).

Оптимiзацiйнi моделi в контекстi аналiзу соцiальних мереж вiдiграють ключову роль

у вирiшеннi рiзноманiтних завдань, спрямованих на максимiзацiю ефективностi, впливу та

досягнення стратегiчних цiлей в мережi, дозволяють ефективно аналiзувати, прогнозувати

та управляти взаємодiями мiж учасниками, що в свою чергу сприяє досягненню стратегiчних

цiлей та покращенню результатiв в рiзних сферах дiяльностi ([21] - [25]).

Оптимiзацiйнi моделi крiм рiвнянь та нерiвностей, що задають предметну область, мi­

стять критерiй оцiнки стану складної динамiчної системи, використовують апарат лiнiйного

та динамiчного програмування, теорiї оптимальних керувань, дискретної оптимiзацiї, вклю­

чаючи теорiю графiв ([26] - [30]).

Моделi прийняття рiшень в контекстi аналiзу соцiальних мереж вiдiграють ключову

роль у вирiшеннi рiзноманiтних завдань, пов’язаних з оптимiзацiєю та керуванням взає­

модiями мiж учасниками, дозволяють ефективно аналiзувати, прогнозувати та управляти

взаємодiями мiж учасниками, що в свою чергу сприяє досягненню стратегiчних цiлей та

покращенню результатiв в рiзних сферах дiяльностi.
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Моделi прийняття рiшень умовно подiляються на моделi iндивiдуального (багато­

критерiальне прийняття рiшень) та колективного прийняття рiшень, коли теорiя iгор

використовується при прийняттi рiшень в умовах iгрової невизначеностi ([31] - [34]).

Окрему, важливу роль при розробцi та аналiзi моделей поширення iнформацiї в соцiумi

мають iмiтацiйнi моделi. Вони дозволяють проводити чисельне моделювання з метою аналi­

зу процесу поширення iнформацiї, базуються на апаратi маркiвських ланцюгiв, скiнченних

автоматiв або методах розподiленого штучного iнтелекту, так званi багатоагентнi системи

([22], [35] -[44]), диференцiальних рiвнянь та рiзницевих рiвнянь ([45] - [77]).

Саме такi моделi розглянемо детальнiше далi.

1.4 Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi

Розглянемо далi детальнiше iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi.

1.4.1 Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi

на основi багатоагентних систем

За [22] агент — це деяка абстрактна сутнiсть, що володiє активнiстю, автономною по­

ведiнкою, може приймати рiшення вiдповiдно до деякого набору правил, може взаємодiяти

з оточенням та iншими агентами, а також може сама еволюцiонувати. Багатоагентнi моделi

застосовуються з метою отримання уявлення щодо загальної поведiнки таких систем, вияви­

ти правила функцiонування систем з урахуванням припущень про iндивiдуальну поведiнку

її окремих агентiв. Вона базуються на принципах:

– модель складається з популяцiї простих агентiв;

– не iснує єдиного агенту (центру), що направляє iнших агентiв;

– не iснує єдиного правила в системi, яке б описувало глобальну поведiнку.

Як приклад багатоагентної системи розглянемо нейроподiбну модель процесу розпо­

всюдження iнформацiї в соцiумi, розробка i аналiз яких проводився в роботах [40] - [44].

Аналiзується соцiальна мережа 𝑆, що складається з заданої 𝑁 кiлькостi осiб, якi потен­

цiйно спроможнi засвоїти iнформацiйне повiдомлення. Вважається, що кожнiй людинi в цiй

моделi вiдповiдає вузол в нейроннiй мережi, що обмiнюються мiж собою повiдомленнями.

Кожна особа знайома або має можливiсть спiлкуватись з 𝑛𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 iншими людьми в

соцiумi. Без обмеження загальностi вважається можливим, що iснують такi номери 𝑘 ∈ 1,𝑁

учасникiв процесу поширення iнформацiї, для яких 𝑛𝑘 = 𝑁 − 1, 𝑘 ∈ 1,𝑁 . Очевидно, що

якщо 𝑖-ий член соцiуму (𝑖 ∈ 1,𝑁) спiлкується з 𝑗-им членом соцiуму (𝑗 ∈ 1,𝑁), то й 𝑗-ий

член соцiуму (𝑗 ∈ 1,𝑁) спiлкується з 𝑖-им членом соцiуму (𝑖 ∈ 1,𝑁). Таку структуру можна
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представити у виглядi графу, де кожна вершина графа представляє собою члена соцiумi, а

ребро мiж двома вершинами означає те, що особи знайомi або спiлкуються мiж собою. Цей

граф задається симетричною матрицею iнцидентностi 𝑅 = {𝑟𝑖𝑗}𝑁𝑖,𝑗=1, що складається з 0 та

1, де 0 у позицiї (𝑖,𝑗), 𝑖,𝑗 ∈ 1,𝑁 означає, що людина 𝑖 не спiлкується з людиною 𝑗, а 1 —

людина 𝑖 знайома з людиною 𝑗.

Кожну людину з соцiуму характеризує також набiр додаткових параметрiв. По-перше,

кожен неоднаково ставиться до отриманної iнформацiї: в данiй моделi кожна людина має свiй

коефiцiєнт 𝐼𝑖, 𝐼𝑖 ∈ [0,1], 𝑖 = 1,𝑁 , що вiдображає її сприятливiсть до iнформацiї. По-друге,

кожен по рiзному сприймає вплив з боку свого мережевого оточення. Це формалiзується за

допомогою вектора, що задає рiвень довiри 𝑖, 𝑖 ∈ 1,𝑁 члена соцiумi до кожного, хто з нею

спiлкується, у виглядi 𝑇𝑖 = (𝑡𝑖1, 𝑡𝑖2, . . . , 𝑡𝑖𝑁), 𝑖 = 1,𝑁 , де 𝑡𝑖𝑗 ∈ [0,1], 𝑡𝑖𝑖 = 1, 𝑖,𝑗 = 1,𝑁 , причому

𝑡𝑖𝑗 = 0, 𝑖,𝑗 = 1,𝑁 , якщо вiдповiдний йому елемент матрицi 𝑟𝑖,𝑗 = 0, 𝑖,𝑗 = 1,𝑁 .

Припускається, що протягом часового промiжку 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) вiдбувається iнформацiй­

ний вплив на соцiум.

Через 𝐿 ∈ [0,1] позначається певний порiг сприйнятливостi iнформацiйного повiдомле­

ння. При цьому вважається, що iнформацiйне повiдомлення ефективно подiяло на 𝑖-го члена

соцiуму (𝑖 = 1,𝑁), якщо його ставлення 𝑖𝑖 > 𝐿, 𝑖 = 1,𝑁 .

Також вводиться до розгляду вектор 𝐻0 = (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑁), що характеризує тих членiв

соцiуму, якi є прихильниками iнформацiйного повiдомлення ще до того, як воно починає

поширюватись.

Вважається, що в мережi вiдбувається мiжособистiснi комунiкацiї. Сприятливiсть до iн­

формацiйного повiдомлення кожного з членiв соцiуму може з часом змiнитись в залежностi

вiд його оточення. Змiна сприятливостi з часом описується моделю нейроподiбного елементу

вигляду:

𝐼𝑖(𝑡) =
1

𝑛𝑖 + 1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑡𝑖𝑗𝐼𝑗(𝑡)− 𝐼𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Змiна ставлення кожного члена соцiуму спостерiгається дискретно. Поклавши без обме­

ження загальностi iнтервал дискретизацiї ∆𝑡 = 𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗 = 1, 𝑗 = 1,𝑁 − 1, отримується

рiвняння у наступнiй формi:

𝐼𝑖(𝑡+ 1) =
1

𝑛𝑖 + 1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑡𝑖𝑗𝐼𝑗(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁, 𝑡 ∈ (0,𝑇 − 1). (1.1)

Таким чином, на кожному послiдовному кроцi дискретизацiї переобчислюються кое­

фiцiєнти сприятливостi до iнформацiйного повiдомлення кожного члена соцiуму на основi

середнього значення думки оточення цього члену соцiуму з врахуванням рiвня довiри до

кожної людини з цього оточення.

На кожному кроцi також на основi обчислених значень 𝐼𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 обчислюються зна­

чення компонент вектора 𝐻0 вiдповiдно до порогу 𝐿.

Якщо на деякому кроцi виконується спiввiдношення 𝐻(𝑡) = 𝐻(𝑡− 1), 𝑡 ∈ (1, 𝑇 ), тоб­

то iнформацiйне повiдомлення бiльше не впливає на жодного члена з соцiуму, або, якщо
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𝐻(𝑡) = (1, 1, . . . , 1), тобто усi особи вже знаходяться пiд впливом iнформацiйного повiдом­

лення, алгоритм зупиняється.

1.4.2 Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi

на основi систем звичайних диференцiальних рiвнянь

Оскiльки процес поширення iнформацiї має певну динамiку в часi, то доцiльною є по­

будова математичних моделей у виглядi системи звичайних диференцiальних рiвнянь. Для

систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь вже напрацьований потужний апарат в теорiї

диференцiальних рiвнянь, в силу лiнiйностi вони є зручними для аналiзу, але такi моделi

претендують лише на наближене вiдображення процесу обмiну iнформацiєю в соцiальних

групах. Бiльш адекватними по вiдношенню до предметної областi є математичнi моделi,

представленi у виглядi систем нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Але робота з даними

моделями є складнiшою, наприклад, в загальному випадку такi системи нелiнiйних дифе­

ренцiальних рiвнянь є нерозв’язними аналiтично, i тому виникає потреба користуватись

чисельними методами, якi дають лише наближенi результати. Попри все, навiть такi резуль­

тати дають нову iнформацiю, яка дає можливiсть бiльш глибоко аналiзувати i дослiджувати

процеси в соцiо-комунiкативний сферi, що, в свою чергу, дозволяє збiльшити загальну кiль­

кiсть знань про них.

Розглянемо далi детальнiше деякi математичнi моделi процесу поширення iнформацiї

в соцiумi, представлених у виглядi системи диференцiальних рiвнянь.

1.4.2.1 Моделi на основi систем звичайних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь

Розглянемо модель поширення iнформацiї, запропоновану в роботi [45]. ЇЇ особливiстю

є те, що розглядається три учасника процесу поширення iнформацiї в соцiумi: двi проти­

дiючi (ворогуючi) одна однiй сторони, якi за свою цiль ставлять збiльшити кiлькiсть своїх

прихильникiв, i третя сторона — миротворцi, що своїми iнформацiйними дiями зменшують

кiлькiсть активних учасникiв конфлiкту.

Позначимо через 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) кiлькiсть прихильникiв однiєї з ворогуючих сторiн,

𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — кiлькiсть прихильникiв iншої ворогуючої сторони. Кiлькiсть миротворцiв в

момент часу 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) моделюватимемо за допомогою функцiї 𝑥3(𝑡). Тодi модель поширення

iнформацiї в соцiумi, що характеризується двома протидiючими сторонами та миротворцями,
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набуде вигляду задачi Кошi:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥1(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝑥3(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0

1,

𝑥̇2(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥2(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝑥3(𝑡), 𝑥2(0) = 𝑥0
2,

𝑥̇3(𝑡) = 𝑐(𝑡)𝑥1(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑥2(𝑡), 𝑥3(0) = 𝑥0
3,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.2)

де 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — iнтенсивнiсть мiжособистiсного спiлкування серед членiв ворогуючих

сторiн, функцiя 𝑏(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) – характеризує процес вiдмови вiд "ворожнечi"представникiв

протидiючих сторiн, 𝑐(𝑡), 𝑗 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — iнтенсивнiсть, з якою представники ворогуючих

сторiн вiдмовляються вiд ворожнечi i починають поширювати iдеї миротворцiв.

Також в роботi [45] наведено вигляд аналiтичних розв’язкiв для окремих випадкiв си­

стеми (1.2), а також сформульованi результати дослiдження стiйкостi системи (1.2) в околах

особливих точок.

Аналiз моделей типу (1.2) проводився також в роботах [47] - [52].

1.4.2.2 Моделi на основi систем звичайних нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь

Розглянемо математичну модель процесу поширення iнформацiї на основi системи зви­

чайних нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, що побудована на тих же принципах, що i

модель (1.2). Її аналiз наведено в роботi [53].

Увiвши позначення 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) для кiлькостi прихильникiв однiєї з ворогуючих

сторiн, 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — кiлькiсть прихильникiв iншої ворогуючої сторони, 𝑥3(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

— кiлькостi миротворцiв, отримаємо модель такого вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1(𝑡) = 𝑏1(𝑡)𝑥1(𝑡) + 𝑏2(𝑡)𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)−
−𝑏3(𝑡)𝑥3(𝑡)− γ1(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0

1,

𝑥̇2(𝑡) = 𝑏4(𝑡)𝑥2(𝑡) + 𝑏5(𝑡)𝑥1(𝑡)𝑥2(𝑡)−
−𝑏6(𝑡)𝑥3(𝑡)− γ2(𝑡), 𝑥2(0) = 𝑥0

2,

𝑥̇3(𝑡) = α1(𝑡)𝑥1(𝑡) + α2(𝑡)𝑥2(𝑡)+

+α3(𝑡)𝑥3(𝑡), 𝑥3(0) = 𝑥0
3,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.3)

де 𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,6, α𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — параметри iнтенсивностi спiлкування мiж рiзними

сторонами-учасниками процесу поширення iнформацiї, а функцiї γ𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) —

характеризують механiзм забування iнформацiї представниками ворогуючих сторiн.

Ще один вид математичних моделей представлених у формi системи нелiнiйних дифе­

ренцiальних рiвнянь наведено в роботi [54] - [55].

Наведемо далi основнi припущення, на основi яких будується модель.

В найпростiшому випадку є соцiальна спiльнота, кiлькiсть членiв якої 𝐿 осiб, що по­

тенцiйно можуть пiддатися впливу 𝑁 не спiвпадаючих мiж собою по змiсту iнформацiйних



16

повiдомлень типу 1 (𝐼1), типу 2 (𝐼2), . . . , типу 𝑁 (𝐼𝑁)). Нехай в момент часу 𝑡 = 0 всi дже­

рела iнформацiї одночасно починають її транслювати, в результатi чого 𝑁 iнформацiйних

повiдомлень розповсюджуються в середовищi спiльноти. Тодi кiлькiсть осiб, що засвоїли 𝑖-е

iнформацiйне повiдомлення (𝑖 = 1,𝑁), позначимо як 𝑥𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Припускаємо, що:

1. кожен з потокiв 𝐼𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 розповсюджується серед спiльноти по двом iнформацiй­

ним каналам:

– «зовнiшнiй» по вiдношенню до спiльноти. Iнтенсивнiсть розповсюдження iн­

формацiї по цьому каналу для 𝐼𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 характеризується параметром 𝑎𝑖(𝑡),

𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 );

– «внутрiшнiй» канал — мiжособистiсне спiлкування членiв соцiальної спiль­

ноти (його iнтенсивнiсть для 𝐼𝑖, 𝑖 = 1,𝑁 характеризується параметром 𝑏𝑖(𝑡),

𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). В результатi такого спiлкування люди, що сприйняли повi­

домлення 𝐼𝑖-типу, 𝑖 = 1,𝑁 (їх число рiвне величинi 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 )),

впливаючи на ще не охоплених членiв соцiуму (їх чисельнiсть рiвна вели­

чинi
(︁
𝐿−

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑥𝑘(𝑡)

)︁
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 )), вносять свiй «особистий» вклад в процес

поширення iнформацiйного повiдомлення;

2. швидкостi змiни числа людей, що сприйняли повiдомлення 𝐼𝑖-типу, 𝑖 = 1,𝑁 (тобто

число осiб, що сприйняли повiдомлення 𝐼𝑖-типу, 𝑖 = 1,𝑁 в момент часу 𝑡 ∈ (0,𝑇 ))

складаються з:

– швидкiсть змiни числа людей, що сприйняли повiдомлення 𝐼𝑖-типу (𝑖 =

= 1,𝑁 ) через зовнiшнiй канал, ЗМI (вона пропорцiйнi добутку iнтен­

сивностi зовнiшнього впливу 𝑎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та числа ще не

охоплених членiв спiльноти
(︁
𝐿−

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑥𝑘(𝑡)

)︁
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 )), задається функцiєю

𝑎𝑖(𝑡)
(︁
𝐿−

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑥𝑘(𝑡)

)︁
, 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 );

– швидкiсть змiни числа людей, що сприйняли повiдомлення 𝐼𝑖-типу (𝑖 = 1,𝑁)

через внутрiшнiй канал, мiжособистiсне спiлкування (вона пропорцiйнi до­

бутку iнтенсивностi мiжособистiсного спiлкування 𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

числа осiб, що вже засвоїли iнформацiйне повiдомлення 𝐼𝑖-типу (𝑖 = 1,𝑁) та

числа ще не охоплених членiв спiльноти
(︁
𝐿−

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑥𝑘(𝑡)

)︁
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 )), задає­

ться функцiєю 𝑏𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)
(︁
𝐿−

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑥𝑘(𝑡)

)︁
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Параметри 𝑎𝑖(𝑡), 𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) характеризують не тiльки iнтенсивностi iнфор­

мацiйного впливу, але й схильнiсть до його сприйняття. Таким чином, частина спiльноти,

що на момент часу 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) ще не засвоїла жодне з повiдомлень (її гiпотетичний «сере­

днiй» представник, який з самого початку був нейтральним по вiдношенню до будь-якого з

iнформацiйних повiдомлень 𝐼𝑖-о типу (𝑖 = 1,𝑁) засвоює iнформацiю тим швидше, чим бiльшi

величини 𝑎𝑖(𝑡), 𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 )). При цьому, навiть якщо, наприклад, вплив iнформа­

цiйного повiдомлення 𝐼1-о типу свiдомо бiльше за вплив будь-якого з повiдомлень 𝐼𝑖-о типу

(𝑖 = 2,𝑁) (тобто 𝑎1(𝑡) > 𝑎𝑖(𝑡), 𝑏1(𝑡) > 𝑏𝑖(𝑡), 𝑖 = 2,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 )), частина членiв спiльноти все
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одно засвоїть iнформацiйне повiдомлення 𝐼𝑖-о типу (𝑖 = 1,𝑁) (тобто не має повної монополiї

одного виду iнформацiї по вiдношенню до iншої).

На основi вищенаведених припущень отримаємо таку задачу Кошi:

𝑥̇𝑖 = (𝑎𝑖(𝑡) + 𝑏𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡))×

×

(︃
𝐿−

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘(𝑡)

)︃
, 𝑥𝑖(0) = 𝑥0

𝑖 , 𝑖 = 1,𝑁, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.4)

Позначивши через 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) кiлькiсть осiб, що засвоїли 𝑖-е iнформацiйне

повiдомлення (𝑖 = 1,𝑁), отримаємо таку модель:

𝑥̇𝑖(𝑡) =
[︁
(𝐴(𝑡),𝑒𝑖) +

∑︀𝑁
𝑘=1

(︀
𝐵(𝑡)𝑒𝑖,𝑒𝑘

)︀
ln𝑥𝑖(𝑡, 𝑓(·))

]︁
𝑥𝑖(𝑡, 𝑓(·)),

𝑥𝑖(0) = 𝑥0
𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑛, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

(1.5)

де 𝐴(𝑡) ∈ 𝑅𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 )— матриця iнтенсивностi зовнiшнього впливу, 𝐵(𝑡) ∈ 𝑅𝑁×𝑁 — матриця

iнтенсивностi мiжособистiсного спiлкування; вектор 𝑒𝑖 — 𝑖-ий орт, 𝑖 = 1,𝑁 .

1.4.3 Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi

на основi моделей поширення iнфекцiйних захворювань

Останнi претендують на адекватне представлення процесiв в соцiо-комунiкативному

просторi в силу подiбностi процесу отримання та передачi iнформацiї з перебiгом вiрусного

захворювання, при якому iнфiкована людина передає збудник хвороби здоровим представ­

никам популяцiї.

Однiєю iз базових моделей поширення iнфекцiйних захворювань в групi осiб є модель

SIR (модель Кермака-МакКендрiка [74]) — система iз трьох диференцiальних рiвнянь, якi

вiдображають динамiку кiлькостi сприйнятливих до захворювання (𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )), кiлькостi

iнфiкованих (𝐼(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )) та кiлькостi одужавших осiб (𝑅(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆̇(𝑡) = −α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡),

𝐼(𝑡) = α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡),
𝑅̇(𝑡) = β(𝑡)𝐼(𝑡)

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.6)

тут α(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — параметр iнтенсивностi iнфiкування; β(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — параметр iн­

тенсивностi одужання.

Ця модель стала базовою для багатьох подальших дослiджень задач моделювання про­

цесiв поширення iнфекцiйних захворювань, наприклад, [75]-[77]. У нiй передбачається, що

швидкостi зараження i одужання суттєво перевищують темпи народжуваностi i смертностi,

тому цi останнi фактори в моделi iгноруються.

У випадку деяких захворювань важливо брати до уваги збiльшення групи сприйня­

тливих до захворювання. Тому постає необхiднiсть у включеннi народжених та померлих.



18

Отримуємо модель SIR з включення народжуваностi та смертностi (наприклад, [78]):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆̇(𝑡) = −α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑇 )− µ(𝑁 − 𝑆(𝑡)),

𝐼(𝑡) = α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ,
𝑅̇(𝑡) = β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ𝑅(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.7)

де µ — постiйний коєфiцiент, що описує темпи народжуваностi та смертностi, якi вважаються

однаковими для всiх груп, а 𝑁 — кiлькiсть населення.

Можна отримати модель SIS iз SIR, якщо брати до уваги, що особи, якi одужали, не

отримують нiякого iмунiтету до захворювання, тому переходять до групи сприйнятливих:{︃
𝑆̇(𝑡) = −α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑇 )− µ(𝑁 − 𝑆(𝑡)) + β(𝑡)𝐼(𝑡),

𝐼(𝑡) = α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ,
𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.8)

У цiй моделi залишаємо лише два рiвняння для сприйнятливих та iнфiкованих, причо­

му порiвняно iз попередньою моделлю, додаємо тих, хто видужав, до групи сприятливих

(наприклад, [79]).

Наступна модель SIRS (наприклад, [80]) передбачена для ситуацiї короткострокового

iмунiтету. Тобто одужалi згодом повертаються до групи сприйнятливих. Тодi модель має

вигляд системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆̇(𝑡) = −α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑇 )− µ(𝑁 − 𝑆(𝑡)) + σ𝑅(𝑡),

𝐼(𝑡) = α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ,
𝑅̇(𝑡) = β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ𝑅(𝑡)− σ𝑅(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.9)

де σ — середня швидкiсть втрати iмунiтету.

Якщо до базової моделi (1.6) додати компоненти, якi вiдповiдають за процеси народжу­

ваностi та смертностi, то одержимо систему нелiнiйних диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑆̇(𝑡) = −α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− µ1(𝑡)𝑆(𝑡) + γ(𝑡),

𝐼(𝑡) = α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ2(𝑡)𝐼(𝑡),

𝑅̇(𝑡) = β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ3(𝑡)𝑅(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.10)

яка є SIR моделлю з врахуванням життєвого циклу населення, де µ1(𝑡), µ2(𝑡), µ3(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

— параметри рiвня смертностi у вiдповiдних групах; γ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — параметр народжу­

ваностi.

Це система нелiнiйних диференцiальних рiвнянь й немає узагальненого аналiтичного

розв’язку. Але коли виконується умова:

𝑆̇(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝑅̇(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.11)

то аналiтичними методами можна отримати точний розв’язок для системи (1.6) та (1.10) з

стацiонарними параметрами, що продемонстровано, наприклад, в роботах [56] та [71].

Також цiкавими є стохастичнi SIR моделi, наприклад, вигляду:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆(𝑡) = (−α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− µ1(𝑡)𝑆(𝑡) + γ(𝑡))𝑑𝑡−
−φ𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝐼(𝑡) = (α(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ2(𝑡)𝐼(𝑡))𝑑𝑡+

+φ(𝑡)𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑊 (𝑡),

𝑑𝑅(𝑡) = (β(𝑡)𝐼(𝑡)− µ3(𝑡)𝑅(𝑡))𝑑𝑡,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.12)
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де φ(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — додатна функцiя; 𝑊 (𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiнерiвський процес; 𝑑𝑊 (𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — стохастичний диференцiал процесу 𝑊 (𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) в розумiннi Iто.

Для стохастичних SIR моделей є низка робiт, в яких наведено аналiз стохастичної стiй­

костi таких моделей та результати комп’ютерного статистичного моделювання моделювання

([60]-[63]).

Для дослiдження процесу поширення iнформацiї в соцiумi доцiльно також використову­

вати напрацювання теорiї рiзницевих рiвнянь. Найчастiше для даної задачi використовують

системи рiзницевих рiвнянь, отриманих з систем звичайних диференцiальних рiвнянь, або

епiдемiологiчнi моделi.

Одними з найбiльш дослiджуваними епiдемiологiчними моделями на основi рiзницевих

рiвнянь є SI та SIR, опис яких, наприклад, наведено в роботах [64]-[77].

На основi припущень, якi формулюються для епiдемiологiчних моделей, запропонуємо

модель поширення довiльної кiлькостi iнформацiйних повiдомлень.

Позначимо через 𝑆(𝑘), 𝑘 = 0,𝑀 — кiлькiсть людей, що ще не засвоїли жодного iнфор­

мацiйного повiдомлення, в момент часу 𝑘, 𝐼𝑗(𝑘), 𝑗 = 1,𝑁 , 𝑘 = 0,𝑀 — кiлькiсть людей, що

засвоїли 𝑗-е iнформацiйне повiдомлення (𝑗 = 1,𝑁) i поширюють його серед ще не охопленої

частини соцiуму, в момент часу 𝑘, 𝐻(𝑘), 𝑘 = 0,𝑀 — кiлькiсть осiб, що засвоїли повiдом­

лення, але вже не поширюють його (перехворiли), в момент часу 𝑘. Тодi отримаємо таку

систему рiзницевих рiвнянь.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆(𝑘 + 1) = (1−
∑︀𝑁

𝑗=1 α𝑗(𝑘))𝑆(𝑘),

𝐼𝑗(𝑘 + 1) = α𝑗(𝑘)𝑆(𝑘)+

+(1− β𝑗(𝑘))𝐼𝑗(𝑘) + γ1(𝑘)𝐻(𝑘),

𝐻(𝑘 + 1) =
∑︀𝑁

𝑗=1 β𝑗(𝑘)𝐼𝑗(𝑘)+

+(1−
∑︀𝑁

𝑗=1 γ𝑗)𝐻(𝑘),

𝑆(0) = 𝑆0,𝐼𝑗(0) = 𝐼0𝑗 ,𝐻(0) = 𝐻0, 𝑗 = 1,𝑁,

𝑘 = 0,𝑀 − 1,

де α𝑗(𝑘), 𝑘 = 0,𝑀 — iнтенсивнiсть, з якою вiдбувається зараження збудником хвороби в мо­

мент 𝑘 = 0,𝑀 , β𝑗(𝑘), 𝑘 = 0,𝑀 — iнтенсивнiсть, з якою вiдбувається одужання в момент

𝑘 = 0,𝑀 .

1.4.4 Iмiтацiйнi моделi процесу поширення iнформацiї в соцiумi

на основi гiбридних моделей

Данi моделi включають в себе поєднання декiлькох з вищенаведених пiдходiв.

Розглянемо гiбридну математичну модель, представлену в роботi [44].

Через 𝑢(𝑥,𝑡) : (𝑥,𝑡) → [0,1], 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] позначається функцiя рiвня розповсюдження

iнформацiйного повiдомлення в межах заданого соцiуму обсягом 𝑥 осiб, що не перевищує

наперед визначеної величини 𝐴, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝐴.
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Змiна впливу (концентрацiї) iнформацiйного повiдомлення моделюється за допомогою

рiвняння дифузiї. Цей процес аналогiчний розповсюдженню деякої речовини протягом кон­

кретного часового iнтервалу 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] i може бути описаний рiвнянням:

𝑑𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑘(𝑡)

𝑑2𝑢(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2
, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ],

з початковою умовою 𝑢(𝑥,0) = 0 та крайовою умовою 𝑢(𝐴,𝑡) = 1, де 𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] — коефi­

цiєнт, що характеризує влив iнформацiйного повiдомлення (аналог коефiцiєнта дифузiї) i є

пропорцiйним швидкостi змiни частини соцiуму, що сприйняла iнформацiйне повiдомлення.

Соцiум розбивається на три пiдгрупи: на чутливих до iнформацiйного повiдомлення

𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]; тих, що вже сприйняли iнформацiйне повiдомлення 𝑦2(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]; i байду­

жих до нього 𝑦3(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. На основi моделi Кермана-Маккендрiка записується система

диференцiальних рiвнянь, що описує процес розповсюдження iнформацiйного повiдомлення.

Її розв’язки, вiдповiдно, визначають кiлькiсть осiб в кожнiй з окремих пiдгруп:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦̇1 = −𝑦1𝑦2,

𝑦̇2 = 𝑦 − 1𝑦2 − 𝑦2,

𝑦̇3 = 𝑦2,

𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

У силу такої постановки задачi величина 𝐴 залежатиме вiд часу, при чому 𝐴 = 𝐴(𝑡) =

= 𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Крiм цього припускається, що 𝑘(𝑡) = µ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Функцiя 𝑢(𝑥,𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] знаходиться у виглядi 𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑋(𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Тодi для

будь-якого моменту часу 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] величина рiвня впливу iнформацiйного повiдомлення об­

числюється за формулами:

𝑢(𝑥,𝑡) = µ

(︂
1− exp

{︂
−𝑥(𝑡)

µ

}︂)︂
,

0 ⩽ 𝑥(𝑡) ⩽ 𝑦1(𝑡) + 𝑦2(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Цей розв’язок може бути узагальнений за умов припущення, що частина групи, яка

не сприйнятлива до iнформацiйного повiдомлення, може через деякий час знову сприйняти

його, збiльшуючи кiлькiсть осiб в групi 𝑦1(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. Цей процес перiодично повторюється.

Аналiз подiбних моделей наводився також в роботах [81]—[83]

1.5 Переваги та недолiки використання моделей популяцiйної

динамiки

Визначення сильних сторiн та обмежень пiдходу, що базується на моделях популяцiйної

динамiки для аналiзу соцiальних мереж, виявляється критичним для розумiння придатностi

та ефективностi цього методу. Моделi популяцiйної динамiки дозволяють розглядати вза­

ємодiї мiж учасниками мережi як процеси, що змiнюються з часом, а також враховувати
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динамiку змiни кiлькостi та властивостей учасникiв. Проте, важливо врахувати як сильнi

сторони, так i обмеження такого пiдходу.

Сильнi сторони: Моделювання динамiки популяцiї: Моделi популяцiйної динамiки

дозволяють розглядати еволюцiю мережi в часi, що є критичним для розумiння її структу­

ри та функцiонування.

Врахування впливу зовнiшнiх факторiв: Цi моделi можуть враховувати зовнiшнi впли­

ви, такi як змiни в середовищi, технологiчнi iнновацiї або соцiально-економiчнi тенденцiї, що

дозволяє прогнозувати реакцiю мережi на такi змiни.

Аналiз стiйкостi та резистентностi: Моделi популяцiйної динамiки дозволяють оцi­

нити стiйкiсть мережi до рiзних видiв впливiв та виявити ключовi фактори, що впливають

на її функцiонування.

Обмеження:

Спрощена представлення реальностi: Моделi популяцiйної динамiки часто ґрунтую­

ться на спрощених припущеннях про поведiнку учасникiв мережi, що може призвести до

втрати важливих деталей та нюансiв реальних соцiальних процесiв.

Потреба у великiй кiлькостi даних: Для ефективного застосування моделей популяцiй­

ної динамiки потрiбнi обширнi данi про учасникiв мережi, їхнi взаємодiї та характеристики,

що може бути складним для збирання та аналiзу.

Чутливiсть до параметрiв: Деякi моделi можуть бути дуже чутливими до вибору

параметрiв, що може ускладнити їхнє використання та iнтерпретацiю результатiв.

Розумiння сильних сторiн та обмежень пiдходу, що базується на моделях популяцiйної

динамiки, дозволяє ефективно використовувати цей метод для аналiзу соцiальних мереж та

враховувати його обмеження при iнтерпретацiї результатiв.
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Роздiл 2. ОЦIНЮВАННЯ В ПОПУЛЯЦIЙНИХ МОДЕЛЯХ

ПОШИРЕННЯ IНФОРМАЦIЇ

Однiєю iз задач, яка виникає при розробцi математичних моделей динамiчних процесiв,

є побудова алгоритмiв оцiнювання параметрiв моделi за умови наявностi спостережень за

дослiджуваною системою.

Не менш важливою задачею, роз’язок якої дозволяє ефективно працювати з матема­

тичною моделлю поширення iнформацiї у соцiумi, є задача знаходження прогнозних оцiнок.

Цiй проблематицi придiляється увага в роботах [88] - [92].

Постановки задач, що розглядаються в цьому роздiлi, були сформульованi в [93] - [97].

Основнi результати розв’язку цих задач були опублiкованi в роботах [98] - [103].

2.1 Оптимальнi та гарантованi оцiнки нестацiонарних параметрiв

диференцiальних рiвнянь

2.1.1 Випадок неперервних спостережень

Нехай на iнтервалi 𝑡 ∈ (0,𝑇 )) вiдстежується вектор-функцiя 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑁 , яка є узагаль­

неним розв’язком рiвняння:

𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡))φ(𝑡) + 𝑓(𝑡,𝑥(𝑡)) + η(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.1)

де 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — задана матрична функцiя розмiрностi 𝑁× ×𝑀 , 𝑓(𝑡,𝑥(𝑡)) ∈ 𝑅𝑀 ,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — задана вектор-функцiя, φ(𝑡) ∈ 𝑅𝑀 , η(𝑡) ∈ 𝑅𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — невiдомi вектор­

функцiї.

Позначимо через 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ) та 𝐿2,𝑁(0,𝑇 ) — простори вимiрних iнтегрованих з квадратом

на (0,𝑇 ) функцiй iз просторiв 𝑅𝑀 та 𝑅𝑁 вiдповiдно. Припустимо, що 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) i 𝑓(𝑡,𝑥(𝑡)),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — обмеженi та неперервнi на (0,𝑇 ) функцiї своїх аргументiв, функцiя φ(𝑡) ∈ 𝑄,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), де 𝑄 — клас 𝑘− 1 (𝑘 > 1) разiв неперервно диференцiйованих вектор-функцiй, для

яких iснує узагальнена похiдна 𝑘-го порядку; також припустимо, що φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) належить

простору 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ), а функцiя η(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — простору 𝐿2,𝑁(0,𝑇 ).

Означення 1. Пiд узагальненим розв’язком рiвняння (2.1) з початковою умовою 𝑥(0) = 𝑥0

розумiємо вектор-функцiю 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), яка є розв’язком iнтегрального рiвняння:

𝑥(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (τ, 𝑥(τ))φ(τ)𝑑τ+

+

∫︁ 𝑡

0

𝑓(τ, 𝑥(τ)𝑑τ+ η̃(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.2)
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де

η̃(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

η(τ)𝑑τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Припускаємо, що розв’язок рiвняння (2.2) iснує та єдиний.

Задача полягає в знаходженнi оптимальної в певному сенсi оцiнки функцiї φ(𝑡) ∈ 𝑄,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) iз заданими спостереженнями 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та вiдомими обмеженнями на функцiї

φ(𝑡) та η1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Припускаємо, що (φ, η̃) ∈ 𝐺, причому множина 𝐺 задається у виглядi:

𝐺 = {(φ, η̃) : Φ(φ, η̃) ⩽ γ2(𝑇 )},

Φ(φ, η̃) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(τ)|φ(𝑘)(τ)|2𝑑τ+
∫︁ 𝑇

0

𝑞22(τ)|η̃(τ)|2𝑑τ,

де 𝑞𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — неперервнi на (0,𝑇 ) функцiї, такi що для деякого числового

параметра 𝑣 > 0 виконуються нерiвностi 𝑞2𝑖 (𝑡) ⩾ 𝑣, 𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ); γ2(𝑇 ) — вiдоме значення.

Теорема 1. У просторi 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ) множна 𝐺 є обмеженою.

Зауваження 1. Норма функцiї φ̃1+φ̃2 у просторi 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ) може бути необмеженою, оскiль­

ки φ̃1 + φ̃2 ∈ 𝐺, i за рахунок довiльних векторiв 𝑐𝑠, 𝑠 = 1,𝑘 − 1.

Теорема 2. Має мiсце представлення:

φ(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− τ)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
φ(𝑘)(τ)𝑑τ+

𝑘−1∑︁
𝑠=0

𝑐𝑠𝑡
𝑠, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.3)

де 𝑐𝑠 = φ
(𝑠)(0), 𝑠 = 1,𝑘 − 1.

Позначимо через 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та ψ(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ) функцiї:

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡)− 𝑥(0)−
∫︁ 𝑡

0

𝑓(τ,𝑥(τ))𝑑τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

ψ(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (τ, 𝑥(τ))φ(τ)𝑑τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

а через 𝐺1 — множину вигляду:

𝐺1 = {φ : Φ(φ, 𝑦 −ψ) ⩽ γ2(𝑇 )}.

Зауваження 2. Очевидно, що всi можливi функцiї φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) для спостережень за фун­

кцiями 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) належать множинi 𝐺1.

Означення 2. Функцiю φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), яка знаходиться з умови φ̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
φ∈𝐺1

Φ(φ, 𝑦 −ψ),
назвемо оптимальною за функцiоналом.

Зауваження 3. Якщо функцiя φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) iснує, то φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) належить множинi 𝐺1.
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Означення 3. Функцiю φ̂1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), що знаходиться з умови:

inf
φ1∈𝐺1

sup
φ2∈𝐺1

‖φ1 −φ2‖ = sup
φ2∈𝐺1

‖φ̂1 −φ2‖ = σ,

де

‖φ‖ =

{︂∫︁ 𝑇

0

|φ(τ)|2𝑑τ
}︂1/2

,

назвемо гарантованою 𝐿2-оцiнкою функцiї φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), а величину σ — гарантованою

𝐿2-похибкою функцiї φ̂1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Знайдемо спочатку оптимальну за функцiоналом функцiю φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Лема 1. Має мiсце рiвнiнсть:

Φ(φ, 𝑦 −ψ) =
∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑦(𝑡)−

∫︁ 𝑇

0

𝐹2(𝑡,τ)𝑢(τ)𝑑τ−
𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝𝑔𝑝(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

𝑑𝑡,

де

𝐹2(𝑡,𝑠) =

∫︁ 𝑇

0

χ(0,τ)(𝑠)
(τ− 𝑠)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝐹1(𝑡,τ)𝑑τ,𝑡,𝑠 ∈ (0,𝑇 ),

𝐹1(𝑡,τ) = χ(0,𝑡)(τ)𝐹 (τ,𝑥(τ)),𝑡,τ ∈ (0,𝑇 ),

χ(0,𝑡)(τ) =

{︃
1, τ ∈ (0,𝑡),

0, τ /∈ (0,𝑡),
𝑡,τ ∈ (0,𝑇 ),

𝑔𝑝(𝑡) =

∫︁ 𝑇

0

𝐹1(𝑡,τ)τ
𝑝𝑑τ, 𝑝 = 1,𝑘 − 1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Позначимо далi 𝐼(𝑢,𝑐) функцiонал вигляду 𝐼(𝑢,𝑐) = = Φ(φ, 𝑦 −ψ), де 𝑐 = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑘−1)
*.

Теорема 3. Функцiя 𝑢̂𝑐, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) є єдиним розв’язком iнтегрального рiвняння:

𝑞21(𝑡)𝑢̂𝑐(𝑡) +

∫︁ 𝑇

0

𝐹2(𝑡,τ)𝑢̂𝑐(τ)𝑑τ =

=

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(τ)𝐹
*
2 (𝑡,τ)𝑦(τ)𝑑τ−

𝑘−1∑︁
𝑝=𝑜

𝑐𝑝𝑔1𝑝(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.4)

де

𝑔1𝑝(𝑡) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(τ)𝐹
*
2 (𝑡,τ)𝑔𝑝(τ)𝑑τ, 𝑝 = 0,𝑘 − 1,𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝐹2(𝑡,τ) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑠)𝐹
*
2 (𝑡,𝑠)𝐹2(𝑡,τ)𝑑𝑠, 𝑡,τ ∈ (0,𝑇 ).

Лема 2. Iснує єдина функцiя 𝑢̂𝑐(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), така що 𝑢̂𝑐 ∈ ∈ 𝐴𝑟𝑔min
𝑢

𝐼(𝑢,𝑐), ∀𝑐.
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Позначимо 𝑢̄1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) розв’язок iнтегрального рiвняння вигляду:

𝑞21(𝑡)𝑢̄1(𝑡) +

∫︁ 𝑇

0

𝐹2(𝑡,τ)𝑢̄1(τ)𝑑τ =

=

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(τ)𝐹
*
2 (𝑡,τ)𝑦(τ)𝑑τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.5)

а через 𝑈𝑝(𝑡), 𝑝 = 0,𝑘 − 1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — розв’язок системи iнтегральних рiвнянь:

𝑞21(𝑡)𝑈𝑝(𝑡) +

∫︁ 𝑇

0

𝐹2(𝑡,τ)𝑈𝑝(τ)𝑑τ =

= −𝑔1𝑝(𝑡), 𝑝 = 0,𝑘 − 1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (2.6)

Лема 3. Має мiсце рiвнiсть:

𝑢̂(𝑡) = 𝑢̄1(𝑡) +
𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝑈𝑝(𝑡)𝑐𝑝, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (2.7)

Теорема 4. Iснує єдиний вектор з мiнiмальною нормою, такий що:

min
𝑐

𝐼(𝑢̂𝑐,𝑐) = 𝐼(𝑢̂𝑐,𝑐).

Теорема 5. Нехай 𝑢̄1(𝑡), 𝑈𝑝(𝑡), 𝑝 = 0,𝑘 − 1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та вектор 𝑐 = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑘−1)
* задоволь­

няють системам рiвнянь (2.5), (2.6). Тодi має мiсце рiвнiсть:

min
𝑢,𝑐

𝐼(𝑢𝑐,𝑐) = 𝐼(𝑢̂𝑐,𝑐),

де

𝑢̂𝑐(𝑡) = 𝑢̄1(𝑡) +
𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝑈𝑝(𝑡)𝑐𝑝.

Наслiдок 1. Оптимальна за функцiоналом оцiнка φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) має вигляд:

φ̂(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑘−1

(𝑘 − 1)!
𝑢̂(𝑠)𝑑𝑠+

𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝑐𝑝𝑡
𝑝, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

де

𝑢̂(𝑠) = 𝑢̄1(𝑠) +
𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝑈𝑝(𝑠)𝑐𝑝, 𝑠 ∈ (0,𝑇 ).

Знайдемо далi умови обмеженостi множини 𝐺1.

Лема 4. Функцiонал

𝐼(φ) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|φ(𝑘)|2𝑑𝑡+
∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)|𝑦(𝑡)−ψ(𝑡,φ)|2𝑑𝑡,

де

ψ(𝑡,φ) =

∫︁ 𝑡

0

𝐹 (τ, 𝑥(τ))φ(τ)𝑑τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),
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можна представити у виглядi:

𝐼(φ) = 𝐼(φ̂) +

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|(φ(𝑡)− φ̂(𝑡))(𝑘)|2𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)|ψ(𝑡,φ− φ̂)|2𝑑𝑡 = 𝐼(φ̂) + 𝐼1(φ− φ̂),

де

𝐼1(φ) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|φ(𝑘)(𝑡)|2𝑑𝑡+
∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)|ψ(𝑡,φ)|2𝑑𝑡.

Наслiдок 2. Множина 𝐺1 має вигляд:

𝐺1 = {φ : 𝐼1(φ− φ̂) ⩽ γ2(𝑇 )− 𝐼(φ̂)}.

Теорема 6. Нехай iснує число β ̸= 0 таке, що виконується нерiвнiсть:∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

(𝐾(𝑡,𝑠)φ(𝑠),φ(𝑠))𝑑𝑡𝑑𝑠 ⩾

⩾ β2

∫︁ 𝑇

0

|φ(𝑡)|2𝑑𝑡,∀φ(·) ∈ 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ), (2.8)

де

𝐾(𝑡,𝑠) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(τ)𝐹
*
1 (𝑡,τ)𝐹1(𝑡,𝑠)𝑑τ,𝑡,𝑠 ∈ (0,𝑇 ).

Тодi множина 𝐺1 обмежена.

Наслiдок 3. Нехай виконується нерiвнiсть (2.8), тодi 𝐿2-похибка функцiї φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), для

якої проводиться спостереження, задовольняє нерiвнiсть:{︂∫︁ 𝑇

0

|φ(𝑡)− φ̂(𝑡)|2𝑑𝑡
}︂2

⩽ {β−2(γ2(𝑇 )− 𝐼(φ̂))}2.

Теорема 7. Нехай множина 𝐺1 — обмежена, тодi функцiя φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) є гарантова­

ною 𝐿2-оцiнкою функцiї φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), i при цьому гарантована 𝐿2-похибка функцiї φ̂(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) обчислюється за формулою:

σ = sup
φ∈𝐺2

‖φ‖(γ2(𝑇 )− 𝐼(φ̂))2,

де

𝐺2 = {φ : 𝐼1(φ) ⩽ 1}.

2.1.2 Випадок дискретних спостережень

Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚+1, 𝑡𝑖 ∈ (0,𝑇 ), 𝑖 = 1,𝑚+ 1 спостерiгаються вектори

𝑥(𝑡𝑗), 𝑡𝑗 ∈ (0,𝑇 ), 𝑗 = 1,𝑚+ 1, для деяких значень φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та η𝑗, 𝑗 = 1,𝑚+ 1, де 𝑥(𝑡𝑗),

𝑡𝑗 ∈ (0,𝑇 ), 𝑗 = 1,𝑚+ 1 — розв’язок системи рiвнянь:

𝑥(𝑡𝑗) = 𝑥0 +
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝐹 (𝑡𝑠,𝑥(𝑡𝑠))∆𝑡𝑠φ(𝑡𝑠)+
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+
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝑓(𝑡𝑠,𝑥(𝑡𝑠))∆𝑡𝑠 + η𝑗, 𝑡𝑗 ∈ (0,𝑇 ), 𝑗 = 1,𝑚,

де 𝐹𝑠 = 𝐹 (𝑡𝑠,𝑥(𝑡𝑠))∆𝑡𝑠, 𝑡𝑠 ∈ (0,𝑇 ), 𝑠 = 1,𝑚 — вiдомi матрицi розмiрностi 𝑁 × 𝑀 ,

𝑓𝑠 = 𝑓(𝑡𝑠,𝑥(𝑡𝑠))∆𝑡𝑠, 𝑡𝑠 ∈ (0,𝑇 ), 𝑠 = 1,𝑚 — вiдомi вектор-функцiї з простору 𝑅𝑀 .

Припустимо, що у функцiї φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) iснує узагальнена похiдна, яка належить

простору 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ), причому φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) належить множинi 𝐺1, де

𝐺1 = {φ : Φ1(φ) ⩽ γ
2
1(𝑇 )},

Φ1(φ) =

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|
𝑑φ(𝑡)

𝑑𝑡
|2𝑑𝑡,

а 𝑞21(𝑡) — вiдома функцiя, γ1(𝑇 ) — вiдоме значення.

Нехай вектор η = (η1, . . . ,η𝑚)
* належить множинi 𝐺2, де

𝐺2 = {η :
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|η𝑗|2 ⩽ γ2
2(𝑚)},

де γ2(𝑚), 𝑞22𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 — вiдомi значення.

Позначимо через 𝐺3 множину вигляду:

𝐺3 = {φ :
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|𝑦𝑗 −ψ𝑗|2 ⩽ γ2
2(𝑚)} ∩𝐺1,

де

𝑦𝑗 = 𝑥(𝑡𝑗)− 𝑥0 −
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝑓𝑠,𝑗 = 1,𝑚,

ψ𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝐹𝑠φ(𝑡𝑠), 𝑗 = 1,𝑚.

Знайдемо оцiнку оптимальну за функцiоналом:

Φ2(φ) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|𝑦𝑗 −ψ𝑗|2.

Позначимо 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) загальну похiдну 𝑑φ(𝑡)
𝑑𝑡

, тодi

φ(𝑡𝑗) =

∫︁ 𝑡𝑗

0

𝑢(τ)𝑑τ+ 𝑐, 𝑡𝑗 ∈ (0,𝑇 ), 𝑗 = 1,𝑚,

де 𝑐 — довiльний вектор.

Позначимо 𝐼(𝑢,𝑐) функцiонал Φ2(φ).

Теорема 8. Iснує єдиний вектор з мiнiмальною нормою такий, що min
𝑐

𝐼(𝑢,𝑐) = 𝐼(𝑢,𝑐),

причому 𝑐 обчислюються за формулою:

𝑐 = 𝐴+𝑏, (2.9)



28

де

𝐴 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐿
*
𝑗𝐿𝑗, 𝑏 =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐿
*
𝑗𝑦𝑗,

𝐿𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝐹𝑠, 𝑦𝑗 = 𝑦𝑗 −
∫︁ 𝑇

0

𝐹𝑗(τ)𝑢(τ)𝑑τ, 𝑗 = 1,𝑚,

𝐹𝑗(τ) =
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)χ(0,𝑡𝑠)(τ)𝐹𝑠, 𝑗 = 1,𝑚.

Уведемо позначення 𝐼1(𝑢) = 𝐼(𝑢,𝑐).

Лема 5. Функцiонал 𝐼1(𝑢) має вигляд:

𝐼1(𝑢) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦1𝑗 −

∫︁ 𝑇

0

𝐶𝑗(τ)𝑢(τ)𝑑τ

⃒⃒⃒⃒2
,

де

𝑦1𝑗 = 𝑦𝑗 −
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞22𝑠𝐿𝑗𝐴
+𝐿*

𝑠𝑦𝑠, 𝑗 = 1,𝑚,

𝐶𝑗(τ) = 𝐹𝑗(τ)−
𝑚∑︁
𝑠=1

𝑞22𝑠𝐿𝑗𝐴
+𝐿*

𝑠𝐹𝑠(τ), 𝑗 = 1,𝑚, τ ∈ (0,𝑇 ).

Уведемо функцiонал:

𝐼α(𝑢) = 𝐼1(𝑢) + α
2

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡.

Теорема 9. Iснує число α̂ таке, що

min
𝑢∈𝑈

𝐼1(𝑢) = min
𝑢∈𝑈

𝐼α̂(𝑢) = 𝐼α̂(𝑢̂α̂),

де

𝑈 =

{︂
𝑢 :

∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|𝑢(𝑡)|2𝑑𝑡 ⩽ γ2
1(𝑇 )

}︂
,

причому α̂ ≡ 0, якщо задовольняється вираз:∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|𝑢̂0(𝑡)|2𝑑𝑡 ⩽ γ2
1(𝑇 );

в протилежному разi α̂ можна знайти з умови∫︁ 𝑇

0

𝑞21(𝑡)|𝑢̂α̂(𝑡)|2𝑑𝑡 = γ2
1(𝑇 ).

Теорема 10. Iснує єдина функцiя 𝑢̄(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) така, що min
𝑢∈𝑈

𝐼α(𝑢) = 𝐼α(𝑢̄) для α > 0,

причому ця функцiя може бути знайдена як розв’язок iнтегрального рiвняння:

α2𝑞21(𝑡)𝑢̄(𝑡) +

∫︁ 𝑇

0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)𝐶𝑗(τ)𝑢̄(τ)𝑑τ =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)𝑦1𝑗, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (2.10)
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Теорема 11. Нехай 𝑢̄(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — розв’язок iнтегрального рiвняння (2.10), тодi вiн має

вигляд:

α2𝑞21(𝑡)𝑢̄(𝑡) = −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)β𝑗 +

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)𝑦1𝑗, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.11)

де вектори β𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 є розв’язками систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

α2β𝑗 +
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠β𝑠 = 𝑑𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.

Тут

𝐷𝑗𝑠 =

∫︁ 𝑇

0

𝑞22𝑠𝑞
−2
1 (τ)𝐶𝑗(τ)𝐶

*
𝑠 (τ)𝑑τ, 𝑗,𝑠 = 1,𝑚,

𝑑𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠𝑦1𝑠,𝑗 = 1,𝑚.

Наслiдок 4. Має мiсце рiвнiсть:

φ̂(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑢̄(τ)𝑑τ+ 𝑐, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

де вектор 𝑐 знаходиться з систем рiвнянь (2.9) для 𝑢(𝑡) = 𝑢̄(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), а функцiя 𝑢̄(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) має вигляд (2.11).

Нехай функцiї φ(𝑡) та ψ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вектор-функцiї з простору 𝐿2,𝑀(0,𝑇 ). Позначимо

𝐼(φ), 𝐼1(φ) та σ(φ) функцiонали:

𝐼(φ) = γ−2
1 (𝑇 )Φ1(φ) + γ

−2
2 (𝑚)

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|𝑦𝑗 −ψ𝑗|2,

𝐼1(φ) = γ
−2
1 (𝑇 )Φ1(φ) + γ

−2
2 (𝑚)

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|ψ𝑗|2,

σ(φ) = sup
ψ∈𝐺̄

‖φ−ψ‖,

де

𝐺̄ = {φ : 𝐼1(φ) ⩽ 1},

а через 𝐺−, 𝐺+ — множини вигляду:

𝐺− = {φ : 𝐼(φ) ⩽ 1}, 𝐺+ = {φ : 𝐼(φ) ⩽ 2}.

Лема 6. Припускається, що iснує таке додатне число γ, що для нього виконується умова:

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗|ψ̄𝑗(𝑐)|2 ⩾ γ|𝑐|2, ∀𝑐 ∈ 𝑅𝑀 ,

де

ψ̄𝑗(𝑐) =
𝑚∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)𝐹𝑠𝑐, 𝑗 = 1,𝑚.

Тодi iснує єдина функцiя φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) така, що inf
φ∈𝐺1

𝐼(φ) = 𝐼(φ̂).
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Наслiдок 5. Має мiсце рiвнiсть

φ̂(𝑡) =

∫︁ 𝑇

0

𝑢̂(τ)𝑑τ+ 𝑐, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

де 𝑐 знаходимо iз систем рiвнянь (2.9) для 𝑢(𝑡) = 𝑢̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), а функцiю 𝑢̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

можна знайти з рiвностi:

(γ2(𝑚)/γ1(𝑇 ))
2 𝑢̂(𝑡) = −

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)β𝑗+

+
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞22𝑗𝐶
*
𝑗 (𝑡)𝑦1𝑗, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Тут вектори β𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 є розв’язками системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

(γ2(𝑚)/γ1(𝑇 ))
2
β𝑗 +

𝑚∑︁
𝑠=1

𝐷𝑗𝑠β𝑠 = 𝑑𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.

Лема 7. Множини 𝐺− та 𝐺+ можна представити також у виглядi:

𝐺− = {φ : 𝐼1(φ) ⩽ 1− 𝐼(φ̂)},

𝐺+ = {φ : 𝐼(φ) ⩽ 2− 𝐼(φ̂}.

Теорема 12. Мають мiсце нерiвностi:

σ̃(1− 𝐼(φ̂))1/2 ⩽ inf
φ∈𝐺̄

σ(φ) ⩽ σ̃(2− 𝐼(φ̂))1/2,

де σ̃ = sup
φ∈𝐺̄

‖φ‖.

Зауваження 4. Оцiнка φ̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), що задовольняє умову φ̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔min
φ∈𝐺̄

𝐼(φ), є наближе­

ною до гарантованої оцiнки функцiї φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Приклад 1. Як приклад наведемо результати оцiнювання параметрiв для системи диферен­

цiальних рiвнянь поширення одного виду iнформацiйних повiдомлень. Процес розповсюдже­

ння одного виду iнформацiї в соцiумi можна представити за допомогою рiвняння

𝑥̇(𝑡) = (𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡))(𝐿− 𝑥(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡99 < 10 спостерiгаються вектори 𝑥(𝑡𝑗), 𝑗 = 1,99 —

розв’язки системи рiвнянь

𝑥̇(𝑡𝑗) = 20 +
98∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)(100− 𝑥(𝑡𝑠))𝑎(𝑡𝑠)∆𝑡+

+0.003
98∑︁
𝑠=1

χ(0,𝑡𝑗)(𝑡𝑠)(100− 𝑥(𝑡𝑠))∆𝑡+ η𝑗, 𝑗 = 1, 98, (2.12)
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Малюнок 2.1 — Графiк оцiнки параметру зовнiшнього спiлкування математичної моделi

(2.12) з вiдомими параметрами 𝑞1(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ (0,10) , 𝑞2𝑗 = 1 , 𝑗 = 1,98 , γ1(10) = 1.3,

γ2(98) = 1.5 (штриховою лiнiєю позначено 𝑎(𝑡), суцiльною — 𝑎̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,10),

а позначками + — коридор похибки гарантованої 𝐿2-оцiнки.

де ∆𝑡 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, 98 , тобто на часовому промiжку 𝑡 ∈ (0,10) спостерiгається система

поширення одного виду iнформацiї у спiльнотi чисельнiстю 𝐿 = 100 осiб з вiдомим параме­

тром iнтенсивностi спiлкування 𝑏(𝑡) = 0.003, 𝑡 ∈ (0,10) , невiдомим параметром зовнiшнього

впливу 𝑎(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), та початковою умовою 𝑥(0) = 20. Результати побудови оптимальної

оцiнки 𝑎̂(𝑡), 𝑡 ∈ (0,10), з вiдомими параметрами 𝑞1(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ (0,10) , 𝑞2𝑗 = 1 , 𝑗 = 1,98 ,

γ1(10) = 1.3, γ2(98) = 1.5 для математичної моделi (2.12) за допомогою чисельних методiв

наведено на Мал. 2.1 .

2.2 Гарантованi оцiнки нестацiонарних параметрiв рiзницевих

рiвнянь в умовах невизначеностi

2.2.1 Постановка задачi

Нехай спостерiгаються вектори 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑁 , 𝑁 ⩾ 1, 𝑘 = 1,𝑚+ 1 при невiдомих параме­

трах 𝑎𝑘 ∈ 𝑅𝑀 , 𝑀 ⩾ 1, 𝑘 = 1,𝑚, якi є розв’язками рiзницевих рiвнянь:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑘,𝑥(𝑘))𝑎𝑘 + 𝑔(𝑘,𝑥(𝑘)) + η𝑘, 𝑘 = 1,𝑚,

де 𝑓(𝑘,𝑥(𝑘), 𝑘 = 1,𝑚 — заданi матрицi розмiрностi 𝑁 ×𝑀 , 𝑔(𝑘,𝑥(𝑘)) ∈ 𝑅𝑁 , 𝑘 = 1,𝑚 — вiдомi

вектори, η𝑘, 𝑘 = 1,𝑚 — невiдомi вектори завад. Вiдомо, що ∆+𝑎𝑘 ∈ 𝑈𝑘 ⊆ 𝑅𝑀 , 𝑘 = 1,𝑚− 1,

∆+𝑎𝑘 = 𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘, 𝑘 = 1,𝑚− 1. Припускаємо, що η𝑘 ∈ 𝑉𝑘 ⊆ 𝑅𝑁 , 𝑘 = 1,𝑚.
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Апостерiорна множина має вигляд:

𝐺𝑎 = {𝑎 : (𝑥(𝑘 + 1)− 𝑓(𝑘,𝑥(𝑘))𝑎𝑘 − 𝑔(𝑘,𝑥(𝑘))) ∈ 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,𝑚,

∆+𝑎𝑗 = 𝑎𝑗+1 − 𝑎𝑗,𝑗 = 1,𝑚− 1},

де 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑚).

Означення 4. Матрицi 𝑎̄ = (𝑎̄1, . . . , 𝑎̄𝑚) ∈ 𝐺𝑎 назвемо апостерiорними оцiнками матрицi 𝑎.

Нехай 𝐺−
𝑎 та 𝐺+

𝑎 множини, для яких виконуються умови 𝐺−
𝑎 ⊆ 𝐺𝑎 ⊆ 𝐺+

𝑎 .

Означення 5. Матрицi 𝑎− = (𝑎−1 , . . . , 𝑎
−
𝑚) ∈ 𝐺−

𝑎 та 𝑎+ = (𝑎+1 , . . . , 𝑎
+
𝑚) ∈ 𝐺+

𝑎 називаються ни­

жнiми та верхнiми апостерiорними оцiнками матрицi 𝑎.

Нехай множини 𝑈𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 1 та 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,𝑚 — обмеженi, тодi iснують послiдовностi

додатних скалярних величин 𝑞−1𝑗 > 0, 𝑞+1𝑗 > 0, 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝑞−2𝑘 > 0, 𝑞+2𝑘 > 0, 𝑘 = 1,𝑚 та додатнi

числа γ1(𝑚) > 0, γ2(𝑚) > 0 такi, що :

𝐺−
𝑎 =

{︃
𝑎 :

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞−2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞−1𝑘|∆+𝑎𝑘|2 ⩽ γ1(𝑚)

}︃
,

𝐺+
𝑎 =

{︃
𝑎 :

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞+2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞+1𝑘|∆+𝑎𝑘|2 ⩽ γ2(𝑚)

}︃
,

де

𝑦(𝑘) = 𝑥(𝑘 + 1)− 𝑔(𝑘,𝑥(𝑘)), 𝑓𝑘 = 𝑓(𝑘,𝑥(𝑘)), 𝑘 = 1,𝑚.

Для множин 𝐺−
𝑎 та 𝐺+

𝑎 також справедливi представлення:

𝐺−
𝑎 = 𝐺−

𝑎1
× · · · ×𝐺−

𝑎𝑚 , 𝑎
−
𝑘 ∈ 𝐺−

𝑎𝑘
⊆ 𝑅𝑀 , 𝑘 = 1,𝑚,

𝐺+
𝑎 = 𝐺+

𝑎1
× · · · ×𝐺+

𝑎𝑚 , 𝑎
+
𝑘 ∈ 𝐺+

𝑎𝑘
⊆ 𝑅𝑀 , 𝑘 = 1,𝑚.

Уведемо функцiї:

Φ−(𝑎) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞−2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞−1𝑘|∆+𝑎𝑘|2, 𝑎 ∈ 𝐺−
𝑎 ,

Φ+(𝑎) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞+2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞+1𝑘|∆+𝑎𝑘|2, 𝑎 ∈ 𝐺+
𝑎 .

Означення 6. Верхнi та нижнi гарантованi оцiнки 𝑎̄− = (𝑎̄−1 , . . . , 𝑎̄
−
𝑚) та 𝑎̄+ = (𝑎̄+1 , . . . , 𝑎̄

+
𝑚)

матрицi 𝑎 визначаються з умови:

max
𝑎−𝑘 ∈𝐺−

𝑎𝑘

‖𝑎̄−𝑘 − 𝑎−𝑘 ‖ = min
𝑎𝑘∈𝐺−

𝑎𝑘

max
𝑎−𝑘 ∈𝐺−

𝑎𝑘

‖𝑎𝑘 − 𝑎−𝑘 ‖ = σ−
𝑘 , 𝑘 = 1,𝑚,

max
𝑎+𝑘 ∈𝐺+

𝑎𝑘

‖𝑎̄+𝑘 − 𝑎+𝑘 ‖ = min
𝑎𝑘∈𝐺+

𝑎𝑘

max
𝑎+𝑘 ∈𝐺+

𝑎𝑘

‖𝑎𝑘 − 𝑎+𝑘 ‖ = σ+
𝑘 , 𝑘 = 1,𝑚,

а величини σ−
𝑘 та σ+

𝑘 , 𝑘 = 1,𝑚 називаються верхнiми та нижнiми похибками оцiнювання.
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Лема 8. Має мiсце представлення:

𝐺−
𝑎 =

{︀
𝑎 : (𝐴−(𝑎− 𝑎̄−),𝑎− 𝑎̄−) ⩽ γ1(𝑚)− Φ−(𝑎̄−)

}︀
,

𝐺+
𝑎 =

{︀
𝑎 : (𝐴+(𝑎− 𝑎̄+),𝑎− 𝑎̄+) ⩽ γ2(𝑚)− Φ+(𝑎̄+)

}︀
,

де матрицi 𝐴− =
{︀
𝐴−

𝑖𝑗

}︀𝑚
𝑖,𝑗=1

та 𝐴+ =
{︀
𝐴+

𝑖𝑗

}︀𝑚
𝑖,𝑗=1

є трьохдiагональними, причому:

𝐴−
11 = 𝑞−11 + 𝑞−21𝑓

*
1 𝑓1, 𝐴

−
12 = −𝑞−11,

𝐴+
11 = 𝑞+11 + 𝑞+21𝑓

*
1 𝑓1, 𝐴

+
12 = −𝑞+11,

𝐴−
𝑘,𝑘−1 = −𝑞−1,𝑘−1, 𝐴

−
𝑘𝑘 = 𝑞−1,𝑘−1 + 𝑞−1𝑘 + 𝑞−2𝑘𝑓

*
𝑘𝑓𝑘, 𝑘 = 2,𝑚− 1,

𝐴−
𝑘,𝑘−1 = −𝑞−1,𝑘, 𝐴

+
𝑘,𝑘−1 = −𝑞+1,𝑘−1, 𝑘 = 2,𝑚− 1,

𝐴+
𝑘𝑘 = 𝑞+1,𝑘−1 + 𝑞+1𝑘 + 𝑞+2𝑘𝑓

*
𝑘𝑓𝑘, 𝐴

+
𝑘,𝑘−1 = −𝑞+1,𝑘, 𝑘 = 2,𝑚− 1,

𝐴−
𝑚,𝑚−1 = −𝑞−1,𝑚−1,𝐴

−
𝑚𝑚 = 𝑞−1,𝑚−1 + 𝑞−2𝑚𝑓

*
𝑚𝑓𝑚,

𝐴+
𝑚,𝑚−1 = −𝑞+1,𝑚−1,𝐴

+
𝑚𝑚 = 𝑞+1,𝑚−1 + 𝑞+2𝑚𝑓

*
𝑚𝑓𝑚.

Теорема 13. Справедливi рiвностi:

σ−
𝑘 = λ1/2𝑚𝑎𝑥(𝐻𝑘(𝐴

−)−1𝐻*
𝑘)(γ1(𝑚)− Φ−(𝑎̄−))1/2,𝑘 = 1,𝑚,

σ+
𝑘 = λ1/2𝑚𝑎𝑥(𝐻𝑘(𝐴

+)−1𝐻*
𝑘)(γ2(𝑚)− Φ+(𝑎̄+))1/2,𝑘 = 1,𝑚,

де λ𝑚𝑎𝑥(𝐻𝑘(𝐴
+)−1𝐻*

𝑘) — максимальнi власнi числа матриць 𝐻𝑘(𝐴
+)−1𝐻*

𝑘 , 𝑘 = 1,𝑚, а 𝐻𝑘,

𝑘 = 1,𝑚 — оператори проектування, для яких виконуються умови:

𝐻𝑘𝑎 = 𝑎𝑘, 𝑘 = 1,𝑚.

При обмежених множинах 𝑈𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 1 та 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, множину 𝐺𝑎 можна пред­

ставити у виглядi:

𝐺𝑎 =

{︃
𝑎 :

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘|𝑥(𝑘 + 1)− 𝑓(𝑘,𝑥(𝑘))𝑎𝑘 − 𝑔(𝑘,𝑥(𝑘))|2+

+
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘|𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘|2 ⩽ β

}︃
, (2.13)

де 𝑞1𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 1 та 𝑞2𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, β – вiдомi скалярнi величини.

Для множини 𝐺𝑎 також справедливе представлення:

𝐺𝑎 = 𝐺𝑎1 × · · · ×𝐺𝑎𝑚 , 𝑎𝑘 ∈ 𝐺𝑎𝑘 ⊆ 𝑅𝑀 , 𝑘 = 1,𝑚.

Уведемо функцiю вигляду:

Φ(𝑎) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘|𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑘|2. (2.14)
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Означення 7. Матрицю 𝑎̂ = (𝑎̂1, . . . , 𝑎̂𝑚), яка знаходиться з умови 𝑎̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑎∈𝐺𝑎

Φ(𝑎), назвемо

оптимальною оцiнкою за функцiєю Φ(𝑎).

Означення 8. Назвемо гарантованою оцiнкою параметрiв 𝑎𝑘, 𝑘 = 1,𝑚 матрицю

𝑎̃ = (𝑎̃1, . . . , 𝑎̃𝑚), яка знаходиться з умови:

max
𝑎′′∈𝐺𝑎

‖𝑎̃− 𝑎′′‖ = min
𝑎′∈𝐺𝑎

max
𝑎′′∈𝐺𝑎

‖𝑎′ − 𝑎′′‖ = σ,

а σ назвемо похибкою гарантованої оцiнки 𝑎̃ (тут ‖𝐴‖ = {𝑆𝑝𝐴𝐴*}1/2).

Уведемо матрицю 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚−1), 𝑢𝑗 = 𝑎𝑗+1 − 𝑎𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 1, 𝑎1 ∈ 𝐺𝑎1 i позначи­

мо через 𝐺1 множину:

𝐺1 =

{︃
(𝑢,𝑎1) :

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘|𝑢𝑘|2 ⩽ β

}︃
.

Множину 𝐺1 можна також представити у виглядi:

𝐺1 = 𝑈(1) × · · · × 𝑈(𝑚−1) ×𝐺𝑎1 ,

𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑖) ⊆ 𝑅𝑀 , 𝑖 = 1,𝑚− 1.

Задача знаходження оптимальної за функцiєю Φ(𝑎) оцiнки 𝑎̂ еквiвалентна задачi зна­

ходження (𝑢̂, 𝑎̂1) ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
(𝑢,𝑎1)∈𝐺1

𝐼(𝑢,𝑎1), де

𝐼(𝑢,𝑎1) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘|𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎𝑘|2 +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘|𝑢𝑘|2. (2.15)

2.2.2 Знаходження гарантованих оцiнок параметрiв рiзницевих

рiвнянь

Спочатку знайдемо оптимальну за функцiєю Φ(𝑎) оцiнку 𝑎̂.

Теорема 14. Оптимальна за функцiєю Φ(𝑎) оцiнка 𝑎̂ обчислюється за формулою:

𝑎̂ = 𝐴−1𝑏, (2.16)

де 𝐴 = {𝐴𝑖𝑗}𝑚𝑖,𝑗=1 — трьохдiагональна матриця з елементами:

𝐴𝑘,𝑘−1 = −𝑞1,𝑘−1, 𝐴𝑘,𝑘 = 𝑞1,𝑘−1 + 𝑞1,𝑘 + 𝑞2𝑘𝑓
*
𝑘𝑓𝑘, 𝑘 = 2,𝑚− 1,

𝐴𝑘,𝑘+1 = −𝑞1𝑘, 𝑘 = 2,𝑚− 1,

𝐴11 = 𝑞11 + 𝑞21𝑓
*
1 𝑓1, 𝐴12 = −𝑞11,

𝐴𝑚,𝑚−1 = −𝑞𝑚,𝑚−1, 𝐴𝑚,𝑚 = 𝑞𝑚,𝑚−1 + 𝑞2𝑚𝑓
*
𝑚𝑓𝑚;

𝑏 = (𝑞21𝑓
*
1 𝑦(1) . . . 𝑞2𝑘𝑓

*
𝑘𝑦(𝑘) . . . 𝑞2𝑚𝑓

*
𝑚𝑦(𝑚))*.
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Лема 9. Множину 𝐺𝑎 можна записати також у виглядi:

𝐺𝑎 = {𝑎 : (𝐴(𝑎− 𝑎̂),𝑎− 𝑎̂) ⩽ β− Φ(𝑎̂)} .

Теорема 15. Оптимальна за функцiєю Φ(𝑎) оцiнка 𝑎̂ є гарантованою оцiнкою для матрицi

𝑎, i при цьому для похибки гарантованої оцiнки справедлива рiвнiсть:

σ = λ1/2𝑚𝑎𝑥(𝐴
−1)(β− Φ(𝑎̂))1/2,

де λ𝑚𝑎𝑥(𝐴
−1) найбiльше власне число матрицi 𝐴−1.

2.2.3 Iнтерполяцiя параметрiв рiзницевих рiвнянь

В цьому роздiлi задачу знаходження гарантованої оцiнки 𝑎̄ на основi спостережень 𝑥(𝑘),

𝑘 = 1,𝑚+ 1 розв’яжемо за допомогою функцiй Беллмана.

Теорема 16. Оптимальна за функцiєю Φ(𝑎) оцiнка 𝑎̂ знаходиться за формулами:

𝑎̂𝑗+1 = 𝑎̂𝑗 + 𝑢̂𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 1; (2.17)

𝑎̂1 = [𝑞22(𝐸 + 𝐴*
2𝐷

*
2)𝑓

*
2 𝑓2(𝐸 +𝐷2𝐴2) + 𝑞21𝑓

*
1 𝑓1+

+
𝑚∑︁
𝑘=3

𝑞2𝑘𝑊
*
𝑘2𝑓

*
𝑘𝑓𝑘𝑊𝑘2 +

𝑚−1∑︁
𝑘=3

𝑞1𝑘𝑊
*
𝑘2𝐴

*
𝑘+1𝐷

*
𝑘+1𝐷𝑘+1𝐴𝑘+1𝑊𝑘2+

+𝑞11𝐴
*
2𝐷

*
2𝐷2𝐴2 + 𝑞12(𝐸 + 𝐴*

2𝐷
*
2)𝐴

*
3𝐷

*
3𝐷3𝐴3(𝐸 +𝐷2𝐴2)]

−1×

×[𝑞21𝑓
*
1 𝑦(1) + 𝑞22(𝐸 + 𝐴*

2𝐷
*
2)𝑓

*
2 (𝑦(2)− 𝑓2𝐷2φ2)+

+
𝑚∑︁
𝑘=3

𝑞2𝑘𝑊
*
𝑘2𝑓

*
𝑘 (𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝐷𝑘φ𝑘 − 𝑓𝑘

3∑︁
𝑗=𝑘

𝑊𝑘𝑗𝐷𝑗−1φ𝑗−1)−

−
𝑚−1∑︁
𝑘=3

𝑞1𝑘𝑊
*
𝑘2𝐴

*
𝑘+1𝐷

*
𝑘+1𝑍𝑘+1 − 𝑞11𝐴

*
2𝐷

*
2𝐷2φ2−

−𝑞12(𝐸 + 𝐴*
2𝐷

*
2)𝐴

*
3𝐷

*
3(𝐷3φ3 +𝐷3𝐴3𝐷2φ2)];

𝑢̂𝑘 = 𝐷𝑘+1(φ𝑘+1 + 𝐴𝑘+1𝑎̂𝑘),𝑘 = 1,𝑚− 1;

φ𝑘 = −2𝑞2𝑘𝑓
*
𝑘𝑦(𝑘) + 2𝑞1𝑘𝐴

*
𝑘+1𝐷

*
𝑘+1𝑄𝑘+1+

+𝑆*
𝑘+1𝐴𝑘+1𝑄𝑘+1 + 𝑆*

𝑘+1φ𝑘+1, 𝑘 = 𝑚− 1,1;

𝑃𝑘 = 𝑞2𝑘𝑓
*
𝑘𝑓𝑘 + 𝑞1𝑘𝐴

*
𝑘+1𝐷

*
𝑘+1𝐷𝑘+1𝐴𝑘+1+

+𝑆*
𝑘+1𝑃𝑘+1𝑆𝑘+1,𝑘 = 𝑚− 1,1,

𝑃𝑚 = 𝑞2𝑚𝑓
*
𝑚𝑓𝑚,φ𝑚 = −2𝑞2𝑚𝑓

*
𝑚𝑦(𝑚);

𝐴𝑘+1 = 𝑃 *
𝑘+1 + 𝑃𝑘+1,𝑘 = 𝑚− 1,1;
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𝐷𝑘+1 = −(2𝑞1𝑘𝐸 + 𝐴𝑘+1)
−1,𝑘 = 𝑚− 1,1;

𝑆𝑘+1 = 𝐸 +𝐷𝑘+1𝐴𝑘+1, 𝑘 = 𝑚− 1,1;

𝑄𝑘+1 = 𝐷𝑘+1φ𝑘+1,𝑘 = 𝑚− 1,1;

𝑊𝑘𝑖 =
𝑘∏︁

𝑗=𝑖

𝐸 +𝐷𝑗𝐴𝑗, 𝑘,𝑖 = 3,𝑚− 1;

𝑍𝑘+1 = 𝐷𝑘+1(φ𝑘+1 + 𝐴𝑘+1𝐷𝑘φ𝑘+

+𝐴𝑘+1

3∑︁
𝑗=𝑘

𝑊𝑘𝑗𝐷𝑗−1φ𝑗−1), 𝑘 = 3,𝑚− 1;

де 𝐸 — одинична матриця розмiрностi 𝑀 ×𝑀 .

2.2.4 Мiнiмакснi оцiнки параметрiв рiзницевих рiвнянь

В цьому роздiлi задачу знаходження гарантованої оцiнки 𝑎̂ на основi спостережень 𝑥(𝑘),

𝑘 = 1,𝑚+ 1 розв’яжемо шляхом реалiзацiї наступної багатокрокової процедури. На 𝑗-у кроцi

(𝑗 = 1,𝑚− 1) вiдбувається пошук оцiнки 𝑎̂𝑗+1 на основi оцiнки 𝑎̂𝑗 та спостережень 𝑥(𝑗) та

𝑥(𝑗 + 1) з використанням фiльтра Каллмана Бюсi.

Для спрощення, припускаємо 𝑎1 = 0. Покладемо 𝑎̂1 = 0 та позначимо 𝐼(𝑢,𝑎̂1) = 𝐼(𝑢).

Знайдемо 𝑢̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑢∈𝑈(1)×···×𝑈(𝑚−1)

𝐼(𝑢) iз спiввiдношення:

1

2

𝑑

𝑑τ
𝐼(𝑢̂+ 𝑣τ)|τ=0 = −

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘(𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎̂𝑘, 𝑓𝑘¯̄𝑎𝑘)+

+
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘(𝑢̂𝑘,𝑣𝑘) = 0, (2.18)

де ¯̄𝑎𝑘+1 = ¯̄𝑎𝑘 + 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,𝑚− 1, ¯̄𝑎1 = 0; 𝑣 ∈ 𝑅𝑀×(𝑚−1).

Визначимо оператори ∆+ та ∆− за правилами:

∆+𝑢𝑗 = 𝑢𝑗+1 − 𝑢𝑗, 𝑗 = 1,𝑚− 2,

∆−𝑢𝑗 = 𝑢𝑗 − 𝑢𝑗−1, 𝑗 = 2,𝑚− 1,

та позначимо:

∆−𝑝𝑘 = 𝑞2𝑘𝑓
*
𝑘 (𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎̂𝑘), 𝑘 = 1,𝑚− 1, 𝑝𝑚 = 0.

Тодi вираз (2.18) набуде вигляду:

−
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞2𝑘(𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎̂𝑘,𝑓𝑘¯̄𝑎𝑘) +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘(𝑢̂𝑘,𝑣𝑘) =
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= −
𝑚∑︁
𝑘=1

(∆−𝑝𝑘, ¯̄𝑎𝑘) +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘(𝑢̂𝑘,𝑣𝑘) =

= −

[︃
−𝑝0¯̄𝑎1 + 𝑝𝑚¯̄𝑎𝑚 −

𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘,∆+¯̄𝑎𝑘)

]︃
+

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘(𝑢̂𝑘,𝑣𝑘) =

=
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘,𝑣𝑘) +
𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝑞1𝑘(𝑢̂𝑘,𝑣𝑘) = 0. (2.19)

З (2.19) отримаємо рiвностi:

𝑢̂𝑘 = −(𝑞1𝑘)
−1𝑝𝑘, 𝑘 = 1,𝑚− 1.

Отже, оптимальна за функцiєю Φ(𝑎) оцiнка 𝑎̂ = (𝑎̂1, . . . , 𝑎̂𝑚) знаходиться за формулами:

𝑎̂𝑘+1 = 𝑎̂𝑘 − (𝑞1𝑘)
−1𝑝𝑘, 𝑘 = 1,𝑚− 1, 𝑎̂1 = 0.

Спряжена система для (2.19) має вигляд:{︃
𝑝𝑘−1 = 𝑝𝑘 − 𝑞2𝑘𝑓

*
𝑘 (𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎̂𝑘), 𝑘 = 𝑚,1, 𝑝𝑚 = 0,

𝑎̂𝑘+1 = 𝑎̂𝑘 − (𝑞1𝑘)
−1𝑝𝑘, 𝑘 = 1,𝑛− 1, 𝑎̂1 = 0.

(2.20)

Уведемо функцiю

𝐼1(𝑤) =
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1|𝑤𝑘|2 +

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞1𝑘)
−1|𝑧𝑘|2, (2.21)

(тут 𝑧𝑘−1 = 𝑧𝑘 + 𝑓 *
𝑘𝑤𝑘, 𝑘 = 𝑚,1, 𝑧𝑚 = α, α ∈ 𝑅𝑀 ; 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑚), 𝑤𝑘 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑘 = 1,𝑚).

Для того щоб знайти 𝑤̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑤∈𝑅𝑁×···×𝑅𝑁

𝐼1(𝑤), де 𝑤̂ = (𝑤̂1, . . . , 𝑤̂𝑚), обчислимо похiдну

та прирiвняємо її до нуля:

1

2

𝑑

𝑑τ
𝐼1(𝑤̂ + τ𝑣)|τ=0 =

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘)+

+
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞1𝑘)
−1(𝑧𝑘,𝑧𝑘) = 0, (2.22)

де 𝑧𝑘−1 = 𝑧𝑘 + 𝑓 *
𝑘𝑣𝑘, 𝑘 = 𝑚,2, 𝑧𝑚 = 0; 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚), 𝑣𝑘 ∈ 𝑅𝑁 , 𝑘 = 1,𝑚.

Позначимо

∆+𝑝𝑘 = (𝑞1𝑘)
−1𝑧𝑘, 𝑘 = 1,𝑁, 𝑝1 = 0.

Отже, (2.22) набуває вигляду:

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘) +

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞1𝑘)
−1(𝑧𝑘,𝑧𝑘) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘) +

𝑚∑︁
𝑘=1

(∆+𝑝𝑘,𝑧𝑘) =
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=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘) +

[︃
−𝑝1𝑧1 + 𝑝𝑚+1𝑧𝑚 −

𝑚∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘,∆−𝑧𝑘)

]︃
=

=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘)−

𝑚∑︁
𝑘=2

(𝑝𝑘,∆−𝑧𝑘)− 𝑝1(𝑧1 − 𝑧0) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘)−

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘,∆−𝑧𝑘) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘) +

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑝𝑘,𝑓
*
𝑘𝑣𝑘) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑞2𝑘)
−1(𝑤̂𝑘,𝑣𝑘) +

𝑚∑︁
𝑘=1

(𝑓𝑘𝑝𝑘,𝑣𝑘) = 0.

З останньої рiвностi отримуємо:

𝑤̂𝑘 = −𝑞2𝑘𝑓𝑘𝑝𝑘, 𝑘 = 1,𝑚. (2.23)

Мiнiмiзуючи функцiї (2.21), одержимо систему вигляду:{︃
𝑧𝑘−1 = 𝑧𝑘 + 𝑓 *

𝑘𝑤𝑘, 𝑘 = 𝑚,1, 𝑧𝑚 = α,

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 + (𝑞1𝑘)
−1𝑧𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑝1 = 0.

(2.24)

Теорема 17. Оптимальна за функцiєю Φ(𝑎) оцiнка 𝑎̂ знаходиться за формулами:

𝑎̂𝑘+1 = 𝑎̂𝑘 + 𝐹𝑘(𝑦(𝑘)− 𝑓𝑘𝑎̂𝑘), 𝑎̂1 = 0, 𝑘 = 1,𝑚− 1, (2.25)

де

𝐹𝑘 = 𝑃𝑘𝑓
*
𝑘 (𝑓𝑘𝑝𝑘𝑓

*
𝑘 + (𝑞2𝑘)

−1𝐸)−1, 𝑘 = 1,𝑚− 1,

𝑃𝑘+1 = (𝐸 − 𝐹𝑘𝑓𝑘)𝑃𝑘(𝐸 − 𝐹𝑘𝑓𝑘)
* + (𝑞1𝑘)

−1𝐸+

+(𝑞2𝑘)
−1𝐹𝑘𝐹

*
𝑘 ,𝑃1 = 0, 𝑘 = 1,𝑚− 2.

2.3 Оцiнки впливiв в моделях поширення iнформацiї iз

нестацiонарними параметрами

Розглядається деяка соцiальна група чисельнiстю 𝐿 осiб, на яку провадиться iнформа­

цiйна дiя протягом часового промiжку (0,𝑇 ) з одного з двох iнформацiйних джерел, причому

число суб‘єктiв, що сприйняли iнформацiю 𝑖-го типу (𝑖 = 1,2) залежить як вiд зовнiшнього

впливу, так i вiд спiлкування суб’єктiв мiж собою. Позначимо через 𝑥𝑖(𝑡) ∈ 𝑅1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝑖 = 1,2 число суб‘єктiв, що сприйняли iнформацiю 𝑖-го типу в момент , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), через 𝑎𝑖(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — iнтенсивнiсть спiлкування, 𝑢𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — зовнiшнi впливи, 𝑐𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) —

iнтенсивнiсть зовнiшнього 𝑖-го впливу. Тодi змiну з часом величин 𝑥𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), 𝑖 = 1,2

можливо описати системою диференцiальних рiвнянь:

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) (𝐿− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡))+

+𝑐𝑖(𝑡)𝑢𝑖(𝑡), 𝑥𝑖(0) = 𝑥0
𝑖 ,𝑖 = 1,2. (2.26)
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2.3.1 Припущення та позначення

Розглянемо випадок, коли для системи (2.26) вiдомi функцiї 𝑎𝑖(𝑡), 𝑐𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2, 𝑢2(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), якi є неперервними на (0,𝑇 ); 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — невiдома функцiя зовнiшнього

впливу, що задовольняє умову 𝑢1(𝑡) ⩾ 0 на часовому промiжку (0,𝑇 ).

Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑚,𝑡𝑘 ∈ (0,𝑇 ), 𝑘 = 1,𝑚 спостерiгаються функцiї 𝑥1(𝑡) та

𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) при певнiй 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ):

𝑦𝑖𝑘 = 𝑥𝑖(𝑡𝑘) + η𝑖𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2,

де η𝑖𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2 — похибки вимiрювань.

Уведемо позначення 𝑦𝑖 = (𝑦𝑖1, . . . ,𝑦𝑖𝑚)
*, 𝑥𝑖 = (𝑥𝑖(𝑡1), . . . ,𝑥𝑖(𝑡𝑚))

*, η𝑖 = (η𝑖1, . . . ,η𝑖𝑚)
*,

𝑖 = 1,2.

Вiдомо, що 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та η𝑖𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2 належать множинi:

𝐺 =
{︀
(η1,η2, 𝑢1) : 𝐹1(η1) + 𝐹2(η2) + 𝐹3(𝑢1(·)) ⩽ γ2(𝑇 ), 𝑢1(𝑡) ⩾ 0

}︀
,

де

𝐹𝑖(η𝑖) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞21𝑖𝑘η
2
𝑖𝑘, 𝑖 = 1,2,

𝐹3(𝑢1(·)) =
∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)𝑢1(𝑡)𝑑𝑡,

i 𝑞21𝑖𝑘, 𝑖 = 1,2, γ2(𝑇 ), — вiдомi скалярнi величини, а 𝑞22(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiдома функцiя.

Апостерiорна множина 𝐺𝑦 має вигляд:

𝐺𝑦 = {𝑢1 : 𝐹1(𝑦1 − 𝑥1(·)) + 𝐹2(𝑦2 − 𝑥2)+

+𝐹3(𝑢1(·)) ⩽ γ2(𝑇 ), 𝑢1(𝑡) ⩾ 0
}︀
,

де

𝐹𝑖(𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞21𝑖𝑘(𝑦𝑖𝑘 − 𝑥𝑖(𝑡𝑘))
2, 𝑖 = 1,2,

Означення 9. Функцiю 𝑢1(𝑡) ∈ 𝐺𝑦, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) назвемо апостерiорною оцiнкою функцiї 𝑢1(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Означення 10. Функцiю 𝑢̃1(𝑡) ∈ 𝐺𝑦, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), що знаходиться з умови:

inf
𝑢1∈𝐺𝑦

sup
𝑣1∈𝐺𝑦

‖𝑢1 − 𝑣1‖ = sup
𝑣1∈𝐺𝑦

‖𝑢̃1 − 𝑣1‖ = σ,

де

‖𝑣‖ =

{︂∫︁ 𝑇

0

(𝑣(τ))2 𝑑τ

}︂ 1
2

,

назвемо гарантованою оцiнкою функцiї 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), а величину σ - гарантованою похиб­

кою оцiнки 𝑢̃1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).
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Позначимо

𝐼(𝑢1(·)) = 𝐹1(𝑦1 − 𝑥1) + 𝐹2(𝑦2 − 𝑥2) + 𝐹3(𝑢1(·)).

Означення 11. Апостерiорну оцiнку 𝑢̂1(𝑡) ∈ 𝐺𝑦, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) назвемо оптимальною оцiнкою

за функцiоналом 𝐼(𝑢1(·)), якщо вона задовольняє умову:

inf
𝑢1∈𝐺𝑦

𝐼(𝑢1(·)) = 𝐼(𝑢̂1(·)).

2.3.2 Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю

прихильникiв одного iнформацiйного потоку та вiдомими

параметрами системи

Припустимо, що для системи (2.26) параметри 𝑎1(𝑡), 𝑐1(𝑡) — вiдомi, неперервнi на (0,𝑇 )

функцiї; 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — невiдома функцiя зовнiшнього впливу; а 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) вiдо­

ма функцiя.

Дослiдимо проблему знаходження оптимальної за деяким функцiоналом апостерiорної

оцiнки функцiї 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) при вiдомiй функцiї 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та спостереженнях за

𝑥1(𝑡,𝑢1(·)), в точках 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑚,𝑡𝑘 ∈ (0,𝑇 ), 𝑘 = 1,𝑚:

𝑦1𝑘 = 𝑥1(𝑡𝑘,𝑢1(·)) + η1𝑘, 𝑘 = 1,𝑚,

де η1𝑘 ∈ 𝑅1 — похибки спостережень.

Тодi 𝑥1(𝑡,𝑢1(·)) задовольняє рiвняння з початкою умовою:

𝑥̇1(𝑡,𝑢1(·)) = 𝑎̃1(𝑡)𝑥1(𝑡,𝑢1(·))− 𝑎1(𝑡)𝑥
2
1(𝑡,𝑢1(·))+

+𝑐1(𝑡)𝑢1(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0
1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.27)

де

𝑎̃1(𝑡) = 𝑎1(𝑡)(𝐿− 𝑥2(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Апостерiорна множина у цьому випадку:

𝐺𝑦1 =
{︀
𝑢1(·) : 𝐼𝑦1(𝑢1(·)) ⩽ γ2

𝑦1
(𝑇 )
}︀
,

де

𝐼𝑦1(𝑢1(·)) = 𝐹1(𝑦1 − 𝑥1) + 𝐹3(𝑢1(·)) =

=
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞211𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑥1(𝑡𝑘,𝑢1(·)))2 +
∫︁ 𝑇

0

𝑞221(𝑡)𝑢
2
1(𝑡)𝑑𝑡 (2.28)

i 𝑞211𝑘, γ
2
𝑦1
(𝑇 ) — вiдомi скалярнi величини, а 𝑞221(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiдома функцiя.

Тодi 𝑥1(𝑡,𝑢1(·)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) є розв’язком задачi Кошi:

𝑥̇1(𝑡,𝑢1(·)) = 𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡,𝑢1(·))(𝐿1(𝑡)− 𝑥1(𝑡,𝑢1(·))+
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+𝑐1(𝑡)𝑢1(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0
1,𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.29)

де

𝐿1(𝑡) = 𝐿− 𝑥2(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Теорема 18. На множинi 𝐺𝑦1 iснує оптимальна за функцiоналом 𝐼𝑦1(𝑢1(·)) функцiя 𝑢̂1(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), яка є розв’язком варiацiйної нерiвностi:

𝐼 ′𝑦1(𝑢̂1(·))(𝑣(·)− 𝑢̂1(·)) ⩾ 0, майже скрiзь для ∀𝑣(·) ∈ 𝐿+
2 (0,𝑇 ),

де

𝐼 ′𝑦1(𝑢̂1(·)) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞211𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑥1(𝑡𝑘,𝑢̂1(·)))×

×χ(0,𝑡𝑘)(𝑡)𝑐1(𝑡)β(𝑡,𝑡𝑘) + 𝑞221(𝑡)𝑢̂1(𝑡),

χ(0,𝑡)(τ) =

{︃
1, τ ∈ (0,𝑡),

0, τ /∈ (0,𝑡),
𝑥0(𝑡) = 𝑥1(𝑡,𝑢̂1(·)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

β(τ,𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

{︂∫︁ 𝑇

0

χ(τ,𝑡)(𝑠)𝑎1(𝑠)(𝐿1(𝑠)− 2𝑥0(𝑠))𝑑𝑠

}︂
, τ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Зауваження 5. Нехай 𝑢̂1(·) ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑢1∈𝐿2[0,𝑇 ]

𝐼(𝑢1(·)), i припустимо, що 𝑢̂1(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). Тодi

виконується рiвнiсть:∫︁ 𝑇

0

(︃
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞211𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑥1(𝑡𝑘,𝑢̂1(·)))χ(0,𝑡𝑘)(𝑡)𝑐1(𝑡)β(𝑡,𝑡𝑘)

)︃
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0

𝑞221(𝑡)𝑢̂1(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Зауваження 6. Для апостерiорної оцiнки 𝑢̂1(·) ∈ 𝐺𝑦1 функцiї 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), яка є оптималь­

ною за функцiоналом 𝐼𝑦1(𝑢1(·)), гарантована похибка обчислюється за формулою:

σ =

{︃
sup
𝑣∈𝐺𝑦

∫︁ 𝑇

0

(𝑢̂1(𝑡)− 𝑣(𝑡))2𝑑𝑡

}︃ 1
2

.

Приклад 2. Розглянемо окремий випадок системи (2.27):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1(𝑡) = 0.8𝑥1(𝑡)(1− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)) + 𝑢1(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 0.4𝑥2(𝑡)(1− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)) + 0.05𝑠𝑖𝑛(0.5𝑡),

𝑥1(0) = 0.4, 𝑥2(0) = 0.3,𝑡 ∈ (0; 5),

(2.30)

де

𝑢1(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.1, 𝑡 ∈ [1; 1.5] ,

0.2, 𝑡 ∈ [3; 3.5] ,

0, 𝑡 /∈ [3; 3.5] ∩ [3; 3.5] ,

Покладемо 𝑁 = 101, 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 = 0.05, 𝑖 = 1,100, 𝑞211𝑘 = 1, 𝑘 = 1,101, 𝑞221(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ (0; 5),

γ2
𝑦1
(5) = 0.01, тодi результати побудови 𝑢̂1(𝑡) та 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 5) для математичної моделi

(2.33), отриманi на основi зауваження 5, показанi на Мал. 2.2 та Мал. 2.3, вiдповiдно.
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Малюнок 2.2 — Оцiнка впливiв для моделi (2.33), де пунктирною лiнiєю зображено 𝑢1(𝑡),

𝑡 ∈ (0; 5), а суцiльною – 𝑢̂1(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 5).

Малюнок 2.3 — Оцiнка динамiки моделi (2.33), де пунктирною лiнiєю зображено 𝑥1(𝑡),

𝑡 ∈ (0; 5), суцiльною лiнiєю – 𝑥̂1(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 5), позначками * - спостереження 𝑦1.

2.3.3 Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю

прихильникiв обох iнформацiйних потокiв та вiдомими

параметрами системи для одного рiвняння

У цьому роздiлi розглянемо випадок, коли

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) (𝐿− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡))+

+𝑐𝑖(𝑡)𝑢𝑖(𝑡), 𝑥𝑖(0) = 𝑥0
𝑖 , 𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.31)

де 𝑎1(𝑡), 𝑐1(𝑡) — вiдомi, неперервнi на (0,𝑇 ) функцiї; 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — невiдома функцiя

зовнiшнього впливу; 𝑎2(𝑡), 𝑐2(𝑡), 𝑢2(𝑡) — невiдомi, неперервнi на (0,𝑇 ) функцiї.

Припускається, що:

𝑥̇2(𝑡) = φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

де φ(𝑡) — невiдома неперервна на (0,𝑇 ) функцiя.
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Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚, 𝑡𝑘 ∈ (0,𝑇 ), 𝑘 = 1,𝑚 спостерiгаються величини:

𝑦𝑖𝑘 = 𝑥𝑖(𝑡𝑘) + η𝑖𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2,

де η𝑖𝑘 ∈ 𝑅1, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2 — похибки спостережень.

Апостерiорна множина має вигляд:

𝐺𝑥2 =
{︀
φ(·) : 𝐼𝑦2(φ(·)) ⩽ γ2

𝑦2
(𝑇 )
}︀
,

де

𝐼𝑦2(φ(·)) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞212𝑘(𝑦2𝑘 − 𝑥2(𝑡𝑘))
2 +

∫︁ 𝑇

0

𝑞222(𝑡)φ
2(𝑡)𝑑𝑡

i 𝑞212𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, γ2
𝑦2
(𝑇 ) — вiдомi скалярнi величини, а 𝑞222(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiдома функцiя.

Теорема 19. Функцiя φ̂ ∈ 𝐺𝑥2, що знаходиться за формулою:

φ̂(𝑡) = 𝑞−2
22 (𝑡)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞12𝑘(𝑦2𝑘 − 𝑥̂2(𝑡𝑘))χ(0,𝑡𝑘)(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

є оптимальною оцiнкою φ(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), тобто φ̂ ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
φ∈𝐺𝑥2

𝐼𝑦2(φ(·)), де величини 𝑥̂2(𝑡𝑗),

𝑗 = 1,𝑚, 𝑡𝑗 ∈ (0,𝑇 ) знаходяться з системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

𝑥̂2(𝑡𝑗) +
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞212𝑘𝑥̂2(𝑡𝑘)ℎ𝑘𝑗 = 𝑥0
2 +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞212𝑘(𝑡𝑗)𝑦2𝑘ℎ𝑘𝑗, 𝑘 = 1,𝑚,

ℎ𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑇

0

𝑞−2
22 (𝑡)χ(0,𝑡𝑘)(𝑡)χ(0,𝑡𝑗)(𝑡)𝑑𝑡,𝑘,𝑗 = 1,𝑚.

Зауваження 7. Диференцiальне рiвняння для 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) у формулi (2.31) можна пред­

ставити у виглядi:

𝑥̇1 = 𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡) (𝐿− 𝑥1(𝑡)− 𝑥̂2(𝑡))−

−𝑎1(𝑡)𝑥1(𝑡)(𝑥2(𝑡)− 𝑥̂2(𝑡)) + 𝑐1(𝑡)𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.32)

де 𝑥̂2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) знаходиться з Теореми 40.

Уважатимемо, що виконується нерiвнiсть:

‖𝑥2 − 𝑥̂2‖ ⩽ ε,

де ε > 0 — достатньо мала величина.

Тодi в рiвняннi (2.32) можна знехтувати другим доданком i задачу пошуку оцiнки 𝑢1(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ) для системи (2.31) зводимо до попереднього випадку оцiнки впливiв при спостере­

женнях за кiлькiстю прихильникiв одного iнформацiйного потоку.

Приклад 3. Розглянемо окремий випадок системи (2.31):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1(𝑡) = 0.8𝑥1(𝑡)(1− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)) + 𝑢1(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 0.4𝑥2(𝑡)(1− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡)) + 0.05𝑠𝑖𝑛(0.5𝑡),

𝑥1(0) = 0.4,𝑥2(0) = 0.3,𝑡 ∈ (0; 5),

(2.33)



44

Малюнок 2.4 — Оцiнка впливiв для моделi (2.33), де пунктирною лiнiєю зображено 𝑢1(𝑡),

𝑡 ∈ (0; 5), а суцiльною — 𝑢̂1(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 5).

де

𝑢1(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0.1, 𝑡 ∈ [1; 1.5] ,

0.2, 𝑡 ∈ [3; 3.5] ,

0, 𝑡 /∈ [3; 3.5] ∩ [3; 3.5] ,

Нехай 𝑁 = 101, 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖 = 0.05, 𝑖 = 1,100, 𝑞211𝑘 = 1, 𝑞212𝑘 = 1, 𝑘 = 1,101, 𝑞221(𝑡) = 1, 𝑞222(𝑡) = 1,

𝑡 ∈ (0; 5), γ2
𝑦1
(5) = 0.01, γ2

𝑦2
(5) = 0.005, тодi результати побудови 𝑢̂1(𝑡), 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0; 5)

для математичної моделi (2.33), отриманi на основi теореми 40, зауваження 7 та зауваження

5, показанi на Мал. 2.4 та Мал. 2.5, вiдповiдно.

2.3.4 Оцiнки впливiв для випадку спостереження за кiлькiстю

прихильникiв обох iнформацiйних потокiв та вiдомими

параметрами системи

Розглянемо окремий випадок (2.26) , коли

𝑥̇𝑖(𝑡) = 𝑎𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡) (𝐿− 𝑥1(𝑡)− 𝑥2(𝑡))+

+𝑐𝑖(𝑡)𝑢𝑖(𝑡), 𝑥𝑖(0) = 𝑥0
𝑖 , 𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.34)

де 𝑎𝑖(𝑡), 𝑐𝑖(𝑡), 𝑢2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiдомi, неперервнi на (0,𝑇 ) функцiї; 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — невiдома

функцiя зовнiшнього впливу, причому 𝑢1(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Припускається, що в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚, 𝑡𝑘 ∈ (0,𝑇 ), 𝑘 = 1,𝑚 спостерiгаю­

ться величини:

𝑦𝑖𝑘 = 𝑥𝑖(𝑡𝑘) + η𝑖𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2,
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Малюнок 2.5 — Оцiнка динамiки моделi (2.33), де пунктирною лiнiєю зображено 𝑥𝑖(𝑡),

𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0; 5), суцiльною лiнiєю — 𝑥̂𝑖(𝑡), 𝑖 = 1,2, 𝑡 ∈ (0; 5), позначками * — спостереження

𝑦𝑖, 𝑖 = 1,2.

де η𝑖𝑘 ∈ 𝑅1, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2 — похибки вимiрювань.

Лiнеаризуємо систему (2.34) в околi ¯̄𝑥1(𝑡), ¯̄𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), якi є наближеними

розв’язками 𝑥1(𝑡) та 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), вiдповiдно:

𝑥̇1(𝑡) ≈ 𝑎1(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡) (𝐿− ¯̄𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡)) + 𝑐1(𝑡)𝑢1(𝑡)+

+ [𝑎1(𝑡) (𝐿− ¯̄𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡))− 𝑎1(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡)]×

×(𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥1(𝑡))− 𝑎1(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡)(𝑥2(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝑥̇2(𝑡) ≈ 𝑎2(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡) (𝐿− ¯̄𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡)) + 𝑐2(𝑡)𝑢2(𝑡)−

−𝑎2(𝑡)¯̄𝑥2(𝑡)(𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥1(𝑡))+

+ [𝑎2(𝑡) (𝐿− ¯̄𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡))− 𝑎2(𝑡)¯̄𝑥2(𝑡)] (𝑥2(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).
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Звiдси отримаємо систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1(𝑡) = 𝑎11𝑥1(𝑡) + 𝑎12𝑥2(𝑡) + 𝑏1(𝑡)+

+𝑐1(𝑡)𝑢1(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0
1,

𝑥̇2(𝑡) = 𝑎21𝑥1(𝑡) + 𝑎22𝑥2(𝑡)+

+𝑏2(𝑡), 𝑥2(0) = 𝑥0
2,

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.35)

де

𝑎11(𝑡) = 𝑎1(𝑡) (𝐿− 2¯̄𝑥1(𝑡)− ¯̄𝑥2(𝑡)) , 𝑎12 = −𝑎1(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝑎21(𝑡) = −𝑎2(𝑡)¯̄𝑥2(𝑡), 𝑎22 = 𝑎2(𝑡) (𝐿− ¯̄𝑥1(𝑡)− 2¯̄𝑥2(𝑡)) ,𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝑏1(𝑡) = 𝑎1(𝑡)¯̄𝑥1(𝑡)(¯̄𝑥1(𝑡) + ¯̄𝑥2(𝑡)),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

𝑏2(𝑡) = 𝑎2(𝑡)¯̄𝑥2(𝑡)(¯̄𝑥1(𝑡) + ¯̄𝑥2(𝑡)) + 𝑐2(𝑡)𝑢2(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Апостерiорна множина має вигляд:

𝐺𝑦1𝑦2 =
{︀
𝑢1(·) : 𝐼𝑦1𝑦2(𝑢1(·)) ⩽ γ2

𝑦1𝑦2
(𝑇 )
}︀
,

де

𝐼𝑦1𝑦2(𝑢1(·)) =
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞211𝑘 (𝑦1𝑘 − 𝑥1(𝑡𝑘))
2+

+
𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞212𝑘 (𝑦2𝑘 − 𝑥2(𝑡𝑘))
2 +

∫︁ 𝑇

0

𝑞22(𝑡)𝑢
2
1(𝑡)𝑑𝑡,

i 𝑞211𝑘, 𝑞
2
12𝑘, 𝑘 = 1,𝑚, γ2

𝑦1𝑦2
(𝑇 ) — вiдомi скалярнi величини, а 𝑞22(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) — вiдома функцiя.

Теорема 20. Оптимальна оцiнка 𝑢̂1(·) ∈ 𝐴𝑟𝑔 min
𝑢1∈𝐺𝑦1𝑦2

𝐼𝑦1𝑦2(𝑢1(·)) впливiв 𝑢1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

системи (2.35) знаходиться за формулою:

𝑢̂1(𝑡) = 𝑞−2
2 (𝑡)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞211𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑥̄1(𝑡𝑘)− 𝑑1𝑘)𝑔1𝑘(𝑡)+

+𝑞−2
2 (𝑡)

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑞212𝑘(𝑦2𝑘 − 𝑥̄2(𝑡𝑘)− 𝑑2𝑘)𝑔2𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Тут (︃
𝑑1𝑘

𝑑2𝑘

)︃
=

∫︁ 𝑇

0

χ(0,𝑡𝑘)(τ)Φ(𝑡𝑘,τ)

(︃
𝑏1(τ)

𝑏2(τ)

)︃
𝑑τ+

+Φ(𝑡𝑘,0)

(︃
𝑥0
1

𝑥0
2

)︃
, 𝑘 = 1,𝑚,

(︃
𝑔1𝑘(𝑡)

𝑔2𝑘(𝑡)

)︃
= χ(0,𝑡𝑘)(𝑡)Φ(𝑡𝑘,𝑡)

(︃
𝑐1(𝑡)

0

)︃
, 𝑘 = 1,𝑚, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),
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а Φ(𝑡𝑘,τ), 𝑘 = 1,𝑚 — фундаментальна матриця системи (2.35), нормована в точцi τ; вели­

чини 𝑥̄𝑖(𝑡𝑗), 𝑗 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,2 знаходяться з системи алгебраїчних лiнiйних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̄1(𝑡𝑗) +
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
11𝑘𝑥̄1(𝑡𝑘)𝑟

(1)
𝑘𝑗 +

+
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
12𝑘𝑥̄2(𝑡𝑘)𝑟

(2)
𝑘𝑗 =

=
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
11𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑑1𝑘)𝑟

(1)
𝑘𝑗 −

−
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
12𝑘(𝑦2𝑘 − 𝑑2𝑘)𝑟

(2)
𝑘𝑗 ,

𝑥̄2(𝑡𝑗) +
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
11𝑘𝑥̄1(𝑡𝑘)𝑟

(3)
𝑘𝑗 +

+
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
12𝑘𝑥̄2(𝑡𝑘)𝑟

(4)
𝑘𝑗 =

=
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
11𝑘(𝑦1𝑘 − 𝑑1𝑘)𝑟

(3)
𝑘𝑗 −

−
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑞
2
12𝑘(𝑦2𝑘 − 𝑑2𝑘)𝑟

(4)
𝑘𝑗 ,

𝑗 = 1,𝑚.

де

𝑟
(1)
𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑇

0

𝑞−2
2 (𝑡)𝑔1𝑗(𝑡)𝑔1𝑘(𝑡)𝑑𝑡,𝑟

(2)
𝑘𝑗 =

=

∫︁ 𝑇

0

𝑞−2
2 (𝑡)𝑔1𝑗(𝑡)𝑔2𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘,𝑗 = 1,𝑚,

𝑟
(3)
𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑇

0

𝑞−2
2 (𝑡)𝑔2𝑗(𝑡)𝑔1𝑘(𝑡)𝑑𝑡,𝑟

(4)
𝑘𝑗 =

=

∫︁ 𝑇

0

𝑞−2
2 (𝑡)𝑔2𝑗(𝑡)𝑔2𝑘(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘,𝑗 = 1,𝑚.

2.4 Прогнознi оцiнки в математичних моделях поширення

iнформацiї зi стацiонарними параметрами

2.4.1 Припущення та позначення

Дослiджуватимемо систему вигляду:

𝑥̇𝑘(𝑡) = (𝑎𝑘 + 𝑏𝑘𝑥𝑘(𝑡))

(︃
𝐿−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡)

)︃
, 𝑘 = 1,𝑁, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.36)

з початковими умовами:

𝑥𝑘(0) = 𝑥0
𝑘 ⩾ 0, 𝑘 = 1,𝑁.

Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚, 𝑡𝑖 ∈ (0,𝑇 ), 𝑖 = 1,𝑚 спостерiгаються при невiдомих

параметрах θ𝑘 = (𝑎𝑘, 𝑏𝑘), 𝑘 = 1,𝑁 величини 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘 = 1,𝑁 , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), що є розв’язками

системи (2.36):

𝑦𝑘𝑗 = 𝑥𝑘(𝑡𝑗) + 𝑣𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 1,𝑁,
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де 𝑣𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 1,𝑁 — похибки спостережень.

Уведемо позначення

𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑁),𝑦𝑘 = (𝑦𝑘1, . . . , 𝑦𝑘𝑚)
*, 𝑘 = 1,𝑁,

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑁),𝑥𝑘 = (𝑥𝑘(𝑡1), . . . , 𝑥𝑘(𝑡𝑚))
*, 𝑘 = 1,𝑁,

𝑣𝑘 = (𝑣𝑘1, . . . , 𝑣𝑘𝑚)
*, 𝑘 = 1,𝑁.

Припускається, що

𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 ⊂ 𝑅𝑚, θ𝑘 ∈ Θ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁,

де 𝑉𝑘, Θ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 — вiдомi множини.

Означення 12. Прогнозними оцiнками величин 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1), 𝑘 = 1,𝑁 , де 𝑡𝑚+1 > 𝑡𝑚, 𝑡𝑚+1 ∈ (0,𝑇 )

, назвемо:

𝑥̂𝑘(𝑡𝑚+1) = 𝑔𝑘(𝑦,𝑥), 𝑘 = 1,𝑁,

де 𝑔𝑘(𝑦,𝑥), 𝑘 = 1,𝑁 — деякi функцiї векторних аргументiв.

Позначимо через 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁 множини:

𝐺𝑘(𝑥,𝑦) = {θ𝑘 : (𝑦𝑘 − 𝑓𝑘(θ𝑘)) ∈ 𝑉𝑘} ∩Θ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁,

де

𝑓𝑘(θ𝑘) = (𝑓𝑘1(θ𝑘), . . . ,𝑓𝑘𝑚(θ𝑘)),

𝑓𝑘𝑗(θ𝑘) = 𝑎𝑘φ𝑗 + 𝑏𝑘ψ𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚,𝑘 = 1,𝑁,

φ𝑘 = 𝐿−
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖(𝑡𝑗),ψ𝑘𝑗 = 𝑥𝑘(𝑡𝑗)φ𝑘,𝑗 = 1,𝑚,𝑘 = 1,𝑁.

Теорема 21. Нехай множини 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 — обмеженi, а вектори φ = (φ1, . . . ,φ𝑚) та

ψ(𝑘) = (ψ𝑘1, . . . ,ψ𝑘𝑚) є лiнiйно незалежними при кожному 𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 . Тодi множини

𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁 обмеженi в 𝑅2.

2.4.2 Побудова усереднених оптимальних середнє квадратичних

прогнозних оцiнок

2.4.2.1 Побудова усереднених оптимальних середнє квадратичних

прогнозних оцiнок для базової моделi

Позначимо вектори параметрiв:

θ = (θ1, . . . ,θ𝑁), θ𝑘 ∈ 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁
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i множину прогнозних оцiнок вектора

𝑥(𝑡𝑚+1,θ) = (𝑥1(𝑡𝑚+1,θ), . . . , 𝑥𝑁(𝑡𝑚+1,θ)),

яка визначається наступним чином:

𝑋 = {𝑥(𝑡𝑚+1,θ)} .

Уведемо також на вимiрних пiдмножинах множин 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁 ймовiрнiснi мiри

µ𝑘(·), 𝑘 = 1,𝑁 , такi, що µ𝑘(𝐺𝑘(𝑥,𝑦)) = 1, 𝑘 = 1,𝑁 .

Якщо 𝑥̂(θ) = 𝑥̂(𝑡𝑚+1,θ) — деяка прогнозна оцiнка, то визначимо середнє квадратичну

похибку такої оцiнки у виглядi:

σ(𝑥̂) =

{︂∫︁
𝐺(𝑥,𝑦)

|𝑥̂(θ)− 𝑥(θ)|2µ(𝑑θ)
}︂ 1

2

,

де

𝐺(𝑥,𝑦) =
𝑁∏︁
𝑘=1

𝐺𝑘(𝑥,𝑦),µ(𝑑θ) =
𝑁∏︁
𝑘=1

µ𝑘(𝑑θ).

Означення 13. Величину 𝑥̃, що визначається з умови:

𝑥̃ ∈ 𝐴𝑟𝑔min
𝑥̂∈𝑋

σ(𝑥̂),

назвемо усередненою оптимальною середнє квадратиною прогнозною оцiнкою величини

𝑥(𝑡𝑚+1,θ), (далi УОСКП-оцiнка), а величину σ(𝑥̃) — середнє квадратичною похибкою такої

оцiнки.

Теорема 22. УОСКП-оцiнка має вигляд:

𝑥̃ =

∫︁
𝐺(𝑥,𝑦)

𝑥(𝑡𝑚+1,θ)µ(𝑑θ), (2.37)

де рiвнiсть виконується майже скрiзь по мiрi µ(·); при цьому

σ2(𝑥̃) =

∫︁
𝐺(𝑥,𝑦)

|𝑥(𝑡𝑚+1,θ)|2µ(𝑑θ)− |𝑥̃|2.

Нехай далi вектори 𝑣𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 належать вiдповiдним множинам 𝑉𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 вигляду:

𝑉𝑘 = {𝑣𝑘 : (𝑄𝑘𝑣𝑘, 𝑣𝑘) ⩽ 1} ,

де 𝑄𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 — вiдомi додатно визначенi матрицi; а для векторiв θ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 вiдомо,

що θ𝑘 ∈ 𝑅2, 𝑘 = 1,𝑁 .

Теорема 23. Нехай вектори φ, ψ(𝑘), 𝑘 = 1,𝑁 — лiнiйно незалежнi. Тодi множини 𝐺𝑘(𝑥,𝑦),

𝑘 = 1,𝑁 мають також вигляд:

𝐺𝑘(𝑥,𝑦) =
{︁
θ𝑘 : (𝑃𝑘(θ𝑘 − θ̂𝑘),θ𝑘 − θ̂𝑘) ⩽ γ2

}︁
, 𝑘 = 1,𝑁,
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де 𝑃(𝑘), 𝑘 = 1,𝑁 — матрицi з елементами 𝑃𝑖𝑗, 𝑖,𝑗 = 1,2, 𝑘 = 1,𝑁 , що обчислюються за

формулами:

𝑃11(𝑘) = (𝑄𝑘φ,φ), 𝑃22(𝑘) = (𝑄𝑘ψ(𝑘),ψ(𝑘)), 𝑘 = 1,𝑁,

𝑃12(𝑘) = 𝑃21(𝑘) = (𝑄𝑘φ,ψ(𝑘)), 𝑘 = 1,𝑁.

Тут вектори θ̂ = (𝑎̂𝑘,𝑏̂𝑘), 𝑘 = 1,𝑁 є розв’язками систем рiвнянь:{︃
𝑃11(𝑘)𝑎𝑘 + 𝑃12(𝑘)𝑏𝑘 = (𝑄𝑘𝑦𝑘,φ),

𝑃21(𝑘)𝑎𝑘 + 𝑃22(𝑘)𝑏𝑘 = (𝑄𝑘𝑦𝑘,ψ(𝑘)),
(2.38)

а параметри γ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 наступнi:

γ𝑘 = 1− Φ̄𝑘(θ̄𝑘),

де

Φ̄𝑘(θ𝑘) = (𝑄𝑘(𝑦𝑘 − 𝑎𝑘φ− 𝑏𝑘ψ(𝑘)),𝑦𝑘 − 𝑎𝑘φ− 𝑏𝑘ψ(𝑘)), 𝑘 = 1,𝑁.

Наслiдок 6. Вiзьмемо мiри µ𝑘(·), 𝑘 = 1,𝑁 у виглядi:

µ𝑘(𝑑θ) = 𝑑θ/𝑆(𝐺𝑘(𝑥,𝑦)), 𝑘 = 1,𝑁,

де 𝑆(𝐺𝑘(𝑥,𝑦)) — площа елiпсу 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁 .

Тодi справедлива рiвнiсть:

𝑥̃ = π−𝑁

𝑁∏︁
𝑘=1

(︂
λ1(𝑘)λ2(𝑘)

γ𝑘

)︂ 1
2
∫︁
𝐺̄(𝑥,𝑦)

𝑥(𝑡𝑚+1, θ+ θ̂)𝑑θ,

де θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂𝑁), а λ1(𝑘) та λ2(𝑘) — власнi числа матриць 𝑃𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 .

Тут множина 𝐺̄(𝑥,𝑦) має вигляд:

𝐺̄(𝑥,𝑦) =
𝑁∏︁
𝑘=1

𝐺̄𝑘(𝑥,𝑦),

де

𝐺̄𝑘(𝑥,𝑦) =
{︀
θ𝑘 : (𝑃𝑘θ𝑘,θ𝑘) ⩽ γ𝑘

}︀
,𝑘 = 1,𝑁.

2.4.2.2 Побудова усереднених оптимальних прогнозних оцiнок для

моделi поширення iнформацiї, що мiстить механiзми забування,

двокрокового охоплення iнформацiєю та подiл соцiуму на двi

однорiднi пiдгрупи

Розглянемо окремий випадок cистеми (2.36), коли соцiум пiддається впливу iнформа­

цiйних повiдомлень з одного джерела.
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Вважатимемо, що спiльнота складається з двох однорiдних пiдгруп, чисельнiстю 𝐿1

та 𝐿2 (𝐿1 + 𝐿2 = 𝐿, 𝐿𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2): перша пiдгрупа може сприймати iнформацiю, що

розповсюджується як через ЗМI, так i через мiжособистiне спiлкування; друга пiдгрупа за­

своює лише iнформацiю, що надходить у процесi мiжособистiсного спiлкування. Переходи

iндивiдiв з однiєї пiдгрупи в iншу вiдсутнi.

Також припускається, що iндивiд, потрапивши вперше пiд вплив iнформацiйної дiї, стає

пасивним прихильником, а потрапивши вдруге — активним прихильником, який поширює

iнформацiйне повiдомлення серед ще не охопленої частки соцiуму.

Позначимо кiлькiсть активних та пасивних прихильникiв в момент часу 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) в

першiй пiдгрупi, вiдповiдно, 𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та 𝑥3(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), в другiй — 𝑥2(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 )

та 𝑥4(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Додамо припущення, що iндивiди забувають трансльовану iнформацiю: активнi при­

хильники забувають з iнтенсивнiстю 𝑐 > 0 i стають пасивними прихильниками; пасивнi

прихильники забувають з iнтенсивнiстю 𝑟 > 0 й повертаються до неохоплених членiв вiд­

повiдних їм пiдгруп.

Нехай члени спiльноти не можуть розпiзнати, до якої пiдгрупи вiдноситься конкретний

iндивiд. Тодi, позначивши через 𝑎— iнтенсивнiсть повiдомлень у ЗМI, через 𝑏— iнтенсивнiсть

мiжособистiсного спiлкування, отримаємо таку систему диференцiальних рiвнянь:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1(𝑡) = (𝑎+ 𝑏 [𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)])𝑥3(𝑡)− 𝑐𝑥1(𝑡),

𝑥̇2(𝑡) = 𝑏 [𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)]𝑥4(𝑡)− 𝑐𝑥2(𝑡),

𝑥̇3(𝑡) = (𝑎+ 𝑏 [𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)])×
×(𝐿1 − 𝑥1(𝑡)− 𝑥3(𝑡))− 𝑟𝑥3(𝑡) + 𝑐𝑥1(𝑡),

𝑥̇4(𝑡) = 𝑏 [𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡)]×
×(𝐿2 − 𝑥2(𝑡)− 𝑥4(𝑡))− 𝑟𝑥4(𝑡) + 𝑐𝑥2(𝑡),

𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (2.39)

i початковими умовами:

𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 𝑥3(0) = 𝑥4(0) = 0. (2.40)

Позначимо через θ = (𝑎,𝑏,𝑐,𝑟)*, θ ∈ Θ ⊆ 𝑅4, де Θ — задана множина параметрiв

моделi (2.39). Тодi розв’язок задачi Кошi (2.39), (2.40) залежить вiд значення параметру θ

i позначатимемо 𝑥𝑘(𝑡,θ), 𝑘 = 1,4, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Нехай в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚, 𝑡𝑖 ∈ (0,𝑇 ), 𝑖 = 1,𝑚 спостерiгаються при конкре­

тних невiдомих параметрах θ0 = (𝑎,𝑏,𝑐,𝑟)*, θ0 ∈ Θ функцiї 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘 = 1,4, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), що є

розв’язками задачi Кошi (2.39), (2.40):

𝑦𝑘𝑗 = 𝑥̇𝑘(𝑡𝑗) + 𝑣𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 1,4,

де 𝑣𝑘𝑗, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 1,4 — похибки спостережень.

Уведемо позначення 𝑦𝑗 = (𝑦1𝑗, . . . , 𝑦4𝑗)
*, 𝑣𝑗 = (𝑣1𝑗, . . . , 𝑣4𝑗)

*, 𝑗 = 1,𝑚.

Вiдомо також, що невiдомi вектори похибок спостережень 𝑣𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 задовольняють

нерiвнiсть:
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗𝑣𝑗,𝑣𝑗) ⩽ 1,
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де 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 — додатно визначенi матрицi.

Уведемо векторну функцiю 𝑥(𝑡) = (𝑥1(𝑡),𝑥2(𝑡),𝑥3(𝑡),𝑥4(𝑡))
*, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) та матрицю

𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) вигляду:

𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
φ1(𝑡) ψ1(𝑡) −𝑥1(𝑡) 0

0 ψ2(𝑡) −𝑥2(𝑡) 0

φ3(𝑡) ψ3(𝑡) 𝑥1(𝑡) −𝑥3(𝑡)

0 ψ4(𝑡) 𝑥2(𝑡) −𝑥4(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

де

φ1(𝑡) = 𝑥3(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

ψ1(𝑡) = (𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡))φ1(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

ψ2(𝑡) = (𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡))𝑥4(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

φ3(𝑡) = 𝐿1 − 𝑥1(𝑡)− 𝑥3(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

ψ3(𝑡) = (𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡))φ3(𝑡),𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

ψ4(𝑡) = (𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡))(𝐿2 − 𝑥2(𝑡)− 𝑥4(𝑡)),𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Тодi систему рiвнянь (2.39) можна представити у векторно-матричнiй формi:

𝑥̇(𝑡) = 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡))θ, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Iз нерiвностi

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗𝑣𝑗,𝑣𝑗) ⩽ 1,

отримаємо представлення:

Φ̃(θ) =
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗(𝑦𝑗 − 𝐹 (𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗))θ),𝑦𝑗 − 𝐹 (𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗))θ) ⩽ 1. (2.41)

Нехай θ̂𝑚 ∈ 𝐴𝑟𝑔min
θ∈Θ

Φ̃(θ) — точка мiнiмуму функцiї Φ̃(θ), θ ∈ Θ, тобто з необхiдних

умов оптимальностi має виконуватись рiвнiсть:

Φ̃′(θ̂𝑚) = 0.

Розкладемо функцiю Φ̃(θ), θ ∈ Θ в ряд Тейлора в околi точки θ̂𝑚:

Φ̃ ∼= Φ̃(θ̂𝑚) + (𝐻̃𝑚(θ− θ̂𝑚),θ− θ̂𝑚), (2.42)

де

𝐻̃𝑚 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐹 *(𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗))𝑄𝑗𝐹 (𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗)).

Iз формул (2.41), (2.42) випливає нерiвнiсть:

(𝐻̃𝑚(θ− θ̂𝑚),θ− θ̂𝑚) ⩽ 1− Φ̃(θ̂𝑚). (2.43)
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Теорема 24. Якщо λ𝑚,𝑚𝑖𝑛 є мiнiмальним власним числом матрицi 𝐻̃𝑚 та λ𝑚,𝑚𝑖𝑛 → ∞ при

𝑚 → ∞, то θ̂𝑚 → θ0 при 𝑚 → ∞.

Позначимо далi через 𝐺̃(𝑥,𝑦) множину вигляду:

𝐺̃(𝑥,𝑦) =

=

{︃
θ :

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗(𝑦𝑗 − 𝐹 (𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗))θ),𝑦𝑗 − 𝐹 (𝑡𝑗,𝑥(𝑡𝑗))θ) ⩽ 1

}︃
∩Θ.

Вiзьмемо мiру µ(·) у виглядi:

µ(𝑑θ) = 𝑑θ/𝑉 (𝐺̃(𝑥,𝑦)),

де

𝑉 (𝐺̃(𝑥,𝑦)) =

∫︁
˜̄𝐺(𝑥,𝑦)

𝑑θ,

˜̄𝐺(𝑥,𝑦) =
{︁
θ : (𝐻̃𝑚θ, θ) ⩽ 1− Φ̃(θ̂𝑚)

}︁
∩Θ,Θ = 𝑅4.

Покладемо θ̄ = θ−θ̂𝑚, 𝑑θ̄ = 𝑑(θ−θ̂𝑚) = 𝑑θ. Оскiльки ˜̄𝐺(𝑥,𝑦)— 4-х вимiрний елiпсоїд, то:∫︁
˜̄𝐺(𝑥,𝑦)

𝑑θ =
1

2
π2

4∏︁
𝑘=1

(︃
λ𝑘

1− Φ̃(θ̂𝑚)

)︃−1/2

, (2.44)

де λ𝑘, 𝑘 = 1,4 — власнi числа матрицi 𝐻̃𝑚.

Iз формули для УОСКП-оцiнки (2.37) отримаємо:

𝑥̃ =

∫︁
𝐺(𝑥,𝑦)

𝑥(𝑡𝑚+1,θ)µ(𝑑θ) =

=

(︂∫︁
˜̄𝐺(𝑥,𝑦)

𝑑𝑠

)︂−1 ∫︁
˜̄𝐺(𝑥,𝑦)

𝑥(𝑡𝑚+1,θ+ θ̂𝑚))𝑑θ. (2.45)

Пiдставивши (2.44) в (2.45), одержимо вираз:

𝑥̃ = 2π−2

4∏︁
𝑘=1

(︃
λ𝑘

1− Φ̃(θ̂𝑚)

)︃1/2 ∫︁
˜̄𝐺(𝑥,𝑦)

𝑥(𝑡𝑚+1,θ+ θ̂𝑚))𝑑θ.

2.4.3 Побудова гарантованих прогнозних оцiнок

Розглянемо далi гарантованi прогнознi оцiнки величин 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ), 𝑘 = 1,𝑁 . Припусти­

мо, що вектори θ𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 належать заданим множинам Θ𝑘 ⊂ 𝑅2, 𝑘 = 1,𝑁 .

Означення 14. Гарантованими прогнозними оцiнками величин 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ), 𝑘 = 1,𝑁 назвемо

вектори 𝑧𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 , якi визначаються iз умов:

min
η𝑖,𝑖=1,𝑁

max
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

|𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,η1, . . . ,η𝑁)− 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . , θ𝑁)| =



54

= max
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

|𝑧𝑘 − 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . , θ𝑁)| = σ1𝑘, 𝑘 = 1,𝑁,

(тут η𝑖 ∈ 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), θ𝑖 ∈ 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑖 = 1,𝑁); а величини σ1𝑘, 𝑖 = 1,𝑁 назвемо гарантованими

похибками оцiнок 𝑧𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 .

Теорема 25. Нехай множини 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑘 = 1,𝑁 — обмеженi та замкненi. Гарантованi

прогнознi оцiнки 𝑧𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 мають вигляд:

𝑧𝑘 =
1

2

(︂
max
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . ,θ𝑁)+

+ min
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . , θ𝑁)

)︂
,

θ𝑖 ∈ 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑖 = 1,𝑁,

при цьому

σ1𝑘 =
1

2

(︂
max
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . , θ𝑁)−

− min
θ𝑖,𝑖=1,𝑁

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ1, . . . , θ𝑁)

)︂
,

θ𝑖 ∈ 𝐺𝑘(𝑥,𝑦), 𝑖 = 1,𝑁.

Розглянемо тепер випадок, коли в точках 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑚, 𝑡𝑖 ∈ (0,𝑇 ), 𝑖 = 1,𝑚 спостерi­

гаються вектори 𝑥(𝑡𝑗,θ) = (𝑥1(𝑡𝑗,θ), . . . , 𝑥𝑁(𝑡𝑗,θ))
*, 𝑗 = 1,𝑚, що є розв’язками системи (2.36)

при деяких значеннях параметрiв θ = (θ1, . . . , θ𝑁):

𝑦𝑗 = 𝐻𝑗𝑥(𝑡𝑗,θ) + 𝑣𝑗, 𝑗 = 1,𝑚,

де 𝐻𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 — матрицi розмiрностi 𝑚 × 𝑁 , 𝑣𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 — невiдомi завади.

Будемо припускати що, вектор 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚) та вектор параметрiв θ належать, вiд­

повiдно, множинам 𝑉 та Θ.

Позначимо

Θ𝑦 = {θ : (𝑦1 −𝐻1𝑥(𝑡1,θ), . . . , 𝑦𝑚 −𝐻𝑚𝑥(𝑡𝑚,θ)) ∈ 𝑉 } ∩Θ.

Припустимо, що множина Θ𝑦 — обмежена. Через 𝑐𝑜Θ𝑦 позначимо найменшу замкнену

опуклу множину, що мiстить в собi множину Θ𝑦. На множинi Θ𝑦 розглянемо гарантованi

прогнознi оцiнки величин 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ), 𝑘 = 1,𝑁 , якi знаходяться з умов:

min
θ̂∈𝑐𝑜Θ𝑦

max
θ∈𝑐𝑜Θ𝑦

|𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ̂)− 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ)| =

= max
θ∈𝑐𝑜Θ𝑦

|𝑥̂𝑘 − 𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ)| = σ2𝑘, 𝑘 = 1,𝑁.

Теорема 26. Гарантованi прогнознi оцiнки 𝑥̂𝑘, 𝑘 = 1,𝑁 обчислюються за формулами:

𝑥̂𝑘 =
1

2
(𝑥̂+

𝑘 + 𝑥̂−
𝑘 ), 𝑘 = 1,𝑁,
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де

𝑥̂+
𝑘 = max

θ∈𝑐𝑜Θ𝑢

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ), 𝑥̂
−
𝑘 = min

θ∈𝑐𝑜Θ𝑢

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ), 𝑘 = 1,𝑁 ;

а для похибки σ2𝑘,𝑘 = 1,𝑁 справедлива рiвнiсть:

σ2𝑘 =
1

2
(𝑥̂+

𝑘 − 𝑥̂−
𝑘 ), 𝑘 = 1,𝑁.

Розглянемо випадок, коли множина Θ = 𝑅2𝑁 , а множину 𝑉 можна представити та­

кож у виглядi:

𝑉 =

{︃
𝑣 :

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗𝑣𝑗,𝑣𝑗) ⩽ 1

}︃
,

де 𝑄𝑗, 𝑗 = 1,𝑚 — дадатно визначенi матрицi.

Тодi для множини Θ𝑦 справедливе представлення:

Θ𝑦 =

{︃
θ :

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑄𝑗(𝑦𝑗 −𝐻𝑗𝑥(𝑡𝑗,θ)),𝑦𝑗 −𝐻𝑗𝑥(𝑡𝑗,θ)) ⩽ 1

}︃
,

i задачi знаходження гарантованих оцiнок i похибок прогнозних оцiнок зведуться до пробле­

ми знаходження значень min
θ∈Θ𝑦

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ) та max
θ∈Θ𝑦

𝑥𝑘(𝑡𝑚+1,θ) на множинi Θ𝑦.

Приклад 4. Приклад знаходження УОСКП-оцiнки Розглянемо окремий випадок системи

(2.36) при 𝑁 = 1 i зовнiшнiй вплив вiдсутнi, тобто 𝑎1 = 0, а параметр iнтенсивностi мiж­

особистiсного спiлкування 𝑏1 ∈ 𝑅, 𝑘 = 1,𝑁 невiдомий.

При таких припущеннях система (2.36) набуде представлення:

𝑥̇1(𝑡) = 𝑏1𝑥1(𝑡)(𝐿− 𝑥1(𝑡)), 𝑥1(0) = 𝑥0
1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (2.46)

Спостереження за функцiями 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘 = 1,𝑁 мають вигляд:

𝑦𝑗 = 𝑥̇1(𝑡𝑗) + 𝑣𝑗, 𝑗 = 1,𝑚,

причому
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑣2𝑗 ⩽ δ2𝑚.

Отримаємо вираз:

𝐺(𝑥,𝑦) =

{︃
𝑏1 :

𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑦𝑗 − 𝑏1𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗)))
2 ⩽ δ2𝑚

}︃
.

Iз нерiвностi
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑦𝑗 − 𝑏1𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗)))
2 ⩽ δ2𝑚,

маємо формулу:

𝑏21

𝑚∑︁
𝑗=1

[𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))]
2 − 2𝑏1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))+
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+
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦2𝑗 − δ2𝑚 ⩽ 0.

Звiдси одержимо нерiвнiсть:

(𝑏1 − 𝑏1)(𝑏1 − 𝑏1) ⩽ 0, (2.47)

де

𝑏1 =
2
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑦𝑗𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))−
√
𝐷

2
∑︀𝑚

𝑗=1 [𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))]
2 ,

𝑏1 =
2
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑦𝑗𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗)) +
√
𝐷

2
∑︀𝑚

𝑗=1 [𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))]
2 ,

𝐷 = 4

[︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦𝑗𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))

]︃2
+

+4(δ2𝑚 −
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑦2𝑗 )
𝑚∑︁
𝑗=1

[𝑥1(𝑡𝑗)(𝐿− 𝑥1(𝑡𝑗))]
2 ⩾ 0.

Тодi, в силу розв’язку нерiвностi (2.47), буде справджуватись представлення:

𝐺(𝑥,𝑦) = [𝑏1, 𝑏1].

Для того, щоб знайти УОСКП-оцiнку (µ-усереднену оптимальну прогнозну оцiнку, де

µ(·) — мiра Лебега), розв’яжемо рiвняння Рiккатi:

𝑥̇1(𝑡) = 𝑏1𝐿𝑥1(𝑡)− 𝑏1𝑥
2
1(𝑡), 𝑥1(0) = 𝑥0

1, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Зробимо замiну:

ℎ(𝑡) = 1/𝑥1(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ),

i одержимо диференцiальне рiвняння з початковою умовою:

ℎ̇𝑡 = 𝑏1 − 𝑏1𝐿ℎ(𝑡), ℎ(0) = 1/𝑥0
1. (2.48)

Застосувавши до (2.48) формулу Кошi, матимемо вираз:

ℎ(𝑡) = 1/𝑥0
1 exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝑏1𝐿𝑑𝑠

}︂
+

+

∫︁ 𝑡

0

exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

τ

𝑏1𝐿𝑑𝑠

}︂
𝑏1𝑑τ =

=
𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑒
−𝑏1𝐿𝑡

𝑥0
1𝐿

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).

Звiдси розв’язок диференцiального рiвняння (2.46) обчислюються за формулою:

𝑥1(𝑡) =
𝑥0
1𝐿

𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑒
−𝑏1𝐿𝑡

, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ).
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Тодi для 𝑥̃1 будуть справедливi перетворення:

𝑥̃1 =

∫︁
𝐺(𝑥,𝑦)

𝑥1(𝑡𝑚+1,𝑏1)µ(𝑑𝑏1) =

=
1

𝑏1 − 𝑏1

∫︁ 𝑏1

𝑏1

𝑥1(𝑡𝑚+1,𝑏1)𝑑𝑏1 =

=
1

𝑏1 − 𝑏1

∫︁ 𝑏1

𝑏1

𝑥0
1𝐿𝑑𝑏1

𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑒
−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1

.

Увiвши позначення 𝑝(𝑏1) = 𝑒−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1 , отримаємо 𝑑𝑝 = = −𝐿𝑡𝑚+1𝑒
−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1𝑑𝑏1 i знайдемо

УОСКП-оцiнку 𝑥̃1:

𝑥̃1 =
−𝑥0

1

(𝑏1 − 𝑏1)𝑡𝑚+1

∫︁ 𝑒−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1

𝑒−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1

𝑑𝑝

𝑝(𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑝)
=

= 𝐿− 1

(𝑏1 − 𝑏1)𝑡𝑚+1

ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑒
−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1

𝑥0
1 + (𝐿− 𝑥0

1)𝑒
−𝑏1𝐿𝑡𝑚+1

⃒⃒⃒⃒
.
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ВИСНОВКИ

У посiбнику представлено огляд використання основних популяцiйних моделей для

аналiзу процесiв поширення iнформацiї в соцiальних мережах, а також використання цих

моделей для прогнозування динамiки. Цi методи є невiд’ємною частиною сучасного дослi­

дження соцiальних мереж та мають важливе значення для розумiння їхньої природи та

впливу на суспiльство.

Метод системного аналiзу найбiльш вдало пiдходять для аналiзу соцiальних мереж,

адже останнi є складними системами, аналiз якими iншими методами поскладнюється нелi­

нiйною природою поширення iнформацiї, а також вiдносно невеликi напрацювання в цьому

напрямку. Це пояснюється тим, що соцiальнi мережi як феномен соцiо-комунiкатавниї сфе­

ри є вiдносно молодим, при цьому не так багато соцiальних мереж надають можливiсть для

аналiзу для науковцiв та органiзацiй "ззовнi".

Важливим завданням є оцiнювання динамiки процесiв в популяцiйних моделях, якi

можуть використовуватись для аналiзу соцiальних мереж, адже методи розв’язування та­

ких задач дозволяє нам визначити адекватнiсть моделей, їхню спроможнiсть вiдтворювати

реальнi процеси та забезпечити надiйнi прогнози. Цей аспект дослiдження виявляється ва­

жливим для розвитку наукових та практичних дослiджень у сферi аналiзу соцiальних мереж

та сприяє подальшому удосконаленню методiв та моделей.

Поширення iнформацiї у соцiальних мережах є ключовим фактором впливу на рiзно­

манiтнi аспекти суспiльного життя, вiд реклами та маркетингу до полiтичних процесiв та

соцiальної мобiлiзацiї. Дослiдження цього аспекту дозволяє нам краще розумiти механiзми

поширення iнформацiї в мережi, виявляти ключовi фактори та залежностi, а також розро­

бляти ефективнi стратегiї впливу та комунiкацiї.
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