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Вступ 
 
 

 Стохастичні мережі виникли при моделюванні реально діючих 

інформаційно-обчислювальних мереж та сучасних мереж зв’язку. Від 

класичних стохастичних систем їх відрізняє, насамперед, багатовимірність 

процесу обробки інформації і складна структура вхідного потоку на 

кожний вузол обробки. Це висуває нові математичні проблеми, які слід 

розв’язувати при аналізі стохастичних мереж. Сучасні задачі з 

проектування та модернізації інформаційно-обчислювальних мереж, 

мереж мобільного зв’язку потребують розв’язку оптимізаційних задач для 

стохастичних мереж. Головними є задачі розподілу інформаційних 

потоків, вибору пропускних спроможностей та топологічної структури 

мережі. Повнота розв’язку цих задач залежить від керуючих розподілів 

мережі, складності алгоритму маршрутизації та виду функції вартості. 

 У навчальному посібнику розглянуто задачі оптимального керування 

напрямком вхідного потоку для моделей багатоканальних стохастичних 

мереж напівмарковського типу. При цьому вибір стратегії керування 

базується на таких показниках якості функціонування мережі як середній 

прибуток від роботи всієї мережі та ризик досягнення певного прибутку. 

Розглянуті у посібнику моделі відрізняються від класичних 

багатоканальних мереж Джексона тим, що керуючі послідовності для 

процесу надходження і обробки інформації мають довільний розподіл. Це 

дозволяє поглибити аналіз проблем, що пов’язані з проектуванням, 

впровадженням, експлуатацією та модернізацією інформаційно-

обчислювальних мереж, мереж мобільного зв’язку. Значна увага 

приділяється побудові апроксимативних процесів для багатовимірного 

процесу обробки інформації в умовах критичного навантаження в мережі. 

 Навчальний посібник призначений для студентів фізико-

математичних та технічних спеціальностей вищих навчальних закладів. 
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1. Основна модель багатоканальної мережі і 

постановка оптимізаційних задач 

 

1.1.  Процес обробки інформації в мережах типу  [ | | ]SM GI r    

 

Розглянемо стохастичну мережу, яка функціонує наступним чином.  

 

На  “ r ”  вузлів іззовні надходить один загальний потік пакетів, який 

керується напівмарковським процесом x t N( ) { , ,..., } 1 2 .  Це означає, що 

моменти надходження пакетів співпадають з моментами n ,  n 1 2, ,... змін 

станів x t( ) .  Якщо у момент n   процес x t( )  переходить у стан “ i ”,  то 

пакет з номером “ n ”  з імовірністю hi j   надходить для обробки у вузол 

“ j”,  hi j

r

 
j=1
 1,  H hi j   - прямокутна матриця розміром N r .  Через  
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F t F ti j

N
( ) ( )  1

  будемо позначати напівмарковську матрицю процесу x t( ) ,  

а через  F t F ti i j
j

N

( ) ( )

  

1

  –  функцію розподілу часу перебування у стані “ i ”. 

Кожен з “ r ”  вузлів представляє собою багатоканальну стохастичну 

систему. При надходженні пакету у таку систему зразу починається його 

обробка. Розподіл часу обробки залежить від номера вузла, через G tj ( ) ,  

j r1 2, ,..., ,  будемо позначати його функцію розподілу (ф.р.). Після 

обробки у j- ому вузлі пакет з імовірністю p j k  надходить у вузол k   і з 

імовірністю p pj r j k
k

r

  


  1
1

1  залишає мережу, P p j k

r
  1

- матриця 

маршрутизації мережі. Додатковий вузол з номером “ r 1”  

інтерпретується як “вихід” з мережі.       

Стохастичні мережі такого типу використовувались при моделюванні 

процесів обробки інформації в системах мобільного зв’язку і мережах 

передачі даних [1], [2],  при дослідженні параметрів трекової іонізації в 

трекових камерах [3], [4],  в фармакокінетиці [5] та інших областях. Надалі 

будемо вважати, що G j ( )0 0  ,  j r1 2, ,...,   і  Fi ( )0 0  ,  i N1 2, ,..., , що 

завжди виконується на практиці. У відповідності до прийнятої системи 

позначень описану вище модель будемо позначати символом [ | | ]SM GI r   .   

Для мереж типу [ | | ]SM GI r    багатовимірним процесом обробки 

інформації будемо називати вектор (t))Q(t),...,(Q(t)Q r1 ,  де  Q tj ( ) ,  

j r1 2, ,...,  - число пакетів у j- ому вузлі в момент часу t  0.  Якщо у 

початковий момент мережа порожня, x i( )0  ,  і момент надходження 

першого пакету в мережу співпадає з моментом виходу з “ i ”, то процес 

обробки інформації будемо позначати через (t))Q(t),...,(Q(t)Q i
r

i
1

i 


. 

Для векторів Q t( ) , (t)Qi , i N 1,..., ,  введемо генератриси  

                 ( , ) ...( ) ( )t z Mz zQ t
r
Q tr   1

1 ,                i Q t
r
Q tt z Mz z

i
r
i

( , ) ...( ) ( )   1
1 ,  
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                                                  z z zr ( ,..., )1 ,   z 1.   

Траєкторія пакету від моменту надходження в мережу до моменту 

виходу з неї може бути описана напівмарковським процесом y t( ) ,  який 

приймає значення у множині станів { , ,..., , }1 2 1r r    і визначається 

напівмарковською матрицею G ti j

r

 ( )
1

1
 

  G t
p G t i r j r r

G t j r ri j
i j i

r j r
 

      

  i = r +1,   
( )

( ), , ,..., , , ,..., , ,

( ), , ,..., , ,


  

 



  

1 2 1 2 1

1 2 11 1
    G t

t

tr 







1

0 1

1 1
( )

, ,

, ,

  

   
 

                                           i j - дельта Кронекера. 

Стан “ r 1”  для процесу y t( )  є поглинаючим. Поглинання у “ r 1”  

інтерпретується як вихід пакету з мережі. Через  p t P y t j y ij
i ( ) ( ( ) / ( ) )  0   

будемо позначати перехідні імовірності напівмарковського процесу y t( ) . 

Припустимо, що у початковий момент часу  t  0   в  i - ому вузлі  

[ | | ]SM GI r   - мережі знаходиться  ni ,  i r 1 2, ,..., ,  пакетів, обробка яких ще 

не розпочиналася. Момент надходження іззовні першого пакету співпадає 

з моментом виходу  x t( )   з початкового стану, і розподіл  x( )0   співпадає з  

p p pN1 2, ,..., .  Тоді 

                    
  


N

1i

r

1j

k
k

N

1k

n
j

i
j ] z)(t,Φp [)]z(t)(1p[1z)Φ(t, i .                        (1.1) 

Змінюючи час перебування  y t( )   у початковому стані можна 

враховувати те, що пакети  ni ,  i r 1 2, ,..., ,  знаходяться в процесі обробки 

на момент  t  0 .  Для  ( , )t z   ми будемо мати вираз, аналогічний  (1.1). 

Таким чином при вивченні процесу обробки пакетів у  [ | | ]SM GI r   - 

мережі можна обмежитись аналізом  r - вимірних процесів  Q ti ( ) , 

i r 1 2, ,..., ,  яким відповідають генератриси   i t z( , ) .  В свою чергу процес  

Q ti ( ) ,  t  0 ,  будується на основі двох процесів  x t( )  ( x i( )0  ), y t( )   
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напівмарковського типу. Тому природньо при його аналізі спиратись на 

результати теорії напівмарковських процесів. 

Використовуючи для  x t( )   відому методику побудови формул для 

характеристик напівмарковських процесів за першим стрибком ( див. [7], 

стор. 41-50), ми отримаємо, що функції   i t z( , ) , i r 1 2, ,..., ,  

задовольняють системі інтегральних рівнянь 

       i
i i j

j
t

j

N

t z F t d F u t u z( , ) ( ) ( ) ( , )    


1
01

                           (1.2) 

              

h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

 [ ( ) ( ) ... ( ) ]1 1 1
1

,      i N1 2, ,..., . 

У подальшому ми проаналізуємо систему  (1.2)  і подамо 

характеристики  Q t( )  в термінах напівмарковських процесів  x t( ) , y t( ) . 

 

1.2.  Перехідний режим для процесу обробки інформації 

 

В цьому підрозділі ми встановимо, що система інтегральних рівнянь  

(1.2)  визначає генератриси   i t z( , ) ,  i r 1 2, ,..., ,  як функції часу  t   

єдиним чином і проаналізуємо моменти першого і другого порядку 

процесу обробки пакетів.     

Нехай LT ,  0  T  - повний метричний простір векторних функцій  

              z))(t,Φz),...,(t,Φz),(t,(Φz)(t,Φ N21 ,     )z,...,(zz r1 , 

з компонентами  i t z( , ) ,  які визначені для 0  t T,  z 1,  вимірні за t  і 

є імовірносними генератрисами відносно z .  Відстань між  ,  LT   

визначимо рівністю  

                                       z)(t,Φz)(t,Φ sup max)Φρ(Φ, *ii

1z
Tt0Ni1






 . 

При вивченні перехідного режиму важливу роль відіграє наступний 

результат.  
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Теорема 1.1.  Для довільного T  0  генератриси  i t z( , ) ,  0 t T,  

z 1,  векторів  Q ti ( ) ,  i N1 2, ,..., ,  є єдиним розв’язком системи 

інтегральних рівнянь  (1.2),  який при  0  t T  належить  LT . 

Доведення.  Розглянемо оператор  
~  HT ,  який функцію 

                            T
N21 Lz))(t,Φz),...,(t,Φz),(t,(Φz)(t,Φ   

переводить у 

                                        z))(t,Φ
~

z),...,(t,Φ
~

z),(t,Φ
~

(z)(t,Φ
~ N21 , 

де 

                             



N

1j

t

0

j
j ii

i z)u,(t(u)ΦF d (t)F1z)(t,Φ
~

                    

                                     

h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

 [ ( ) ( ) ... ( ) ]1 1 1
1

,       

                                                                 i N1 2, ,..., . 

Очевидно оператор  HT   здійснює відображення  LT   у себе. 

Нехай  t 0 0   обрано так, що  max ( )
1

0 1
 

 
i r

iF t q .  З визначення 

оператора  H t0
  випливає, що при  t t 0  

                                                 z)(t,Φ
~

z)(t,Φ
~ *ii  

                            



N

1j

*j
t

0

j
j i z))u,(tΦz)u,(t(u)(ΦF d |                     

                                   

h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

  [ ( ) ( ) ... ( ) ] |1 1 1
1

 

                                           *
t

t

0
i

*
t Φ,ρ q(u)F dΦ,ρ

00
  . 

Таким чином оператор  H t0
  здійснює стиснене відображення  Lt0

  у себе. 

З теореми про нерухому точку стискуючого оператора випливає, що в  Lt0
  

існує єдина нерухома точка оператора  H t0
,  яка є розв’язком  (1.2)  при  

0 0 t t . 
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Розглянемо тепер підпростір  *
2t0

L   простору  L t2 0
,  що складається з 

векторних функцій, які на відрізку  [ , ]0 0t   співпадають з нерухомою 

точкою оператора H t0
.  Оскільки  z)(t,Φz)Φ(t, *   при  0 0 t t   для 

довільних  *
2t

*
0

LΦΦ,   ,  то для усіх  t t t0 02   

                                                z)(t,Φ
~

z)(t,Φ
~ *ii  

                         





N

1j

*j
tt

0

j
j i z))u,(tΦz)u,(t(u)(ΦF d   |

0

                    

                                    

h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

  [ ( ) ( ) ... ( ) ] |1 1 1
1

 

                                                          *
2t ΦΦ,ρ q

0
 . 

Звідси випливає, що для довільних  *
2t

*
0

LΦΦ,   

                                   *
2t

*
2t2t2t ΦΦ,ρ q)ΦHΦ,(Hρ

0000
  

і  H t2 0
  є стиснене відображення  *

2t0
L   в себе. Тому в  *

2t0
L   також існує 

єдина нерухома точка. 

Нехай вже доведено, що оператор  H n t 0
  має в просторі Ln t 0

  єдину 

нерухому точку. Розглянемо підпростір  0 t1)(n
*L     простору  L n t( )1 0 ,  який 

складається з векторних функцій, що в інтервалі  [ , ]0 0n t   співпадають з 

нерухомою точкою оператора  H n t 0
.  Застосовуючи ті ж самі аргументи, 

що і при  n  1,  отримаємо  

                               *
1)t(n

*
1)t(n1)t(n1)t(n ΦΦ,ρ q)ΦHΦ,(Hρ

0000   , 

для довільних  0 t1)(n
** LΦΦ,  . 

Таким чином, H n t( )1 0   є стискуючим відображенням 0 t1)(n
*L    у себе і 

в  0 t1)(n
*L    існує єдина нерухома точка оператора H n t( )1 0 . Твердження 

теореми випливає з принципа математичної індукції. 
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Інтегральні рівняння  (1.2)  не тільки задають багатовимірні 

генератриси розподілу процесу обробки пакетів  у перехідному режимі. 

Вони також є джерелом для визначення моментів будь-якого порядку. 

Розглянемо моменти першого і другого порядку 

                                  M t MQ t
t z

z
i i

i

z 





( ) ( )
( , )

|   1 , 

                          D t MQ t Q t
t z

z z
i i i

i

z     
 



    ( ) ( )( ( ) )

( , )
|   

2

1


, 

де  1  -  r - вимірний вектор, складений з одиниць. 

Теорема  1.2.  Функції  M ti
 ( ) ,  D ti

  ( ) ,  i N 1,..., ,   , ,..., 1 r ,  є 

єдиним розв’язком систем інтегральних рівнянь 

M t d F u M t u d F u h p t ui
i j

j
t

j

N

i j j k
k

k

rt

j

N

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
 

        
01 101

,            (1.3) 

                  D t d F u D t ui
i j

j
t

j

N

        ( ) ( ) ( )  
 01

                              (1.4) 

         
 
          d F u M t u h p t u M t u h p t ui j

j
j k

k

k

r
j

j k
k

k

rt

j

N

( )[ ( ) ( ) ( ) ( )]   
1 101

. 

Доведення.  В будь-якій точці  z 1  рівняння  (1.2)  можна 

диференціювати будь-яке число раз за змінними  z z zr1 2, ,..., .  Для того, 

щоб у виразах, які при цьому отримуються, можна було переходити до 

границі по  z 1 ,  треба перевірити, що відповідні моменти скінченні. 

Доведемо це для моментів першого і другого порядку. 

Продиференцюємо  (1.2)  по  z  

                                




 

i

i j

jt

j

Nt z

z
d F u

t u z

z

( , )
( )

( , )






     

01

                (1.5) 

                              

   h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

[ ( ) ( ) ... ( ) ]1 1 1
1

 

                               

        d F u t u z h p t ui j

j
j k

k

k

rt

j

N

( ) ( , ) ( ) 
101

. 
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Оберемо  t 0 0   таким чином,  щоб  max ( )
1

0 1
 

 
i r

iF t q .  Позначимо при  

0 1 z  

                                     M t z
u z

zi N u t

i







( , ) max sup
( , )


   1 0

  . 

З  (1.5)  при  t t 0   будемо мати 

                                            M t z q M t z ( , ) ( , )  1, 

або 

                                                  M t z
q ( , ) 


1

1
. 

Доведемо методом математичної індукції, що при  ( )n t t n t  1 0 0  

    M t z
q q

q

qn

n

 ( , ) ...
( )

( )



 




 1

1

1

1

1 1
.                          (1.6) 

Для  n  1  нерівність  (1.6)  доведено. Перевіримо справедливість 

кроку індукції. Нехай  n t t n t 0 01  ( ) .  Тоді  (1.5)  можна подати у 

вигляді 

                       




 

i

t n t

t

i j

jt n t

j

Nt z

z
d F u

t u z

z

( , )
( ) ( )

( , )
 









      

 
 

 

0

0

01

                      

                             

   h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

[ ( ) ( ) ... ( ) ]1 1 1
1

 

                               

        d F u t u z h p t ui j

j
j k

k

k

rt

j

N

( ) ( , ) ( ) 
101

. 

Звідси випливає, що 

                                    M t z q M t z M n t z  ( , ) ( , ) ( , )    0 1, 

і 

          M t z
q q

M n t z
q q q n ( , ) ( , )

( )
...

( )












 

 

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
0 2 1

 . 

Таким чином нерівність  (1.6)  доведено. Її можна записати у більш 

зручному вигляді 
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                 M t z
q

q

t t

 ( , )
( ) ([ / ] )


  1 10 1

.                                    (1.7) 

Як наслідок  (1.7)  маємо скінченність моментів  M ti
 ( ) ,  i N 1 2, ,..., ,  

  1 2, ,..., r   першого порядку. Тепер граничним переходом по  z 1   з  

(1.5)  отримаємо систему інтегральних рівнянь  (1.3). 

Доведемо скінченність моментів другого порядку. Продиференцюємо 

(1.5)  по  z  

              

 



  

 

 

i

i j

jt

j

Nt z

z z
d F u

t u z

z z

( , )
( )

( , )






     

 

01

                        (1.8) 

                             

    h p t u p t u z p t u zj k r

k k
r
k

r
k

r

[ ( ) ( ) ... ( ) ]1 1 1
1

 

                           


 

         d F u

t u z

z
h p t ui j

i

j k
k

k

rt

j

N

( )
( , )

( )


 


101

 

                            




         d F u

t u z

z
h p t ui j

i

j k
k

k

rt

j

N

( )
( , )

( )


 


101

. 

Позначимо при  0 1 z  

                                    D t z
u z

z zi N u t

i

 
 


    ( , ) max sup

( , )


   1 0

2
. 

За аналогією з попереднім маємо 

            ( ) ( , ) ( , ) ( , )1 0 0 0  q D t z M t z M t z    ,                         (1.9) 

і 

( ) ( , ) (( ) , ) ( , ) ( , )1 10 0 0 0    q D m t z D m t z M m t z M m t z          ,          (1.10) 

для  m  2 3, ,... . 

З  (1.9),  (1.10)  знаходимо 

                                                     D n t z   ( , )0   

                   





( ) ( ) [ (( ) , ) (( ) , )]1 1 1 10 0
0

1

q q M k t z M k t zn k

k

n

     
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           
 


   




 



 

2 1 1
1 1

2
1 1 1

1

1

0

1 1

2 1( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

q q
q

q

q n q

q q
n k

k

k

n n

n   . 

Отже аналогом  (1.7)  буде нерівність 

                         D t z
q t t q

q q

t t

t t  ( , )
( ) ([ / ] )

( )

[ / ]

[ / ]


   




2
1 1 2

1

0

0

2
0

2 2
, 

на основі якої граничним переходом по  z 1   ми з  (1.8)  отримаємо 

систему інтегральних рівнянь  (1.4). 

Єдиність розв’язків систем  (1.3),  (1.4)  випливає з того, що вони є 

інтегральними рівняннями марковського відновлення (див. додаток). 

Теорему доведено. 

Для мереж типу  [ | | ]SM GI r     ефективним засобом аналізу моментів 

процесу обробки інформації у перехідному режимі є метод перетворень 

Лапласа. Розглянемо систему інтегральних рівнянь  (1.3). Для неї 

справедливий наступний результат. 

Наслідок  1.1.  Нехай  F s e d F ti
s t

i( ) ( ) 


     

0

,  G s e d G ts t
 ( ) ( ) 



     

0

,   

Re s   0,  i N 1 2, ,..., ,    1 2, ,..., r  - перетворення Лапласа-Стільтьєса 

функцій  F ti ( ) ,  G t ( )   відповідно,  M s e M t d ti s t i
 ( ) ( ) 



      

0

,  Re s   0, 

i N 1 2, ,..., ,    1 2, ,..., r  - перетворення Лапласа функцій  M ti
 ( ) ,  

M s M si( ) ( )   - прямокутна матриця розміром  N r .  Тоді 

M s
s

I F s F F s FH I G s P I G s( ) ( ( ( )) ) ( ( )) ( ( ( )) ) ( ( ( )))    1 1 1    ,         (1.11) 

де  F fi j

N
  1

,   f Fi j i j   ( )  - перехідні імовірності вкладеного ланцюга 

Маркова для напівмарковського процесу  x t( ) ,  ( ( )) ( )F s F si j i

N
   1

,  

( ( )) ( )G s G si j i

r
   1

 – діагональні матриці. 
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Доведення.  В термінах перетворень Лапласа система  (1.3)  має 

вигляд 

M s F s f M s F s f h p si
i i j

j

j

N

i i j j k
k

k

r

j

N

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
 
            

1 11

,                  (1.12) 

де  p s p t e d tk k s t
 ( ) ( ) 



    

0

 - перетворення Лапласа перехідних імовірностей 

напівмарковського процесу  y t( ) . 

Нехай  P s p sk r
( ) ( )  1

.  Тоді 

             M s F s FM s F s FHP s( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )                            (1.13) 

є матричним аналогом  (1.12). З рівняння  (1.13)  знаходимо 

                                       M s I F s F F s FHP s( ) ( ( ( )) ) ( ( )) ( )   1   . 

Підставляючи сюди   P s
s

I G s P I G s( ) ( ( ( )) ) ( ( ( ))  1 1    отримаємо  

(1.11).  Наслідок доведено. 

Для того, щоб користуватись формулами типу  (1.11)  на практиці,  

необхідно застосовувати чисельні алгоритми обернення перетворень 

Лапласа (див., наприклад, [6]). 

 

1.3.  Умови існування стаціонарного режиму для багатоканальних 

мереж. 

 

Важливою проблемою при дослідженні стохастичних мереж є 

знаходження умов існування стаціонарного режиму та побудови формул 

або ефективних алгоритмів розрахунку характеристик функціонування 

мережі у стаціонарному режимі. 

Якщо для процесу обробки пакетів   (t))Q(t),...,(Q(t)Q r1 ,  t  0 ,  

існує стаціонарний режим, то через  Qi ,  i r 1 2, ,..., ,  будемо позначати 

число пакетів у  i - ому вузлі у стаціонарному режимі, а через  ( )z  – 

генератрису вектора   )Q,...,(QQ r1 . 
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Для  [ | | ]SM GI r   - мережі справедливий наступний результат. 

Теорема 1.3.  Нехай матриця F t( )  – негратчаста, F F ( )  – 

нерозкладна і   1 2, ,..., N  – стаціонарні імовірності F.  Тоді, якщо 

max ( )
1

0
 



  
i N

it d F t  , max ( )
1

0
 



  
i r

it d G t  , спектральний радіус матриці 

маршрутизації P   менший  1,  то для процесу обробки інформації  Q t( )   

існує стаціонарний режим і  

 ( ) ( , ){ [ ( )( ) ... ( )( )]}z a t z h p t z p t z d tj
j

j k
k

r
k

r
k

r

j

N

     





1 1 11 1

101
  ,          (1.14) 

де   a t d F tj j i i
i

N

 



 { ( ) }       1

01

. 

Перед тим, як доводити теорему, встановимо два допоміжних 

результати. 

Лема 1.1. Нехай R t R t G ti j

r n

n

( ) ( ) ( )  





 1
0

- матриця відновлення 

напівмарковського процесу y t( ) ,  G t G ti j

r
( ) ( )  1

.  Якщо спектральний 

радіус матриці P   менший  1  і  t d G ti i  ( )
0

1


      для  i r1 2, ,..., ,  то: 

a)  lim ( ) ( )
t

i j

r
R t R R I P



     0 0

1

1
 ; 

b)  R R R t d t I P I P Pi j i j

r

1 0

0 1

1 1 1      


       ( ( )) ( ) ( )( )  . 

Доведення. Нехай  R s e d R ti j
s t

i j 
 

  ( ) ( ) 



0

,   Re s 0, – перетворення 

Лапласа-Стільтьєса функцій  R ti j ( ) . Тоді в термінах перетворень Лапласа 

рівняння марковського відновлення  R t I G R t( ) ( )     для матриці  R t( )  

можна подати у вигляді 

                  R s I G s P R s( ) ( ( )) ( )   ,                                    (1.15) 
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де  R s R si j

r
( ) ( )  1

. 

Розв’язком  (1.15)  є матриця  R s I G s P( ) ( [ ( )] )   1   і тому   

R R s I P
s

0

0

1  
 

lim ( ) ( ) . 

Розглянемо тепер 

                             
1

0 0

0 1
s

R R s R R t e d ti j i j
s t

r

[ ( ) ( )] [ ( )]   


     
  

                      






1 11 1

1s
I P I G s P

s
P G s Pk k

k

[( ) ( ( ( )) ) ] [ ( ( ( )) ) ]  . 

Методом математичної індукції можна перевірити, що для довільних 

квадратних матриць  A   і  B   справедливе подання 

          ( ) ( )A B A A B A Bk k k i i

i

k

    





    1

0

1

.                          (1.16) 

Використовуючи  (1.16)  для  A P ,  B I G s P  ( ( ( ))) ,  

A B G s P  ( ( )) ,  знаходимо 

                 ( ( ( )) ) ( ( ( ))) ( ( ( )) )  G s P P P I G s P G s Pk k k i i

i

k

   





     1

0

1

. 

Оскільки 

                         lim [ ( )]
s

G s I
 


0
 ,           lim ( [ ( )]) ( )

s s
I G s

 

 
0

11
   , 

то 

                                          R
s

R R s
s

1

0

1
0  

 
lim [ ( ) ( )]  

                         








       P P I P I P Pk i i

i

k

k

1 1 1

0

1

1

1 1 1 ( ) ( ) ( )( )  . 

Лему доведено. 

Нехай   D T[ , ]0    простір усіх функцій   ( )t ,  які визначені на відрізку   

[ , ]0 T ,  приймають дійсні значення, мають у кожній точці границі зліва і 

неперервні справа (при  t T  - зліва). Нам буде необхідний наступний 

критерій інтегрованості за Ріманом. 
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Лема  1.2.  Якщо  F t( )  – функція розподілу і  ( ) [ , ]t D T 0 ,  то   

( ) ( ) ( )t t u d F u
t

    
0

  інтегрована за Ріманом на  [ , ]0 T . 

Доведення.  Подамо  F u( )  у вигляді 

                F u F u F uc d( ) ( ) ( )         ,        ,   0 ,           1, 

де   F uc ( )  –  неперервна складова  F u( ) ,  F ud ( )  –  дискретна складова. 

Нехай   u u uk1 2, , ..., , ...     – точки, в яких  F ud ( )  має стрибки, а  

p p pk1 2, , ..., , ...     –  величини цих стрибків. Для  k  1 2, ,...   введемо функції 

                                    


k
k k

k

t
t u t u

t u
( )

( ), ,

, .


 






  

              0
 

Тоді 

                 ( ) ( ) ( ) ( )t t u d F u p tc k k
k

t

           




   
10

.                        (1.17) 

Оскільки другий доданок у правій частині  (1.17)  є рівномірно збіжним 

рядом, складеним з функцій, інтегрованих за Ріманом, то його сума буде 

інтегрованою за Ріманом, і для справедливості твердження леми достатньо 

перевірити, що 

                                                 c c

t

t t u d F u( ) ( ) ( )    
0

 

є неперервною функцією. 

Візьмемо будь-яке додатнє число   .  Позначимо через  t t t k1 2, , ...,     

усі точки відрізку   [ , )0 t ,  де величини стрибків  ( )   не менше за   . Тоді 

існує    0   таке, що як тільки        t t    і обидві точки   t t,    

належать одному з інтервалів  ( , ), ( , ), ..., ( , )0 1 1 2t t t t tk   ,  то  

    ( ) ( )   t t . 

Будемо обирати     настільки малим, щоб інтервали 

               [ , ]  ,         [ , ]t ti i   ,    i k 1,..., ,         [ , ]t t      

не перетинались. Позначимо через 
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                 I t t t t t ti i
i

k

      ( ) [ , ] \ { [ , ] [ , ] [ , ] }                     


0
1
 . 

Тоді 

                                          


( ) ( ) ( ) ( )t u d F u t u d F uc c

tt

    


00

 

                        


                    


( ) ( ) ( ) ( ) ( )t u d F u t u t u d F u
t

t

c

t

c
0

 

                         


                  




( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

t u t u d F u t u d F u
I t

c c
t

t

 

       

           


                      




( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t u t u d F u t u t u d F uc
t

t

c
0

 

                                    





             




( ) ( ) ( )t u t u d F u
t

t

c
i

k

i

i

1

. 

Якщо  N t
t T



sup ( )
[ , ]0

   ,  то ми маємо 

                             c c c ct t N F t F t( ) ( ) [ ( ) ( )]                       (1.18) 

                      

           2

1

N F F t F t F t F tc c c c i c i
i

k

{ ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] }    . 

Аналогічно знаходимо 

                              c c c ct t N F t F t( ) ( ) [ ( ) ( )]                       (1.19) 

                                     

         2

1

N F F t F tc c i c i
i

k

{ ( ) [ ( ) ( )] }   . 

З оцінок  (1.18),  (1.19)  випливає неперервність  c t( ) .   

Лему доведено. 

Перейдемо тепер до доведення теореми. 

Доведення теореми 1.3. Подамо систему рівнянь  (1.2),   яка визначає 

генератриси   i t z( , ) ,  i N 1 2, ,..., ,  у вигляді рівнянь марковського 

відновлення 
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                    i
i i j

j
t

j

N

t z f t d F u t u z( , ) ( ) ( ) ( , )  


     
01

,   i N 1 2, ,..., ,             

де                                  f t F t d F u t u zi i i j
j

t

j

N

( ) ( ) ( ) ( , )    


1
01

       

                                       

    h p t u z p t u zj k

k
r
k

r
k

r

[ ( )( ) ... ( )( )]1 1
1

1 1 . 

Для того, щоб твердження теореми випливало з результатів про 

асимптотичну поведінку розв’язку системи рівнянь марковського 

відновлення (див. додаток, теорема 3), достатньо для  i r 1 2, ,...,   

перевірити безпосередню інтегровність за Ріманом на  [ , )0    функцій  

f ti ( ) .  Оскільки  f ti ( )   локально інтегровані за Ріманом (лема 1.2),  то 

достатньо для  f ti ( )    побудувати монотонну мажоранту  
~

( )f ti ,  інтегровну 

на  [ , )0  . 

Функція   i t u z( , )   є генератрисою, тому 

               f t F t d F u p t ui i i m
k

t

k m

r

( ) ( ) ( ) ( )
,

    


1
01

                        (1.20) 

                                


( )[ ( / )] ( ) ( )
/

,

1 1 2
0

2

1

r F t d F u p t ui i m
k

t

k m

r

    . 

Знайдемо оцінку зверху для інтегралу   d F u p t ui m
k

t

 ( ) ( )
/


0

2

. 

Фунуції  p tj
i ( ) ,  i j r, , ,..., 1 2   як розв’язок рівняння марковського 

відновлення (див. додаток) можуть бути подані у вигляді 

        p t d R u G t uj
i

i j j

t

( ) ( )( ( ))     1
0

,    i j r, , ,..., 1 2 .                   (1.21) 

Використовуючи  (1.21),  знаходимо 

             p t d R u G t u d R u G t uj
i

i j j

t

i j j
t

t

( ) ( )( ( )) ( )( ( ))
/

/

           1 1
0

2

2

 

                      R G t R R ti j j i j i j   
0 01 2 2( ( / )) ( ( / )) .                          (1.22) 
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Права частина  (1.22)  є монотонно спадною функцією, тому 

                    d F u p t u R G t R R ti m
k

t

k m m k m k m    ( ) ( ) ( ( / )) ( ( / ))
/

    
0

2
0 01 4 4 .              

Поєднуючи  (1.20)  і  (1.22), маємо монотонну мажоранту для   f ti ( )  

              

~
( ) ( )[ ( / )] [ ( ( / )) ( ( / ))]

,

f t r F t R G t R R ti i k m m k m k m
k m

r

      

1 1 2 1 4 40 0

1

    . 

Інтегровність на  [ , )0    функції  
~

( )f ti   випливає з леми 1.1  і 

обмеженості інтегралів  t d F ti  ( )
0



   ,  i N 1 2, ,..., , t d G tj  ( )
0



   ,  

j r 1 2, ,..., . Теорему доведено. 

У співвідношенні  (1.14)  генератриса стаціонарного розподілу 

подається через генератриси процесу обробки у перехідному режимі. 

Разом з системами інтегральних рівнянь  (1.3),  (1.4)  це подання можна 

використовувати для знаходження моментів  M MQ   ,  

D MQ Q         ( )   процесу обробки у стаціонарному режимі. 

Нехай )θ,...,(θθ r1  є розв’язком рівняння балансу 





r

1j
jijii pθλθ , де 




N

1j
jiji haλ , r1,2,...,i  . 

Враховуючи, що інтенсивність вхідного потоку на кожний вузол мережі 

перераховуються у відповідності до рівняння балансу, доведемо наступний 

результат. 

Лема  1.3.  Якщо виконуються умови теореми  1.3,  то 

а)      lim ( ) /
t

iM t


    ,      1 2, ,..., r ;                                                        

b) lim ( ) [ ( ) ( )
t

i
j

j
j k

kD t a M t h p t




      
k=1

r

0j=1

N

                                          (1.23) 

                          M t h p t d tj
j k

k
r

 ( ) ( )]     
k=1

. 
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Доведення. 

а)   Систему рівнянь  (1.3)  можна записати у вигляді 

                 M t m t d F u M t ui i
i j

j
t

j

N

  ( ) ( ) ( ) ( )  


    
01

,     i N 1 2, ,..., ,           

де       m t d F u h p t ui
i j j k

k

k

rt

j

N

 ( ) ( ) ( ) 

        

101

. 

Перевіримо безпосередню інтегровність за Ріманом на  [ , )0    функцій  

m ti
 ( ) ,  i N 1 2, ,..., .  Використовуючи тіж аргументи, що і при доведенні 

теореми 1.3,  знаходимо 

                                    m t d F u p t ui
i

k

k

r

 ( ) ( ) ( )  




     
10

 

             


r F t d F u p t ui i
k

t

k

r

     ( ( / )) ( ) ( )
/

1 2
0

2

1
                         (1.24) 

                   r F t R G t R R ti k k k     
k=1

r

( ( / )) [ ( ( / )) ( ( / ))]1 2 1 4 40 0
    . 

Останній вираз нерівності  (1.24)  є монотонною інтегрованою на  

[ , )0    мажорантою для  m ti
 ( ) , i N 1 2, ,..., .  Додатково, як наслідок леми 

1.2,  маємо локальну інтегрованість за Ріманом функцій m ti
 ( ) .   Таким 

чином ці функції  безпосередньо інтегровані за Ріманом, і з теореми 3, 

наведеної у додатку, випливає 

                                       lim ( ) ( )
t

i
j

j

j

N

M t a m t d t





       

01

   

                          



          a h d F u p t u d tj m k j m

k
t

k

r

m

N

j

N

{ ( ) ( )}
00111

 

                           



          a h d F u p t u d tj m k j m

k

uk

r

m

N

j

N

( ) { ( ) }
0111

 

             



       a f h p t d tj j m m k

k

k

r

m

N

j

N

 ( )
0111

αα
0

k
α

N

1m
k mm /μθ td (t)p)ha ( 




. 

Таким чином співвідношення  а)  доведено. 
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b)  Цей пункт леми перевіряється аналогічно пункту  а).  Дійсно, 

подамо систему інтегральних рівнянь  (1.4)  у вигляді  

                D t d t d F u D t ui i
i j

j
t

j

N

           ( ) ( ) ( ) ( )  
 01

,     i N 1 2, ,..., ,            

де        

d t d F u M t u h p t u M t u h p t ui
i j

j
j k

k

k

rt
j

j k
k

k

r

j

N

           ( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( )]     
 
 

10 11

. 

Оскільки виконується пункт  а),  то існує константа  C  0   така, що 

                            M t Ci
 ( )  ,   i N 1 2, ,..., ,    1 2, ,..., r .    

Тоді з нерівності  (1.24)  випливає 

               d t C d F u p t u C d F u p t ui
i

k

k

rt

i
k

k

rt

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
 
 

10 10

 

              

2 1 2 1 4 40 0

1

        C r F t R G t R R ti k k k
k

r

( ( / )) [ ( ( / )) ( ( / ))]     

                           

     [ ( ( / )) ( ( / ))]R G t R R tk k k
k

r

   
0 0

1

1 4 4 . 

Разом з локальною інтегрованістю за Ріманом функцій d ti
  ( ) ,  

i N 1 2, ,..., ,  остання нерівність означає їх безпосередню інтегрованість за 

Ріманом. Отже співвідношення  (1.23)  є наслідком асимптотичних 

властивостей розв’язку рівняння марковського відновлення (див. додаток, 

теорема 3). 

Лему доведено. 

Тепер на основі  (1.14)  можна отримати наступний результат. 

 

Теорема  1.4.  Якщо виконуються умови теореми  1.3,  то 

                                       M    / ,                                                (1.25) 

  D a M t h p t M t h p t d tj
j

N
j

j k
k j

j k
k

r

k

r

        
k=1

  
 



 
1 10

[ ( ) ( ) ( ) ( )] ,                  (1.26) 
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                                                  , , ,..., 1 2 r . 

    Доведення.  Продиференцюємо двічі обидві частини  (1.14)  по  z   і  z  

                            




 

( ) ( , )z

z
a

t z

zj
j

N j

  




    
1 0

                                  (1.27) 

                               

{ [ ( )( ) ... ( )( )]}   h p t z p t z d tj k
k

r
k

r
k

r
1

1 11 1  

                                   


      
k=1

r

0j=1

N

a t z h p t d tj
j

j k
k ( , ){ ( )} , 

                          

 


    

2

1

2

0

 ( ) ( , )z

z z
a

t z

z zj
j

N j

  




                                   (1.28) 

                               

{ [ ( )( ) ... ( )( )]}   h p t z p t z d tj k
k

r
k

r
k

r
1

1 11 1  

                                 


       
k=1

r

0j=1

N

a
t z

z
h p t d tj

j

j k
k

 


( , )
{ ( )}  

                                   


     
k=1

r

0j=1

N

a
t z

z
h p t d tj

j

j k
k

 


( , )
{ ( )} . 

З леми  1.3  випливає, що для довільних  i N 1 2, ,..., ,  

 , , , , ,...,   k m r 1 2  

                     M t p t d ti
m
k

 ( ) ( )   



0

,            D t p t d ti
m
k

   ( ) ( )  



0

. 

Тому обгрунтованим є граничний перехід по   z 1   в  (1.27),  (1.28),  

який приводить до  (1.25),  (1.26).  Теорему доведено. 

Очевидно, процес побудови формул для моментів стаціонарного 

розподілу можна подовжити без обмежень на порядок моментів. 

Починаючи з моментів другого порядку в цих формулах будуть присутні 

моменти перехідного режиму процесу обробки, для визначення яких треба 

розв’язувати систему інтегральних рівнянь.  
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1.4. Постановка оптимізаційних задач 

 

На процесі обробки пакетів N1,2,...,i(t),Qi   у  rGISM   – мережі 

визначимо адитивний функціонал ,)(t)S...,(t),S(t),(S(t)S i
r

i
2

i
1

i 


 де 

r...,2,1,j,(t)Si
j   – число пакетів, обробка яких завершилася в j-ому вузлі 

за час  t  при умові, що у початковий момент 0t   мережа порожня  і  

ix(0)  . 

 При умові, що існують границі (t)MS
t

1
lim i

j
t 

, будемо позначати їх 

через .r...,2,1,j,m j   Очевидно, що r...,2,1,j,m j   залежать від 

параметрів  rGISM   – мережі: 
N

ij ij 1
H h , F(t) F (t) ,   

r

j ij 1
G (t), j 1,2,..., r, P p  . У подальшому будемо вважати,що  

P,r...,2,1,j(t),GF(t), j   є заданими, а вибір матриці H знаходиться у 

нашому розпорядженні. Таким чином r...,2,1,j(H),mm jj  . Аналогічно, 

якщо існують границі (t))S(t),cov(S
t

1
lim i

p
i
k

t 
, будемо позначати їх через 

r1,2,...,pk,(H),Vkp  . 

Перейдемо до постановки оптимізаційних задач. 

Нехай r...,2,1,j,C j   – прибуток від обробки одного 

інформаційного пакету в j-ому вузлі. Тоді важливе значення має наступна 

задача: 

                               



r

1j
jj ,max(H)mCM(H)                                           (1.29) 

при умові 

                             ,0h,1h...hh ijiri2i1                                            (1.30) 

                                           r....,2,1,j,N...,2,1,i   
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Розв’язок H  задачі (1.29) – (1.30) представляє собою таке управління 

вхідним потоком, яке максимізує середній прибуток від роботи всієї 

мережі. 

 Очевидно, що V(H) 


r

1pk,
pkpk (H)CVC  є величиною ризику, мірою 

відхилення прибутку від очікуваного значення 



r

1j
jj (H)mCM(H) . 

Враховуючи це, ми приходимо до оптимізаційної задачі виду 

                           V(H) 


r

1pk,
pkpk (H)CVC min ,                                     (1.31) 

При умові 

                                  



r

1j
jj (H)mCM(H) 0M ,                                           (1.32) 

       r...,2,1,j,N...,2,1,i,0h,1h...hh ijiri2i1  ,                    (1.33) 

де   MMM 0 ,  M,M  – максимальне і мінімальне значення 

відповідно лінійного функціоналу  M(H) при обмеженнях (1.33). 

 Пріоритетність задач максимізації прибутку (1.29), (1.30) і 

мінімізації ризику (1.31) – (1.33) залежить від мети управління 

стохастичною мережею. Задачу мінімізації ризику можна розглядати як 

аналог задачі Марковіца для багатоканальних стохастичних мереж. 

Оптимальний поділ інвестицій між типами цінних паперів відповідає 

оптимальному поділу інтенсивності зовнішнього потоку між вузлами 

мережі.  

 Для того, щоб розв’язати поставлені задачі, необхідно подати 

функціонали M(H), V(H) через параметри  rGISM  – мережі. Це є 

предметом нашого дослідження у наступному розділі. 
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2. Цільові функції і алгоритми розв’язання  

оптимізаційних задач  
 

2.1. Процес накопичення прибутку в мережі типу   .GISM
r  

 

В цьому підрозділі ми вивчимо перехідний режим процесу 

накопичення прибутку. Нехай N...,2,1,i1,z),z...,,(zz,z)(t,S r1
i   – 

генератриси векторів (t).Si  Для спрощення підрахунків надалі будемо 

вважати, що N1,...,ji,,(t)fF(t)F ijiij  , де 
N

1ijfF   – перехідна матриця 

вкладеного ланцюга Маркова для напівмарковського процесу x(t) . Всі 

отримані нижче результати можуть бути перенесені на загальний випадок. 

Аналіз перехідного режиму наведено в наступній теоремі. 

Теорема 2.1. Функції N...,2,1,iz),(t,Si   є єдиним розв’язком 

системи інтегральних рівнянь 

(t))F(1z)(t,S i
i  (u),dFz)u,(thz)u,(tSf i

t

0

r

1k
kij

j
N

1j
ij  














 


          (2.1) 

N1,2,...,i  , 

   



 




t

0
j

r

1k
1jrkjkjjj (u),dGpz)u,(tpz(t))G(1z)(t,                  (2.2) 

r1,2,...,j . 

Доведення. Процес обробки пакетів у  rGISM  – мережі разом із 

введеними вище адитивними функціоналами будемо моделювати 

гіллястим процесом Беллмана-Харріса  

(t))Z(t),...,Z(t),Z(t),...,Z(t),Z(t),...,(Z(t)Z' 2rN1rNrN1NN1  , 

0t(t)),Z(t),...,Z(t),Z(t),...,Z(t),Z(t),...,(Z(t)'Z i
2rN

i
1rN

i
rN

i
1N

i
N

i
1

i   , 
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з 2rN   типами частинок .T,...,T,T,...,T,T,...,T 2rN1rNrN1NN1   Кожна з 

частинок iT  має випадкову тривалість життя з функцією розподілу 

2rN1,2,...,i(t),Gi  , причому 

r,N1,...,Ni(t),G(t)GN,1,2,...,i(t),F(t)G Ni
i

i
i    

2r.N1,...,rNi,
1t1,

1t0,
(t)Gi 








  

Генератриси )x,...,x,x,...,x,x,...,(xx'(x),f 2rN1rNrN1NN1

i

 , безпосередніх 

нащадків від однієї частинки типу iT  дорівнюють 

N1,2,...,i,xhxf(x)f
N

1j

r

1k
kNjkjij

i 





  

 
 , 

r,N1,...,Ni,pxpx(x)f
r

1j
1rNijNjNiri

i 







 


  

2rN...,1,rNi,x(x)f i
i  . 

 Зв’яжемо з напівмарковським процесом N}...,,2,{1x(t)  випадкові 

процеси  (t))χ(t),...,(χ(t)'χ i
N

i
1

i  , N...,2,1,i  , індикаторного типу 








,N...,,2,1j

,(t)fюімовірністзe
(t)χ

i
jji  

де  N...,2,1,j,e j  , представляє собою N-вимірний вектор, j-та компонента 

якого дорівнює 1, а інші – 0,  i)x(0)/jP(x(t)(t)f i
j   – перехідні 

імовірності процесу x(t). 

Функції 2rN1,2,...,i(x),f(t),G ii   у моделі Беллмана-Харріса 

підібрані таким чином, що 

N1,2,...,i(t)),S(t),...,S(t),X(t),...,X(t),χ(t),...,(χ(t)Z i
r

i
1

i
r

i
1

i
N

i
1

d
i 


, 

де 
d

  означає рівність за розподілом. 

 Відомо ([7], стор. 231), що генератриси  

 
α

αii ,2rN...,2,1,i,α)x(t)P(Zx)(t,F  



 30

)α...,,α,α...,,α,α...,,(αα 2rN1rNrN1NN1   задовольняють системі 

інтегральних рівнянь  

 (t))F(1xx)(t,F ii
i  

   









 


t

0
i

N

1j

r

1k

kN
jk

j
ij N...,2,1,i,(u)dFx))u,(tFhx)(u,(tFf , 

  








 









t

0
Ni

r

1j
1nri

jN
Nji

ri
Nii

i ,(u)dGpx)u,(tFpx)u,(tF(t))G(1xx)(t,F

 

rN...,1,Ni  , 

 
t

0

iii
i

i 2rN...,1,rNi,(u)x)dGu,(tF(t))G(1xx)(t,F . 

З останнього рівняння випливає, що 2r.N...,1,rNi,xx)(t,F i
i   

Використовуючи цей факт і перепозичивши 

           
r,...,2,1,j,z)(t,)x...,,x1,...,1,(t,F

N,...,2,1,i,z)(t,S)x...,,x1,...,1,(t,F

jzx...,,zx2rN1rN
jN

i
zx...,,zx2rN1rN

i

r2rN11rN

r2rN11rN















  

приходимо до системи інтегральних рівнянь (2.1), (2.2). Теорему доведено. 

 Нехай  ,
z

z)(t,
(t)A,

z

z)(t,S
(t)m 1z

α

jj
α1z

α

i
i
α  










 

                                  r...,2,1,jα,;N...,2,1,i  . 

Тоді як наслідок теореми 2.1 будемо мати наступний результат. 

 Наслідок 2.1. Функції r...,2,1,jα,N,...,2,1,i,(t)A,(t)m j
α

i
α   є єдиним 

розв’язком системи інтегральних рівнянь: 

  
  


N

1k

t

0

r

1j

t

0
i

j
α

N

1k
jkki

k
αik

i
α N...,2,1,i,(u)u)dF(tAhfu)(t(u)mdF(t)m      (2.3) 

            



r

1k

t

0

k
αjkjjjα

j
α r...,2,1,jα,,u)(tA(u)pdG(t)Gδ(t)A .               (2.4) 

 Очевидно, що середній прибуток від роботи мережі на проміжку [0,t] 
виписується через функції (t)m...,(t),m(t),m i

r

i

2

i

1 . Останній результат показує, що 
дослідження середнього прибутку вимагає аналізу двох взаємопов’язаних систем 
інтегральних рівнянь типу марковського відновлення.  
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2.2. Оптимальне керування вхідним потоком для  

задачі максимізації прибутку 

 

 Для того, щоб знайти залежність r...,2,1,j,(H)m j   від матриці H, 

розглянемо систему рівнянь марковського відновлення (2.4) і введемо 
перетворення Лапласа і Лапласа – Стільтьєса для функцій 

r...,2,1,αj,,(t)G,(t)A j
j
α   

r

1

j
α

0
j

st

0
j

j
α

stj
α (s)AA(s),0sRe,(t)dGe(s)G,(t)dtAe(s)A 





  . 

Справедливий такий результат. 

Лема 2.1. Якщо спектральний радіус матриці маршрутизації P строго 

менший 1, то  1r

1

j
α

r

1

j
α

t
P)(IAA(t)Alim 


 , 

де  
r

1ijδI   – одинична матриця. 

Доведення. В термінах перетворень Лапласа систему (2.4) можна 
записати так  





r

1k

k
αjkjjαj

j
α r...,2,1,αj,(s),A(s)pG(s)δG

s

1
(s)A , 

або, використовуючи матричні позначення, для A(s) маємо рівняння 

                                      ,s)Δ(G(s))PA(Δ(G(s))
s

1
A(s)                                    (2.5) 

де 
r

1iij (s)GδΔ(G(s))   – діагональна матриця. 

Розв’язком (2.5) буде 

                                       Δ(G(s))Δ(G(s))PI
s

1
A(s) 1 .                                    (2.6) 

 Функція (t)Ai

α  представляє собою математичне сподівання числа 

відвідувань вузла α""  за час t пакетом, який у початковий момент часу 
знаходився в i-ому вузлі. Тому (t)Ai

α  монотонно неспадна функція. З 
урахуванням (2.6) і тауберової теореми для перетворень Лапласа, знаходимо 

                                1

0s

r

1

i
α

t
P)(IsA(s)lim(t)Alim 


 . 

Лему доведено. 

Наслідок 2.2. Якщо виконуються умови леми 2.1, то для будь-яких 
r...,2,1,jα,N;...,2,1,i   
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                   
t

0

j
αi

j
α

ij,
α A(u)u)dF(tA(t)A  , при t                        (2.7) 

 Доведення.  Оскільки функції (t)A j
α  неспадні, то при 21 tt   

0(u)dFu)(tA(u)]dFu)(tAu)(t[A)(tA)(tA i

t

t
2

j
αi

t

0
1

j
α2

j
α1

ij,
α2

ij,
α

2

1

1

  , 

і функції (t)A ij,
α  теж неспадні.  

Для того, щоб довести рівність j
α

ij,
α

t
A(t)Alim 


, у поданні  

 
t

0
i

j
α

j
α

t

0
i

j
αi

j
α

ij,
α (u)u)]dF(tA[A(t)FA(u)u)dF(tA(t)A  

оцінимо зверху останній інтеграл. 

        
t

0

t/2

0

t

t/2
i

j
α

j
αi

j
α

j
αi

j
α

j
α (u)dFu)(tAA(u)dFu)(tAA(u)dFu)(tAA  

                                     (t/2)F(t)F2A(t/2)AA ii
j
α

j
α

j
α                                (2.8) 

Очевидно права частина нерівності (2.8) прямує до 0 при t , наслідок 
доведено. 

При умові, що матриця перехідних імовірностей  
N

1ijfF   вкладеного 

ланцюга Маркова для напівмарковського процесу x(t) нерозкладна, то для 
вкладеного ланцюга існують стаціонарні імовірності N21 π...,,π,π , 

)π...,,π,(ππ N21 . Для x(t) через 





1n

*nN

1ij (t)FI(t)F
~

(t)F
~

 будемо 

позначати матрицю відновлення, а через 



0

ii (t)tdFa  – середній час 

перебування у стані “i”, 



N

1i
iiaπa .  

Наслідком попереднього аналізу є такий результат. 

Теорема 2.2. Якщо для  rGISM  – мережі матриця F нерозкладна, 


 iNi1

amax , і спектральний радіус матриці маршрутизації P строго менший 1, то 

границя  )m...,,(mm(t))m...,(t),(m
t

1
lim r1

i
r

i
1

t



  існує і 

                              11 P)H(Iπam   .                                           (2.9) 

 Доведення. Нехай  
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r...,2,1,α,N...,2,1,i,(u)u)dF(tAhf(t)k
t

0
i

j
α

r

1j

N

1k
kjik

i
α  

 
. 

 З (2.7) випливає, що  


 


N

1k

k
αik

r

1j

N

1k

j
αkjik

i
α

i
α HfAhfk(t)k  при t , 

де r...,2,1,αN,...,2,1,k,AhH
r

1j

j
αkj

k
α 


. 

Подамо функції  N...,2,1,i,(t)mi
α   як розв’язок рівнянь марковського 

відновлення (2.3)  





N

1j

t

0

j
αij

i
α N...,2,1,i,u)(t(u)fF

~
d(t)m . 

Оскільки (u)F
~

u)]d(tk[k(t)kF
~

u)(t(u)kF
~

d ij

t

0

j
α

j
α

j
αij

t

0

j
αij   , і при виконанні 

умов теореми  j
1

ij
1

t
πa(t)F

~
tlim 


  (див. додаток, теорема 1), то для 

доведення (2.9) залишилось показати, що 

                     0(u)F
~

u)]d(tk[k
t

1
lim ij

j
α

t

0

j
α

t


                                  (2.10) 

Для будь-якого  1ε0    оцінимо зверху останній інтеграл 

  


 t

ε)t(1
ij

j
α

j
αij

t

0

ε)t(1

0

j
α

j
αij

j
α

j
α (u)F

~
u)]d(tk[k(u)F

~
du)](tk[k(u)F

~
u)]d(tk[k  

                   ε))](t(1F
~

(t)F
~

[kε))(t(1F
~

]tεk[k ijij
j
αij

j
α

j
α  . 

Таким чином  

                  




t

0

j
αj

1
ij

j
α

j
α

t
εkπa(u)F

~
u)]d(tk[k

t

1
mli . 

Оскільки  1ε0   довільне, то співвідношення (2.10) справедливе і 

теорему доведено. 
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Наслідок 2.3. При виконанні умов теореми 2.2 задача максимізації 

середнього прибутку для мережі  rGISM   є задачею лінійного 

програмування виду 

                                maxCP)H(Iπa 11   ,                                     (2.11) 

при умові 

         r...,2,1,jN,...,2,1,i,0h,1h...hh ijiri2i1  .             (2.12) 

Зазначимо, що оптимізаційна задача (2.11), (2.12) розв’язується з 

точки зору менеджера мережі. Якщо користувач мережею може обирати 

матрицю H, то він буде намагатись мінімізувати функціонал у (2.11) і 

шукати таке управління H , яке забезпечить мінімум середніх витрат за 

обробку інформаційного потоку. 

 

2.3. Гранична кореляційна матриця процесу накопичення прибутку 

 

Цей підрозділ продовжує дослідження процесу накопичення 

прибутку і містить результати, які є основою для аналізу задачі мінімізації 

ризику. 

Введемо позначення  

r...,2,1,βα,j,N,...,2,1,i,
zz

z)(t,
(t)D,

zz

z)(t,S
(t)m

1zβα

j
2

j
αβ

1zβα

i2
i
αβ 













. 

Лема 2.2. Функції   ,tmi
   N,1,2,i    є єдиним розв’язком 

системи інтегральних рівнянь 

      



  



r

1k

k
βjk

j
α

N

1j

t

0
ij

j
αβ

N

1j

t

0
ij

i
αβ u)(tAhu)(tm(u)dFu)(tm(u)dF(t)m  

   
  





 

N

1j

r

1k

t

0

k
αβjkiji

N

1j

t

0

r

1k

k
αjk

j
βij u)(tDh(u)fdFu)(tAhu)(t(u)mdF ,      (2.13) 

                                        N...,2,1,i  , 
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         

    r,,1,2,j,u-tApudGδ

u-tApudGδu-tDpudGtD

r

1k

t

0

k
αjkjβj

r

1k

t

0

k
βjkjαj

r

1k

t

0

k
αβjkj

j
αβ





 

 




            (2.14) 

де функції r...,2,1,α,N...,2,1,i,(t)mi
α   визначаються як розв’язок 

системи інтегральних рівнянь (2.3), (2.4). 

Доведення леми 2.2 випливає з співвідношень (2.1), (2.2). 

 Лема 2.3.  Якщо спектральний радіус матриці маршрутизації  P  

строго менший 1, то 

          tD,,tDtD r
αβ

1
αβαβ   r

αβ
1
αβαβ D,,DD  , при t ,           (2.15) 

де  

                  α
1

β
1

β
1

α
1

αβ eP-IPIP-IeP-IPIP-ID   ,                    (2.16) 

αe  – r - вимірний вектор, у якого компонента з номером α  дорівнює 1, а 

інші  дорівнюють 0; αI  – матриця розміром rr  , у якій діагональний 

елемент з номером  α  дорівнює  1, а інші елементи дорівнюють 0,  

r

1ji,iαijα δδI


 . 

 Доведення. Для функцій  tD j
αβ , r,1,2,,j,   введемо 

перетворення Лапласа 

   



0

j
αβ

st-j
αβ dttDesD ,     0sRe  , 

        sD,,sD,sDsD r
αβ

2
αβ

1
αβαβ  . 

Тоді в термінах перетворень Лапласа система (2.14) має вигляд 

                      ,sApsGδsApsGδsDpsGsD
r

1k

k
αjkjβj

r

1k

k
βjkjαj

r

1k

k
αβjkj

j
αβ 


  

або  

                   sAPsGΔIsAPsGΔIsDPsGΔsD αββααβαβ  ,            (2.17) 

де           sA,,sA,sAsA r
α

2
α

1
αα  ,  r,1,2, . 
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Розв’язком (2.17) буде 

                   
          

        .sAPsGΔIPsGΔ-I

sAPsGΔIPsGΔ-IsD

αβ
1

βα
1

αβ








                       (2.18) 

З леми 2.1 випливає, що вектор  sAα ,  r,1,2,α    задовольняє рівнянню 

                                            sAPsGΔesG
s

1
sA αααα  . 

Таким чином  

                                 sGePsGΔ-I
s

1
sA αα

1
α

 .                              (2.19) 

Підставляючи (2.19) у (2.18), знаходимо 

                     

              

            .sGePsGΔ-IPsGΔIPsGΔ-I
s

1

sGePsGΔ-IPsGΔIPsGΔ-I
s

1
sD

αα
1

β
1

ββ
1

α
1

αβ








    

З останньої рівності і тауберової теореми для перетворень Лапласа 

випливає (2.15), (2.16). Лему доведено. 

 Наслідок 2.4. Якщо спектральний радіус матриці маршрутизації P   

строго менший 1 то 


  


N

1j

r

1k

k
αβjkij

i
αβ

N

1j

r

1k

t

0

k
αβjkiji

i
αβ Dhfku)(tDh(u)fdF(t)k , при t     (2.20) 

Доведення (2.20) проводиться аналогічно доведенню співвідношення (2.7) 

у наслідку 2.2. 

Наслідок 2.5. Якщо для   r|GI|SM   – мережі матриця F  – 

нерозкладна, 
 ri1

iamax , і спектральний радіус матриці маршрутизації P  

строго менший 1, то  

     

]eP)P(IIP)(I

eP)(IPIP)H[(Iπau)(t(u)kF
~

d
t

1
lim

α
1

β
1

β
1

N

1j

t

0
α

11j
αβij

t














             (2.21) 

Доведення (2.21) базується на поданні (2.16) і проводиться за схемою, що 

використовується у теоремі 2.2. 
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Вивчимо більш детально поведінку функцій 

                                   tmi
α ,  r,1,2,αN,,1,2,i   . 

Нехай    dt;tAAA
0

i
α

i
α

i
α 



   
r

1

i
αAA  ,  при умові, що існують відповідні 

інтеграли. 

Лема 2.4.  Якщо спектральний радіус матриці  P  строго менший 1 і  

  


i0
i μ

1
tdGt ,  r,1,2,i  , то  

                         μΔP)(IA 11   1P)(I .                               (2.22) 

Доведення формули (2.22) можна отримати за схемою, що була 

використана в лемі 2 з роботи [10]. 

 З попереднього аналізу випливає, що  

u)(tk(u)F
~

d(t)m j
α

N

1j

t

0
ij

i
α 


,  де    

 


N

1k

r

1i

t

0
j

i
αkijk

j
α (u)u)dF(tAhf(t)k , 

                     
 


N

1k

k
αjk

N

1k

r

1i

i
αkijk

j
α

j
α HfAhfk(t)k ,  при t . 

Використовуючи ці результати, для  (t)mi
α  маємо наступний розклад. 

Лема 2.5.  Якщо матриця  F(t) негратчаста, F – нерозкладна, 




i
Ni1

amax , спектральний радіус матриці маршрутизації P строго менший 1 

і   


i
ri1

μ1max , то 

                     r...,2,1,α,N...,2,1,i,(t)m~(t)kF
~

(t)m i
α

N

1j

j
αij

i
α 


,                   

Причому 

      











N

1kj,

k
αjkjj

1
N

1k

k
αk

1
α

i
α

t
HfaπaHπam~(t)m~lim ,                     (2.23) 

де  r...,2,1,α,N...,2,1,k,AhH
r

1i

i
αki

k
α 


. 
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Доведення. Оскільки  u)](tkk(u)[F
~

dk(t)F
~

(t)m j
α

j
α

N

1j
ij

t

0

j
α

N

1j
ij

i
α  


, то 

для доведення леми залишилось перевірити рівність (2.23) для функції 

                  



N

1j

t

0

j
α

j
αij

i
α u)](tk(u)[kF

~
d(t)m~                                   (2.24) 

За умов леми підрахуємо  

  


 

t

0
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i
α
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N
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j
α

j
α (u)]dtu)dF(tA[Ahf(t)]dtk[k  

   
 
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(u)]dtu))dF(tAA((t))F(1[Ahf j
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α

N
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1i 0
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i
αkijk  


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 


N

1k

k
αjk

N

1k

k
αjkj

0

i
α

i
α

N

1k

r

1i
j

i
αkijk HfHfa(t))dt]A(Aa[Ahf . 

Тепер співвідношення (2.23) випливає з теореми 3, наведеної у додатку. 

Лему доведено. 

В теоремі 2.2 для компонент (t)F
~

ij  матриці відновлення (t)F
~

 був 

отриманий такий результат: 

Нехай  0KK(t)   при  t , матриця F – нерозкладна і 




i
Ni1

amax . Тоді 

                              


t

0

j
ij

t
K

a

π
(u)F

~
u)dK(t

t

1
lim .                                    (2.25) 

Якщо зняти умову монотонності для функції  K(t), то співвідношення 

(2.25) можна довести коли на процес x(t) накладається більше обмежень. 

Лема 2.6. Нехай K(t) – невід’ємна, вимірна, обмежена функція, для 

якої існує скінченна границя KK(t)lim
t




. Матриця F(t) негратчаста, F – 

нерозкладна і  


i
Ni1

amax . Тоді для будь-якої (t)F
~

ij  виконується (2.25). 
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Доведення. З умов леми випливає, що існує 0A  , що AKK(t)   

для всіх  0t  . Для будь-якого 0ε   існує εt  таке, що εKK(t)    при 

εtt  . Тоді при εtt   

 




(u)F
~

dKu)K(t(u)F
~

dKu)K(t(u)F
~

K]du)[K(t ij

t

tt
ij

tt

0

t

0
ij  

)]t(tF
~

(t)F
~

A[)t(tF
~
ε ijijij  . 

На основі теореми Блекуелла (див. додаток, теорема 2) знаходимо: існує 

εtT  , що при Tt   


t

0
ij (u)F

~
K]du)[K(t 1)t(

a

π
A(t)F

~
ε j

ij  . 

Таким чином 



t

0
ij

t
(u)F

~
K]du)[K(t

t

1
mli

a

π
ε j . 

Оскільки 0ε   – довільне, то 

0(u)F
~

K]du)[K(t
t

1
lim

t

0
ij

t


. 

Щоб отримати (2.25) залишилось у поданні 

(t)F
~

t

1
K(u)F

~
K]du)[K(t

t

1
(u)F

~
u)dK(t

t

1
ij

t

0
ij

t

0
ij    

перейти до границі при  t . Лему доведено. 

          Нехай   r...,2,1,βα,,N...,2,1,i,u)H(t(u)mdF(t)g
N

1j

t

0

j
β

j
αij

i
αβ 


. 

Тепер асимптотичний аналіз розв’язку системи інтегральних рівнянь (2.13) 

можна спростити. 

Наслідок 2.6.  Якщо виконуються умови леми 2.5, то 

                            


u)](tgu)(t(u)[gF
~

d(t)m j
βα

N

1j

t

0

j
αβij

i
αβ  

                    
β

1
α

11 eP)P(IIP)H[(Iπa                                  (2.26) 
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                                    o(t)]teP)P(IIP)(I α
1

β
1   . 

Доведення.  З урахуванням співвідношення (2.21) для встановлення 

рівності (2.26) залишилось перевірити, що для функції 

r...,2,1,βα,N,...,2,1,i,u))(tA(Ahu)(t(u)mdF(t)δ
N

1j

t

0

r

1k

k
β

k
βjk

j
αij

i
αβ 



  

 

 

справедлива рівність 

                           


t

0

j
αβij

t
0u)(t(u)δF

~
d

t

1
lim .                                     (2.27) 

Оскільки за умов леми 2.5  



0

k
β

k
β (t)]dtA[A , то з подання (2.23) 

випливає 

0(t)δlim,0(t)]A(t)[Amlim i
αβ

t

k
β

k
β

j
α

t



. 

Тепер (2.27) є наслідком леми 2.6. Наслідок доведено. 

Нехай 



N

1k

t

0

k
β

k
αjk

j
αβ u)H(tm~(u)dF(t)g~ , де функції 

r...,2,1,αN,...,2,1,k,(t)m~ k
α    визначені співвідношенням (2.23). 

Наслідок 2.7. Якщо виконуються умови леми 2.5, то 

 
 










N

1j

t

0

N

1sp,k,

s
αpspp

k
βk

2
N

1sk,

s
αs

k
βk

2j
αβij

t
HfaπHπaHπHπau)(tg~(u)F

~
d

t

1
lim  

Доведення цього результату базується на (2.24) з леми 2.5. 

При умові існування другого моменту для часу перебування у 

станах  напівмарковського процесу x(t)  

                 ijij
t

ijj
1

ij r(t)rlim,(t)rtπa(t)F
~ 



 ,                              (2.28) 

де  
N

1ijrR   – скінченна матриця, яка явно виписується через параметри 

x(t)  ([7], стор. 105): 
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   

     Π,1bΠa
2

1
Π1aR1aΠa

Π]1aRR1a[ΠaRR

2
0

2

00
1

0









                          (2.29)  

π1Π   – матриця розміром NN  , рядки якої однакові і співпадають з 

стаціонарним розподілом вкладеного ланцюга Маркова; 1)...,1,(1,1   – N-

вимірний вектор, складений з одиниць; 

)a...,,a,(aa),π...,,π,(ππ N21N21  , 





0

1
0i

2
iN21 Π)F(IR,N...,,2,1i,(t)dFtb,)b...,,b,(bb –П 

потенціал вкладеного ланцюга Маркова. 

Нехай 

r...,2,1,βα,,N...,2,1,j,Hu)f(tr(u)HdF(t)r~
N

1ps,k,

t

0

s
αpskp

k
βjk

j
αβ   


. 

З (2.28) випливає наступний результат. 

Наслідок 2.8.  Якщо виконуються умови леми 2.5 і  



0

i
2

i (t)dFtb  

при N...,2,1,i  , то 

                          
 






N

1j

t

0

N

1pk,j,

p
αkpjk

j
βj

1j
αβij

t
HfrHπau)(tr~(u)F

~
d

t

1
lim                        

          Оскільки 

  






 
N

1sj,

j
β

s
αs

t

0
ij

1
N

1sk,j,

j
β

s
αksk

t

0
ij

1 HHπ(u)duFaHHfπu)(u)(tdFa  

 






 









N

1sj,

s
αs

j
βij

1
N

1sj,

j
β

s
αs

t

0
ijijij

1 HπHfatHHπ(u))duF(ftfa  

 


 
N

1sj,

t

0

s
αs

j
βijij

1 Hπ(u)]duHF[fa , 

то для того, щоб завершити асимптотичний аналіз  (t)mi
αβ , залишилось 

дослідити  



N

1j

t

0
jkij u)f(u)(tF

~
d  та   






N

1j

t

0

ut

0
jkjkij (v)]dvF[f(u)F

~
d   при  t . 
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Наслідок 2.9.  Якщо матриця  F(t) негратчаста,  F – нерозкладна і 




i
Ni1

bmax , то 

       o(t)frtπta
2

1
u)f(u)(tF

~
d jk

N

1j

t

0

N

1j
ijk

21
jkij  

 

                        (2.30) 

Розклад (2.30), очевидно, випливає з (2.28). 

З леми 2.6 для компонент матриці відновлення маємо такий 

результат. 

Наслідок 2.10.  Якщо матриця  F(t) негратчаста, F – нерозкладна і 




i
Ni1

amax , то 

                         






 
N

1j

t

0

ut

0

N

1j
jkjj

1
jkjkij o(t)faπta(v)]dvF[f(u)F

~
d                      

Поєднуючи результати наслідків 2.6 – 2.10, для (t)mi
αβ  маємо 

наступне подання. 

Лема 2.7. Якщо виконуються умови леми 2.5 і 


i
Ni1

bmax , то 

   
βα

22i
αβ Hπ'Hπ'at(t)m  

     



N

1kj,

k
αjkijβ

N

1kj,

k
βjkijα

1 HfrHπ'HfrHπ'{ta  

                       βααβ RFHπ'HRFHπ'H                                (2.31) 

  
β

1
α

1 eP)P(IIP)H[(Iπ  

+   }Hπδ]eP)P(IIP)(I ααβα
1

β
1  

           
βαβααβ

2 HπHπHπFHaπHπFHaπ{ta  

           o(t)}FHaπHπFHaπHπHπHπ αββααβ  , 

де  

   N
αN

2
α2

1
α1α

N
α

2
α

1
αα

N
α

2
α

1
αα Hπ...,,Hπ,HππH,)H...,,H,H(H,)H...,,H,(HH 

, 

       NN2211
N
αN

2
α2

1
α1α aπ...,,aπ,aπaπ,r...,2,1,α,Hπ...,,Hπ,HππH  . 
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Оскільки права частина (2.30) містить доданки    


 
M

1kj,

k
βjkijα

1 HfrHπta  

і   


 
N

1kj,

k
αjkijβ

1 HfrHπta , то асимптотична поведінка другого моменту 

процесу накопичення прибутку залежить від початкового стану керуючого 

напівмарковського процесу  x(t).  

На завершення сформулюємо основний результат цього підрозділу. 

Теорема 2.3. Якщо для  rGISM  – мережі матриця F(t) 

негратчаста, F – нерозкладна,  


i
Ni1

bmax , спектральний радіус матриці 

маршрутизації  P строго менший 1  і    


i
ri1

μ1max , то  

(H)V(t))S(t),cov(Stlim αβ
i
β

i
α

1

t



  існує, не залежить від початкового стану “i”  

і 

                                  
βα

2
αβ ]FHaΠΔ[aRπΔHa(H)V  

                            
αβ

2 ]FHaΠΔ[aRπΔHa                                   (2.32) 

                                         
β

1
α

11 ePIPIPIH[πa  

                                 ααβ
1

α
1

β
1 Hπδa]eP)P(IIP)(I    

Доведення.  З подання (2.31) і розкладу 

   
βα

22i
β

i
α HπHπat(t)(t)mm  

   


 
N

1sj,

s
αjsijβ

N

1sj,

s
βjsijα

1 ]HfrHπHfrHπ[ta  

         
αββα

2 FHaπHπFHaπHπ[ta       o(t)]HπHπHπHπ βαβα  , 

який є наслідком леми 2.5, знаходимо 

      ]RFHπHRFHπH[a(H)V αββα
1

βα  

          ]HπFHaπHπFHaπ[a αββα
2  

     
β

1
α

11 ePIPIPIH[πa  
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ααβ
1

α
1

β
1 Hπδa]eP)P(IIP)(I   . 

Підставляючи сюди 

         ΠπΔππ,πHHπ,πHHπ,πΔHπH,πΔHπH ββααββαα   

після нескладних матричних перетворень приходимо до (2.32). Теорему 

доведено. 

Отриманий результат служить основою аналізу задачі мінімізації 

ризику для мереж типу  rGISM  . 

 

 

2.4. Алгоритм розв’язку задачі мінімізації ризику 

 

 В цьому підрозділі для задачі мінімізації ризику ми випишемо 

цільву функцію через параметри стохастичної мережі та з’ясуємо тип 

оптимізаційної задачі. 

 Як наслідок проведеного аналізу процесу накопичення прибутку у 

підрозділах 2.1 – 2.3 маємо наступний результат. 

 Теорема 2.4. Якщо для  rGISM  – мережі матриця F(t) 

негратчаста, F – нерозкладна,  


i
Ni1

bmax , спектральний радіус матриці 

маршрутизації  P строго менший 1  і    


i
ri1

μ1max , то задача мінімізації 

ризику є задачею квадратичного програмування виду 

                             min(H)V(H)V (2)(1)  ,                                       (2.33) 

при умові 

                      
 

,0h,1h...hh

,MCPIHπa

ijiri2i1

0
11


 

                                   (2.34) 

де  

                        


 
r

1βα,
ααβα

1(1) Hπ{δCa(H)V                                  (2.35) 
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+         βα
1

β
1

β
1

α
1 ]}CePIPIPIePIPIPIH[π     – 

лінійна частина цільової функції; 

                 



β

r

1βα,
αα

2(2) ]FHaΠΔ[aRπΔH{Ca(H)V                       (2.36) 

    βαβ }C]FHaΠΔ[aRπΔH    –  

квадратична частина цільової функції. 

 У формулах (2.33), (2.34) і цільова функція, і обмеження, які 

окреслюють область допустимих значень, виписані явно через параметри 

 rGISM  – мережі. Для розв’язку задачі мінімізації ризику можна 

застосовувати ефективні алгоритми квадратичного програмування (див., 

наприклад, [11], стор. 347-361). 

Спираючись на подання (2.36) можна навести обмеження на 

параметри  rGISM  – мережі, коли задача квадратичного програмування 

для мінімізації ризику вироджується у задачу лінійного програмування.  

 Наслідок 2.11.  Якщо для  rGISM  – мережі виконуються умови 

теореми 2.4 і додатково  

                                     FaΠΔaRF  ,                                                  (2.37) 

то задача мінімізації ризику є задачею лінійного програмування, цільова 

функція якої задається формулою (2.35). 

 Наслідком (2.37) є те, що у класі  rGIGI   – моделей при умові 

1abaρ 21    задача мінімізації ризику є задачею лінійного 

програмування. 

 Як для задачі Марковіца в класичній постановці, так і для її аналога 

у випадку стохастичних мереж можна спостерігати ефект диверсифікації 

([12], стор. 153): збільшення середнього прибутку, починаючи з мінімально 
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можливого допустимого значення, на певному етапі приводить до 

зменшення ризику. 

 В зв’язку з цим розглянемо   2|GI|GI   – модель, для якої прибуток 

від функціонування мережі дорівнює 

   2
2
21

2
122

1
21

1
11 CACAλhCACAλhM(h)  , 

де  )h,(hh,Hh,Hh 21
1
22

1
11  . 

Величину ризику можна подати наступним чином 

                               



2

1j,i
jiji (h)CVCV(h) ,                                           (2.38) 

де             2
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1
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2
1
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1
121
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1

1
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1
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1
1

2
1

2
21

AλhAλhBhBhλ

AAhAAhhAAhhAAh1ρλ(h)V




, 

     2
22

1
21

2
222

1
221

22
22

1
21

2
22 AλhAλhBhBhλAhAh1ρλ(h)V  , 

2,1ji,,α,(t)BlimB α
ij

t

α
ij 


. 

         Нехай 

0.2p,0.4p,0.5p,0.1p,1C,0.8C,2ρ,2λ 2221121121  . Тоді з 

урахуванням того, що  12 h1h  , функціонал (2.37) можна записати у 

такому вигляді  

56.4328.77h25.87h)V(h 1
2
11  . 

Величина ризику є функцією однієї змінної 1h , а саме параболою. 

Функціонал )V(h1  за визначенням може набувати лише невід’ємних 
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значень, а тому в системі координат ))V(h,(h 11  графік параболи лежить 

над віссю абсцис. 

 З системи рівнянь 

   







1hh

;CACAλhCACAλhM(h)

21

2
2
21

2
122

1
21

1
11  

маємо 

 
 2

2
21

2
12

1
21

1
1

2
2
21

2
1

1
CACACACAλ

CACAλM(h)
h




 . 

Тоді  

516.99213.37M(h)(h)24.257MV(h) 2   

Отже, зв’язок між величиною ризику V(h)  та величиною очікуваного 

прибутку M(h)  також описується параболою 

 

Рис. 2.1. Ефект диверсифікації 

 

 На рис. 2.1 відзначимо інтервал 4.398];[4.004  на вісі абсцис, на 

якому одночасно збільшується очікуваний прибуток і зменшується ризик. 

 

4.004 4.398 M(h) 

V(h) 
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3. Розв’язок оптимізаційних задач при критичному 

 навантаженні в мережі 

 

3.1. Процес обробки інформації і накопичення прибутку в 

мережі типу  r|GI|G   

 

 Розглянемо модель  r|GI|G  – мережі, яка відрізняється від мережі 

типу  rGISM    тим, що на структуру вхідного потоку  

 (t)ν...,,(t)ν,(t)ν(t)ν r21   не накладається ніяких обмежень. Компоненти 

вектора ν(t)  мають таку ж  інтерпретацію, що і раніше: ,(t)νi  r...,,2,1i   – 

кількість інформаційних пакетів, що надійшли іззовні в i-тий вузол мережі 

на проміжку часу [0,t]. Компоненти можуть бути залежними, але ця 

залежність не обов’язково пов’язана з керуванням входу напівмарковським 

процесом x(t). Таке узагальнення, по-перше, дозволяє отримати більш 

загальні результати. По-друге, в  r|GI|G  – моделях стає прозорою 

структура апроксимативного процесу для перевантаженого режиму 

функціонування. 

 Траєкторія інформаційного пакету в   r|GI|G  – мережі описується 

напівмарковським процесом  1}r,r...,,2,{1(t)ym  , напівмарковська 

матриця якого 
1r

1ij (t)G


 будується за функціями розподілу часу обробки 

,(t)Gi  r...,,2,1i    у вузлах мережі і матрицею маршрутизації  
r

1ijpP   

наступним чином: 

             ,
1t,1

1t,0
(t)G

,1r,r...,,2,1j,1ri,(t)Gδ

,1r,r...,,2,1j,r...,,2,1i,(t)Gp
(t)G 1r

1rj1r

iij
ij
















 


                  

,m(0)ym   r...,,2,1m  . 
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Індекс “m” вказує на те, що інформаційний пакет надійшов у мережу через 

m-тий вузол, стан  “ 1r  ” для  (t)ym  є поглинаючим. Поглинання в  “ 1r  ” 

означає вихід пакету з мережі. Через ,i)(t)P(y(t)p mm
i   r...,,2,1i,m  , 

будемо позначати перехідні імовірності напівмарковського процесу  

r

1

m
i

m (t)pP(t),(t)y   . 

 Зв’яжемо з напівмарковським процесом   (t)ym   r-вимірний процес 

індикаторного типу     (t)χ...,,(t)χ,(t)χ(t)χ m
r

m
2

m
1

m 


  0t  , наступним 

чином 









,1r(t)y,e

,r...,,2,1j,j(t)y,e
(t)χ

m
0

m
jm  

де  je  – r-вимірний вектор,  j-та компонента якого дорівнює 1, а інші – 

дорівнюють нулю; 0e  – нульовий r-вимірний вектор. 

 Нехай (t)χ k,m ,  ...,2,1k    послідовність незалежних випадкових 

процесів, скінченновимірні розподіли яких співпадають з  (t)χ m . Тоді при 

умові, що у початковий момент часу 0t    r|GI|G  – мережа порожня і 

фіксована траєкторія вхідного потоку, процес обробки інформації  

 (t)X...,,(t)X,(t)X(t)X r21  можна подати у вигляді 

                                                  
 


r

1m

(t)ν

1k

m
k

k,m
d m

τtχX(t) ,                                          

де m
kτ  – момент надходження k-го пакету в m-ий вузол,  r...,,2,1m  ;  

...,2,1k   . 

 Для того, щоб вивчати процес обробки інформації у  r|GI|G  – 

мережі  (t)X...,,(t)X,(t)X(t)X r21  сумісно з процесом накопичення 

прибутку  (t)S...,,(t)S,(t)S(t)S r21 , треба до компонент вектора (t)χ m  

додати компоненти  вектора     (t)γ...,,(t)γ,(t)γ(t)γ m
r

m
2

m
1

m 


, де (t)γm
i – 
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число відвідувань i-го стану на проміжку часу [0,t] напівмарковським 

процесом (t)ym . 

 Позначимо через (t)γ k,m , ...,2,1k   послідовність незалежних 

випадкових процесів, скінченновимірні розподіли яких співпадають з 

(t)γm . Тоді при умові, що у початковий момент часу 0t    r|GI|G  – 

мережа порожня і фіксована траєкторія вхідного потоку, для (t))S,(t)X(   

маємо подання 

                              
 


r

1m

(t)ν

1k

m
k

k,mm
k

k,m
d m

]τt[γ,]τt[χ(t))S,(t)X( .                    

 Позначимо через  (t)γ(t)χm mm

yMxy),x,(tΦ  , r...,,2,1m    

генератрису 2r-вимірного вектора     





 

(t)γ,(t)χ mm , 

   ,y...,,y,yy,x...,,x,xx r21r21   1y,1x  . 

 Для вивчення одновимірних розподілів процесу     





 

(t)γ,(t)χ mm , 

0t   важливе значення має наступний результат. 

 Лема 3.1. Функції  y),x,(tΦm , r...,,2,1m    є єдиним розв’язком 

системи інтегральних рівнянь 

                            (t)]G[1xy),x,(tΦ mm
m                                         (3.1) 

                      



r

1j

t

0
m1rmm

j
jmmm (t)Gpyy),x,u(tΦ(u)pdGy , 

                                                   r...,,2,1m  . 

 Доведення. Побудуємо для моделювання     





 

(t)γ,(t)χ mm , 0t    

r...,,2,1m  , гіллястий процес Беллмана-Харріса Z(t), 0t    з “2r” типами 

частинок 2r1rr21 T...,,T,T...,,T,T    (t))Z...,,(t)Z,(t)Z...,,(t)(Z(t)Z 2r1rr1  , 

)(t)Z...,,(t)Z,(t)Z...,,(t)(Z)(t)(Z i
2r

i
1r

i
r

i
1

i
 , 2r...,,2,1i  . Кожна з частинок 

типу iT  живе випадковий час з функцією розподілу (t)Gi  для r...,,2,1i  , 
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







,1t,1

,1t,0
(t)Gi  

для 2r...,,1ri  . 

 Генератриси (z)f i , 2r...,,2,1i  , )z...,,(zz 2r1 , безпосередніх 

нащадків від однієї частинки типу iT  дорівнюють 

,)pzp(z(z)f
r

1j
1rijjiir

i 


    r...,,2,1i  ,  i
i z(z)f  ,  2r...,,1ri  . 

Параметри процесу  0t,Z(t)   підібрані таким чином, що  

d
m )(t)(Z      






 

(t)γ,(t)χ mm ,  r...,,2,1m  . 

 Відомо ([9]), що генератриси z),(tFi , 2r...,,2,1i   векторів (t)Zi , 

2r...,,2,1i    задовольняють системі інтегральних рівнянь 

  


 
t

0
i1ri

r

1j

j
ji

ir
ii

i (u)]dGpz),u(tFpz)[,u(tF(t)]G[1zz),(tF ,      (3.2) 

r...,,2,1i  ; 

             
t

0
i

i
ii

i (u)z)dG,u(tF(t)]G[1zz),(tF ,                            (3.3) 

2r...,,1ri  . 

Система (3.3) має єдиний розв’язок 

i
i zz),(tF  , 2r...,,1ri  . 

Таким чином, z),(tFi , r...,,2,1i   є єдиним розв’язком системи 

інтегральних рівнянь 

(t)Gpzz),u(tF(u)pdGz(t)]G[1zz),(tF i1riir

r

1j

t

0

j
jiiirii

i



    ,        (3.4) 

r...,,2,1i  . 

 Оскільки y)z...,,(z,x)z...,,(z
mm

2r1rr1
z),(tFy),x,(tΦ  

 , то з (3.4) випливає 

(3.1). Лему доведено. 
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 В термінах перетворень Лапласа систему (3.1) можна розв’язати в 

явному вигляді. 

 Нехай 





0

tsmm dty)e,x(t,Φy),x(s,Φ , 





0

m
ts

m (t)dGe(s)G ,  r...,,2,1m  , 

перетворення Лапласа і Лапласа-Стільтьєса функцій y),x(t,Φm  і (t)Gm  

відповідно. В термінах перетворень Лапласа рівняння (3.1) має вигляд 

(s)G
s

1
pyy),x(s,Φ(s)pGy

s

(s)G1
xy),x(s,Φ m1rmm

j
r

1j
jmmm

m
m

m






  ,   (3.5) 

r...,,2,1m  . 

Введемо позначення: 

y)),x(s,Φ...,,y),x(s,(Φy),x(s,Φ r1 , 

(s)))G(1x...,,(s))G(1(x)G(s))(x(1 rr11  , 

r

1mkm

r

1mkm (s)GδΔ(G(s)),yδΔ(y)  , 

(s))Gpy...,,(s)Gp(y)G(s)(yp r1rrr11r111r   . 

Тоді у векторно-матричному вигляді система (3.5) має такий запис 

                         
 

G(s))](ypG(s)))[(x(1
s

1

y,xs,)PΦΔ(y)Δ(G(s)y),xΦ(s,

1r


.                             (3.6) 

З рівняння (3.6) випливає такий результат. 

 Наслідок 3.1. В термінах перетворень Лапласа розв’язок системи 

(3.1) має такий вигляд 

       G(s))](ypG(s))[(x(1P]G(s)ΔyΔ-[I
s

1
y),xΦ(s, 1r

1-
 .                (3.7) 

Нехай )1x,(s,Φx)(s,Φ mm  ,  r...,,2,1m  ,  )...,1,1,(11   – r-вимірний 

вектор, складений з одиниць;  x)(s,Φ...,x),(s,Φx)Φ(s, r1 . Тоді з (3.7) 

випливає, що  
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              G(s))](pG(s))[(x(1P]G(s)Δ-[I
s

1
)xΦ(s, 1r

1-
 .                     (3.8) 

Покомпонентно рівність (3.8) означає 

          






















r

1j
1rjj

1)(
jm

r1)(
rmr

21)(
2m2

11)(
1m1

m

,(s)p(s)GG
s

1

s

(s)G1
(s)Gx

...
s

(s)G1
(s)Gx

s

(s)G1
(s)Gxx)(s,Φ

              (3.9) 

r...,,2,1m  , 

де    1r

1

1)(
ji P]G(s)Δ[I(s)G   . 

З іншого боку перехідні імовірності  (t)pm
i ,  r...,,2,1m  ;  1rr,...,,2,1i   

напівмарковського процесу  1}r,r...,,2,{1(t)ym    однозначно 

визначаються системами інтегральних рівнянь: 

               u)(tp(u)pGd(t)]G[1δ(t)p j
ijmm

r

1j

t

0
mim

m
i   


,                   (3.10) 

r...,,2,1i,m  ; 

          u)(tp(u)pGd(t)pG(t)p j
1rjmm

r

1j

t

0
1rmm

m
1r  


   ,                    (3.11) 

r...,,2,1m  . 

З (3.10), (3.11) для перетворень Лапласа 



0

st-m
i

m
i dt(t)ep(s)p ,  r...,,2,1m  ;  

1rr,...,,2,1i   знаходимо 

               
.r...,,2,1m,(s)pG(s)G

s

1
(s)p

;r...,,2,1i,m,(s))G(s)(1G
s

1
(s)p

1jrj

r

1j

1)(

jm

m

1r

i

1)(

im

m

i














                       (3.12) 

Порівнюючи (3.12) з (3.9), маємо 

          (t)p(t)px...(t)pxy),x(t,Φx)(t,Φ 1rm

m

rr

m

111y

mm


 .                (3.13) 

 Для факторіальних моментів першого і другого порядку приймемо 

наступні позначення: 
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(t)B
yx

y),x,(tΦ
,(t)A

y

y),x,(tΦ m
βα

1y

1x
βα

m2
m
α

1y

1x
α

m














 , 

(t)D
yy

y),x,(tΦ m
βα

1y

1x
βα

m2







 ,  r...,,2,1βα,,m  . 

З (3.13) випливає, що 

0
xx

y),x,(tΦ
,(t)p

x

y),x,(tΦ

1y

1x
βα

m2
m
α

1y

1x
α

m














 ,  r...,,2,1βα,,m  . 

Отже розклад генератриси  y),x,(tΦm   в ряд Тейлора в точці 

)1,1()y,x(   має вигляд 

           

,)y)(1yy))(1,x,(tδ
~

(t)(D
2

1

)y)(1xy))(1,x,(tδ(t)(B

)y(t)(1A)x(t)(1p1y),x,(tΦ

βα
m
βα

r

1β,α

m
βα

βα
m
βα

r

1β,α

m
βα

r

1α

r

1α
α

m
αα

m
α

m











 





 

                  (3.14) 

де  0y),x(t,δ
~

,y),x(t,δ m
βα

m
βα  ,  r...,,2,1βα,,m  ,  коли  )1,1()y,x(    ([9], 

теорема 1, стор. 112). 

 Запис (3.14) можна дещо скоротити, якщо ввести для векторів і 

матриць такі позначення: 

(t))A...,,(t)A,(t)(A)(t)(A,(t))p...,,(t)p,(t)(p)(t)(p m
r

m
2

m
1

mm
r

m
2

m
1

m  , 

)y1...,,y(1)y1(,)x1...,,x(1)x1( r1r1  , 

    r

1

m
βα

mr

1

m
βα

m y,xt,δy,xt,Δ,(t)B(t)B  , 

    r

1

m
βα

mr

1

m
βα

m y,xt,δ
~

y,xt,Δ
~

,(t)D(t)D  . 

Тепер заміть (3.14) маємо 
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.y)1y)](,x(t,Δ

~
(t)[D)y1(

2

1
y)1y)](,x(t,Δ(t)[B)x1(

y)1()(t)(Ax)1()(t)(p1y),x(t,Φ

mmmm

mmm




  (3.15) 

З леми 3.1 випливає, що функції (t)D,(t)B,(t)A m
βα

m
βα

m
α ,  r...,,2,1βα,,m   

можна задавати як єдиний розв’язок систем інтегральних рівнянь: 

          (t)Gδu)(tA(u)pdG(t)A mαm
j
α

r

1j

t

0
jmm

m
α   


,                        (3.16) 

    

,u)(tA(u)pdGδu)(tA(u)pdGδ

u)(tD(u)pdG(t)D

j
β

r

1j

t

0
jmmαm

j
α

r

1j

t

0
jmmβm

j
βα

r

1j

t

0
jmm

m
βα





 

 




           (3.17) 

                         

,u)(tp(u)pdGδ

u)(tB(u)pdG(t)B

j
α

r

1j

t

0
jmmβm

j
βα

r

1j

t

0
jmm

m
βα







 




                                (3.18) 

     r...,,2,1βα,,m  . 

Інший підхід – задавати  (t)D,(t)B,(t)A m
βα

m
βα

m
α   їх перетвореннями Лапласа  

(s)D,(s)B,(s)A m
βα

m
βα

m
α ,  r...,,2,1βα,,m  . 

Нехай  ,)(s)D...,,(s)D,(s)(D(s)D,)(s)A...,,(s)A,(s)(A(s)A r
βα

2
βα

1
βαβα

r
α

2
α

1
αα   

,)(s)B...,,(s)B,(s)(B(s)B r
βα

2
βα

1
βαβα    

r

1j,iiαijα δδI


  – матрця розміром rr , 

на головній діагоналі якої елемент з номером “α ” дорівнює одиниці, а інші 

елементи матриці дорівнюють нулю. Тоді з (3.16) – (3.18) маємо: 

                             α
1

αα eP]G(s)Δ(s)[IG
s

1
(s)A  ,                                (3.19) 

  
     

      ,eP]G(s)ΔP[IG(s)ΔIP]G(s)Δ(s)[IG
s

1

eP]G(s)ΔP[IG(s)ΔIP]G(s)Δ(s)[IG
s

1
(s)D

β
1

α
1

β

α
1

β
1

αβα








          (3.20) 

      α
1

β
1α

βα eP]G(s)ΔP[IG(s)ΔIP]G(s)Δ[I
s

(s)G-1
(s)B   .          (3.21) 
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 Зазначимо, що формули (3.19) – (3.21) задають перші два моменти 

процесу  0t,))(t)(γ,)(t)((χ mm   через параметри стохастичної мережі. 

 Перейдемо тепер до аналізу скінченновимірних розподілів процесу 

    0.t,)(t)γ,(t)χ( mm 


 

 Нехай  N1 t...t0   деякі фіксовані моменти часу і  







  



N

1k

)(tγ)(tχ
N1

m (k)y(k)xMy(N)),x(N)...,,y(1),x(1),t,...,(tΦ k
m

k
m

, 

,1y(k),1x(k),(k))y...,,(k)(y(k)y,(k))x...,,(k)(x(k)x r1r1   

N...,,2,1k   – багатовимірна генератриса вектора  

        .))(tγ,)(tχ,...,)(tγ,)(tχ( N
m

N
m

1
m

1
m 

 

При визначенні генератрис )(Φm  , r...,,2,1m   через локальні 

характеристики процесу      0t,(t)γ,(t)χ mm 





 

 важливе значення має 

наступний результат. 

 Лема 3.2. Генератриси  y(N)),x(N)...,,y(1),x(1),t,...,(tΦ N1
m , 

,...,2,1N   N1 t...t0   є єдиним розв’язком взаємопов’язаних систем 

інтегральних рівнянь 

y(N)),x(N)...,,y(1),x(1),t,...,(tΦ N1
m  

=   


)y(N),x(N),...,y(1),x(1),ut,...,u(tΦp[(N)y...(1)y N

t

0

r

1j
1

j
jmmm

1

 

          



 

1N

1k
mmmmm1rm (N)y...1)(ky(k)x...(1)x(u)]dGp            (3.22) 

  



 )y(N),x(N),...,1)y(k,1)x(k,ut,...,u(tΦp[ N

t

t

r

1j
1k

j
jm

1k

k

 

)](tG(k)[1x...(1)x(u)]dGp Nmmmm1rm   , 

r...,,2,1m  ;  ...,2,1N  . 
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Доведення. Щоб побудувати y(N)),x(N)...,,y(1),x(1),t,...,(tΦ N1
m  

для будь-якого натурального  N  і будь-яких моментів часу  N1 t...t0   

давайте   повернемось   до   моделі    гіллястого   процесу    Беллмана-

Харріса  

0t,Z(t)    з  2r типами частинок з леми 3.1: 

(t))Z...,,(t)Z,(t)Z...,,(t)(Z(t)Z 2r1rr1  , 

)(t)Z...,,(t)Z,(t)Z...,,(t)(Z)(t)(Z m
2r

m
1r

m
r

m
1

m
 , 2r...,,2,1m  . 

Нехай як і раніше z),(tFm , 2r...,,2,1m   генератриси одновимірних розпо-

ділів процесу  0t,(t)Zm  . Позначимо через z(N))...,,z(1),t...,,(tF N1

m  для 

N1 t...t0  ,  1z(k),)(k)z,...,(k)z,(k)z,...,(k)(z(k)z 2r1rr1   ,  

N...,,2,1k   генератриси векторів  ))(tZ...,,)(tZ,)(t(Z N

m

2

m

1

m , 2r...,,2,1m  . 

 Оскільки генератриси  (z)f i , 2r...,,2,1i  , )z,...,(zz 2r1  

безпосередніх нащадків дорівнюють 


 
r

1j
1rijjiir

i )pzp(z(z)f , r...,,2,1i  ; 

i
i z(z)f  , 2r...,,2,1i  , то z(N))...,,z(1),t...,,(tF N1

m  однозначно 

визначаються взаємопов’язаними системами інтегральних рівнянь 

  
1t

0
N1

mr
N1

m z(N))...,,z(1),ut...,,u(tFz(N))...,,z(1),t...,,(tF  

    

 (u)]dGp)z(N),...,z(1),ut,...,u(tFp[ m1rmN

r

1j
1

j
jm              (3.23) 

 









1N

1k

t

t
N1k

mr
mm

1k

k

z(N))...,,1)z(k,ut...,,u(tF(k)z...(1)z  

 


 (u)]dGp)z(N),...,1)z(k,ut,...,u(tFp[ m1rmN

r

1j
1k

j
jm  

)](tG(N)[1z...(1)z Nmmm  , 

  


1t

0
mrN1

mr
N1

mr (u)z(N))dG...,,z(1),ut...,,u(tFz(N))...,,z(1),t...,,(tF  
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 











1N

1k

t

t
Nrk

mr
mrmr

1k

k

...,1)z(k,ut...,,u(tF(k)z...(1)z             (3.24) 

)](tG(N)[1z...(1)z(u)z(N))dG..., Nmrmrmrmr   , 

...,2,1N,r...,,2,1m   . 

Методом математичної індукції за N можна перевірити, що єдиним 

розв’язком системи (3.24) в класі генератрис буде 

(N)z...(1)zz(N))...,,z(1),t...,,(tF mrmrN1
mr


  . 

Підставляючи цей вираз у систему (3.23), знаходимо 

                       z(N))...,,z(1),t...,,(tF N1
m                                         (3.25) 

 


 
1t

0

r

1j
N1

j
jmmrmr z(N))...,,z(1),ut...,,u(tFp[(N)z...(1)z  

 


  (N)z...1)(k(k)zz...(1)z(u)]dGp mrmrm

1-N

1k
mm1rm  

 

 (u)]dGpz(N))...,,1)z(k,ut...,,u(tFp[ m1rmN1k

j
r

1j
jm  

)](tG-(N)[1z...(1)z Nmmm  , 

...,2,1N,r...,,2,1m   . 

Враховуючи те, що 







 





 )(γ,)(χ))((Z mm
d

m ,  ,r...,,2,1m   

маємо 

y(N)),x(N),...,y(1),x(1),t...,,(tΦ N1
m  

,N,...,1k,z(N))...,,z(1),t...,,(tF (k))y,(k)x((k)zN1
m    

і для визначення  )(Φm  ,  r...,,2,1m   приходимо до системи інтегральних 

рівнянь (3.22). Лему доведено. 
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 Скінченновимірні розподіли вектора 





 

(t)γ,(t)χ mm , 0t   

визначають скінченновимірні розподіли процесу обробки інформації і 

накопичення прибутку (t))S,(t)X(   в мережі типу  r|GI|G  .  

Якщо у початковий момент часу 0t    r|GI|G   – мережа порожня і 

фіксована траєкторія вхідного потоку  (t)ν,...,(t)ν(t)ν r1 , то для будь-

якої послідовності моментів часу N1 t...t0   

d

NNαα11 ))(tS,)(tX,...,)(tS,)(tX,...,)(tS,)(tX(   

                  ...,)])τ(t[γ,])τ(t([χ( m
k1

k,mm
k

r

1m

)(tν

1k
1

k,m
d 1m

  
 

                  (3.26) 

...,)])τ(t[γ,])τ(t([χ,... m
kα

k,mm
k

)(tν

1k
α

k,m
αm




 

))])τ(t[γ,])τ(t([χ,... m
kN

k,mm
k

)(tν

1k
N

k,m
Nm




. 

Нехай y(N)),x(N),...,y(1),x(1),t...,,Φ(t N1  генератриса вектора 

))(tS,)(tX,...,)(tS,)(tX( NN11  . Тоді з (3.26)  випливає  

            y(N)),x(N),...,y(1),x(1),t...,,Φ(t N1                               (3.27) 

   








  
   

r

1m

N

1α

m
kN

)(tν

1)(tνk

m
kα

m y(N)),x(N)...,,αy,αx,τt,...,τ(tΦM
αm

1αm

. 

Розглянемо окремо частковий випадок 2N  . 

З леми 3.2 і подання (3.27) випливає наступний результат. 

 Наслідок 3.2. Для будь-яких  ts0   генератрису  

y(2))x(2),y(1),x(1),t,Φ(s,  двовимірного розподілу процесу )S,X(   можна 

подати у вигляді 

y(2)),x(2)y(1),,x(1),t,Φ(s  

       




  
 

r

1m

(s)ν

1k

m
k

m
k

m
m

y(2)),x(2),y(1),x(1),τt,τ(sΦM               (3.28) 
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



 


y(2)),x(2),τt(Φ m
k

(t)ν

1(s)νk

m
m

m

, 

де генератриси y(2))x(2),y(1),x(1),t,(s,Φm , r...,,2,1m   однозначно визна-

чаються системою інтегральних рівнянь 

                     y(2))x(2),y(1),x(1),t,(s,Φm                                    (3.29) 

 


  (u)]dGpy(2))x(2),y(1),x(1),u,-tu,-(sΦp[(2)(1)yy m1rm

s

0

r

1j

j
jmmm  

 


  (u)]dGpy(2))x(2),u,-(tΦp[(2)(1)yx m1rm

t

0

r

1j

j
jmmm  

(t)]G(2)[1(1)xx mmm  ,  r...,,2,1m  . 

Для аналізу зв’язку між компонентами процесу 





  mm γ,χ  у різні моменти 

часу з’ясуємо, як визначаються змішані моменти другого порядку. 

 Введемо наступні позначення: 

;t),s;(1Bt),s;(1B;
(2)x(1)x

)1...,,1,t,(sΦ
t),s;(1B

r

1βα,

m
βα

m

βα

m2
m
βα 





  

;t),s;2,(1Bt),s;2,(1B;
(2)y(1)x

)1...,,1,t,(sΦ
t),s;2,(1B

r

1βα,

m
βα

m

βα

m2
m
βα 





  

;t),s;1,(2Bt),s;1,(2B;
(2)x(1)y

)1...,,1,t,(sΦ
t),s;1,(2B

r

1βα,

m
βα

m

βα

m2
m
βα 





  

;t),s;(2Bt),s;(2B;
(2)y(1)y

)1...,,1,t,(sΦ
t),s;(2B

r

1βα,

m
βα

m

βα

m2
m
βα 





  

Співвідношення (3.29) дозволяє виписати системи інтегральних рівнянь 

для визначення функцій t),s;(1Bm
βα , t),s;2,(1Bm

βα , t),s;1,(2Bm
βα , t),s;2(Bm

βα , 

r...,,2,1m  : 

               


u)-tu,s;(1B(u)pdGt),s;(1B j
βα

r

1j

s

0
jmm

m
βα                               (3.30) 
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(t)];G[1δδu)-(tp(u)pdGδ mmβmα
j
β

m

1j

t

s
jmmmα   


 

  


u)-tu,s;2,(1B(u)pdGt),s;2,(1B j
βα

r

1j

s

0
jmm

m
βα  

         


u)-(tA(u)pdGδ j
β

r

1j

t

s
jmmmα                                     (3.31) 

(s)];G(t)[Gδδu)-(sp(u)pdGδ mmmβmα
j
α

r

1j

s

0
jmmmβ   


 

  


u)-tu,s;1,(2B(u)pdGt),s;1,(2B j
βα

r

1j

s

0
jmm

m
βα  

                     ;u)-(tp(u)pdGδ j
β

r

1j

s

0
jmmmα 


                                      (3.32) 

                       


u)-tu,s;(2B(u)pdGt),s;(2B j
βα

r

1j

s

0
jmm

m
βα                              (3.33) 

   


u)-(sA(u)pdGδu)-(tA(u)pdGδ j
α

r

1j

s

0
jmmmβ

j
β

r

1j

s

0
jmmmα  

(s)]G[1δδ mmβmα  , r...,,2,1m  . 

 Всі інтегральні рівняння (3.30) – (3.33) є рівняннями типу 

марковського відновлення. 

 При дослідженні процесу )S,X(   у перевантаженому режимі будемо 

використовувати розклад функцій y(2))x(2),y(1),x(1),t,(s,Φm , r...,,2,1m   

в точці )1...,,1((2))y,(2)x,(1)y,(1)x(   в ряд Тейлора. За аналогією з 

(3.15) знаходимо 

y(2)),x(2)y(1),,x(1),t,(sΦm  

 y(1))1()(s)(Ax(1))1()(s)(p1 mm  

 y(2))1()(t)(Ax(2))1()(t)(p mm  

 y(1))1t)](,s;(1Δ(s)[B)x(1)1( mm  

 y(2))1t)](,s;(2Δ(t)[B)x(2)1( mm  
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                 y(1))1t)](,s;(1Δ
~

(s)[D)y(1)1(
2

1 mm                   (3.34) 

 y(2))1t)](,s;(2Δ
~

(t)[D)y(2)1(
2

1 mm  

 x(2))1t)](,s;1,(1Δt),s;(1[B)x(1)1( mm  

 y(2))1t)](,s;2,(1Δt),s;2,(1[B)x(1)1( mm  

 x(2))1t)](,s;1,(2Δt),s;1,(2[B)y(1)1( mm  

y(2))1t)](,s;2,(2Δt),s;(2[B)y(1)1( mm  , 

де компоненти матриць   ,t,s;iδ
~

t),s;(iΔ
~ r

1βα,

m
βα

m


  

  ,t,s;j,iδt),s;j,(iΔ
r

1βα,

m
βα

m


  2,1j,i   невід’ємні, залежать від 

y(2),x(2),y(1),x(1)  і монотонно прямують до нуля, коли  

)1...,,1((2))y,(2)x,(1)y,(1)x(  . 

 Такий же розклад має генератриса N-вимірного розподілу процесу 







  mm γ,χ , r...,,2,1m  . 

 

 

3.2. Гауссівська апроксимація режиму критичного  

навантаження в мережі  

 

 В цьому підрозділі процес обробки інформації (t))X...,,(t)(X(t)X r1  

разом з процесом накопичення прибутку  (t))S...,,(t)(S(t)S r1  в  

 r|GI|G  – мережі будемо вивчати при критичному навантаженні. 

 Перевантажений режим для   r|GI|G  – мережі означає, що її 

параметри залежать від “n” (номера серії) так, що виконуються наступні 

умови. 
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 1) Для багатовимірного вхідного потоку    (t)ν...,,(t)ν,(t)νtν n
r

n
2

n
1

n 


 

існують константи  0λi  ,  r...,,2,1i  ,  0λ...λλ r21    такі, що  

  (t))W...,,(t)(W(t)Wntλ(t)ν...,,ntλ(t)νn r1

U

n
r

(n)
r1

(n)
1

2

1





, 

де  W(t),(nt)ν(t)ν n(n)   – r-вимірний процес броунівського руху з 

нульовим вектором математичних сподівань 0MW(1)  , і кореляційною 

матрицею 
r

1ij
2 σσ(1)WMW(1)  , символ “

U

 ”  означає слабку збіжність 

у рівномірній топології. 

 2) Послідовність (за параметром n) функцій розподілу часу обробки 

у вузлах мережі  (t)G(nt)G (n)
i

n
i    слабко збігається до граничної 

(t)G(t)G i

d

n

(n)
i


 ,  r...,,2,1i  . 

 Нехай для будь-яких випадкових векторів )ξ,...,(ξξ r1 , 

)η,...,(ηη r1  

  MξηMξηξ,R  ηM  , 

і для випадкових матриць 
r

1

i
j (t)ξΞ(t)  , 

r

1

i
j (t)ηH(t)  , компоненти яких 

залежать від часу 0t   

      ,(t)]H
~

λ(s)ΔΞ
~

H(t)λ(s)ΔΞM[H(t)Ξ(s),R   

де 
r

1

i
j (s)Mξ(s)Ξ

~  , 
r

1

i
j (t)Mη(t)H

~  , 
r

1ijiδλΔ(λ)   – деяка фіксована 

(невипадкова) діагональна матриця. 

 У зв’язку з випадковими процесами     





 

(t)γ,(t)χ mm , r1,2,...,m   

введемо такі позначення: 

r

1

m
i (t)χχ(t)  , 

r

1

m
i (t)γΓ(t)  , 

r

1

m
i (t)pP(t)  , 

r

1

m
i (t)AA(t)  , 

 (t)p(t),...,p(t)p m
1

m
1

m 


,  (t)A(t),...,A(t)A m
1

m
1

m 


 - m-ий рядок матриць P(t)  

і A(t)  відповідно. 
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 Щоб побудувати для (t))S,(t)(X nn 
 апроксимативний процес, 

необхідні два незалежні гауссівські процеси: 

 (t)η...,,(t)η,(t)ξ...,,(t)ξ(t)η,(t)ξ (1)
r

(1)
1

(1)
r

(1)
1

(1)(1) 





 

  і 

 (t)η...,,(t)η,(t)ξ...,,(t)ξ(t)η,(t)ξ (2)
r

(2)
1

(2)
r

(2)
1

(2)(2) 





 

, 

які мають нульові середні значення і наступні кореляційні матриці: 

     
t

0

2(1)(1) P(u)du(u)σP)tξ,tR(ξ ,      
t

0

2(1)(1) A(u)du(u)σA)tη,tR(η , 

     
t

0

2(1)(1) A(u)du(u)σP)tη,tR(ξ , 

     
s

0

2(1)(1) s)du-tP(u(u)σP)tξ,sR(ξ , 

     
s

0

2(1)(1) s)du-tA(u(u)σP)tη,sR(ξ , 

     
s

0

2(1)(1) s)du-tA(u(u)σA)tη,sR(η , 

     
s

0

2(1)(1) s)du-tP(u(u)σA)tξ,sR(η , ts  , 

     
t

0

(2)(2) duχ(u)χ(u),R)tξ,tR(ξ ,      
t

0

(2)(2) duΓ(u)Γ(u),R)tη,tR(η , 

     
t

0

(2)(2) duΓ(u),χ(u)R)tη,tR(ξ , 

      
s

0

(2)(2) dus)-t(uχ,χ(u)R)tξ,sR(ξ , 

      
s

0

(2)(2) dus)-t(uΓ,χ(u)R)tη,sR(ξ , 

      
s

0

(2)(2) dus)-t(uΓ,Γ(u)R)tη,sR(η , 
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      
s

0

(2)(2) dus)-t(uχ,Γ(u)R)tξ,sR(η , ts  . 

 Розглянемо послідовність випадкових процесів )(t)η(t),ξ( (n)(n) 
, 

1,2,...n  ,  де 

)(u)duPλn(nt)(Xn(t)ξ
t

0

(n)n1/2(n) 



  , 

)(u)duAλn(nt)(Sn(t)η
t

0

(n)n1/2(n) 



  , 

r

1im,

mn,
i

(n) (nt)p(t)P


 , 
r

1im,

mn,
i

(n) (nt)A(t)A


 , функції )(p mn,
i  , )(A mn,

i   

визначаються так само, як )(pm
i  , )(Am

i  , r1,2,...,im,  , із заміною функцій 

розподілу (t)Gi  на r.1,2,...,i(t),Gn
i   

 За визначенням )(t)η(t),ξ( (n)(n) 
 представляє собою нормований 

процес обробки інформації та накопичення прибутку в мережі типу 

 r(n)(n) |GI|G  . В наступній теоремі доведено, що апроксимативним 

процесом для нього буде 





 







(t)η(t)η(t),ξ(t)ξ (2)(1)(2)(1) . 

 Теорема 3.1.  Нехай стохастична мережа типу  r(n)(n) |GI|G   у 

початковий момент часу порожня, задовольняє умовам 1), 2) і 

спектральний радіус матриці маршрутизації  P строго менший 1. Тоді на 

будь-якому скінченному проміжку T],[0  послідовність випадкових 

процесів 





 

(t)η,(t)ξ (n)(n) , 1n  , слабко збігається у рівномірній топології 

до 





 







(t)η(t)η,(t)ξ(t)ξ (2)(1)(2)(1) . 

 Доведемо спочатку один допоміжний результат, пов’язаний з 

гауссівською компонентою 





 

(t)η,(t)ξ (1)(1)  граничного процесу. 
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 Лема 3.3.  Скінченновимірні розподіли 2r-вимірного випадкового 

процесу 
















 

 
t

0

t

0

(2)(1) u)(u)A(tWd,u)(u)P(tWd(t)ζ,(t)ζ(t)ζ  

Співпадають із скінченновимірними розподілами гауссівського процесу 







 

(t)η,(t)ξ (1)(1) . 

 Доведення. Те, що ζ(t)  є гауссівським процесом випливає з 

властивостей стохастичного інтегралу (див., наприклад, [13]). Таким 

чином, залишилось показати, що кореляційні характеристики (t)ζ   і 







 

(t)η,(t)ξ (1)(1)  співпадають. 

 Розглянемо два моменти часу  ts0   і візьмемо послідовність 

розбиттів відрізка [0,t] точками 

tt...tstt...t0
(2)
nm1(1)

nm(1)
nm1(1)

nm0 nnnnn 


 

таку, що  
k1kkk(2)

n
nnn

n
n

1mk0
ttΔt,0Δtmax 


,  1m...,,1,0k (2)

n  . 

 Тоді для (1))x(1),...,(x(1)x r1 , (2))x(2),...,(x(2)x r1 , 

(1))y(1),...,(y(1)y r1 , r
r1 R(2))y(2),...,(y(2)y   





 
s

0

s

0

u)y(1)(u)A(sWdiu)x(1)(u)P(sWdiMexp  






 
t

0

t

0

u)y(2)(u)A(tWdiu)x(2)(u)P(tWdi  










  u)y(2)]A(tu)x(2)P(tu)y(1)A(su)x(1)(u)[P(sWdiMexp
s

0

 










 
t

s

u)y(2)]A(tu)x(2)(u)[P(tWdiMexp  







1m

0k
nnn

n

(1)
n

kkk
)y(1)tA(s)x(1)t)[P(s(tWiΔMexplim  
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 ])y(2)t-A(t)x(2)tP(t
kk nn  

 





1m

mk
nnn

(2)
n

(1)
n

kkk
)y(2)]tA(t)x(2)t)[P(t(tWiΔMexp , 

де 1m0,1,...,k),(tW)(tW)(tWΔ (2)
nnnn k1kk



. 

 Продовжуючи обчислення границі, знаходимо 

  (t)y(2)]ζ(t)x(2)ζ(s)y(1)ζ(s)x(1)i[ζMexp (2)(1)(2)(1)  




 

 

1m

0k
nn

n

(1)
n

kk
)y(1)tA(s)x(1)t[P(s

2

1
explim  

 )y(1)tA(s)x(1)tP(s[])y(2)tA(t)x(2)tP(t
kkkk nn

2
nn   


kkk nnn t)y(2)]tA(t)x(2)tP(t  




 

 

1m

mk

2
nn

(2)
n

(1)
n

kk
σ])y(2)tA(t)x(2)t[P(t

2

1
exp  

)y(2)]Δt-A(t)x(2)t[P(t
kk nn  

knt  





 
s

0

2 x(1)P(u)du(u)σP(1)x
2

1
exp  

 
s

0

2 y(1)A(u)du(u)σA(1)y
2

1
 
t

0

2 x(2)P(u)du(u)σP(2)x
2

1
 

 
t

0

2 y(2)A(u)du(u)σA(2)y
2

1
 
s

0

2 y(1)A(u)du(u)σP(1)x  

 
t

0

2 y(2)A(u)du(u)σP(2)x  
s

0

2 x(2)s)du-tP(u(u)σP(1)x  

 
s

0

2 y(2)s)du-tA(u(u)σP(1)x  
s

0

2 x(2)s)du-tP(u(u)σA(1)y  



 

s

0

2 y(2)s)du-tA(u(u)σA(1)y . 

 Лему доведено. 
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 Лема 3.3 вказує на те, що компонента  





 

(t)η,(t)ξ (1)(1)  граничного 

процесу пов’язана з флуктуаціями вхідного потоку. 

 В процесі перетворень кореляційних матриць потрібен наступний 

результат технічного характеру. 

 Лема 3.4. Нехай 
r

1

m
iaA  , 

r

1

m
ibB   - дві квадратні матриці 

розміром rr ,  m
r

m
2

m
1

m a,...,a,aa 


,  m
r

m
2

m
1

m b,...,b,bb 


 - вектор-рядки цих 

матриць. Тоді для будь-яких m21 λ,...,λ,λ  

                                 



r

1m

mm
m Δ(λ)BAbaλ ,                                        (3.35) 

де 
r

imkmδλΔ(λ)   - діагональна матриця. 

 Формулу (3.35) можна довести прямим підрахунком компонент 

матриць, що стоять зліва і справа у цій формулі. 

 Доведення теореми.  Оскільки при фіксованій траєкторії вхідного 

потоку 

     
 


 r

1m

(nt)ν

1k

m,n
k

k,m,nm,n
k

k,m,n
d

nn
n
m

]τnt[γ,]τnt[χ(nt))S,(nt)(X , 

то характеристичну функцію 

r(n)(n)
def

(n) Ry,x,(t)yiη(t)xiξMexpy),x,(t 






 




 , 

можна подати у вигляді 

         








 
t

0

(n)
t

0

(n)(n) y(u)duAλnix(u)duPλni-expy),x,(t              (3.36) 

                ]))
n

y
exp(i,)

n

x
exp(i,τ(ntlnΦM[exp

r

1m

(nt)ν

1k

m,n
k

m,n
n
m





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


  duy(2)(u)A(u)A(2)yλ
2

1
dux(2)(u)p(u)p(2)xλ

2

1 t

0

mm
m

t

0

mm
m  

    





  duy(2)(u)A(u)p(2)xλduy(1)(u)A(u)p(1)xλ
t

0

mm
m

s

0

mm
m  

    





  duy(2)u)(tAu)(sp(1)xλdux(2)u)(tpu)(sp(1)xλ
s

0

mm
m

s

0

mm
m  

    







  duy(2)u)(tAu)(sA(1)yλdux(2)u)(tpu)(sA(1)yλ
s

0

mm
m

s

0

mm
m  





 
s

0

s

0

u)y(1)(u)A(sWdiu)x(1)(u)P(sWdiMexp  
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



 
t

0

t

0

u)y(2)(u)A(tWdiu)x(2)(u)P(tWdi . 

 Нарешті використовуючи подання (3.35), знаходимо 




y(2))x(2),y(1),x(1),t,(s,lim (n)

n
  

 




 
s

0

dux(1)χ(u)χ(u),R(1)x
2

1
exp   

t

0

dux(2)χ(u)χ(u),R(2)x
2

1
 

    
t

0

s

0

duy(2)(u)(u),R(2)y
2

1
duy(1)(u)(u),R(1)y

2

1
 

    
t

0

s

0

duy(2)Γ(u)χ(u),R(2)xduy(1)Γ(u)χ(u),R(1)x  

    
s

0

s

0

duy(2)s)tΓ(uχ(u),R(1)xdux(2)s)-tχ(uχ(u),R(1)x  

    




 
s

0

s

0

duy(2)s)tΓ(u(u),R(1)ydux(2)s)-tχ(u(u),R(1)y  





  u)x(2)(u)P(tWdiu)x(1)(u)P(sWdiMexp
t

0

s

0

 





  u)y(2)(u)A(tWdiu)y(1)(u)A(sWdi
t

0

s

0

. 

 Тепер на основі леми 3.3 маємо слабку збіжність двовимірних 

розподілів. З урахуванням подання (3.27) слабка збіжність N-вимірних 

розподілів для 2N   доводиться аналогічно. 

 Збіжність скінченновимірних розподілів посилюється до збіжності 

функціоналів так само, як це було зроблено в роботі [14]. Теорему 

доведено. 

 Наприкінці цього підрозділу зазначимо, що підрахунок кореляційних 

характеристик апроксимативного процесу зводиться до розв’язку систем 

інтегральних рівнянь типу марковського відновлення, які виписані у 

попередньому підрозділі (системи (3.10), (3.16) – (3.18), (3.30) – (3.33)). 

Таким чином через керуючі параметри  r|GI|G  – мережі вони визначені 
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опосередковано. Явний вигляд цих характеристик можна виписати при 

переході до границі за часом )(t  . 

 

3.3. Розрахунок цільових функцій при критичному 

навантаженні. 

 

При умові 1) на багатовимірний вхідний потік 

 (t)ν(t),...,ν(t),ν(t)ν r21  і умові 2) на функції розподілу часу обробки 

інформації  r|GI|G   – мережа функціонує у перевантаженому режимі. 

Головна мета цього підрозділу – виписати цільові функції для задач 

максимізації прибутку та мінімізації ризику у перевантаженому режимі. 

Природньо для пошуку цільових функцій використовувати метод 

гауссівської апроксимації, обґрунтування якого дано в теоремі 3.1. 

Розглянемо спочатку задачу максимізації прибутку. 

Будемо вважати, що ми можемо керувати інтенсивностями вхідних 

потоків на окремі вузли r1,2,...,i0,λi  , залишаючи при цьому сталу 

інтенсивність сумарного потоку в мережу 0λ...λΛ r1  . Тоді процес 

керування зводиться до вибору вектора   1h0,h,h,...,hh
l

1i
iir1  


, де 

/Λλh ii  , r1,...,i  . Нехай, як і раніше, r1,...,i,Ci   – прибуток від обробки 

одного інформаційного потоку в і-ому вузлі, (nt)MSt)(h,m n
i

(n)
i  , r1,...,i   

– математичне сподівання числа пакетів, що завершили обробку в і-ому 

вузлі на проміжку часу nt][0,  при фіксованому керуванні  r1 h,...,hh  , 





r

1i

(n)
ii

(n) t)(h,mCt)(h,M  – середній прибуток від роботи всієї мережі типу 

 r(n)(n) |GI|G   за час nt . Тоді в перехідному режимі аналогом (2.5), (2.6) 

буде оптимізаційна задача: 

                          maxt)(h,Mnlimt)M(h, (n)1

n
 


,                                (3.38) 
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при умові 

                      r1,...,i0,h1,h...hh ir21  .                               (3.39) 

 Співвідношенням (3.38), (3.39) можна дати наступну інтерпретацію: 

при фіксованій сумарній інтенсивності вхідного потоку треба так 

розподілити її між вузлами мережі, щоб середній прибуток був 

максимальним. Очевидно, розв’язок задачі максимізації прибутку h  в 

перехідному режимі буде залежати від t , (t)hh   . 

 Враховуючи те, що мережі обробки інформації функціонують 

“достатньо довгий час”, більш змістовною буде наступна постановка: 

               maxt)M(h,tlimM(h) 1

t
 


,                                     (3.40) 

при умові 

             r1,...,i0,h1,h...hh ir21  .                               (3.41) 

Оптимізаційну задачу (3.40), (3.41) будемо називати максимізацією 

прибутку у стаціонарному режимі. 

 Побудуємо розрахункові формули для функціоналів M(h)t),M(h, , 

 r1 h,...,hh  . 

 Нехай T][0,D  – простір функцій без розривів другого роду, що 

визначені на проміжку T][0, , y(t)x(t)supy(t))(x(t),ρ
T][0,t

T 


 – рівномірна 

метрика в цьому просторі. Розглянемо для вхідного потоку (t)ν(n)  

наступну умову: 

а) для будь-якого  0T   

r...,,1α,0t)λ,(t)Mν(nρlim α
(n)
α

1
T

n



. 

 Тоді з подання процесу накопичення у вигляді (теорема 3.1) 

                              )
n

τ
(tγ(t)S

r

1m

(t)ν

1k

m,n
kk,(n)m

d
(n)

(n)
m

 
 

                                   (3.42) 

випливає такий результат. 
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 Лема 3.5. Нехай   r(n)(n) |GI|G   – мережа у початковий момент часу 

порожня, спектральний радіус матриці маршрутизації строго менший 1 і 

виконуються умови  2), а). Тоді 

                   


 
r

1m

t

0

m(n)
αm

(n)
α

1 o(1)(u)duAhΛ(t)MSn .                         (3.43) 

При виконанні умов леми 3.5 





t

0

(n)1

n
A(u)duChΛt),(hMnlim , 

де  )C...,,(CC r1 , а компоненти матриці 
r

1

m
i (t)AA(t)   визначаються 

своїми перетвореннями Лапласа (див. (3.19)) 

   G(s)ΔP]G(s)Δ[I
s

1
(s)AA(s) 1r

1

m
α

 , 

де   r

1ααm (s)GδG(s)Δ  , (t)Gde(s)G α
0

st
α 


  – перетворення Лапласа-

Стільтьєса функції розподілу (t)Gα ,  r...,,1α  . 

 За визначенням (див. підрозділ 3.1) функції (t)Am
α  монотонно 

неспадкі і тому 

1

0st
0

1

t
P)(IsA(s)limA(t)limA(u)dutlim 







 . 

 Підсумком проведеного аналізу є такий результат. 

 Наслідок 3.3. При виконанні умов леми 3.5 оптимізаційні задачі 

(3.38) – (3.41) є задачами лінійного програмування, цільові функції яких 

дорівнюють відповідно 

CP)(IhΛM(h),A(u)duChΛt),M(h 1
t

0

  . 

 Перейдемо тепер до задачі мінімізації ризику. 

 В умові 1) критичного навантаження мережі параметри Λhλ αα  , 

r...,,1i    і елементи матриці 2σ  функціонально зв’язані (h)σσ 22  . 
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Характер цього зв’язку невідомий і визначається структурою вхідного 

потоку. Тому при аналізі задачі мінімізації ризику будемо фіксувати певну 

структуру, наводити умови, які забезпечують застосування загальної 

теореми 3.1, і як наслідок – отримувати розрахункові формули для 

цільових функцій. 

 Спочатку розглянемо одне узагальнення мережі типу  r|GI|GI   з 

одним джерелом інформаційних пакетів (підрозділ 2.4). 

 Будемо вважати, що на вхід мережі надходить один загальний потік 

пакетів інформації (t)ν~ . У момент надходження пакет з імовірністю ih , 

r...,,1i    спрямовується на обробку в i-ий вузол мережі, 



r

1i
i 1h . Через 

(t)νi , r...,,1i  , як і раніше, будемо позначати зовнішній вхідний потік на i-

ий вузол. Після надходження алгоритм обробки інформації такий же, як і в 

 r|GI|GI   – мережі. Для зручності посилань описану вище модель 

будемо позначати символом  r|GI|G(1)  . 

 Для  r|GI|G(1)   – мережі умову 1) замінимо на таку: 

)1  існує константа 0Λ  , що 

(t)W
~

Λnt)(t)ν~(n,Λt(t)ν~n
n

U
(n)2

1

n

U
(n)1







  , 

де (nt)ν~(t)ν~ n(n)  , (t)W
~

 – вінерівський процес з нульовим математичним 

сподіванням  0(1)W
~

M    і дисперсією  2σ~(1)W
~

D  . 

 Лема 3.6. Якщо для вхідного потоку (t)ν~(n)  виконується умова )1 , то 

 (t))W...,,(t)(W(t)WΛnt)h(t)ν...,,Λnth(t)(νn r1
n

U

r
(n)
r1

(n)
1

2

1





,     (3.44) 

де W(t)  – r-вимірний процес броунівського руху з нульовим вектором 

математичних сподівань 0MW(1)   і кореляційною матрицею 

hΛ)hσ~(ΛΔ(h)σσ(1)WMW(1) 2r

1

2
ji

2  . 
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 Доведення. Для того, щоб побудувати вхідний потік на кожний 

вузол  r|GI|G(1)   – мережі розглянемо r-вимірну випадкову величину 

індикатор-ного типу  r21 χ...,,χ,χχ  , яка приймає значення ie  з 

імовірністю ih , r...,,1i  . ( ie , r...,,1i    – r-вимірний вектор, i-та 

компонента якого дорівнює 1, а інші – 0). Тоді 

                       



 (t)ν~

1k

k
d

(n)
r

(n)
1

(n)
(n)

χ(t)ν(t),...,ν(t)ν ,                              (3.45) 

де 1,2,...k,χ k   послідовність незалежних випадкових векторів, розподіл 

яких співпадає з χ . 

 Використовуючи подання (3.45), знаходимо 

  nth(t)νnt,...,h(t)νn r
(n)
r1

(n)
1

-1/2 





(t)ν~

1k

1/2k1/2-
(n)

hΛtnχn  

 hΛnt(t)ν~nhχn (n)1/2-
(t)ν~

1k

k1/2-
(n)







 


 


. 

 Тепер співвідношення (3.44) випливає з граничної теореми для 

випадкової заміни часу ([15], стор. 202-203). 

 Лему доведено. 

 Головний зміст леми 3.6 в тому, що з умови )1  для  r(n)(n) |GI|(1)G   

– мережі випливає справедливість 1) і ми можемо застосувати теорему 3.1. 

 Нехай 



r

1β,α
β

(n)
βαα

(n) t)C,(hVCt),(hV , де  (t))S,(t)R(St),(hV (n)(n)r

1

(n)
βα    і 

у початковий момент часу  r(n)(n) |GI|(1)G   – мережа порожня. Аналогом 

(2.36) – (2.38) буде наступна задача мінімізації ризику: 

                      mint),(hVnlimt),V(h (n)1

n
 


,                             (3.46) 

при умові 

                            
t

0
0 (t)MA(u)duChΛ ,                                         (3.47) 

             ,0h,1h...hh ir21    r...,,2,1i  ,                           (3.48) 
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де  (t)M(t)M(t)M 0
  ,  (t)M,(t)M   – максимальне і мінімальне 

значення відповідно функціоналу  
t

0

A(u)duChΛt),M(h   при обмеженнях 

(3.48). 

 Розв’язком задачі (3.46) – (3.48) буде таке управління напрямком 

вхідного потоку, яке мінімізує ризик при досягненні певного загального 

прибутку (t)M0 . 

 Для мінімізації ризику у стаціонарному режимі пропонується 

наступна постановка: 

                       mint),V(htlim)V(h 1

t
 


,                                    (3.49) 

при умові 

                              0
1 MCP)(IhΛ   ,                                           (3.50) 

         ,0h,1h...hh ir21    r...,,2,1i  ,                            (3.51) 

де    MMM 0 ,  M,M  – максимальне і мінімальне значення 

відповідно функціоналу  CP)(IhΛM(h) -1   при обмеженнях (3.51). 

 Побудуємо розрахункові формули для функціоналів t),V(h  і V(h). 

 Наслідок 3.4. Якщо у початковий момент часу  r(n)(n) |GI|(1)G   – 

мережа порожня, виконуються умови )1 , 2), для будь-якого 0T   

0t)σ~,Λnt)(t)ν~M((nρlim,0Λt),(t)ν~M(nρlim 22(n)1
T

n

(n)1
T

n
 






, 

і спектральний радіус матриці маршрутизації P строго менший одиниці, то 

оптимізаційні задачі (3.46) – (3.51) є задачами квадратичного 

програмування, цільові функції яких дорівнюють відповідно 

           

 

    ,C)duuγ,uR(γh

]A(u)duh1)hσ~(Λh(u)[ΔACΛt),V(h

r

1m

m
t

0

m
m

t

0

21-














 





                 (3.52) 
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 

  ,C]AAAΔ[Dh

]Ah1)hσ~(Λh[ΔACΛV(h)

mmmm
r

1m
m

21












                           (3.53) 

де      (u)(u)AA(u))Δ(A(u)D)uγ,uR(γ mmmmmm 
 , а функції 

,)(t)D...,,(t)D,(t)(D(t)D r
βα

2
βα

1
βαβα   r...,,1β,α  , визначені перетвореннями 

Лапласа  )(s)D...,,(s)D,(s)(D(s)D r
βα

2
βα

1
βαβα    у вигляді (3.20);  1P)(IA  , 

r

1β,α

m
βα

mm
r

m
1

m DD,)A...,,(AA





, 

β
1

α
1

α
1

β
1

αβ
r
βα

1
βαβα eP)(IPIP)(IeP)(IPIP)(ID;)D...,,(DD   . 

 Зазначимо, що при умові  1σ~Λ 21    цільові функції t),V(h , V(h) 

стають лінійними відносно  )h...,,(hh r1 . 

 Розглянемо модель стохастичної мережі типу  r(n) |GI|SM  , в якій 

параметри вхідного напівмарковського процесу  N}...,,2,{1x(t)  не 

залежать від номера серії “n”, а вибір напрямку для інформаційного 

пакету, що надійшов іззовні, здійснюється на основі матриці  jihH   

розміром rN . За рахунок вибору H будемо мінімізувати ризик при 

досягненні певного прибутку. 

 Для напівмарковського процесу x(t) приймемо такі позначення: 

  )a...,,(aa,πδaΔ N1

N

1iij  , 



N

1i

1
ii )πa(Λ  – інтенсивність зовнішнього 

вхідного потоку; 



N

1j
ijji hπΛ(H)λ  – інтенсивність зовнішнього вхідного 

потоку на i-ий вузол.  

 Від вхідного потоку (t))ν...,,(t)(ν(t)ν r1  в  r(n) |GI|SM   – мережі 

будемо вимагати: 

)1  матриця ймовірностей переходу F вкладеного ланцюга Маркова є 

нерозкладною і для часу перебування у кожному стані керуючого 
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напівмар-ковського процесу x(t) скінченні моменти першого і другого 

порядку. 

 З робіт [16], [17] випливає, що при виконанні )1  для ν(t)  

справедлива умова 1), причому  (H)λλ ii  ,  r...,,2,1i  ; 

 HπΛΔ]HT[THΛ(H)σ2  ,  де     ]FaΛΠΔ[RπΔT  ,  

матриця  
N

1ijrR   визначена у розділі 2 формулою (2.29). 

 Таким чином, при дослідженні накопичення прибутку у 

 r(n) |GI|SM  – мережі при критичному навантаженні можна 

використовувати теорему 3.1. 

 Нехай  (t))S...,,(t)(S(t)S(nt)S i(n)
r

i(n)
1

i(n)n,i  ,  (t)Si(n)
j  – число інформа-

ційних пакетів, що завершили обробку в j-ому вузлі на проміжку часу  

nt],[0 , якщо у початковий момент мережа була порожня і ix(0)  , 

(t))CS,(t)R(SCt)(H,V i(n)i(n)i(n)  . Тоді задачу мінімізації ризику можна 

поставити наступним чином: 

           mint),(HVnlim)t,V(H i(n)1

n
 


,                              (3.54) 

при умові 

                        (t)MCA(u)du(H)λ 0

t

0

  ,                                        (3.55) 

                



N

1k
jkkjr1 hπΛ(H)λ,(H))λ...,,(H)(λ(H)λ , r...,,1j  , 

     ,0h,1h...hh ijiri2i1   r...,,2,1j,N...,,2,1i  ,                (3.56) 

де (t)M(t)M(t)M 0
  , (t)M,(t)M   – максимальне і мінімальне 

значення відповідно функціоналу  CA(u)du(H)λt),M(H
t

0
   при 

обмеженнях (3.56). 

 Для стаціонарного режиму постановка (3.54) – (3.56) відповідним 

чином змінюється: 
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                     mint),V(Htlim)V(H 1

t
 


,                                   (3.57) 

при умові 

                                0
1 MCP)(H)(Iλ   ,                                           (3.58) 

                



N

1k
jkkjr1 hπΛ(H)λ,(H))λ...,,(H)(λ(H)λ , r...,,1j  , 

    ,0h,1h...hh ijiri2i1   r...,,2,1j,N...,,2,1i  ,                (3.59) 

де    MMM 0 ,  M,M  – максимальне і мінімальне значення 

відповідно функціоналу  CP)(H)(IλM(H) -1   при обмеженнях (3.59). 

 Цільові функції V(H),t),V(H  оптимізаційних задач (3.55) – (3.59) 

мають такий вигляд. 

 Наслідок 3.5. Якщо у початковий момент часу  r(n) |GI|SM   – 

мережа порожня, виконуються умови )1 , 2) і спектральний радіус матриці 

маршру-тизації P строго менший одиниці, то оптимізаційні задачі (3.55) – 

(3.59) є задачами квадратичного програмування, цільові функції яких 

дорівнюють відповідно 

        C)du]uγ,uR(γ(H)λ(H)A(u)du(u)σA[Ct),V(H
r

1m

m
t

0

m
m

t

0

2  


 ,     (3.60) 

    (u)(u)AA(u))Δ(A(u)D)uγ,uR(γ mmmmmm 
 , r...,,1m  , 

      )]CAA)Δ(AD(H)(λ(H)AσA[CV(H) mmmm
r

1m
m

2 
 


,           (3.61) 

де матриці A(t), (t)Dm  і їх границі A,Dm  при t  визначені у 

наслідку 3.4. 

Зазначимо, що у розглянутих прикладах функціонали задач 

мінімізації ризику в стаціонарному режимі задані в явному вигляді через 

параметри моделі. Для перехідного режиму додатково треба розв’язувати 

задачу обертання перетворень Лапласа. 
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ДОДАТОК 
 

Елементи теорії марковського відновлення 
 
 Розглянемо основні теореми про асимптотичну поведінку розв’язку 

рівняння марковського відновлення, яке представляє собою систему 

лінійних інтегральних рівнянь 

                  



d

1j

t

0
jijii u)(t(u)zdF(t)f(t)z ,  d,...1,i  ,                            (1) 

де (t)zi , d,...1,i   – шукані,  (t)fi , d,...1,i   – дані функції, і неспадні 

функції (t)Fij  такі, що 





d

1j
ij 1)(F ,  d,...1,i  ,  




d

1j
ij

i
1)(0Fmin . 

До рівняння (1) приводить вивчення процесу марковського відновлення – 

однорідного ланцюга Маркова )ζ,(χ nn , адитивного (однорід-ного) і 

монотонно зростаючого по другій компоненті; перша компонента приймає 

скінченне число значень d},...{1, . Адитивність по другій компоненті 

означає, що  

  s}ζ,iχtζ,jP{χ nn1n1n  

ts0,s)(tF0}ζ,iχstζ,jP{χ ij0011  . 

При цьому послідовність nχ  є однорідним ланцюгом Маркова з 

перехідними ймовірностями за один крок )(Fij  . 

 Процес марковського відновлення )ζ,(χ nn  допускає конструктивний 

опис через суми випадкових величин, умовно незалежних при фіксованій 

траєкторії ланцюга Маркова nχ . Нехай для кожних d,...1,j,i   випадкові 

величини ...,j),(iτ,j),(iτ 21  незалежні і мають спільну функцію розподілу 

t}j),(iP{τ(t)F nij  . Тоді можна вважати  



n

1k
k1kk0n )χ,(χτζζ . 
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 Рівнянню (1) з s)(tF)(F(t)f ijiji   при кожних фіксованих 

d,...1,j   та 0s   задовольняє ймовірність 

 0ζi,χstζj,χP(t)z 001ν1νi tt
  , 

де t}ζ:max{nν nt   – число «відновлень» на t],[0 . Рівняння (1) можна 

записати у векторній формі 

                                                
t

0

u)dF(u)z(tf(t)z(t) ,                                      

де (t))f,...,(t)(f(t)f,(t))z,...,(t)(z(t)z d1d1  , 
d

1j,iij (u)FF(u)


 . 

Якщо функції (t)fi  локально обмежені, то рівняння (1) має єдиний 

локально обмежений розв’язок 

 
j

t

0
jiji u)(t(u)fdH(t)z , 

або у векторній формі 

 
t

0

u)dH(u)f(tz(t) , 

де 






1n

nd

1j,iij (t)FIH(t)(t)H  – матричний аналог функції відновлення; 

d

1j,iijδI


  – одинична матриця; 

  
t

0

n1n1 u)dF(u)(tF(t)F,F(t)(t)F . 

 Вивчимо асимптотичну поведінку розв’язків рівнянь відновлення 

при умові нерозкладності матриці )F( . 

 Якщо матриця )F(  нерозкладна, то існує єдиний вектор 

)π,...,(ππ d1 , такий, що  



d

1j
j 1π   і  




d

1i
ijij )(Fππ . Нерозкладність 

матриці )F(  означає, що всі стани ланцюга Маркова nχ  сполучаються. 

При цьому вектор )π,...,(ππ d1  являється вектором її стаціонарних 

ймовірностей. 
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 Аналогом елементарної теореми відновлення з класичної теорії 

відновлення (одновимірний випадок) є такий результат. 

 Теорема 1. Якщо матриця )F(  нерозкладна і 

 



j,i 0

iji (t)tdFπa , то  
a

π
(t)H

t

1
lim j

ij
t




. 

 У подальшому нам буде необхідно наступне поняття для неспадних 

матричних функцій. Матриця F(t) називається гратчастою, якщо існує 

додатнє число δ  і числа d1 c,...,c , такі що всі точки зростання функцій (t)Fij  

зосереджені на зсунутих гратах ...},2,1,0n,nδc{c ij  . Найбільше 

таке δ  (якщо воно існує) називається кроком гратчастої матриці F(t), а 

вектор )c,...,(cc d1  – вектором зсуву. Якщо ні при яких δ  і ic  приведена 

умова не може бути виконана, то матриця F(t) називається негратчастою. 

 Сформулюємо багатовимірний варіант теореми Блекуелла. 

 Теорема 2. Нехай матриця F(t) негратчаста, а матриця )F(  

нерозкладна. Тоді, якщо  



j,i 0

iji (t)tdFπa , то 

a

sπ
(t)]Hs)(t[Hlim j

ijij
t




. 

Асимптотична поведінка розв’язку системи (1) наведена в наступній 

теоремі. 

 Теорема 3. Нехай матриця F(t) негратчаста, а матриця )F(  

нерозкладна. Тоді, якщо  



j,i 0

iji (t)tdFπa  і функції (t)fi , d,...1,i   

безпосередньо інтегровні по Риману на ],[0  , то 

 





j 0
jji

t
(t)dtfπ

a

1
(t)zlim . 

 Для гратчастих матриць F(t) маємо такі результати. 
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Теорема 4. Нехай матриця F(t) гратчаста з кроком δ  і вектором зсуву 

)c,...,(c d1 . Тоді, якщо матриця )F(  нерозкладна і  



j,i 0

iji (t)tdFπa , то  

    
a

δ
nδccHδnδccHlim ijijijij

n



. 

Теорема 5. Нехай матриця )F(  нерозкладна, а матриця F(t) 

гратчаста з кроком δ  і вектором зсуву )c,...,(c d1 . Тоді, якщо 

 



j,i 0

iji (t)tdFπa   і  
n

ii )c(nδf ,  d,...1,i  ,  то 

)c(nδfπ
a

1
)c(nδzlim j

j n
jjii

n
  


. 

 Оскільки координати вектора зсуву визначені з точністю до 

загальної адитивної добавки, то згідно теоремам 3, 5 наведене вище 

визначення негратчастості матриці F(t) є точним аналогом поняття 

негратчастої функції розподілу. Дійсно, якщо замінити в умовах теореми 5  

ic  на sci  , то отримаємо 

s)c(nδfπ
a

1
s)c(nδzlim j

j n
jjii

n
  


. 

 Отже, границя (t)zi  при t  не може існувати, якщо множина 

значень функції (t)f j  настільки численна, що зміною s можна змінити 

праву частину останньої рівності. 
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