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Ðîçäië 1

Åëåìåíòè òåîði¨ ìíîæèí i

ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Ìåòîä

ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè. Îñíîâíi äi¨ ç ìíîæèíàìè

Ìíîæèíà � öå ñóêóïíiñòü îá'¹êòiâ (åëåìåíòiâ), âèäiëåíèõ çà ïåâíîþ îçíà-
êîþ.

ßêùî ìíîæèíà M ìiñòèòü åëåìåíò x � iíøèìè ñëîâàìè, x íàëåæèòü
M � òî ïèøóòü x ∈ M , iíàêøå x /∈ M .

Ïîðîæíÿ ìíîæèíà � ìíîæèíà, ùî íå ìiñòèòü åëåìåíòiâ. �¨ ïîçíà÷àþòü
ñèìâîëîì ∅.

ßêùî êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè X ¹ òàêîæ åëåìåíòîì ìíîæèíè Y , òî
X íàçèâàþòü ïiäìíîæèíîþ Y , a Y � íàäìíîæèíîþ X. Òàêèé çâ'ÿçîê
ìiæ ìíîæèíàìè íàçèâà¹òüñÿ âêëþ÷åííÿì i ïîçíà÷à¹òüñÿ çàïèñîì X ⊆ Y
àáî Y ⊇ X.

ßêùî ìíîæèíè X òà Y ñêëàäàþòüñÿ ç îäíèõ i òèõ ñàìèõ åëåìåíòiâ, òî ¨õ
íàçèâàþòü ðiâíèìè, i öå ïîçíà÷à¹òüñÿ çàïèñîì X = Y . ßêùî X ⊆ Y , àëå
X ̸= Y , òî êàæóòü ïðî ñòðîãå âêëþ÷åííÿ. ßêùî âàæëèâî íàãîëîñèòè, ùî
âêëþ÷åííÿ ¹ ñòðîãèì, òî ïèøóòü X ⊂ Y , àáî æ Y ⊃ X.

Îá'¹äíàííÿ ìíîæèí X òà Y � öå ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ,
ÿêi íàëåæàòü ïðèíàéìíi îäíié iç öèõ ìíîæèí. Òàêà ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç X

⋃
Y .

Ïåðåòèí ìíîæèí X òà Y � öå ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ,
ÿêi íàëåæàòü îäíî÷àñíî îáîì öèì ìíîæèíàì. Òàêà ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç X

⋂
Y .

Ðiçíèöÿ ìíîæèí X òà Y � öå ìíîæèíà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ X,
ÿêi íå íàëåæàòü Y . Òàêà ìíîæèíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç X \ Y .
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×èñëîâi ìíîæèíè

Íàòóðàëüíèìè íàçèâàþòü ÷èñëà, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ëi÷áè: 1,2,3,...
Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïîçíà÷àþòü ÷åðåç N.

Öiëèìè íàçèâàþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÷èñëî 0, à òàêîæ íàòóðàëüíi ÷èñëà
ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì: ...,−2,−1, 0, 1, 2, .... Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Z.

Ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè íàçèâàþòü íåñêîðîòíi äðîáè âèãëÿäó m
n , äå

m ∈ Z, à n ∈ N. Ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Q.
Äiéñíi ÷èñëà ìîæíà óÿâëÿòè ÿê òî÷êè íà îñi � ïðÿìié, íà ÿêié çàäàíî

ïî÷àòîê (÷èñëî 0), ìàñøòàá i äîäàòíèé íàïðÿì (÷èñëî 1). Ìíîæèíó äiéñíèõ
÷èñåë ïîçíà÷àþòü ÷åðåç R. Äiéñíi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ ðàöiîíàëüíèìè, íàçèâàþòü
iððàöiîíàëüíèìè.

Íàäàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, ïiä ÷èñëîì ðîçóìi¹òüñÿ äiéñíå ÷èñëî.
Ìîäóëü (àáñîëþòíå çíà÷åííÿ) ÷èñëà � öå âiäñòàíü âiä íüîãî äî òî÷êè

0 íà äiéñíié ïðÿìié. Ìîäóëü ÷èñëà x ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç |x|.

Äåÿêi ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè

Âèñëîâëåííÿ � öå ñóäæåííÿ, ùîäî ÿêîãî ìîæíà ñêàçàòè, iñòèííå âîíî ÷è
õèáíå.

Âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà � öå âèñëîâëåííÿ, ùî ìiñòèòü çìiííó, ÿêà
íàáóâà¹ çíà÷åíü iç ïåâíî¨ ìíîæèíè.

Íåõàé P i Q � âèñëîâëåííÿ. Òîäi P ∧Q (ëîãi÷íå ½i�) � öå âèñëîâëåííÿ,
ÿêå ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îáèäâà öi âèñëîâëåííÿ iñòèííi, f P ∨ Q (ëîãi÷íå
½àáî�) � öå âèñëîâëåííÿ, ÿêå ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðèíàéìíi îäíå ç öèõ
âèñëîâëåíü iñòèííå.

Íåõàé P (x) i Q(x) � âèñëîâëþâàëüíi ôîðìè, âèçíà÷åíi äëÿ ñïiëüíî¨ çìií-
íî¨. Òîäi ÿêùî äëÿ äëÿ âñiõ x, äëÿ ÿêèõ iñòèííå P (x), iñòèííèì ¹ i Q(x), òî
ïèøóòü P (x) ⇒ Q(x), àáî æ Q(x) ⇐ P (x). Ïðè öüîìó êàæóòü, ùî P (x) ¹
äîñòàòíüîþ óìîâîþ Q(x), à Q(x) � íåîáõiäíîþ óìîâîþ P (x).

Íåõàé P (x) ⇒ Q(x) i âîäíî÷àñ Q(x) ⇒ P (x). Òîäi ïèøóòü P (x) ⇔ Q(x)
i êàæóòü, ùî P (x) ¹ íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ óìîâîþ Q(x). Íåîáõiäíó
é äîñòàòíþ óìîâó òàêîæ íàçèâàþòü êðèòåði¹ì.

Ïðè ðîáîòi ç òâåðäæåííÿìè (âèñëîâëåííÿìè é âèñëîâëþâàëüíèìè ôîð-
ìàìè) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ñïåöiàëüíi ñèìâîëè, âiäîìîìè ÿê êâàíòîðè:

� ∀ � êâàíòîð çàãàëüíîñòi (÷èòà¹òüñÿ �äëÿ âñiõ�, �äëÿ êîæíîãî�, �äëÿ
äîâiëüíîãî�, �äëÿ áóäü-ÿêîãî�);

� ∃ � êâàíòîð iñíóâàííÿ (÷èòà¹òüñÿ �iñíó¹�).

Òâåðäæåííÿ âèãëÿäó ∀n ∈ N P (n) ìîæíà äîâîäèòè ìåòîäîì ìàòåìà-
òè÷íî¨ iíäóêöi¨. À ñàìå, äîñòàòíüî äîâåñòè P (1) (áàçó iíäóêöi¨) i P (n) ⇒
P (n+ 1) (iíäóêöiéíèé ïåðåõiä: äëÿ áóäü-ÿêîãî n ç iñòèííîñòi P (n) âèïëè-
âà¹ iñòèííiñòü P (n + 1)). ßêùî ïîòðiáíî äîâåñòè P (n) äëÿ âñiõ öiëèõ n,
ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî n0, òî áàçîþ ìà¹ áóòè P (n0).
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Ñèìâîëè ñóìè é äîáóòêó. Ôàêòîðiàë

Ó âèïàäêàõ, êîëè ïîòðiáíî ïðàöþâàòè ç ñóìàìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ
àáî äîáóòêàìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìíîæíèêiâ, îá'¹äíàíèõ ïåâíèì ïàðàìåòðîì
(iíäåêñîì), êîðèñòóþòüñÿ ñïåöiàëüíèìè ñèìâîëàìè:

� Σ � çíàê ñóìè;

� Π � çíàê äîáóòêó.

Íàïðèêëàä, ñóìó êóáiâ ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà çàïèñàòè ÿê

n∑
k=1

k3,

à äîáóòîê ïåðøèõ n íåïàðíèõ ÷èñåë � 1, 3, 5,....,2n− 1 � ÿê

n∏
k=1

(2k − 1),

Ôàêòîðiàë íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n � öå äîáóòîê ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ
÷èñåë. Âií ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç n! . Ââàæàòèìåìî òàêîæ, ùî 0! = 1.

Çàäà÷i

1.1 Âèðàçiòü ïåðåòèí ìíîæèí çà äîïîìîãîþ îá'¹äíàííÿ é ðiçíèöi.

1.2 Çàïèøiòü çà äîïîìîãîþ êâàíòîðiâ i ëîãi÷íèõ çâ'ÿçîê òâåðäæåííÿ:

à) êâàäðàò äîâiëüíîãî äiéñíîãî ÷èñëà íåâiä'¹ìíèé;

á) êâàäðàò ÷èñëà äîðiâíþ¹ 1 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè âîíî äîðiâíþ¹ 1 àáî
−1;

â) iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî, êâàäðàòíèé êîðiíü ÿêîãî � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

1.3 Íåõàé P (x, y) � âèñëîâëþâàëüíà ôîðìà, äå çìiííi x òà y ìîæóòü íàáó-
âàòè çíà÷åíü iç ìíîæèí M i N âiäïîâiäíî. ßêèé çi çíàêiâ ⇒, ⇐, ⇔ ìîæíà
ïîñòàâèòè ìiæ òâåðäæåííÿìè

∀x ∈ M ∃y ∈ N P (x, y)

i
∃x ∈ M ∀y ∈ N P (x, y) ?

(ÿêùî âiäïîâiäü � íå ⇔, òî íàâåäiòü ïðèêëàä, êîëè îäíå ç òâåðäæåíü iñòèí-
íå, à iíøå õèáíå; ÿêùî âiäïîâiäü � íå ìîæíà ïîñòàâèòè æîäíîãî çi çíà-
êiâ, òî íàâåäiòü ïðèêëàäè, êîëè ïåðøå òâåðäæåííÿ iñòèííå, à äðóãå õèáíå,
i íàâïàêè)
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1.4 Íåõàé P (x) i Q(x) � âèñëîâëþâàëüíi ôîðìè çi ñïiëüíîþ ìíîæèíîþ
ìîæëèâèõ çíà÷åíü çìiííî¨ x. Àíàëîãi÷íî äî çàäà÷i 1.3, ïîñòàâòå çíàê ⇒, ⇐
àáî ⇔ ìiæ òâåðäæåííÿìè

∀x (P (x) ∨Q(x))

i
(∀x P (x)) ∨ (∀x Q(x)) .

1.5 Çàïèøiòü çà äîïîìîãîþ çíàêiâ
∑

i
∏

âèðàçè

à) 13 + 23 + 33 + ...+ (2n)3;

á) 2 · 12 · 22 · ... · (10n+ 2).

1.6 Íà ïî÷àòêó ðîêó êàíàë ìàâN ïiäïèñíèêiâ. Çà i-é ìiñÿöü, äå i ∈ {1, ..., 12},
äîäàâàëàñÿ ÷àñòêà pi âiä êiëüêîñòi ïiäïèñíèêiâ íà ïî÷àòêó ìiñÿöÿ (íàïðè-
êëàä, ïðèðîñòó íà 10% ó áåðåçíi âiäïîâiäà¹ p3 = 0.1). Çàïèøiòü ôîðìóëó
êiëüêîñòi ïiäïèñíèêiâ êàíàëó íàïðèêiíöi ðîêó.

1.7 Äîâåäiòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî

à) ∀n ∈ N
n∑

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

á) ∀x > −1, n ∈ N (1 + x)n ≥ 1 + nx;

â) ìîäóëü ñóìè ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ ñóìè ¨õíiõ ìîäóëiâ, òîáòî∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|xk|,

äå n ∈ N, à xk � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà;

ã) ∀b1 ∈ R, q ̸= 1

n∑
k=1

b1q
n−1 =

b1(1− qn)

1− q
;

 ) äëÿ êîæíîãî n ∈ N ÷èñëî 8n − 3n êðàòíå 5.

7



Ðîçäië 2

Ëiíiéíà àëãåáðà

Âåêòîðíi ïðîñòîðè

Íåõàé n ∈ N. Òîäi äiéñíèì n-âèìiðíèì âåêòîðîì íàçèâàþòü óïîðÿäêî-
âàíèé íàáið n äiéñíèõ ÷èñåë (êîîðäèíàò, êîìïîíåíò). Ìíîæèíó äiéñíèõ
n-âèìiðíèõ âåêòîðiâ íàçèâàþòü äiéñíèì n-âèìiðíèì ïðîñòîðîì i ïîçíà-
÷àþòü ÷åðåç Rn. Åëåìåíòè Rn íàçèâàþòü òàêîæ òî÷êàìè öüîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòîðó.

Âåêòîð, óñi êîîðäèíàòè ÿêîãî äîðiâíþþòü 0, íàçèâàþòü íóëüîâèì i ïî-
çíà÷àþòü ÷åðåç 0.

Â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷åíi òàêi àðèôìåòè÷íi äi¨:

� äîäàâàííÿ: íåõàé x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn). Òîäi
x + y = (x1 + y1, ..., xn + yn) � ñóìà x i y ;

� ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð: íåõàé x = (x1, ..., xn), λ ∈ R. Òîäi λx = (λx1, ..., λxn).

Êðiì òîãî, ðiçíèöåþ âåêòîðiâ x i y íàçèâàþòü âåêòîð
x − y = x + (−1)y = (x1 − y1, ..., xn − yn).

Âåêòîðè x i y íàçèâàþòü êîëiíåàðíèìè, ÿêùî iñíó¹ ÷èñëî λ, òàêå ùî
x = λy (ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî âîíè ðîçòàøîâàíi âçäîâæ îäíi¹¨ ïðÿ-
ìî¨).

Íîðìîþ â Rn íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ÿêà êîæíîìó x ∈ Rn ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî ∥x∥ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

� ∀x ∈ Rn ∥x∥ ≥ 0;

� ∥x∥ = 0 ⇒ x = 0;

� ∀x ∈ Rn, λ ∈ R ∥λx∥ = |λ|∥x∥ (äîäàòíà îäíîðiäíiñòü);

� ∀x ,y ∈ Rn ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà).
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Íîðìà ∥x∥ =

√√√√ n∑
k=1

x2
k íàçèâà¹òüñÿ åâêëiäîâîþ.

Âiäñòàííþ ìiæ òî÷êàìè x i y â Rn âiäíîñíî âèáðàíî¨ íîðìè íàçèâà¹-
òüñÿ ÷èñëî ∥x −y∥. Ìíîæèíó òî÷îê, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè
x ñòàíîâèòü ôiêñîâàíå äîäàòíå ÷èñëî r, íàçèâàþòü ñôåðîþ ðàäióñó r ç
öåíòðîì x . Ìíîæèíó òî÷îê, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî x ìåíøà çà r, íàçèâàþòü
êóëåþ ðàäióñó r ç öåíòðîì x .

Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì â Rn íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, ÿêà êîæíié ïàði
x ,y ∈ Rn ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî (x ,y) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

� ∀x ,y ∈ Rn (x ,y) = (y ,x ) (ñèìåòðè÷íiñòü);

� ∀x ∈ Rn (x ,x ) ≥ 0;

� (x ,x ) = 0 ⇒ x = 0;

� ∀x ,y , z ∈ Rn (x + y , z ) = (x , z ) + (y , z );

� ∀x ,y ∈ Rn, λ ∈ R (λx ,y) = λ(x ,y).

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê (x ,y) =

n∑
k=1

xkyk âiäîìèé ÿê åâêëiäiâ.

Òåîðåìà ïðî ïîðîäæåííÿ íîðìè ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. ßêùî (·, ·) � ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê â Rn, òî ôóíêöiÿ ∥x∥ =

√
(x ,x ) ¹ íîðìîþ â Rn.

Êóò ìiæ n-âèìiðíèìè âåêòîðàìè x i y âiäíîñíî âèáðàíîãî ñêàëÿðíîãî

äîáóòêó � öå ÷èñëî α, òàêå ùî 0 ≤ α < 2π i cosα =
(x ,y)

∥x∥∥y∥
. ßêùî (x ,y),

òîáòî α = π
2 , òî òàêi âåêòîðè íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèìè.

Íàäàëi, ÿêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, ïiä íîðìîþ, âiäñòàííþ é ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì ìàþòüñÿ íà óâàçi åâêëiäîâà íîðìà é âiäñòàíü âiäíîñíî íå¨, à òàêîæ
åâêëiäiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Ãiïåðïëîùèíà, çàäàíà íåíóëüîâèì âåêòîðîì α ∈ Rn i ÷èñëîì c � öå
ìíîæèíà {x ∈ Rn | (α,x ) = c}.

Òåîðåìà. Âiäñòàíü âiä òî÷êè y äî ãiïåðïëîùèíè, çàäàíî¨ âåêòîðîì α ∈

Rn i ÷èñëîì c, äîðiâíþ¹
|(α,y)− c|

∥α∥
.

Ìàòðèöi

Íåõàé m,n ∈ N. Òîäi ×èñëîâà ìàòðèöÿ (íàäàëi � ìàòðèöÿ) ðîçìiðó m · n
� öå ôóíêöiÿ, ÿêà ïàði iíäåêñiâ i, j, äå i = 1, ...,m, j = 1, .., n, ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî (åëåìåíò ìàòðèöi). Ìíîæèíó ìàòðèöü ðîçìiðó m · n
ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Rm·n. Ìàòðèöþ ðîçìiðó m · n ìîæíà óÿâëÿòè ÿê òà-
áëèöþ ç m ðÿäêàìè é n ñòîâï÷èêàìè. Ìàòðèöi çàçâè÷àé ïîçíà÷àþòü âåëè-
êèìè áóêâàìè, à ¨õíi åëåìåíòè � ìàëèìè: íàïðèêëàä aij � åëåìåíò ìàòðèöi
A, ðîçòàøîâàíèé â i-ðÿäêó é j-ìó ñòîâï÷èêó.
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Íà ìíîæèíi ìàòðèöü ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó âèçíà÷åíî îïåðàöi¨ äîäàâàí-
íÿ/âiäíiìàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî (àíàëîãi÷íî äî âåêòîðiâ � ïîåëåìåíòíî).
Êðiì òîãî, ç ìàòðèöÿìè ìîæíà âèêîíóâàòè òàêi äi¨:

� ìíîæåííÿ: íåõàé A ∈ Rm·l, B ∈ Rl·n. Òîäi äîáóòîê A i B � öå ìàòðè-

öÿ C ∈ Rm·n, åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü cij =

l∑
k=1

aikbkj (öå åâêëiäiâ

ñêàëÿðíèé äîáóòîê i-ãî ðÿäêà A é j-ãî ñòîâï÷èêà B);

� òðàíñïîíóâàííÿ: íåõàé A ∈ Rm·n. Òîäi òðàíñïîíîâàíîþ äî íå¨ íà-
çèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ B ∈ Rn·n, òàêà ùî bij = aji, òîáòî ðÿäêè B ¹
ñòîâï÷èêàìè A (i íàâïàêè). �¨ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç AT .

n-âèìiðíèé âåêòîð ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòðèöþ ðîçìiðó n·1 � ó òàêîìó
êîíòåêñòi éîãî íàçèâàþòü âåêòîðîì-ñòîâï÷èêîì.

Ìàòðèöÿ ç îäíàêîâîþ êiëüêiñòþ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ íàçèâà¹òüñÿ êâà-
äðàòíîþ; ïðè öüîìó âåêòîð, óòâîðåíèé åëåìåíòàìè aii, íàçèâàþòü ãîëîâ-
íîþ äiàãîíàëëþA. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿA ðîçìiðó n·n íàçèâà¹òüñÿ ñèìå-
òðè÷íîþ, ÿêùî AT = A, òîáòî aji = aij äëÿ óñiõ i, j = 1, ..., n (öå ñèìåòðiÿ
âiäíîñíî ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi).

ßêùî A ñèìåòðè÷íà, i äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà x ∈ Rn (ðîç-
ãëÿäà¹òüñÿ ÿê âåêòîð-ñòîâï÷èê) ìà¹ ìiñöå xTAx > 0, òî ìàòðèöþ A íàçè-
âàþòü äîäàòíî âèçíà÷åíîþ.

Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ, ÿêùî aij = 0 äëÿ
âñiõ i ̸= j, òîáòî óñi åëåìåíòè ïîçà ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ ðiâíi 0.

Îäèíè÷íîþ ìàòðèöåþ ðîçìiðó n íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ I ∈ Rn·n, òàêà
ùî äëÿ äîâiëüíî¨ A ∈ Rn·n âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi AI = IA = A.

Òåîðåìà. Åëåìåíòàìè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ¹ 1 íà ãîëîâíié äiàãîíàëi i 0
ïîçà íåþ.

Âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi A ðîçìiðó 2 · 2 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

detA =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Âèçíà÷íèêè êâàäðàòíèõ ìàòðèöü áiëüøîãî ðîçìiðó çàäàþòüñÿ ðåêóðñèâíî
÷åðåç âèçíà÷íèêè ìàòðèöü ðîçìiðó, ìåíøîãî íà 1. À ñàìå, íåõàé A ∈ Rn·n,
A

ij
� ìàòðèöÿ, óòâîðåíà âèêðåñëåííÿì ç A ¨¨ i-ãî ðÿäêà é j-ãî ñòîâï÷èêà.

Òîäi âèçíà÷íèêîì A íàçèâàþòü ÷èñëî

detA = a11 detA
11 − a12 detA

12
+ ...+ (−1)n+1a1n detA

1n
,

(âèðàçè äëÿ åëåìåíòiâ íåïàðíèõ ñòîâï÷èêiâ áåðóòüñÿ çi çíàêîì +, à äëÿ
ïàðíèõ ç −).

Òåîðåìà. Âèçíà÷íèê ìîæíà ðîçêðèâàòè çà äîâiëüíèì ðÿäêîì àáî ñòîâ-
ï÷èêîì; à ñàìå, äëÿ áóäü-ÿêèõ i, j = 1, ..., n ìà¹ìî

detA =

n∑
j=1

(−1)i+jaij detA
ij
(çà i-ì ðÿäêîì);
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detA =

n∑
i=1

(−1)i+jaij detA
ij
(çà j-ì ñòîâï÷èêîì).

ßêùî detA = 0, òî ìàòðèöþ A íàçèâàþòü âèðîäæåíîþ, iíàêøå � íå-
âèðîäæåíîþ.

Çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ âåêòîðà x ∈ Rn, òàêîãî ùî Ax = b äëÿ âiäîìî¨
ìàòðèöi A ∈ Rn·n i âåêòîðà b ∈ Rn, íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãå-
áðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ).

Òåîðåìà. ÑËÀÐ Ax = b ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ⇔ A íåâèðîäæåíà.
ÑËÀÐ ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì �àóñà, ïîñëiäîâíî ïåðåòâîðþþ÷è

¨¨ äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñòåìè òðèêóòíîãî âèãëÿäó (òàêîãî, äå âñi åëåìåíòè
ïiä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ àáî âñi åëåìåíòè íàä íåþ ðiâíi 0). Àëüòåðíàòèâîþ
éîìó ¹ ìåòîä Êðàìåðà.

Òåîðåìà (ôîðìóëè Êðàìåðà). Íåõàé A � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, Ai(b)
� ìàòðèöÿ, óòâîðåíà çàìiíîþ i-ãî ñòîâï÷èêà A íà âåêòîð-ñòîâï÷èê b. Òîäi
ðîçâ'ÿçîê ÑËÀÐ Ax = b ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

xi =
detAi(b)

detA
.

Íåõàé A � íåâèðîäæåíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ. Òîäi ìàòðèöþ A−1 íàçèâà-
þòü îáåðíåíîþ äî A, ÿêùî AA−1 = A−1A = I .

Íà ìíîæèíi ìàòðèöü ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó ìîæíà çàäàâàòè ïîíÿòòÿ íîð-
ìè; îçíà÷åííÿ àíàëîãi÷íå äî íîðìè â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði.

Ïðèêëàäàìè ìàòðè÷íèõ íîðì ¹ ∥A∥1 = max
j

∑
i

|aij | (íàéáiëüøà ñóìà ìî-

äóëiâ åëåìåíòiâ ó ñòîâï÷èêó) i ∥A∥∞ = max
i

∑
j

|aij | (íàéáiëüøà ñóìà ìîäóëiâ

åëåìåíòiâ ó ðÿäêó).
Íîðìà ∥·∥ íà ìíîæèíi ìàòðèöü ðîçìiðó n·n íàçèâà¹òüñÿ ñóáìóëüòèïëi-

êàòèâíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ Rn·n ìà¹ ìiñöå ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.
×èñëîì îáóìîâëåíîñòi íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A âiäíîñíî âèáðàíî¨

íîðìè íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî condA = ∥A∥∥A−1∥.
Âëàñíèì ÷èñëîì (âëàñíèì çíà÷åííÿì) êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A íàçè-

âà¹òüñÿ ÷èñëî λ, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð x , òàêèé ùî Ax = λx .
Ïðè öüîìó x íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A.

Çàäà÷i

2.1 Íåõàé x ∈ Rn, x ̸= 0, ∥ · ∥ � äîâiëüíà íîðìà íà Rn. Çíàéäiòü íîðìó
âåêòîðà 1

∥x∥x .

2.2 Ïåðåâiðòå çà îçíà÷åííÿì, ÿêi ç óêàçàíèõ ôóíêöié ¹ íîðìàìè íà R2 (òóò
x = (x1, x2)):

à) ∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|} (áiëüøèé ç ìîäóëiâ êîîðäèíàò);

á) ∥x∥∗ = |x1|;
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â) ∥x∥1 = |x1|+ |x2|.

Â ðàçi ñòâåðäíî¨ âiäïîâiäi çîáðàçiòü îäèíè÷íó ñôåðó ç öåíòðîì (0, 0), à òà-
êîæ çàïèøiòü àíàëîãi÷íó íîðìó â Rn.

2.3 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íîðìè íà Rn i âåêòîðiâ x ,y ∈ Rn ñïðàâå-
äëèâà íåðiâíiñòü ∣∣∥x∥ − ∥y∥

∣∣ ≤ ∥x − y∥.

2.4 Çíàéäiòü âiäñòàíü ìiæ âåêòîðàìè (−3, 4, 0) i (−6, 1,
√
7).

2.5 Ïåðåâiðòå, ÿêi ç óêàçàíèõ ôóíêöié ¹ íîðìàìè íà R3 (òóò x = (x1, x2, x3)):

a) ∥x∥ =
√
x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3;

á) ∥x∥ =
√
x2
1 + 2x2

2 − 3x2
3.

2.6 Îá÷èñëiòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ x = (1, 2, 1) i y = (2, 1,−4).
ßêó ãåîìåòðè÷íó âëàñòèâiñòü öi¹¨ ïàðè âåêòîðiâ õàðàêòåðèçó¹ îäåðæàíèé
ðåçóëüòàò?

2.7 Ïåðåâiðòå, ÷è ¹ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì íà R2 ôóíêöiÿ (x ,y) = x1y2+x2y1,
äå x = (x1, x2), y = (y1, y2).

2.8 Îá÷èñëiòü êîñèíóñ êóòà ìiæ âåêòîðàìè x = (1, 1, 1) i y = (1, 1, 9
10 ).

2.9 Çíàéäiòü âiäñòàíü âiä òî÷êè y = (4, 0, 1) äî ïëîùèíè, çàäàíî¨ ðiâíÿííÿì
3x1 + 4x2 + 5x3 = 2.

2.10 Äîâåäiòü, ùî âiäñòàíü âiä òî÷êè y ∈ Rn äî ãiïåðïëîùèíè, çàäàíî¨
ðiâíÿííÿì (α,x ) = c, ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëîþ

d =
|(α,y − x )|

∥α∥
,

äå x � äîâiëüíà òî÷êà öi¹¨ ãiïåðïëîùèíè.

2.11 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî òî÷êè x ,y íàëåæàòü ãiïåðïëîùèíi (α,x ) = c, òî
âåêòîð x − y îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó α. Ïîÿñíiòü ãåîìåòðè÷íèé çìiñò öi¹¨
âëàñòèâîñòi ó âèïàäêó 2-âèìiðíîãî ïðîñòîðó.

2.12 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî òî÷êè â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði ðîçòàøîâàíi ïî ðiçíi
áîêè ãiïåðïëîùèíè íà îäíàêîâié âiäñòàíi âiä íå¨, òî ¨õíÿ ïiâñóìà íàëåæèòü
öié ãiïåðïëîùèíi.

2.13 Íåõàé x ,y � íåíóëüîâi n-âèìiðíi âåêòîðè, ∥ · ∥ � íîðìà, ïîðîäæåíà
äåÿêèì (íå îáîâ'ÿçêîâî åâêëiäîâèì) ñêàëÿðíèì äîáóòêîì. Äîâåäiòü, ùî ðiâ-
íîñòi (x ,y) = ∥x∥∥y∥ i ∥x +y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ ìàþòü ìiñöå òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè x òà y êîëiíåàðíi.

2.14 Íå êîðèñòóþ÷èñü îá÷èñëþâàëüíèìè ïðèñòðîÿìè, îá÷èñëiòü ìàòðèöi
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a)

 1 −3 2
3 −4 1
2 5 3

 ·

 2 5 6
1 2 5
1 3 2

 ;

á)

 1 0 3
5 4 2
1 2 7

 ·

 3
2
3

 ;

â)

 3
2
3

 ·

 1 0 3
5 4 2
1 2 7

 ;

ã) I −2

(
8 7 2
6 −3 4

)
·
(

0 1 2
5 4 3

)T

, äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó

2.

2.15 Íàâåäiòü ïðèêëàä êâàäðàòíèõ ìàòðèöü A i B îäíàêîâîãî ðîçìiðó, äëÿ
ÿêèõ AB ̸= BA.

2.16 ßê çìiíèòüñÿ ìàòðè÷íèé äîáóòîê AB , ÿêùî ïåðåñòàâèòè

à) i-èé i j-èé ðÿäêè ìàòðèöi A;

á) i-èé i j-èé ñòîâï÷èêè ìàòðèöi B?

2.17 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Rn·n i äîâiëüíèõ âåêòîðiâ
x ,y ∈ Rn ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (ATx ,y) = (x ,Ay).

2.18 Íåõàé A ∈ Rm·l i B ∈ Rl·n. Äîâåäiòü, ùî (AB)T = BTAT .

2.19 Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A ∈ Rk·l, B ∈ Rl·m i C ∈ Rm·n

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (AB)C = A(BC ), òîáòî ìíîæåííÿ ìîæíà âèêîíóâàòè
â áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó, àëå çi çáåðåæåííÿì ïîñëiäîâíîñòi ìàòðèöü.

2.20 Íåõàé λ � äiéñíå ÷èñëî,

A =

(
λ 1
0 λ

)
.

Çíàéäiòü ìàòðèöþ An (A, ïîìíîæåíó ñàìó íà ñåáå n − 1 ðàç; çíàéòè �
îçíà÷à¹ âèðàçèòè êîæíèé åëåìåíò, íå âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íî-âåêòîðíèõ
îïåðàöié).

2.21 Äîâåäiòü äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü A ∈ Rm·l, B ∈ Rm·l i C ∈ Rl·n é
÷èñëà λ ∈ R ðiâíîñòi

a) (A+B)C = AC +BC ;

á) (λA)C = A(λC ) = λAC (ñïðàâà � ÷èñëî λ, ïîìíîæåíå íà ìàòðèöþ
AC ).
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2.22 Ïåðåâiðòå çà îçíà÷åííÿì, ÷è ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ ìàòðèöÿ

A =

(
3 1
1 3

)
.

Óçàãàëüíiòü öåé ðåçóëüòàò äî êðèòåðiþ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ìàòðèöi âè-

ãëÿäó
(

a 1
1 a

)
.

2.23 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî A � äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, òî (x ,y) = xTAy

� ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn.

2.24 Âêàæiòü ìàòðèöþ A, òàêó ùî xTAy � åâêëiäiâ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â
Rn; ñïðîñòiòü öåé âèðàç.

2.25 Ñôîðìóëþéòå é äîâåäiòü êðèòåðié äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi.

2.26 Ç'ÿñóéòå, ÷è ðîçâ'ÿçíi ñèñòåìè ðiâíÿíü, i â ðàçi ðîçâ'ÿçíîñòi çíàéäiòü
óñi ðîçâ'ÿçêè. Ïðîiëþñòðóéòå âiäïîâiäi ãåîìåòðè÷íî.

à)

{
2x1 − 3x2 = 5

3x1 + 5x2 = 17
;

á)

{
−x1 + 2x2 = 4

−3x1 + 6x2 = 12
;

â)

{
3x1 + 2x2 = 6

6x1 + 4x2 = 16
.

2.27 Îá÷èñëiòü âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣
3 2 1
2 8 3
3 6 2

∣∣∣∣∣∣
çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì i çà òðåòiì ðÿäêîì.

2.28 Îá÷èñëiòü âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 π 1871 −97
0 2 1917 5
0 0 1 0
0 1 212 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
2.29 Çíàþ÷è âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ðîçìiðó n · n, âèðàçiòü âèçíà÷íèê ìà-
òðèöi, óòâîðåíî¨ ç A äîìíîæåííÿì íà äiéñíå ÷èñëî λ

a) îäíîãî ç ðÿäêiâ A;

á) îäíîãî çi ñòîâï÷èêiâ A;
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â) óñiõ åëåìåíòiâ A.

2.30 Ðîçâ'ÿæiòü ìåòîäîì Êðàìåðà ñèñòåìè ðiâíÿíü

à)

{
2x1 − x2 = 0

−x1 + 2x2 = 3
;

á)

{
2x1 − x2 = 0

−x1 + 2x2 = 3.003
;

â)

{
2x1 − x2 = 0

−x1 + 2x2 = 3.003
;

ã)

{
x1 + 5x2 = 17

15x1 + 75.01x2 = 255.03
.

Çàïðîïîíóéòå ïîÿñíåííÿ âiäìiííîñòåé ó âëàñòèâîñòÿõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì à)-
á) i â)-ã).

2.31 Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìè ðiâíÿíü

à)


2x1 − x2 − x3 = 4

3x1 + 4x2 − 2x3 = 11

3x1 − 2x2 + 4x3 = 11

;

á)


8x1 + 4x2 + 2x3 = 7

5x1 + 6x2 + 3x3 = 9

x1 + 4x2 + 2x3 = 10

;

â)


2x1 + 2x2 + 2x3 = 3

4x1 + x2 + 3x3 = 0

8x1 + 5x2 + 5x3 = 9

.

2.32 Çíàéäiòü ìàòðèöi

à)
(

2 3
5 4

)−1

;

á)

 2 0 3
0 1 2
0 1 3

−1

;

â)
(

a b
c d

)−1

, äå ad− bc ̸= 0.

2.33 Çíàéäiòü ÷èñëà îáóìîâëåíîñòi ìàòðèöü

à)
(

2 −1
−1 2

)
;
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á)
(

1 5
15 75.01

)
;

â)
(

5 0
0 5

)
;

ã)
(

5 0
0 7

)
ó ìàòðè÷íié íîðìi ∥ · ∥1. Çðîáiòü âèñíîâîê ïðî âëàñòèâîñòi ÑËÀÐ iç òàêèìè
ìàòðèöÿìè.

2.34 Äîâåäiòü, ùî âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ ñóáìóëüòèïëiêàòèâíî¨ íîðìè

à) cond I ≥ 1;

á) condA ≥ 1 äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A.

2.35 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî x i y � âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A, ÿêi âiäïîâiäàþòü
îäíîìó âëàñíîìó ÷èñëó, òî x + y i cx , äå c ∈ R � òåæ âëàñíi âåêòîðè A, ÿêi
âiäïîâiäàþòü öüîìó âëàñíîìó ÷èñëó (êðiì âèïàäêiâ x = −y i c = 0).

2.36 Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà i âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöü

à)
(

1 3
−1 5

)
;

á)
(

1 5
0 1

)
;

â)
(

8 0
0 8

)
;

ã)
(

1 −1
1 1

)
;

 )

 0 0 2
−3 1 6
0 0 1

;

ä)

 5 2 0
2 5 0
−3 4 6

.

2.37 Ïåðåâiðòå òâåðäæåííÿ:

à) ìàòðèöÿ ¹ âèðîäæåíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè 0 ¹ ¨¨ âëàñíèì ÷èñëîì;

á) äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ ìîæå ìàòè òiëüêè äîäàòíi âëàñíi ÷èñëà;

â) ÿêùî 1 � âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi A, òî A = I ;

ã) ÿêùî λ � âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi A, òî 1− λ � âëàñíå ÷èñëî I −A;

 ) ÿêùî λ � âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi A, µ � âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi B , òî λ+µ
� âëàñíå ÷èñëî A+B ;

ä) ÿêùî λ � âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi A, òî λ2 � âëàñíå ÷èñëî A2;

å) ÿêùî A íåâèðîäæåíà, òî λ � âëàñíå ÷èñëî A ⇔ 1
λ � âëàñíå ÷èñëî A−1.
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Ðîçäië 3

×èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi

Íåõàé ϵ > 0. Òîäi ϵ-îêië ÷èñëà x � öå iíòåðâàë (x−ϵ, x+ϵ) (ìíîæèíà òî÷îê íà
÷èñëîâié îñi, âiäñòàíü âiä ÿêèõ äî x ìåíøà çà ϵ). Éîãî ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
Uϵ(x). Íàäàëi, äëÿ ïðîñòîòè, ñëîâî ½îêië� âæèâà¹òüñÿ â ðîçóìiííi ½ϵ-îêië�.

×èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà N çi çíà-
÷åííÿìè â R. �¨ çíà÷åííÿ íàçèâàþòüñÿ ÷ëåíàìè, àáî æ åëåìåíòàìè, i ïî-
çíà÷àþòüñÿ, íàïðèêëàä, ÷åðåç xn, à ñàìà ïîñëiäîâíiñòü � ÷åðåç {xn}, äå n �
íîìåð (iíäåêñ) âiäïîâiäíîãî åëåìåíòà.

×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi {xn}, ÿêùî

∀ϵ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 |xn − a| < ϵ,

òîáòî â äîâiëüíîìó îêîëi a ïåðåáóâàþòü óñi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíà-
þ÷è ç äåÿêîãî. Â òàêîìó ðàçi ïèøóòü xn → a (ïðè n → ∞), à ñàìó ãðàíèöþ
òàêîæ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç lim

n→∞
xn.

Ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ìà¹ ãðàíèöþ, íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, à òó, ÿêà íå ìà¹
ãðàíèöi � ðîçáiæíîþ.

Òåîðåìà ïðî ïðîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü. Íåõàé ∀n ∈ N xn ≤ yn ≤ zn, ïðè-
÷îìó {xn} i {zn} ìàþòü ñïiëüíó ãðàíèöþ. Òîäi {yn} ìà¹ òàêó ñàìó ãðàíèöþ.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {xn} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀M ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 xn > M,

òîáòî âñi åëåìåíòè, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî, ñòàþòü áiëüøèìè çà áóäü-ÿêå íà-
ïåðåä çàäàíå ÷èñëî, òî ïèøóòü xn → +∞ (àëå òàêà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ðîç-
áiæíîþ). Àíàëîãi÷íî, ÿêùî âñi åëåìåíòè, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî, ìåíøi çà
äîâiëüíå íàïåðåä çàäàíå ÷èñëî, òî ïèøóòü xn → −∞. ßêùî |xn| → +∞, òî
{xn} íàçèâàþòü íåñêií÷åííî âåëèêîþ, i ïèøóòü xn → ∞ (çíàêè xn ïðè
öüîìó ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè).

Ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ïðÿìó¹ äî 0, íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ. ßêùî
{xn} íåñêií÷åííî ìàëà, òî ïèøóòü xn = o(1) (ëiâó é ïðàâó ÷àñòèíè òóò íå
ìîæíà çìiíèòè ìiñöÿìè: ñòðîãî êàæó÷è, öå íå ðiâíiñòü, à íàëåæíiñòü xn

ìíîæèíi íåñêií÷åííî ìàëèõ ïîñëiäîâíîñòåé).
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×èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çíèçó, ÿêùî âñi ¨¨ åëå-
ìåíòè íå ìåíøi çà ïåâíå ÷èñëî. Àíàëîãi÷íî, ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà çãî-
ðè, ÿêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè íå ïåðåâèùóþòü ïåâíîãî ÷èñëà. ßêùî ïîñëiäîâ-
íiñòü îáìåæåíà çíèçó i çãîðè, òîáòî âñi ¨¨ åëåìåíòè íå ìåíøi çà îäíó ñòàëó
é íå áiëüøi çà iíøó, ¨¨ íàçèâàþòü îáìåæåíîþ. Îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç O(1).

Òåîðåìà. Ïîñëiäîâíiñòü {xn} îáìåæåíà òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ïîñëiäîâ-
íiñòü {|xn|} îáìåæåíà çãîðè.

Òåîðåìà. Íåñêií÷åííî ìàëi é îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi ìàþòü òàêi âëàñòè-
âîñòi:

� o(1) + o(1) = o(1);

� O(1) +O(1) = O(1);

� o(1)O(1) = o(1);

Òåîðåìà ïðî àðèìôåòè÷íi äi¨ ç ãðàíèöÿìè. Íåõàé xn → a, yn → b. Òîäi

xn ± yn → a± b, xnyn → ab i
xn

yn
→ a

b
(îñòàíí¹ � çà óìîâè b ̸= 0).

Òåîðåìà. ßêùî xn ̸= 0 äëÿ âñiõ n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî, òî
xn = o(1) ⇔ 1

xn
→ ∞.

Ïîñëiäîâíiñòü {xn} íàçèâà¹òüñÿ íåñïàäíîþ, ÿêùî ∀n ∈ N xn+1 ≥ xn.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ∀n ∈ N xn+1 ≤ xn, òî êàæóòü, ùî {xn} íåçðîñòàþ÷à.
Ìîíîòîííîþ íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ¹ íåñïàäíîþ àáî íåçðîñòàþ-
÷îþ.

Òåîðåìà Âå¹ðøòðàñà. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííà é îáìåæåíà, òî âî-
íà çáiæíà.

×èñëîì e íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöÿ lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= 2.718.... Ëîãàðèôì çà

îñíîâîþ e íàçèâà¹òüñÿ íàòóðàëüíèì ëîãàðèôìîì i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç
ln.

Çàäà÷i

3.1 Ïîáóäóéòå åñêiçè ãðàôiêiâ ôóíêöié

à)
1

x− 3
;

á) cos
x

2
;

â)
−2x+ 3

x+ 2
;

ã)
1

1 + 1
2x

.

3.2 Çíàéäiòü ïåðåòèí ìíîæèí U2(4) i U3(8).

3.3 Çíàéäiòü ïåðåòèí óñiõ ϵ-îêîëiâ ÷èñëà x.
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3.4 Íåõàé x i y � ôiêñîâàíi ÷èñëà. ßêó óìîâó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè äîäàòíå
÷èñëî ϵ, ùîá ϵ-îêîëè ÷èñåë x i y íå ïåðåòèíàëèñü?

3.5 Çíàéäiòü çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi

à) lim
n→∞

n− 1

n+ 1
;

á) lim
n→∞

1

log2 n
.

3.6 Äîâåäiòü çà îçíà÷åííÿì, ùî ÷èñëî 1 íå ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi { 2
n}.

3.7 Íåõàé xn → a, à ïîñëiäîâíiñòü {yn} óòâîðåíî ç {xn} äîäàâàííÿì ÷èñëà
1 äî ïåðøèõ 10 åëåìåíòiâ. ×è îáîâ'ÿçêîâî yn → a?

3.8 Íåõàé xn → a, yn = xn+1. ×è îáîâ'ÿçêîâî yn → a?

3.9 Äîâåäiòü ðîçáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi xn = n
7 .

3.10 Äîâåäiòü, ùî xn → 0 ⇔ |xn| → 0.

3.11 Çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
n→∞

n!

nn
;

á) lim
n→∞

(2n)!

nn
;

â) lim
n→∞

√
n

n− 1
2

;

ã) lim
n→∞

cosn

n2 + 1
.

3.12 Íåõàé xn → a i yn → b. Äîâåäiòü, ùî

à) ÿêùî xn ≥ yn äëÿ âñiõ n, òî a ≥ b;

á) ÿêùî xn > yn äëÿ âñiõ n, òî íå îáîâ'ÿçêîâî a > b.

3.13 Äîâåäiòü, ùî xn → x òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

∀ϵ > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 |xn − x| < 2ϵ.

3.14 Ïåðåâiðòå, ÷è ¹ îáìåæåíèìè ïîñëiäîâíîñòi

à)
{
n sin

πn

4

}
;

á)
{
2n cosn

3n+ 2

}
.

3.15 Íåõàé {xn} i {yn}� îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi. Ïåðåâiðòå, ÷è îáîâ'ÿçêîâî
îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi
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à) {xnyn};

á)
{
xn

yn

}
, äå yn ̸= 0.

3.16 Çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
n→∞

n3

n2 + 5n− 2
;

á) lim
n→∞

4n100 − 3

7n100 +
99∑
k=1

knk

;

â) lim
n→∞

(
√
n−

√
n− 1).

3.17 Çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
n→∞

3n

n!
;

á) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n2 + k
.

3.18 Äîâåäiòü çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi

xn =

n∏
k=1

(
1− 1

2k

)
.

3.19 Äîâåäiòü çáiæíiñòü i çíàéäiòü ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi {xn}, äå

à) x1 =
1

2
; xn =

x2
n−1 + 1

2
(n ≥ 2);

á) x1 = 4; xn =
√
7 + xn (n ≥ 2).

3.20 Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
n→∞

(
1 +

1

n+ 1

)2n+3

.

3.21 Íåõàé {xn} � ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi ðÿäîì (ñóìîþ ðÿäó) iç ÷ëåíàìè

xn íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî
∞∑

n=1
xn = lim

n→∞
Sn, äå Sn =

n∑
k=1

xk � ÷àñòêîâi ñóìè

ðÿäó. ßêùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹, òî ðÿä (½íåñêií÷åííó ñóìó�) íàçèâàþòü çáiæ-
íèì, iíàêøå (çîêðåìà ÿêùî Sn → ∞) � ðîçáiæíèì. Äîâåäiòü, ùî

à) ÿêùî b1 ∈ R, |q| < 1, òî
∞∑
k=1

b1q
k−1 =

b1
1− q

(ñóìà ñïàäíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨

ïðîãðåñi¨), à ïðè |q| ≥ 1 òàêèé ðÿä ðîçáiæíèé;

á) ÿêùî ðÿä
∞∑

n=1
xn çáiæíèé, òî xn → 0.
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Ðîçäië 4

Ãðàíèöÿ é íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨

Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨. Îäíîái÷íi ãðàíèöi. Ñèìâîëè o é O

Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â ïåâíîìó îêîëi òî÷êè x0, êðiì, ìîæëèâî, ñàìî¨
öi¹¨ òî÷êè. Òîäi ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0,
ÿêùî

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− a| < ϵ,

òîáòî â áóäü-ÿêèé ϵ-îêië a ïîòðàïëÿþòü çíà÷åííÿ f(x) äëÿ âñiõ x iç äîñòà-
òíüî ìàëîãî δ-îêîëó òî÷êè x0 (êðiì, ìîæëèâî, x = x0). Ó òàêîìó ðàçi ïè-
øóòü f(x) → a ïðè x → x0; êðiì òîãî, ãðàíèöþ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç lim

x→x0

f(x).

Ñôîðìóëüîâàíå îçíà÷åííÿ íàçèâàþòü îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ôóíêöi¨ çà
Êîøi. Éîìó ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííÿ çà Ãåéíå: lim

x→x0

f(x) = a òîäi é òiëüêè

òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}, òàêî¨ ùî xn → x0 i xn ̸= x0,
ìà¹ ìiñöå f(xn) → a.

×èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f ïðè x → +∞, ÿêùî

∀ϵ > 0 ∃p ∈ R : x > p ⇒ |f(x)− a| < ϵ.

Öþ âåëè÷èíó ïîçíà÷àþòü ÷åðåç lim
x→+∞

f(x). �¨ ìîæíà ðiâíîñèëüíî çàäàòè ÿê

ãðàíèöþ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó f(xn), äå xn → +∞. Îçíà÷åííÿ
âåëè÷èíè lim

x→−∞
f(x) i ¨¨ õàðàêòåðèçàöiÿ â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòåé � àíàëî-

ãi÷íi.
ßêùî f(x) → 0 ïðè x → x0 (òóò x0 ìîæå áóòè ÿê ÷èñëîì, òàê i ±∞),

òî f íàçèâàþòü íåñêií÷åííî ìàëîþ â öié òî÷öi. Öå ïîçíà÷à¹òüñÿ çàïèñîì
f(x) = o(1) ïðè x → x0.

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíiX, ÿêùî â óñiõ òî÷êàõ
öi¹¨ ìíîæèíè âîíà çà ìîäóëåì íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ ñòàëî¨.

Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f îáìåæåíà ïðè x → x0 ∈ R, ÿêùî

∃δ > 0,M ≥ 0 : 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)| < M,
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òîáòî f îáìåæåíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 (àëå ìîæå íå áóòè âèçíà÷åíîþ
â ñàìié öié òî÷öi; ÿêùî f âèçíà÷åíà òiëüêè ïî îäèí áiê âiä òî÷êè x0, òî â
îçíà÷åííi ñëiä áðàòè ñàìå òàêi x). Ó òàêîìó ðàçi ïèøóòü f(x) = O(1) ïðè
x → x0.

Êðiì òîãî, ïèøóòü, ùî f(x) = O(1) ïðè x → +∞, ÿêùî f îáìåæåíà
íà äåÿêié ìíîæèíi âèãëÿäó (M,+∞). Àíàëîãi÷íî, îáìåæåíiñòü f íà äåÿêié
ìíîæèíi âèãëÿäó (−∞,M) ïîçíà÷à¹òüñÿ çàïèñîì f(x) = O(1) ïðè x → −∞.

Äëÿ ãðàíèöü ôóíêöié, àíàëîãi÷íî äî ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé, âèêîíó-
þòüñÿ òåîðåìè ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨. Êðiì òîãî, çáåðiãà¹òüñÿ òåîðåìà ïðî
âëàñòèâîñòi ñèìâîëiâ o(1) i O(1).

ßêùî g(x) = o(1)f(x) ïðè x → x0, äå x0 ∈ R àáî x0 = ±∞, òî ïèøóòü
g(x) = o(f(x)) ïðè x → x0. Àíàëîãi÷íî, çà îçíà÷åííÿì, O(f(x)) = O(1)f(x).

Òåîðåìà ïðî ãðàíèöþ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé g(x) → a ïðè x → x0,
ïðè÷îìó g(x) ̸= a â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 (êðiì, ìîæëèâî, íå¨ ñàìî¨). Êðiì
òîãî, íåõàé f ìà¹ ãðàíèöþ â òî÷öi a. Òîäi lim

x→x0

f(g(x)) = lim
t→a

f(t).

Öÿ òåîðåìà äà¹ çìîãó ðîáèòè çàìiíó çìiííî¨ ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöi
ôóíêöi¨. Ôóíêöiþ f(g) íàçèâàþòü êîìïîçèöi¹þ f i g.

×èñëî a íàçèâàþòü ïðàâîái÷íîþ (ëiâîái÷íîþ) ãðàíèöåþ ôóíêöi¨
f ïðè x → x0 ∈ R, ÿêùî a ¹ ãðàíèöåþ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó
f(xn), äå xn → x0 i xn > x0 (xn < x0). Òàêó ãðàíèöþ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
lim

x→x0+
f(x) ( lim

x→x0−
f(x)) àáî çàïèñîì f(x) → a ïðè x → x0+ (x → x0−).

Òåîðåìà. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â ïåâíîìó îêîëi òî÷êè x0, êðiì,
ìîæëèâî, ñàìî¨ òî÷êè x0. Òîäi íåîáõiäíîþ é äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ
ãðàíèöi f ó òî÷öi x0 ¹ ðiâíiñòü ïðàâîái÷íî¨ é ëiâîái÷íî¨ ãðàíèöü f ó öié
òî÷öi.

ßêùî f âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó, îäíèì iç êiíöiâ ÿêîãî ¹ x0, òî âiäïîâiäíà
îäíîái÷íà ãðàíèöÿ ââàæà¹òüñÿ ãðàíèöåþ. Íàïðèêëàä, ÿêùî f(x) âèçíà÷åíà
ïðè x > 0, òî ââàæàòèìåìî, ùî lim

x→0
f(x) = lim

x→0+
f(x).

ßêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}, òàêî¨ ùî xn → x0 i xn ̸= x0, ìà¹
ìiñöå f(xn) → +∞, òî ïèøóòü f(x) → +∞ ïðè x → x0 àáî lim

x→x0

f(x) = +∞.

Àíàëîãi÷íèìè ¹ îçíà÷åííÿ òîãî, ùî f(xn) → −∞ i f(xn) → ∞ ïðè x → x0.
Â óñiõ öèõ âèïàäêàõ x0 ìîæå áóòè ÿê ÷èñëîì, òàê i ±∞.

Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨. ×óäîâi ãðàíèöi

Íåõàé f âèçíà÷åíà â ïåâíîìó îêîëi ÷èñëà x0 àáî íà ïðîìiæêó, îäíèì iç êií-
öiâ ÿêîãî ¹ x0. Òîäi ÿêùî lim

x→x0

f(x) = f(x0), òî f íàçèâàþòü íåïåðåðâíîþ

â òî÷öi x0. Ôóíêöiþ, íåïåðåðâíó â óñiõ òî÷êàõ ìíîæèíè X, íàçèâàþòü
íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X. Ìíîæèíó ôóíêöié ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç C(X).

ßêùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0, çà ìîæëèâèì âè-
íÿòêîì ñàìî¨ öi¹¨ òî÷êè, i íå ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0, òî x0 íàçèâàþòü
òî÷êîþ ðîçðèâó f . ßêùî ïðè öüîìó f(x) ìà¹ ñêií÷åííi ëiâîái÷íó é ïðà-
âîái÷íó ãðàíèöi ïðè x → x0, àëå âîíè íåîäíàêîâi àáî íå äîðiâíþþòü f(x0)
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(öå çíà÷åííÿ ìîæå áóòè é íåâèçíà÷åíèì), òî x0 íàçèâàþòü òî÷êîþ ðîçðè-
âó ïåðøîãî ðîäó, iíàêøå � òî÷êîþ ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó.

Åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè íàçèâàþòü ñòàëó, ñòåïåíåâó, ïîêàçíèêî-
âó, ëîãàðèôìi÷íó, òðèãîíîìåòðè÷íi, îáåðíåíi òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨, ìî-
äóëü, à òàêîæ óñi ôóíêöi¨, ÿêi ìîæíà îäåðæàòè ç ïåðåëi÷åíèõ çà äîïîìîãîþ
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi àðèôìåòè÷íèõ äié i êîìïîçèöié.

Òåîðåìà. Äîâiëüíà åëåìåíòàðíà ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà ñâî¨é ìíîæèíi
âèçíà÷åííÿ.

Ðiâíîñòi, ïîäàíi íèæ÷å, âiäîìi ïiä íàçâîþ ÷óäîâi ãðàíèöi:

1) lim
x→0

sinx

x
= 1;

2) lim
x→0

(1 + x)
1
x = e;

3) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1;

4) lim
x→0

ex − 1

x
= 1;

5) lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ, äå µ ∈ R.

Óñiì ¨ì, êðiì 2), âiäïîâiäàþòü àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè

1) sinx = x+ o(x) ïðè x → 0;

3) ln(1 + x) = x+ o(x) ïðè x → 0;

4) ex = 1 + x+ o(x) ïðè x → 0;

5) (1 + x)µ = 1 + µx+ o(x) ïðè x → 0.

Çàäà÷i

4.1 Çà îçíà÷åííÿì Êîøi (íå êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨),
äîâåäiòü, ùî

lim
x→1

1

x
= 1.

4.2 Äîâåäiòü îêðåìî çà îçíà÷åííÿìè Ãåéíå é Êîøi, ùî 0 íå ¹ ãðàíèöåþ
ôóíêöi¨ f(x) = sin 1

x ïðè x → 0.

4.3 Äîâåäiòü, ùî ÿêùî lim
x→+∞

f(x) = a, òî ïîñëiäîâíiñòü yn = f(n) òåæ
ïðÿìó¹ äî a.

4.4 Ïåðåâiðòå iñòèííiñòü òâåðäæåíü:

à) cosx = o(1) ïðè x → 0;
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á) ex = o(1) ïðè x → −∞;

â)
√
x = O(1) ïðè x → 0;

ã) x2 = O(1) ïðè x → +∞;

4.5 Ïåðåâiðòå iñòèííiñòü òâåðäæåíü:

à) x2 = o(x3) ïðè x → 0;

á) x3 = o(x2) ïðè x → 0;

â) x2 = o(x3) ïðè x → +∞;

ã) x3 = o(x2) ïðè x → +∞;

 ) sinx = O(x) ïðè x → 0;

ä) sinx = O(x2) ïðè x → 0;

å) O(x2) = o(x3) ïðè x → 0;

¹) o(x3) = O(x2) ïðè x → 0;

æ) o(f(x)) = O(f(x)) ïðè x → x0;

ç) o(f(x) + o(f(x))) = o(f(x)) ïðè x → x0;

è) o(f(x))o(g(x))) = o(f(x)g(x)) ïðè x → x0.

Ó ï. å)-è), ÿêùî òâåðäæåííÿ õèáíå, íàâåäiòü êîíòðïðèêëàäè.

4.6 Çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà îá÷èñëiòü sin x
x ïðè x = 1, x = 0.1, x = 0.01

i x = 0.001. Ïîðiâíÿéòå ðåçóëüòàòè ç ãðàíèöåþ öi¹¨ ôóíêöi¨ ïðè x → 0.

4.7 Çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
x→0

sin sin 2x

x
;

á) lim
x→0

√
1 + 6x2 − 1

x
;

â) lim
x→0

e
x
2 − 1

sinx
;

ã) lim
x→0

(1− x)
x;

 ) lim
x→+∞

(
1 +

1√
x

)x

;

ä) lim
x→+∞

x ln

(
1 +

1

x

)
.

4.8 Âèâåäiòü ÷óäîâi ãðàíèöi 3)-5) iç ÷óäîâî¨ ãðàíèöi 2) (äèâ. òåîðåòè÷íó
äîâiäêó).

4.9 Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
x→π

2

1

sinx− 1
.
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4.10 Íàâåäiòü ïðèêëàä ôóíêöié f i g, òàêèõ ùî lim
x→0

f(x) = +∞, lim
x→0

g(x) =

−∞, i ïðè öüîìó

à) lim
x→0

(f(x) + g(x)) = 0;

á) lim
x→0

(f(x) + g(x)) = 1;

â) lim
x→0

(f(x) + g(x)) = +∞;

ã) lim
x→0

(f(x) + g(x)) = −∞.

4.11 Çíàéäiòü îäíîái÷íi ãðàíèöi lim
x→0−

[sinx] i lim
x→0+

[sinx],

äå [y] � öiëà ÷àñòèíà y (íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ùî íå ïåðåâèùó¹ y).

4.12 Çà îçíà÷åííÿì Êîøi äîâåäiòü íåïåðåðâíiñòü íà R ôóíêöi¨ cosx (ïðè
öüîìó ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ðiâíiñòþ | sin y| ≤ |y|, äå y � äîâiëüíå äiéñíå
÷èñëî).

4.13 Çà ÿêîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ôóíêöiÿ

f(x) =

{
3− ax, x ≤ 1

x2 + a, x > 1

íåïåðåðâíà íà R?

4.14 Çà ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ a i b ôóíêöiÿ

f(x) =

{
ax− 3, x ≤ 1

7 + bx3, x > 1

íåïåðåðâíà íà R?

4.15 Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
x→0

e1−cos x − 1

2− 2 cosx
.

4.16 Äîâåäiòü, ùî lim
x→x0

f(x) = lim
h→0

f(x0 + h).

4.17 Çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
x→1

(
ln
√
x · arctg sin 1

x

)
.

4.18 Íåõàé x = (x1, x2) ∈ R2. Ïîçíà÷ìî äëÿ p ≥ 1

∥x∥p = (|x1|p + |x2|p)
1
p , ∥x∥∞ = max{|x1|, |x2|}.

Äîâåäiòü, ùî
lim

p→+∞
∥x∥p = ∥x∥∞.
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Ðîçäië 5

Ïîõiäíà

Ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨. Ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ

Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0. Òîäi ¨¨ ïîõiäíîþ â
öié òî÷öi íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
,

ÿêå òàêîæ ïîçíà÷àþòü ÷åðåç df
dx (x0). ßêùî öÿ ïîõiäíà iñíó¹, òî f íàçèâàþòü

äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0. Äëÿ äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ

f(x0 + h)− f(x0) = f ′(x0)h+ o(h)

ïðè h → 0. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò äèôåðåíöiéîâíîñòi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äî
ãðàôiêà f ìîæíà ¹äèíèì ñïîñîáîì ïðîâåñòè äîòè÷íó ïðÿìó â òî÷öi x0. Ôóí-
êöiþ, äèôåðåíöiéîâíó â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè M , íàçèâàþòü äèôåðåíöi-
éîâíîþ íà ìíîæèíi M .

Íàâåäiìî ïîõiäíi îñíîâíèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié:

const′ = 0;

(xα)
′
= αxα−1, α ̸= 0

(çîêðåìà, x′ = 1, (x2)′ = 2x, (
√
x)′ = 1

2
√
x
,
(
1
x

)′
= − 1

x2 );

(ax)′ = ax ln a

(çîêðåìà, (ex)′ = ex);

log′a x =
1

x ln a

(çîêðåìà, ln′ x = 1
x );

sin′ x = cosx;

cos′ x = − sinx;
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tg′ x =
1

cos2 x
;

ctg′ x = − 1

sin2 x
;

arcsin′ x =
1√

1− x2
;

arccos′ x = − 1√
1− x2

;

arctg′ x =
1

1 + x2
;

arcctg′ x = − 1

1 + x2
.

Òåîðåìà ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ ç ïîõiäíèìè. Â òî÷êàõ, äå ôóíêöi¨ f i g
äèôåðåíöiéîâíi, ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi

� (f ± g)′ = f ′ ± g′;

� (fg)′ = f ′g + fg′;

�

(
f

g

)′

=
f ′g − fg′

g2
, ÿêùî g ̸= 0.

Òåîðåìà ïðî ïîõiäíó ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé ôóíêöiÿ g äèôåðåíöiéîâ-
íà â òî÷öi x, à ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi g(x). Òîäi

(f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x).

Íåõàé ôóíêöiÿ f òàêà, ùî êîæíå ¨¨ çíà÷åííÿ äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè ïðè
îäíîìó çíà÷åííi ¨¨ àðãóìåíòà. Òîäi ìîæíà ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ f−1, ÿêà
âiäíîâëþ¹ àðãóìåíò f çà ¨¨ çíà÷åííÿì, òîáòî x = f−1(y), ÿêùî y = f(x).
f−1 íàçèâàþòü îáåðíåíîþ ôóíêöi¹þ äî f .

Òåîðåìà ïðî ïîõiäíó îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ
f ìà¹ îáåðíåíó, ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ. Òîäi(

f−1
)′
(y) =

1

f ′(x)
,

äå òî÷êè x i y ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì y = f(x).

Ìîíîòîííiñòü i åêñòðåìóì. Ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ. Ôîðìóëà

Òåéëîðà

Òî÷êó x0 íàçèâàþòü òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f , ÿêùî f(x) ≥
f(x0) äëÿ âñiõ x iç äåÿêîãî ϵ-îêîëó òî÷êè x0. ßêùî ïðè öüîìó f(x) > f(x0)
äëÿ âñiõ x iç öüîãî îêîëó, êðiì x0, òî x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó f . Àíàëîãi÷íî, ÿêùî â äåÿêîìó ϵ-îêîëi òî÷êè x0
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ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü f(x) ≤ f(x0) (àáî, âiäïîâiäíî, f(x) < f(x0), îêðiì âè-
ïàäêó x = x0), òî x0 íàçèâàþòü òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó (àáî,
âiäïîâiäíî, òî÷êîþ ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó) ôóíêöi¨ f . Òî-
÷êè ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó àáî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó íàçèâàþòüñÿ òî÷êà-
ìè ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó; àíàëîãi÷íèì ¹ îçíà÷åííÿ òî÷êè ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó.

Òåîðåìà Ôåðìà (íåîáõiäíà óìîâà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó). Íåõàé f äè-
ôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0. Òîäi ÿêùî x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó f ,
òî f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà Ëà ðàíæà. Íåõàé f ∈ C([a, b]) ∩ D((a, b)). Òîäi iñíó¹ ξ ∈ (a, b),
äëÿ ÿêîãî

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Ôóíêöiþ f íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ íà ìíîæèíi I, ÿêùî äëÿ âñiõ x, y ∈ I
ìà¹ ìiñöå x < y ⇒ f(x) < f(y). ßêùî æ iç óìîâè x < y âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
f(x) ≤ f(y), f(x) > f(x) àáî f(x) ≥ f(y), òî f ó âiäïîâiäíèõ âèïàäêàõ íà-
çèâàþòü íåñïàäíîþ, çðîñòàþ÷îþ i íåçðîñòàþ÷îþ. Ôóíêöi¨, ùî ìàþòü
îäíó ç öèõ âëàñòèâîñòåé, íàçèâàþòü ìîíîòîííèìè, ïðè÷îìó çðîñòàþ÷i é
ñïàäíi � ñòðîãî ìîíîòîííèìè.

Òåîðåìà (äîñòàòíÿ óìîâà ìîíîòîííîñòi íà ïðîìiæêó). Íåõàé f ∈ C([a, b])∩
D((a, b)). Òîäi ÿêùî f ′(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ (a, b), òî f çðîñòà¹ íà [a, b]. Äëÿ
òîãî, ùîá f áóëà íåñïàäíîþ, ñïàäíîþ àáî íåçðîñòàþ÷îþ íà [a, b], äîñòàòíüî
âèêîíàííÿ íà (a, b) íåðiâíîñòåé f ′(x) ≥ 0, f ′(x) < 0 i f ′(x) ≥ 0 âiäïîâiäíî.

Àíàëîãi÷íèìè ¹ äîñòàòíi óìîâè ìîíîòîííîñòi íà ïðîìiæêàõ âèãëÿäó (∞, b],
[a,+∞) i íà R.

Òåîðåìà (ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ). Íåõàé ôóíêöi¨ f i g äèôåðåíöiéîâíi â äå-
ÿêîìó îêîëi òî÷êè x0, çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì ñàìî¨ öi¹¨ òî÷êè. Íåõàé òàêîæ
g(x) ̸= 0 äëÿ âñiõ x iç äåÿêîãî îêîëó òî÷êè x0, êðiì ìîæëèâî x = x0. Òîäi
ÿêùî lim

x→x0

f ′(x)
g′(x) = a ∈ R, òî lim

x→x0

f(x)
g(x) = a.

Àíàëîãi÷íå ïðàâèëî çíàõîäæåííÿ ãðàíèöü çàñòîñîâíå i äëÿ íåâèçíà÷å-
íîñòåé ∞/∞, à òàêîæ äëÿ îäíîái÷íèõ ãðàíèöü i ãðàíèöü ïðè x → ±∞.

Ïîõiäíó ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ f íàçèâàþòü äðóãîþ ïîõiäíîþ f i ïîçíà-
÷àþòü ÷åðåç f ′′. Àíàëîãi÷íî çàäàþòüñÿ ïîõiäíi âèùèõ ïîðÿäêiâ, òîáòî n-a
ïîõiäíà � öå ïîõiäíà (n− 1)-î¨ ïîõiäíî¨. n-ó ïîõiäíó ôóíêöi¨ f ïîçíà÷àþòü
÷åðåç f (n) àáî ÷åðåç dnf

dxn , äå x � àðãóìåíò ôóíêöi¨. Êðiì òîãî, ââàæàòèìåìî,
ùî f (0) = f .

Òåîðåìà (ëîêàëüíà ôîðìóëà Òåéëîðà). Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ïîõiäíi äî
(n − 1)-ãî ïîðÿäêó â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x0, à òàêîæ n-ó ïîõiäíó â òî÷öi
x0. Òîäi ìà¹ ìiñöå ïîäàííÿ

f(x0 + h) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
hk + o(hn)
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ïðè h → 0. Ïîçíà÷èâøè x = x0+h, öþ ôîðìóëó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n)

ïðè x → x0.
Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ g çìiíþ¹ çíàê ç − íà + ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó

x0, ÿêùî iñíó¹ ϵ > 0, òàêèé ùî g(x) < 0 äëÿ âñiõ x ∈ (x0 − ϵ, x0) i g(x) > 0
äëÿ âñiõ x ∈ (x0, x0 + ϵ) (ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi ó çâîðîòíèé áiê,
òî êàæóòü, ùî g çìiíþ¹ çíàê ç + íà −). ßêùî g ìà¹ îäíàêîâèé çíàê ïî
îáèäâà áîêè âiä òî÷êè x0 ó äåÿêîìó ¨¨ îêîëi, òî êàæóòü, ùî g çáåðiãà¹ çíàê
ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0.

Òåîðåìà (ïåðøà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé f ′(x0) = 0. Òîäi

à) ÿêùî f ′ çìiíþ¹ çíàê ç − íà + ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0, òî x0 �
òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó f ;

à) ÿêùî f ′ çìiíþ¹ çíàê ç + íà − ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0, òî x0 �
òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó f ;

à) ÿêùî f ′ çáåðiãà¹ çíàê ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó x0, òî x0 � íå òî÷êà
ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó f .

Òåîðåìà (äðóãà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé
f ′(x0) = ... = f (n−1)(x0) = 0 i f (n)(x0) ̸= 0. Òîäi

à) ÿêùî n ïàðíå i f (n)(x0) > 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìiíi-
ìóìó f ;

á) ÿêùî n ïàðíå i f (n)(x0) < 0, òî x0 � òî÷êà ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñè-
ìóìó f ;

â) ÿêùî n íåïàðíå, òî x0 � íå òî÷êà ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó f .

Çîêðåìà, ÿêùî f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) > 0, òî â x0 äîñÿãà¹òüñÿ ñòðîãèé
ëîêàëüíèé ìiíiìóì, à ÿêùî f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) < 0, òî öå òî÷êà ñòðîãîãî
ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî é íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíî¨
ôóíêöi¨ f íà âiäðiçêó [a, b] äîñòàòíüî âèêîíàòè òàêi äi¨:

1) çíàéòè òî÷êè x ∈ (a, b), äå f ′(x) = 0;

2) çíàéòè íàéáiëüøå é íàéìåíøå ç-ïîìiæ ÷èñåë f(a), f(b) i çíà÷åíü f ó
òî÷êàõ, çíàéäåíèõ ó ï. 1).

Çàäà÷i

5.1 Äîâåäiòü çà îçíà÷åííÿì, ùî

à) (ex)′ = ex;
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á) ln′ x =
1

x
;

â) cos′ x = − sinx;

ã) sin′ x = − cosx;

 ) (xα)′ = αxα−1 äëÿ α ̸= 0.

5.2 Äîâåäiòü çà îçíà÷åííÿì, ùî îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ¹ ëiíiéíîþ, òîá-
òî (f + g)′ = f ′ + g′ i (cf)′ = cf ′, äå c = const. Çðîáiòü âèñíîâîê ïðî ïîõiäíó
ñòàëî¨ ôóíêöi¨.

5.3 Çíàéäiòü ïîõiäíi ôóíêöié

à) ctg x;

á)
√
x− 1

x
;

â) (x2 + 1)(x2 − x+ 1);

ã)
3x2 + 1

x− 2
;

 ) ex · lnx.

5.4 Äîâåäiòü, ùî äëÿ ïîõiäíî¨ äîáóòêó òðüîõ ôóíêöié � f1, f2 é f3 � ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

(f1f2f3)
′ = f ′

1f2f3 + f1f
′
2f3 + f1f2f

′
3.

5.5 Ñôîðìóëþéòå i äîâåäiòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ óçàãàëüíåííÿ
ôîðìóëè ç çàäà÷i 5.4 íà âèïàäîê äîáóòêó äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ôóíêöié.

5.6 Íàâåäiòü (ç îá ðóíòóâàííÿì) ïðèêëàä íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íå ìà¹
ïîõiäíî¨ ó ïåâíié òî÷öi.

5.7 Çíàéäiòü ïîõiäíi ôóíêöié

à) (lnx+ 5)8;

á) 22
x

;

â)
ln3 x

x3
;

ã) sin sin sinx;

 ) xe1−cos x;

ä) x2 · ln(3x) · sinx;

5.8 Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiÿ

f(x) =

{
x2 sin 1

x x ̸= 0

0 x = 0

äèôåðåíöiéîâíà íà R, àëå ¨¨ ïîõiäíà ìà¹ ðîçðèâ äðóãîãî ðîäó â òî÷öi x = 0.
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5.9 Äîâåäiòü, ùî

à) ln′ x =
1

x
;

á) arctg′ x =
1

1 + x2
,

êîðèñòóþ÷èñü òiëüêè ôîðìóëîþ ïîõiäíî¨ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ é ðiâíîñòÿìè
(ey)′ = ey i tg′ y = 1

cos2 y .

5.10 Çíàéäiòü íàéáiëüøå é íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f(x) = x2 − 2x+ 2
íà ìíîæèíi [0, 2], à òàêîæ òî÷êè, â ÿêèõ âîíè äîñÿãàþòüñÿ. ×è â óñiõ öèõ
òî÷êàõ ïîõiäíà ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹ 0?

5.11 Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ëà ðàíæà äîâåäiòü íåðiâíîñòi

à) | sinx− sin y| ≤ |x− y| äëÿ x, y ∈ R;

á)

∣∣∣∣ln x

y

∣∣∣∣ ≥ |x− y| äëÿ x, y ∈ (0, 1).

5.12 Âêàæiòü ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi ôóíêöié

à) cosx;

á) ex
2−4.

5.13 Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ôåðìà é ïåðøî¨ äîñòàòíüî¨ óìîâè åêñòðåìóìó
äîñëiäiòü, ïðè ÿêèõ n ∈ N ôóíêöiÿ f(x) = xn ìà¹ ìiíiìóì, ìàêñèìóì àáî
íå ìà¹ åêñòðåìóìó â òî÷öi 0.

5.14 Çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
x→+∞

lnx

xα
(α > 0);

á) lim
x→1

lnx

x− 1
;

â) lim
x→0

1− cos 5x

x2
;

ã) lim
x→+∞

xn

ex
(n ∈ N);

 ) lim
x→0

x
√
x.

5.15 Çàïèøiòü ôîðìóëó Òåéëîðà 1-ãî, 3-ãî é 5-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f(x) =
sinx ó òî÷öi x0 = 0. Îá÷èñëiòü âiäïîâiäíi ìíîãî÷ëåíè â òî÷öi x = 0.3 i
ïîðiâíÿéòå ç îá÷èñëåíèì íà êàëüêóëÿòîði çíà÷åííÿì sin 0.3.

5.16 Çàïèøiòü ôîðìóëó Òåéëîðà n-ãî ïîðÿäêó â îêîëi òî÷êè x0 = 0 äëÿ
ôóíêöié
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à) cosx, n = 4;
á) ln(1 + x), n = 4;
â) (1 + x)µ, n = 3, µ ∈ R;

ã)
1

1 + x
, n ∈ N (ó âèïàäêó n = 3 çâåäiòü äî ï. â));

 ) ex, n ∈ N;
ä) arcsinx, n = 3.

Îá÷èñëiòü çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà çíà÷åííÿ öèõ ôóíêöié i ìíîãî÷ëåíiâ
Òåéëîðà ïðè x = 0.1 (ó ï. ã) i  ) âèáåðiòü äëÿ öüîãî äîâiëüíå n ≥ 2).

5.17 Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëàìè Òåéëîðà äëÿ ôóíêöié ç ï. à)-ã) çàäà÷i 5.16,
çàïèøiòü ôîðìóëó Òåéëîðà n-ãî ïîðÿäêó â îêîëi òî÷êè x0 = 0 äëÿ ôóíêöié

à) ln cosx, n = 2;
á) tg x, n = 3;
â) sin sinx, n = 5;
ã) arctg x, n = 2m− 1, äå m ∈ N (n � íåïàðíå ÷èñëî).

5.18 Çàïèøiòü ôîðìóëó Òåéëîðà 3-ãî ïîðÿäêó â îêîëi òî÷êè x0 = 1 äëÿ
ôóíêöi¨ f(x) = xx. Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ, íàáëèæåíî îá÷èñëiòü 1.011.01

i ïîðiâíÿéòå çi çíà÷åííÿì, îá÷èñëåíèì áåçïîñåðåäíüî íà êàëüêóëÿòîði.

5.19 Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Òåéëîðà çíàéäiòü ãðàíèöi

à) lim
x→0

2
√
1 + x+ x2 − x− 2

ln cosx
;

á) lim
x→0

e6x − 6x− 1

1− cos 2x
.

5.20 Çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ ç äîñòàòíiõ óìîâ åêñòðåìóìó, çíàéäiòü ëîêàëüíi
åêñòðåìóìè é ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi, ñõåìàòè÷íî ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóí-
êöié (ç óðàõóâàííÿì ïîâåäiíêè ïðè x → − ± ∞ àáî íà êiíöÿõ ìíîæèíè
âèçíà÷åííÿ)

à)
x− 3

x2 − 6x+ 10
;

á) 3x4 − 4x3;

â) xx2

;
ã) xe−x;
 ) x2e−x;

ä) x sinx+ cosx− x2

4
.

5.21 Ïåðåâiðòå, ÷è ¹ 0 òî÷êîþ ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨
f(x) = ex + e−x + 2 cosx.

5.22 Çíàéäiòü íàéáiëüøå é íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨
f(x) = 4x3 − 15x2 + 12x íà âiäðiçêó [0, 1].
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Ðîçäië 6

Ôóíêöi¨ äåêiëüêîõ çìiííèõ

Ïiäôóíêöi¹þ äåêiëüêîõ çìiííèõ (ôóíêöi¹þ áàãàòüîõ çìiííèõ,ôóí-
êöi¹þ âåêòîðíîãî àðãóìåíòà) ìàòèìåìî íà óâàçi âiäîáðàæåííÿ ç ìíîæè-
íè Rn â R, äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, áiëüøå çà 1. Iíøèìè ñëîâàìè, ÔÄÇ
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîðó äiéñíå ÷èñëî.

Íåõàé x ∈ Rn, ϵ � äîäàòíå ÷èñëî. Òîäi ϵ-îêîëîì òî÷êè x íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà òàêèõ åëåìåíòiâ y ∈ Rn, ùî ∥y − x∥ < ϵ � íîðìà â Rn (íàäàëi
áóäåìî ðîçãëÿäàòè åâêëiäîâó íîðìó, àëå öå íå ìà¹ ïðèíöèïîâîãî çíà÷åííÿ).
Îòæå, ϵ-îêië � öå êóëÿ ðàäióñó ϵ (äèâ. ðîçäië 2).

Âåêòîðíîþ ïîñëiäîâíiñòþ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç N â Rn.
Ãðàíèöåþ âåêòîðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xk}, äå xk ∈ Rn, íàçèâà¹òüñÿ

âåêòîð x ∈ Rn, òàêèé ùî ∀ϵ > 0 ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0 ∥xk − x∥ < ϵ (â ÿê çàâ-
ãîäíî ìàëèé ϵ-îêië x ïîòðàïëÿþòü óñi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíàþ÷è
ç äåÿêîãî). Çà òàêî¨ óìîâè ïèøóòü xk → x , à ñàìó ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç lim

k→∞
xk.

Íåõàé M ⊆ Rn, x ∈ Rn. Òîäi x íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíî-
æèíè M , ÿêùî â äîâiëüíîìó ϵ-îêîëi x iñíó¹ åëåìåíò M , âiäìiííèé âiä x .

Íåõàé f � ôóíêöiÿ n çìiííèõ, x 0 ∈ Rn � ãðàíè÷íà òî÷êà Df . Òîäi a ∈ R
íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ f ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
{xk}, ÿêà ïðÿìó¹ äî x 0 i ïðè öüîìó xk ∈ Df i xk ̸= x0, ìà¹ ìiñöå f(xk) → a.

Íàâåäåíå îçíà÷åííÿ (çà Ãåéíå) ðiâíîñèëüíå óìîâi

∀ϵ > 0 ∃δ > 0 : x ∈ Df ∧ 0 < ∥x − x 0∥ < δ ⇒ |f(x )− a| < ϵ,

âiäîìié ÿê îçíà÷åííÿ ãðàíèöi çà Êîøi.
Ãðàíèöþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x 0 áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç lim

x→x0

f(x ).

Äëÿ ãðàíèöü âåêòîðíèõ ïîñëiäîâíîñòåé i ôóíêöié äåêiëüêîõ çìiííèõ
ñïðàâåäëèâi òåîðåìè ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨, àíàëîãi÷íi îäíîéìåííèì òåîðå-
ìàì äëÿ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé (äèâ. ðîçäië 3) i ôóíêöié îäíi¹¨ çìiííî¨.

ßêùî x0 ∈ Df i ïðè öüîìó lim
x→x0

f(x) = f(x0), òî ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ

íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0. ×åðåç C(M) ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó ôóíêöié, íå-
ïåðåðâíèõ ó êîæíié òî÷öi ìíîæèíè M ⊆ Rn.
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×àñòèííi ïîõiäíi é äèôåðåíöiéîâíiñòü

Íåõàé f = f(x1, ..., xn) � ôóíêöiÿ n çìiííèõ. Òîäi ôóíêöiÿ, ÿêà ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü çìiííèì x1, ..., xn ÷èñëî

∂f

∂xj
= lim

hj→0

f(x1, ..., xj−1, xj + hj , xj+1, ..., xn)− f(x1, ..., xj−1, xj , xj+1, ..., xn)

hj
,

íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþ f çà çìiííîþ xj . Öþ ôóíêöiþ ïîçíà-
÷àþòü ÷åðåç fxj

àáî ∂f
∂xj

.
Âåêòîð, óòâîðåíèé ç ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ çà óñiìà çìiííèìè â

òî÷öi, íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ãðàäi¹íòîì ó öié òî÷öi. Òîáòî ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ f :

Rn → R ó òî÷öi p � öå âåêòîð
(

∂f
∂x1

(p), ..., ∂f
∂xn

(p)
)
; ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

∇f(p) (÷èòà¹òüñÿ ½íàáëà f �) àáî grad f(p).
Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x , ÿêùî

f(x + h)− f(x ) = (∇f(x ),h) + o(∥h∥),

ïðè h → 0, äå o(∥h∥) = o(1)∥h∥, à o(1) � íåñêií÷åííî ìàëà ôóíêöiÿ çìiííèõ
h1, ..., hn, ÿêi óòâîðþþòü âåêòîð h . Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò äèôåðåíöiéîâíîñòi
òàêèé: äî ãðàôiêà f ìîæíà ïðîâåñòè äîòè÷íó ãiïåðïëîùèíó â òîöi x .

Òåîðåìà (äîñòàòíÿ óìîâà äèôåðåíöiéîâíîñòi). ßêùî ïîõiäíi ∂f
∂xj

(x ) iñíó-
þòü ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x i íåïåðåðâíi â öié òî÷öi, òî f äèôåðåíöiéîâíà
â òî÷öi x .

Äðóãîþ ÷àñòèííîþ ïîõiäíîþôóíêöi¨ f = f(x1, ..., xn) çà çìiííèìè xi

òà xj (i, j � ÷èñëà âiä 1 äî n) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíà çà çìiííîþ xi âiä ïîõiäíî¨

f çà çìiííîþ xj , òîáòî ôóíêöiÿ ∂
∂xi

(
∂f
∂xj

)
. Ïîçíà÷à¹òüñÿ öÿ ïîõiäíà ÷åðåç

∂2f
∂xi∂xj

. ßêùî i = j, òî ìà¹ìî ïðîñòî äðóãó ïîõiäíó çà îäíi¹þ çi çìiííèõ, i

ïîçíà÷àþòü ¨¨ ÷åðåç ∂2f
∂x2

j
. Ïðè i ̸= j òàêi ïîõiäíi íàçèâàþòü ìiøàíèìè.

Àíàëîãi÷íî îçíà÷óþòüñÿ ÷àñòèííi ïîõiäíi ïîðÿäêiâ áiëüøå äðóãîãî, à
îçíà÷åííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi âèùîãî ïîðÿäêó áóäó¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ. À
ñàìå, íåõàé k ∈ N, k ≥ 2. Òîäi ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ k ðàçiâ äèôåðåíöi-
éîâíîþ â òî÷öi x , ÿêùî âîíà k− 1 ðàç äèôåðåíöiéîâíà â äåÿêîìó îêîëi x ,
à ¨¨ ïîõiäíi (k − 1)-ãî ïîðÿäêó äèôåðåíöiéîâíi â ñàìié òî÷öi x .

Òåîðåìà Øâàðöà (äîñòàòíÿ óìîâà ðiâíîñòi ìiøàíèõ ïîõiäíèõ). ßêùî f ¹
k ðàçiâ äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x , òî ìiøàíi ïîõiäíi k-ãî ïîðÿäêó f ó öié
òî÷öi íå çàëåæàòü âiä ïîñëiäîâíîñòi, â ÿêié âåäåòüñÿ äèôåðåíöiþâàííÿ.

Íàïðèêëàä, äëÿ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíî¨ â òî÷öi x ôóíêöi¨ ìà¹ìî ðiâíiñòü
∂2f

∂xi∂xj
(x ) = ∂2f

∂xj∂xi
(x ).

Äëÿ äâi÷i äèôåðåíöiéîâíî¨ â òî÷öi x ôóíêöi¨ ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà Òåé-
ëîðà äðóãîãî ïîðÿäêó:

f(x + h) = f(x ) +

n∑
i=1

∂f(x )

∂xi
hi +

1

2

n∑
i,j=1

∂2f(x )

∂xi∂xj
hihj + o(∥h∥2)

ïðè h → 0. Ïîäiáíèé âèãëÿä ìà¹ é ôîðìóëà Òåéëîðà âèùèõ ïîðÿäêiâ.
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Äîñëiäæåííÿ íà åêñòðåìóì

Íåõàé x � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f : Rn → R. Òî-
äi x íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó f , ÿêùî iñíó¹ ϵ > 0,
òàêå ùî äëÿ óñiõ y ∈ Df ç ϵ-îêîëó x ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü f(y) ≥ f(x ).
ßêùî ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè ïðè y = x , òî êàæóòü ïðî òî÷êó ñòðî-
ãîãî ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó. Íàðåøòi, ÿêùî çàìiíèòè íåðiâíîñòi íà ≤ i <
(êðiì âèïàäêó y = x ), òî îäåðæèìî îçíà÷åííÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó
i ñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó. Òî÷êè ìiíiìóìó i òî÷êè ìàêñèìóìó
íàçèâàþòü òî÷êàìè åêñòðåìóìó.

Òåîðåìà (íåîáõiäíà óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé ôóíêöiÿ f : Rn → R ìà¹
÷àñòèííi ïîõiäíi â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x . Òîäi ÿêùî x ¹ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó f , òî ∂f

∂xj
(x ) = 0 äëÿ óñiõ j = 1, ..., n.

Àëãîðèòì ïåðåâiðêè íàÿâíîñòi åêñòðåìóìó äâi÷i äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóí-
êöi¨ äâîõ çìiííèõ, f(x, y), ó òî÷öi, äå fx = fy = 0, ìîæíà çàïèñàòè òàê.

Íåõàé a = ∂2f
∂x2 (x, y), b = ∂2f

∂x∂y (x, y) (çà òåîðåìîþ Øâàðöà öå òå ñàìå, ùî
∂2f
∂y∂x (x, y)), c =

∂2f
∂y2 (x, y). Òîäi

a) ÿêùî a > 0 i ac− b2 > 0, òî (x, y) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó;

á) ÿêùî a < 0 i ac− b2 > 0, òî (x, y) � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó;

â) ÿêùî ac− b2 < 0, òî (x, y) � íå òî÷êà åêñòðåìóìó;

ã) ÿêùî ac− b2 = 0, òî äîñëiäæåííÿ òî÷êè (x, y) íà åêñòðåìóì ïîòðiáíî
çäiéñíþâàòè iíøèìè ìåòîäàìè.

Óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ ñõåìè íà âèïàäîê ôóíêöi¨ n çìiííèõ ìîæíà ñôîðìó-
ëþâàòè òàê.

Òåîðåìà. Íåõàé f : Rn → R äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x , ïðè÷îìó
∇f(x ) = 0. Ïîçíà÷ìî ÷åðåç Q ìàòðèöþ Ãåññå, åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü

çíà÷åííÿì ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ∂2f
∂xi∂xj

(x ) (çà òåîðåìîþ Øâàðöà, Q ñèìå-
òðè÷íà). Ïîçíà÷ìî òàêîæ

M1 = q11,

M2 =

∣∣∣∣q11 q12
q21 q22

∣∣∣∣ ,
...

Mn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
q11 q12 · · · q1n
q21 q22 · · · q2n
...

...
. . .

...
qn1 qn2 · · · qnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
òîáòî Mk � öå âèçíà÷íèê ìàòðèöi, óòâîðåíî¨ ½âèðiçàííÿì� ç Q ïåðøèõ k
ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ (ïî÷èíàþ÷è ç ëiâîãî âåðõíüîãî êóòà). Òîäi

a) ÿêùî Mk > 0 äëÿ óñiõ k, òî x � òî÷êà ìiíiìóìó;
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á) ÿêùî M1 < 0, M2 > 0, M3 < 0,..., (−1)n + 1Mn > 0 (Mk < 0 ïðè
íåïàðíèõ k i Mk > 0 ïðè ïàðíèõ k), òî x � òî÷êà ìàêñèìóìó;

â) ÿêùî íå âèêîíó¹òüñÿ æîäíà ç óìîâ à) i á), àëå ïðè öüîìó Mn ̸= 0, òî
x � íå òî÷êà åêñòðåìóìó.

ßêùî æ Mn = 0, òî ïèòàííÿ ïðî íàÿâíiñòü i õàðàêòåð åêñòðåìóìó â òî÷öi x
òðåáà äîñëiäæóâàòè iíøèìè ìåòîäàìè (äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó íå äà¹
âiäïîâiäi íà íüîãî).

Äîñëiäæåííÿ íà óìîâíèé åêñòðåìóì

Ðîçãëÿíüìî çàäà÷ó 
f(x1, ..., xn) → min /max,

g1(x1, ..., xn) = 0

...

gm(x1, ...xn) = 0

,

äå îáìåæåííÿ gi = 0 çàäàþòü çâóæåíó ìíîæèíó âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Òàêi
çàäà÷i ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì ìíîæíèêiâ Ëà ðàíæà. Âií ïîëÿãà¹
â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λm) = f(x1, ..., xn) +

n∑
i=1

λigi(x1, ..., xn)

i çíàéòè ¨¨ òî÷êè åêñòðåìóìó. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî, ïåðø çà âñå, çíàéòè òî-
÷êè, äå L (ÿê ôóíêöiÿ n + m çìiííèõ) ìà¹ íóëüîâèé ãðàäi¹íò. Çàóâàæìî,
ùî ∂L

∂λi
= gi, òîæ ðiâíiñòü íóëþ öi¹¨ ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ðiâíîñèëüíà óìîâi

gi = 0. Äîñòàòíi óìîâè óìîâíîãî åêñòðåìóìó ôîðìóëþþòüñÿ â òåðìiíàõ êó-
òîâèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi äðóãèõ ïîõiäíèõ, ÿêà â öüîìó êîíòåêñòi íàçèâà¹òüñÿ
îáðàìëåíîþ ìàòðèöåþ Ãåññå (àíãë. bordered Hessian).

Ðîçãëÿíüìî ñïî÷àòêó âèïàäîê n = 2, m = 1. Òîäi ôóíêöiÿ Ëà ðàí-
æà çàïèñó¹òüñÿ ÿê L(x1, x2, λ) = f(x1, x2) + λg(x1, x2). Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
(x1, x2, λ), òàêî¨ ùî ∇L = 0, ïîòðiáíî ñêëàñòè ìàòðèöþ äðóãèõ ïîõiäíèõ

Q =


0 ∂2L

∂x1∂λ
∂2L

∂x2∂λ
∂2L

∂λ∂x1

∂2L
∂x2

1

∂2L
∂x1∂x2

∂2L
∂λ∂x2

∂2L
∂x2∂x1

∂2L
∂x2

2

 .

Òåîðåìà (äîñòàòíÿ óìîâà óìîâíîãî åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ 2 çìiííèõ ç 1 îáìå-
æåííÿì). Íåõàé ∇L = 0. Òîäi ÿêùî detQ > 0, òî öå òî÷êà óìîâíîãî ìàêñè-
ìóìó. ßêùî detQ < 0, òî öå òî÷êà óìîâíîãî ìiíiìóìó.
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Äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó ôóíêöi¨ n çìiííèõ ç m îáìåæåííÿìè òèïó
ðiâíîñòåé (ÿê i ðàíiøå, ââàæà¹òüñÿ, ùî ôóíêöi¨ f i g1,...,gm äâi÷i äèôåðåí-
öiéîâíi) ïîòðåáó¹ ðîçãëÿäó îáðàìëåíî¨ ìàòðèöi Ãåññå

Q =



0 0 · · · 0 ∂2L
∂x1∂λ1

∂2L
∂x2∂λ1

· · · ∂2L
∂xn∂λ1

0 0 · · · 0 ∂2L
∂x1∂λ2

∂2L
∂x2∂λ2

· · · ∂2L
∂xn∂λ2

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 ∂2L
∂x1∂λm

∂2L
∂x2∂λm

· · · ∂2L
∂xn∂λm

∂2L
∂x1∂λ1

∂2L
∂x1∂λ2

· · · ∂2L
∂x1∂λm

∂2L
∂x2

1

∂2L
∂x1∂x2

· · · ∂2L
∂x1∂xn

∂2L
∂x2∂λ1

∂2L
∂x2∂λ2

· · · ∂2L
∂x2∂λm

∂2L
∂x2∂x1

∂2L
∂x2

2
· · · ∂2L

∂x2∂xn

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

∂2L
∂xn∂λ1

∂2L
∂xn∂λ1

· · · ∂2L
∂xn∂λm

∂2L
∂xn∂x1

∂2L
∂xn∂x2

· · · ∂2L
∂x2

n


.

Òåîðåìà. Íåõàé Mk � âèçíà÷íèê ïiäìàòðèöi Q , ÿêà ìiñòèòü ∂2L
∂x2

k
ÿê ïðà-

âèé íèæíié åëåìåíò (íàïðèêëàä, Mn = detQ). Òîäi

à) ÿêùî ìiíîðè Mm+1,...,Mn ÷åðãóþòüñÿ çíàêîì, ïðè÷îìó Mm+1 ìà¹ òà-
êèé çíàê, ÿê (−1)m+1 (òîáòî Mm+1 > 0 â çàäà÷i ç íåïàðíèì m i
Mm+1 < 0 â çàäà÷i ç ïàðíèì m), òî äîñÿãà¹òüñÿ óìîâíèé ìàêñèìóì;

á) ÿêùî âñi ìiíîðè Mm+1,...,Mn ìàþòü òàêèé çíàê, ÿê (−1)m (òîáòî âîíè
âñi âiä'¹ìíi â çàäà÷i ç íåïàðíèì m i âñi äîäàòíi â çàäà÷i ç ïàðíèì m),
òî äîñÿãà¹òüñÿ óìîâíèé ìiíiìóì.

Çàäà÷i

6.1 Çíàéäiòü ìíîæèíó âèçíà÷åííÿ i ¨¨ ãðàíè÷íi òî÷êè äëÿ ôóíêöié

à)
cosxy

x2 + y2
;

á)
exy√
x
.

6.2 Çà îçíà÷åííÿì Êîøi (âêàçàâøè äëÿ äîâiëüíîãî ϵ > 0 âiäïîâiäíå δ > 0)
çíàéäiòü ãðàíèöþ

lim
x→0
y→0

x2 + y2

1 + x4 + y4
.

6.3 Çíàéäiòü (àáî äîâåäiòü íåiñíóâàííÿ) ãðàíèöi

à) lim
x→0
y→0

x+ y

x− y
;

á) lim
x→0
y→0

(x2 + y2)e−(x+y);
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â) lim
x→0
y→1

ln(1 + xy)

x
;

ã) lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
.

6.4 Äîñëiäiòü íà íåïåðåðâíiñòü ó òî÷öi (0, 0) ôóíêöi¨

à)

{
x sin 1

y , y ̸= 0

0, y = 0
;

á)

{
x2y2

x4+y4 , x2 + y2 ̸= 0

0, x = y = 0
;

â)

{
x2y

x2+y2 , x2 + y2 ̸= 0

1, x = y = 0
.

6.5 Íåõàé (·, ·) � äåÿêèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn. Äîâåäiòü, ùî
ÿêùî xn → x i yn → y , òî (xn,yn) → (x ,y).

6.6 Çíàéäiòü ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöié çà âñiìà çìiííèìè:

à) (x+ 1)y + cos
x2

y
+ sinx · ln(1 + xy);

á) (xy)z + tg(xy2).

6.7 Çíàéäiòü äîâæèíó (åâêëiäîâó íîðìó) ãðàäi¹íòà ôóíêöi¨ f(x, y) =
√

x2 + y2

â óñiõ òî÷êàõ, äå âií iñíó¹.

6.8 Çíàéäiòü äîâæèíó ãðàäi¹íòà ôóíêöi¨ f(x, y, z) = x3y2z ó òî÷öi

à) (1, 1, 1);

á) (2, 1, 1);

â) (1, 2, 1);

ã) (1, 1, 2).

6.9 Çíàéäiòü óñi äðóãi ÷àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöi¨

f(x, y) = sin(x2 + y3).

6.10 Çàïèøiòü ôîðìóëó Òåéëîðà 2-ãî ïîðÿäêó

à) äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) = cos(2x+ 3y) ó òî÷öi (x0, y0) = (0, 0);

á) äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) = arctg xy2 ó òî÷öi (x0, y0) = (1, 1);

â) äëÿ ôóíêöi¨ f(x, y) = xy ó òî÷öi (x0, y0) = (1, 3); íàáëèæåíî îá÷èñëiòü
0.973.02 çà äîïîìîãîþ îäåðæàíî¨ ôîðìóëè.

6.11 Äîñëiäiòü íà ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ôóíêöi¨
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à) f(x, y) = −2x2 − 3y2;

á) f(x, y) = x2 − y2;

â) f(x, y) = x3 + y3;

ã) f(x, y) = x3 − 3xy2;

 ) f(x, y) = xy +
50

x
+

20

y
;

ä) f(x, y) = 2x3 + 6xy2 − 3y3 − 150x;

å) f(x, y, z) = x3 + xy2 − 3x2 + 2y2 + z2.

Ó ï. à)-ã) ïðîiëþñòðóéòå ðåçóëüòàòè, íàêðåñëèâøè àáî ïîáóäóâàâøè íà
êîìï'þòåði ãðàôiêè ôóíêöié.

6.12 Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìíîæíèêiâ Ëà ðàíæà äîñëiäiòü íà óìîâíèé åêñ-
òðåìóì

à) ôóíêöiþ f(x, y) = x2 + y2 íà ìíîæèíi 3x− 5y − 1 = 0;

á) ôóíêöiþ f(x, y) = x+ y íà ìíîæèíi 1
x2 + 1

y2 = 1;

â) ôóíêöiþ f(x, y) = x+ y íà ìíîæèíi 1
x + 1

y = 1.

Ïðîiëþñòðóéòå âiäïîâiäi, çîáðàçèâøè ëiíi¨ ðiâíÿ f i ìíîæèíó, çàäàíó îáìå-
æåííÿì.

6.13 Äîâåäiòü, ùî âiäñòàíü âiä òî÷êè (x0, y0) äî ïðÿìî¨ ax + by + c = 0
ñòàíîâèòü

d =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2

(öå ÷àñòèííèé âèïàäîê ôîðìóëè âiäñòàíi âiä òî÷êè äî ãiïåðïëîùèíè).

6.14 Çíàéäiòü óìîâó, çà ÿêî¨ êîðîáêà îá'¹ìó V ç âiäêðèòèì âåðõîì ìà¹
íàéìåíøó ïëîùó ïîâåðõíi.

6.15 Çíàéäiòü óìîâó, çà ÿêî¨ êîðîáêà ç ïëîùåþ ïîâåðõíi S ìà¹ íàéáiëüøèé
îá'¹ì.
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Ðîçäië 7

Iíòåãðàë

Ïåðâiñíà é iíòåãðàë Íüþòîíà-Ëåéáíiöà

Ïåðâiñíà ôóíêöi¨ f � öå ôóíêöiÿ F , òàêà ùî F ′ = f .
Òåîðåìà ïðî êëàñ ïåðâiñíèõ. ßêùî F � äåÿêà ïåðâiñíà f , òî ìíîæèíà

ïåðâiñíèõ f ìà¹ âèãëÿä {F+c | c ∈ R} (iíøèìè ñëîâàìè, áóäü-ÿêi äâi ïåðâiñíi
îäíi¹¨ ôóíêöi¨ âiäðiçíÿþòüñÿ íà ñòàëó).

Íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë ôóíêöi¨ f � öå ìíîæèíà ¨¨ ïåðâiñíèõ. Âií ïî-
çíà÷à¹òüñÿ çàïèñîì

∫
f(t) dt.

Íàâåäiìî íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè äåÿêèõ åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié:∫
tµ dt =

tµ+1

µ+ 1
+ c (µ ̸= −1)

(çîêðåìà,
∫
1 dt = t+ c,

∫
tdt = t2

2 + c òîùî); îêðåìî äëÿ µ = −1 ìà¹ìî∫
1

t
dt = ln |t|+ c;

∫
at dt =

at

ln a
+ c

(çîêðåìà,
∫
et dt = et + c); ∫

sin tdt = − cos t+ c;

∫
cos tdt = sin t+ c;∫
1

cos2 t
dt = tg t+ c;∫

1

sin2 t
dt = − ctg t+ c;
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∫
1√

a2 − t2
dt = arcsin

t

a
+ c (a ̸= 0)

(çîêðåìà,
∫

1√
1−t2

dt = arcsin t+ c);∫
1√

a2 ± t2
dt = ln |t+

√
t2 ± a2|+ c (a ̸= 0)∫

1

a2 + t2
dt =

1

a
arctg

t

a
+ c (a ̸= 0)

(çîêðåìà,
∫

1
1+t2 dt = arctg t+ c);∫

1

t2 − a2
dt =

1

2a
ln

∣∣∣∣ t− a

t+ a

∣∣∣∣+ c (a ̸= 0).

(çîêðåìà,
∫

1
1+t2 dt = arctg t+ c).

Òåîðåìà ïðî ëiíiéíó çàìiíó. Íåõàé p, q ∈ R, F � ïåðâiñíà f . Òîäi ôóíêöiÿ
1
p (F (pt+ q)) ¹ ïåðâiñíîþ f(pt+ q)

Iíòåãðàëîì Íüþòîíà-Ëåéáíiöà ôóíêöi¨ f ç íèæíüîþ ìåæåþ a íàçè-
âà¹òüñÿ ïåðâiñíà f , ÿêà äîðiâíþ¹ 0 ïðè x = a. Éîãî ïîçíà÷àþòü ÷åðåç∫ x

a

f(t) dt.

Ãåîìåòðè÷íèì çìiñòîì öüîãî ïîíÿòòÿ ¹ ïëîùà êðèâîëiíiéíî¨ òðàïåöi¨,
îáìåæåíî¨ ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f i ãîðèçîíòàëüíîþ âiññþ â ìåæàõ ìiæ òî÷êàìè
a é x (ïëîùà áåðåòüñÿ ç óðàõóâàííÿì çíàêà ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨, òîáòî
çi çíàêîì − íà ïðîìiæêàõ, äå f âiä'¹ìíà).

Òåîðåìà (ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíiöà). Íåõàé ôóíêöiÿ f ìà¹ ïåðâiñíó
F . Òîäi ∫ x

a

f(t) dt = F
∣∣x
a
,

äå F
∣∣x
a
= F (x)− F (a).

Òåîðåìà ïðî ëiíiéíiñòü iíòåãðóâàííÿ. Íåõàé F i G � ïåðâiñíi ôóíêöié f
i g. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ λ, µ ∈ R∫ b

a

λf(t) + µg(t) dt = λ

∫ b

a

f(t) dt+ µ

∫ b

a

g(t) dt.

Òåîðåìà ïðî çàìiíó çìiííî¨. Íåõàé f ìà¹ ïåðâiñíó, g � äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ. Òîäi ∫ x

a

f(g(t))g′(t) dt =

∫ g(x)

g(a)

f(z) dz.

Òåîðåìà (ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè). Íåõàé f i g ìàþòü íåïå-
ðåðâíi ïîõiäíi íà âiäðiçêó [a, x]. Òîäi∫ x

a

f ′g dt = (fg)
∣∣x
a
−
∫ x

a

fg′ dt.
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Iíòåãðóâàííÿ êóñêîâî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [a, b], ÿêùî
iñíó¹ ñêií÷åííèé íàáið òî÷îê t0, t1, ..., tm, òàêèé ùî a = t0 < t1 < ... <
tm−1 < tm = b, i ïðè öüîìó

� f íåïåðåðâíà íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ (ti−1, ti), i = 1, ...,m;

� f ìà¹ ñêií÷åííi îäíîái÷íi ãðàíèöi ó òî÷êàõ ti (ç îáîõ áîêiâ ó t1,...,tm−1,
à òàêîæ ñïðàâà ó t0 = a é çëiâà ó tm = b).

Íåõàé f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà [a, b]. Òîäi iíòåãðàëîì ôóíêöi¨ f íà
âiäðiçêó [a, b] íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà∫ b

a

f(t) dt =

m∑
i=1

∫ ti

ti−1

f(t) dt,

äå ti � òî÷êè ç'¹äíàííÿ ïðîìiæêiâ íåïåðåðâíîñòi.

Íåâëàñíi iíòåãðàëè

Íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî ðîäó

Íåõàé a ∈ R, ôóíêöiÿ f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà [a,+∞). Òîäi ãðàíèöÿ

lim
x→+∞

∫ x

a

f(t) dt,

íàçèâà¹òüñÿ íåâëàñíèì iíòåãðàëîì f íà ïðîìiæêó [a,+∞). Öþ âåëè÷èíó
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ∫ +∞

a

f(t) dt,

i ÿêùî âîíà ñêií÷åííà, òî êàæóòü, ùî iíòåãðàë çáiæíèé, à iíàêøå � ùî
iíòåãðàë ðîçáiæíèé. Àíàëîãi÷íèì ¹ îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà ç íèæíüîþ ìåæåþ
−∞. Iíòåãðàëè ç íåñêií÷åííîþ ìåæåþ íàçèâàþòü íåâëàñíèìè iíòåãðàëàìè
ïåðøîãî ðîäó.

Òåîðåìà ïðî çáiæíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà ïåðøîãî ðîäó ñòåïåíåâî¨

ôóíêöi¨. Íåõàé a > 0. Òîäi iíòåãðàë
+∞∫
a

1
tp dt çáiæíèé ïðè p > 1 i ðîçáiæíèé

ïðè p ≤ 1.
Òåîðåìà (îçíàêà ïîðiâíÿííÿ). Íåõàé f i g � êóñêîâî íåïåðåðâíi íà [a,+∞)

ôóíêöi¨. Òîäi

à) ÿêùî |f(t)| ≤ g(t) äëÿ âñiõ t ≥ a, i ïðè öüîìó iíòåãðàë
+∞∫
a

g(t) dt

çáiæíèé, òî é iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt çáiæíèé;
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á) ÿêùî g(t) ≥ f(t) ≥ 0 (àáî g(t) ≤ f(t) ≤ 0) äëÿ âñiõ t ≥ a, i ïðè öüîìó

iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt ðîçáiæíèé, òî é iíòåãðàë
+∞∫
a

g(t) dt ðîçáiæíèé.

Îçíàêó ïîðiâíÿííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ iíòåãðàëà
íà çáiæíiñòü, ïîðiâíþþ÷è ïiäiíòåãðàëüíó ôóíêöiþ ç âiäîìîþ ôóíêöi¹þ g.
Çîêðåìà, ïîðiâíÿííÿ øâèäêîñòi ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ f çi ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ
äà¹ äîñòàòíþ óìîâó çáiæíîñòi/ðîçáiæíîñòi.

Òåîðåìà (îçíàêà ïîðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåì äëÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ ïåð-
øîãî ðîäó). Íåõàé a > 0, f � êóñêîâî íåïåðåðâíà íà [a,+∞) ôóíêöiÿ. Òîäi

à) ÿêùî tpf(t) → 0 ïðè t → +∞ ç äåÿêèì p > 1, òî iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt

çáiæíèé;

á) ÿêùî tpf(t) → +∞ ïðè t → +∞ ç äåÿêèì p ≤ 1, òî iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt

ðîçáiæíèé.

Íåâëàñíi iíòåãðàëè äðóãîãî ðîäó

Íåõàé ôóíêöiÿ f íåîáìåæåíà íà ïðîìiæêó (a, b], àëå êóñêîâî íåïåðåðâíà
íà äîâiëüíîìó âiäðiçêó [l, b], äå a < l < b. Òîäi íåâëàñíèé iíòåãðàë f íà
ïðîìiæêó (a, b] � öå âåëè÷èíà∫ b

a

f(t) dt = lim
l→a+

∫ b

l

f(t) dt.

ßêùî öÿ ãðàíèöÿ ñêií÷åííà, òî êàæóòü, ùî iíòåãðàë çáiæíèé, à ÿêùî âîíà
íåñêií÷åííà àáî íå iñíó¹, òî òàêèé iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì.

Àíàëîãi÷íèì ¹ îçíà÷åííÿ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà ôóíêöi¨, íåîáìåæåíî¨ â
îêîëi ïðàâîãî êiíöÿ ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ. Iíòåãðàëè íà âiäðiçêó ôóíêöié,
íåîáìåæåíèõ ïîáëèçó îäíîãî ç êiíöiâ öüîãî âiäðiçêà, íàçèâàþòüñÿ íåâëà-
ñíèìè iíòåãðàëàìè äðóãîãî ðîäó.

Òåîðåìà ïðî çáiæíiñòü íåâëàñíîãî iíòåãðàëà äðóãîãî ðîäó ñòåïåíåâî¨

ôóíêöi¨. Íåõàé a > 0. Òîäi iíòåãðàë
1∫
0

1
tp dt çáiæíèé ïðè p < 1 i ðîçáiæíèé

ïðè p ≥ 1.
Äëÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ äðóãîãî ðîäó ìà¹ ìiñöå çàãàëüíà îçíàêà ïîðiâ-

íÿííÿ, àíàëîãi÷íà îäíîéìåííié îçíàöi äëÿ iíòåãðàëiâ ïåðøîãî ðîäó.
Òåîðåìà (îçíàêà ïîðiâíÿííÿ çi ñòåïåíåì äëÿ íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ äðó-

ãîãî ðîäó). Íåõàé a > 0, ôóíêöiÿ f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà äîâiëüíîìó ïðî-
ìiæêó âèãëÿäó [l, 1], äå 0 < l < 1. Òîäi

à) ÿêùî tpf(t) → 0 ïðè t → 0+ ç äåÿêèì p < 1, òî iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt

çáiæíèé;
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á) ÿêùî tpf(t) → +∞ ïðè t → 0+ ç äåÿêèì p ≥ 1, òî iíòåãðàë
+∞∫
a

f(t) dt

ðîçáiæíèé.

Ñêëàäåíi íåâëàñíi iíòåãðàëè

Iíòåãðàëè ñêëàäíiøî¨ ñòðóêòóðè, íiæ íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî é äðóãîãî
ðîäó, äîñëiäæóþòüñÿ â òàêèé ñïîñiá. Ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ ïîòðiáíî ðîç-
áèòè íà ïðîìiæêè, ÿêi ìiñòÿòü ïî îäíié îñîáëèâié òî÷öi, äå ïiä îñîáëèâèìè
òî÷êàìè ìàþòüñÿ íà óâàçi ±∞ i òî÷êè, ïðè íàáëèæåííi äî ÿêèõ ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ íåîáìåæåíà. Iíòåãðàë ââàæà¹òüñÿ çáiæíèì òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè çáiæíèìè ¹ iíòåãðàëè (ïåðøîãî àáî äðóãîãî ðîäó) íà êîæíîìó ç
öèõ ïðîìiæêiâ; ïðè öüîìó âií äîðiâíþ¹ ñóìi çàçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ.

Íàïðèêëàä, ÿêùî f êóñêîâî íåïåðåðâíà íà R, òî
+∞∫
∞

f(t) dt ïîòðiáíî çà-

ïèñàòè ÿê
0∫

−∞
f(t) dt +

+∞∫
0

f(t) dt (çàìiñòü 0 ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêó iíøó

òî÷êó äëÿ ðîçáèòòÿ íà äâà íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî ðîäó) i äîñëiäèòè
îêðåìî êîæíèé iç äîäàíêiâ. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî f(x) → ∞ ïðè x → 0+, òî
+∞∫
0

f(t) dt ïîòðiáíî ðîçáèòè íà iíòåãðàëè äðóãîãî é ïåðøîãî ðîäó, íàïðè-

êëàä
1∫
0

f(t) dt +
+∞∫
1

f(t) dt.

Çàäà÷i

7.1 Îá÷èñëiòü iíòåãðàëè

à)
∫ 1

0

et dt;

á)
∫ 2

0

t3 dt.

7.2 Çíàéäiòü iíòåãðàëè

à)
∫ x

0

cos
(
2t+

π

6

)
dt;

á)
∫ x

0

(2t+ 3)4 dt;

â)
∫ x

1

t2

1 + t2
dt;

ã)
∫ x

a

2t+1 − 10t−1

10t
dt.
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7.3 Îá÷èñëiòü iíòåãðàë ∫ 1

−1

t sin t2 dt

i ïîÿñíiòü ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ðåçóëüòàòó.

7.4 Çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨ çíàéäiòü iíòåãðàëè

à)
∫ x

0

λe−λt dt, äå λ > 0;

á)
∫ x

a

t3

t4 + 1
dt;

â)
∫ x

a

t4 sin t5 dt;

ã)
∫ x

a

t2

t6 + 1
dt;

 )
∫ x

a

tg tdt, äå a é x íàëåæàòü ïðîìiæêó
(
−π

2 ,
π
2

)
;

ä)
∫ x

a

1

t ln t
dt, äå a é x � äîäàòíi ÷èñëà, ùî ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä ÷èñëà

1.

7.5 Îá÷èñëiòü iíòåãðàë ∫ 1

0

1

et + 1
dt.

7.6 Ïîðiâíÿéòå iíòåãðàëè I1 òà I2 (ç'ÿñóéòå, ÿêèé iç íèõ áiëüøèé), äå

I1 =

∫ 1

0

et dt, I2 =

∫ 1

0

et
2

dt.

7.7 Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè çíàéäiòü iíòåãðàëè

à)
∫ x

a

te6t dt;

á)
∫ x

a

t2 cos tdt;

â)
∫ x

0

arctg tdt;

ã)
∫ x

a

ln tdt, 0 < a < x;

 )
∫ π

0

et cos tdt.

45



7.8 Îá÷èñëiòü iíòåãðàë ∫ e

1

t ln tdt.

7.9 Äðîáîâîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà t íàçèâàþòü âåëè÷èíó {t} = t−[t], äå [t] �
öiëà ÷àñòèíà t. Çîáðàçiòü ãðàôiê êóñêîâî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ {t} i çíàéäiòü
iíòåãðàë ∫ 1.6

−0.1

{t}dt.

7.10 Îá÷èñëiòü íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî ðîäó

à)
∫ +∞

0

te−t2 dt;

á)
∫ +∞

0

λe−λt dt, äå λ > 0;

â)
∫ 0

−∞
e3t dt.

7.11 Íåõàé íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f i g òàêi, ùî iíòåãðàë
+∞∫
0

f(t)g′(t) dt çái-

æíèé, i ïðè öüîìó lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0. Äîâåäiòü, ùî òîäi ìà¹ ìiñöå

ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

∫ +∞

0

f(t)g′(t) dt = −f(0)g(0)−
+∞∫
0

f ′(t)g(t) dt.

7.12 Äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü íåâëàñíi iíòåãðàëè ïåðøîãî ðîäó

à)
∫ +∞

0

3 dt;

á)
∫ +∞

1

ln t

t2
dt;

â)
∫ +∞

2

sin
√
t

t2 − 1
dt.

7.13 Îá÷èñëiòü íåâëàñíèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó∫ 2

0

1√
4− t2

dt.

7.14 Äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü íåâëàñíèé iíòåãðàë äðóãîãî ðîäó∫ 1

0

1

t2 − 1
dt.
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7.15 Îá÷èñëiòü iíòåãðàë ∫ +∞

−∞

1

1 + 9t2
dt.

7.16 Âiäîìî, ùî ∫ +∞

0

sin t2 dt =

√
π

8
.

Êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ ðiâíiñòþ, îá÷èñëiòü iíòåãðàë∫ +∞

−∞
sin 8t2 dt.

7.17 Äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü iíòåãðàë∫ +∞

−∞
e−t2 dt.

7.18 Âiäîìî, ùî ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà

Γ(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−t dt

âèçíà÷åíà ïðè α > 0 i ïðè 0 < α < 1 ìà¹ âëàñòèâiñòü Γ(α)Γ(1− α) = π
sinπα .

à) äîâåäiòü äëÿ α > 0 ðiâíiñòü Γ(α+ 1) = αΓ(α);

á) îá÷èñëiòü Γ( 12 ) i Γ(
3
2 ).

Γ(α+ 1) = αΓ(α).

7.19 Äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü iíòåãðàë

B(α, β) =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1 dt,

âiäîìèé ÿê áåòà-ôóíêöiÿ Åéëåðà, çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ α, β ∈ R.
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè äî

çàäà÷

2.1: 1.
2.2: à) òàê; á) íi; â) òàê.
2.4: 5.
2.5: a) � íîðìà, á) � íå íîðìà.
2.7: íi.
2.6 (âêàçiâêà): Ïîìiðêóéòå íàä àíàëîãi÷íèì ïèòàííÿì äëÿ äâîâèìiðíèõ

âåêòîðiâ, íàïðèêëàä, (1, 2) i (2,−1), çîáðàçèâøè ¨õ íà ðèñóíêó. Óçàãàëüíiòü
âèñíîâîê.

2.8: 0.998813...
2.9: 2.12132...
2.13 (âêàçiâêà): ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè ïðî ïîðîäæåííÿ íîðìè ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì, ðîçãëÿíüòå âèðàç P (λ) = (x + λy ,x + λy). Öå êâàäðàòè÷íèé
òðè÷ëåí âiäíîñíî λ, i ÿê ìîæíà ïîáà÷èòè, éîãî äèñêðèìiíàíò ðiâíèé 0 òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè (x ,y) = ∥x∥∥y∥. Ðiâíiñòü äèñêðèìiíàíòà íóëþ ðiâíîñèëü-
íà iñíóâàííþ ¹äèíîãî λ, òàêîãî ùî P (λ) = 0. Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî
óìîâà P (λ) = 0 ðiâíîñèëüíà êîëiíåàðíîñòi x òà y . Ùîá äîâåñòè äðóãó ðiâ-
íiñòü çàäà÷i, ïîòðiáíî ðîçïèñàòè íîðìè âåêòîðiâ ÷åðåç âiäïîâiäíi ñêàëÿðíi
äîáóòêè.

2.14:

a)

 1 5 −5
3 10 0
12 29 43

;

á)

 12
29
28

;

â) âèðàç íå ìà¹ çìiñòó;

ã)
(

−21 −148
−10 −59

)
.

2.18 (âêàçiâêà): ïåðåâiðòå òîòîæíiñòü çà îçíà÷åííÿì.
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2.19 (âêàçiâêà): çàïèøiòü ôîðìóëè äëÿ åëåìåíòiâ ìàòðèöü D = AB ,
E = DC , F = BC , G = AF . Ïîðiâíÿéòå öi âèðàçè äëÿ E i G, à òàêîæ
ïåðåâiðòå, ùî öå ìàòðèöi îäíàêîâîãî ðîçìiðó.

2.20 (âêàçiâêà): îá÷èñëiòü A2, A3, âèÿâiòü çàêîíîìiðíiñòü, çà ÿêîþ çìi-
íþþòüñÿ åëåìåíòè ïðè ïiäíåñåííi äî íàñòóïíîãî ñòåïåíÿ, à ïîòiì äîâåäiòü
¨¨ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

2.23 (âêàçiâêà): ïåðåâiðòå çà îçíà÷åííÿì (ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ðåçóëü-
òàòàìè çàäà÷i 2.21).

2.24: îäèíè÷íà ìàòðèöÿ � ïðè öüîìó (x ,y) = xTy , à åâêëiäîâà íîðìà �√
xTx .
2.25: âñi åëåìåíòè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi äîäàòíi.
2.26 (âêàçiâêà): ÿêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi íåíóëüîâèé, ðîçâ'ÿçîê iñíó¹

i ¹äèíèé, à çíàéòè éîãî ìîæíà çà âiäîìèìè ôîðìóëàìè. Â iíøîìó ðàçi
ðîçâ'ÿçîê áóòè íå ¹äèíèì (ñêiëüêè ¨õ òîäi?) àáî íå iñíóâàòè.

2.27: −8.
2.28: 1. Âêàçiâêà: âèáåðiòü ðÿäîê àáî ñòîâï÷èê, ðîçêðèâàííÿ çà ÿêèì âåäå

äî ÿêíàéìåíøî¨ êiëüêîñòi îá÷èñëåíü.
2.29 (âêàçiâêè): à), á) � ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ äëÿ ðîçêðèâàííÿ âè-

çíà÷íèêà çà âèáðàíèì ðÿäêîì àáî ñòîâï÷èêîì; â) âèâåäiòü ðåçóëüòàò iç ï.
à) àáî á).

2.31: à) x = (3, 1, 1)T ; á) ñèñòåìà íåñóìiñíà; â) x = ( 12 ,
5
2 ,−

3
2 )

T .

2.32: à)
(

− 4
7

3
7

5
7 − 2

7

)
;

á)

 1
2

3
2 − 3

2
0 3 −2
0 −1 1

;

â) 1
∆

(
d −b
−c a

)
, äå ∆ = ad− bc � âèçíà÷íèê ìàòðèöi.

2.33: à) 3; á) 720170.01; â) 1; ã) 1.4.
2.36: à) âëàñíi ÷èñëà 2 i 4, âëàñíi âåêòîðè êðàòíi (3, 1)T i (1, 1)T âiäïî-

âiäíî; á) âëàñíå ÷èñëî 1, âëàñíi âåêòîðè êðàòíi (1, 0)T ; â) âëàñíå ÷èñëî 8;
âëàñíi âåêòîðè � óñi íåíóëüîâi âåêòîðè; ã) âëàñíi ÷èñëà âiäñóòíi;  ) âëàñíå
÷èñëî 0, âëàñíi âåêòîðè êðàòíi (1, 3, 0)T ; âëàñíå ÷èñëî 1, âëàñíi âåêòîðè �
(0, 1, 0)T i (2, 0, 1)T , à òàêîæ óñi íåíóëüîâi âåêòîðè, óòâîðåíi ç íèõ çà äî-
ïîìîãîþ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð i äîäàâàííÿ; ä) âëàñíi ÷èñëà 3, 6 i 7, âëàñíi
âåêòîðè êðàòíi (3,−3, 7)T , (2, 1, 4)T i (1, 1, 1)T âiäïîâiäíî.

2.37: à) òàê; á) òàê; â) íi; ã) òàê;  ) íi; ä) òàê; å) òàê.
3.2: (5, 6).
3.3: {x} (ìíîæèíà, ¹äèíèì åëåìåíòîì ÿêî¨ ¹ x).
3.5: à) 1; á) 0.
3.6 (âêàçiâêà): ïiäáåðiòü äîñòàòíüî ìàëèé ϵ, òàêèé ùî ïîçà ϵ-îêîëîì ÷è-

ñëà 1, òîáòî ïîçà iíòåðâàëîì (1−ϵ, 1+ϵ) ëåæàòü óñi xn, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
íîìåðà (à îòæå, íåñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ). Äëÿ âèáðàíîãî ϵ âêàæiòü
íîìåð n0, ïî÷èíàþ÷è ç ÿêîãî íåðiâíiñòü iç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi íå âèêîíó¹-
òüñÿ.
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3.7: òàê.
3.8: òàê.
3.9 (âêàçiâêà): äîâåäiòü, ùî äîâiëüíå ÷èñëî a ∈ R íå ìîæå áóòè ãðà-

íèöåþ, òîìó ùî ïîñëiäîâíiñòü íåîáìåæåíî çðîñòà¹, òîáòî åëåìåíòè ñòàþòü
áiëüøèìè çà äîâiëüíå íàïåðåä çàäàíå ÷èñëî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà.
Ïîêàæiòü, ùî öå ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ ãðàíèöi.

3.10 (âêàçiâêà): ïîêàæiòü, ùî öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ãðàíèöi é ðiâíîñòi
||x|| = |x| (çëiâà � ìîäóëü ìîäóëÿ, à íå íîðìà).

3.11: à) 0; á) +∞; â) 0; ã) 0. Âêàçiâêà: ñêîðèñòàéòåñü íåðiâíîñòÿìè n− 1
2 ≥

n
2 (àáî ÷èìîñü ïîäiáíèì) i −1 ≤ cosn ≤ 1, à òàêîæ òåîðåìîþ ïðî ïðîìiæíó
ïîñëiäîâíiñòü.

3.12, ï. à) (âêàçiâêà): çäiéñíiòü ìiðêóâàííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî: ÿêùî a < b,
òî âçÿâøè äîñòàòíüî ìàëèé ϵ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî íàëåæíiñòü xn ϵ-îêîëó
òî÷êè a, à yn � ϵ-îêîëó òî÷êè b ñóïåðå÷èòü óìîâi xn ≥ yn.

3.14: à) íåîáìåæåíà. Âêàçiâêà: âèïèøiòü ïåðøi äåêiëüêà åëåìåíòiâ ïîñëi-
äîâíîñòi i çàóâàæòå çàêîíîìiðíiñòü. á) îáìåæåíà. Âêàçiâêà: ñêîðèñòàéòåñÿ
êðèòåði¹ì.

3.15: à) îáìåæåíà; á) íå îáîâ'ÿçêîâî îáìåæåíà.
3.16: à) +∞; á) 4

7 ; 0.
3.17: à) 0; á) 0. Âêàçiâêà: çàñòîñóéòå òåîðåìó ïðî ïðîìiæíó ïîñëiäîâíiñòü.
3.18 (âêàçiâêà): çàñòîñóéòå òåîðåìó Âå¹ðøòðàñà.
3.19 à) 1; á) 1+

√
29

2 . Âêàçiâêà: äîâåäiòü çáiæíiñòü çà òåîðåìîþ Âå¹ðøòðà-
ñà. Ùîá çíàéòè ãðàíèöþ, ñêëàäiòü i ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ äëÿ íå¨, êîðèñòó-
þ÷èñü ôîðìóëîþ äëÿ xn.

3.20: e2.
3.21 (âêàçiâêà): ó ï. à) ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ ÷àñòêîâèõ ñóì ãåîìå-

òðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ (äèâ. çàäà÷ó 1.7, ï. ã)).
4.3 (âêàçiâêà): ñêîðèñòàéòåñÿ îçíà÷åííÿì ãðàíèöi çà Ãåéíå.
4.4: a) íi; á) òàê; â) òàê; ã) íi.
4.4: a) íi; á) òàê; â) òàê; ã) íi;  ) òàê; ä) íi; å) íi; ¹) òàê; æ) òàê; ç) òàê;

è) òàê.
4.7: à) 2; á) 0; â) 1

2 ; ã)
1
e ;  ) +∞; ä) 1. Âêàçiâêà: çâåäiòü öi âèðàçè äî

÷óäîâèõ ãðàíèöü àáî (êðiì ï. ã)- )) ðîçïèøiòü ¨õ çà àñèìïòîòè÷íèìè ôîð-
ìóëàìè. Ùîá äîäàòêîâî ïåðåêîíàòèñü ó ïðàâèëüíîñòi âiäïîâiäi, îá÷èñëiòü
íà êàëüêóëÿòîði çíà÷åííÿ ôóíêöié ïîáëèçó òî÷îê, â ÿêèõ ïîòðiáíî çíàéòè
ãðàíèöþ. ßêùî ãðàíèöÿ ïðè x → +∞, òî ïîòðiáíî ïiäñòàâèòè âåëèêå ÷èñëî.
Ïîðàõîâàíi çíà÷åííÿ ïîâèííi áóòè áëèçüêèìè äî çíàéäåíèõ ãðàíèöü.

4.9: −∞.
4.11: −1 i 0.
4.12 (âêàçiâêà): ñêîðèñòàéòåñÿ ôîðìóëîþ ðiçíèöi êîñèíóñiâ i òèì, ùî ñè-

íóñ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà çà ìîäóëåì íå ïåðåâèùó¹ 1.
4.13: a = 1. Âêàçiâêà: ïîçà òî÷êîþ x = 1 ñêîðèñòàéòåñü òåîðåìîþ ïðî

íåïåðåðâíiñòü åëåìåíòàðíèõ ôóíêöié; ó òî÷öi x = 1 ïðèðiâíÿéòå îäíîái÷íi
ãðàíèöi.

4.14: a− b = 10.
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4.15: 1
2 . Âêàçiâêà: çðîáiòü çàìiíó y = 1− cosx.

4.16 (âêàçiâêà): Çàïèøiòü f(x0 + h) ÿê êîìïîçèöiþ ôóíêöié f i g(h) =
x0 + h. Ñêîðèñòàéòåñÿ òåîðåìîþ ïðî ãðàíèöþ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨.

4.17: 0. Âêàçiâêà: çàñòîñóéòå òåîðåìó ïðî âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî ìàëèõ
i îáìåæåíèõ ôóíêöié.

5.1 (âêàçiâêà): ñêîðèñòàéòåñÿ ÷óäîâèìè ãðàíèöÿìè.
5.3: à) − 1

sin2 x
; á) 1

2
√
x
+ 1

x2 ; â) 4x3−3x2+4x−1; ã) 3x2−12x−1
(x−2)2 ;  ) ex(lnx+ 1

x ).
5.5:

(f1 · f2 · ... · fn)′ = f ′
1 · f2 · f3... · fn + f1 · f ′

2 · f3 · ... · fn + ...+ f1 · f2 · ...fn−1 · f ′
n.

Îñòàííié âèðàç ìîæíà çàïèñàòè òàêîæ ó âèãëÿäi

n∑
i=1

f ′
i ·

∏
1≤j≤n
j ̸=i

fj

 .

5.6 (âêàçiâêà): îäèí iç ìîæëèâèõ ïðèêëàäiâ � ôóíêöiÿ |x| ïðè x = 0.

5.7: à) 8(ln x+5)7

x ; á) 22
x+x · ln2 2; â) 3 ln2 x · 1−ln x

x4 ; ã) cos sin sinx · cos sinx ·
cosx;  ) e1−cos x(1 + x sinx); ä) 2x ln(3x) sinx+ x sinx+ x2 ln(3x) cosx.

5.8 (âêàçiâêà): ïðè x ̸= 0 ïîõiäíó ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ, à ïðè
x = 0 ¨¨ ïîòðiáíî çíàéòè çà îçíà÷åííÿì. Äàëi òðåáà äîâåñòè, ùî f ′(x) íå ìà¹
ãðàíèöi ïðè x → 0.

5.9 (âêàçiâêà äî ï. á)): îñêiëüêè àðêòàíãåíñ � íåïàðíà ôóíêöiÿ, äîñòà-
òíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê x ≥ 0, òîäi y = arctg x ∈ [0, π

2 ). Ó òàêîìó ðàçi
sin y ≥ 0, i ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü sin y =

√
1− cos2 y. Êîðèñòóþ÷èñü öèì i

ñïiââiäíîøåííÿì tg y = x, ìîæíà âèðàçèòè cos y ÷åðåç x, ùîá ïîçáóòèñü
òðèãîíîìåòðè÷íèõ i îáåðíåíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié ó ôîðìóëi.

5.10: ìiíiìóì � 1, äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x = 1, ïðè öüîìó f ′(1) = 0; ìàêñèìóì
� 2, äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x = 0 i x = 2, ïðè öüîìó f ′(0) ̸= 0 i f ′(2) ̸= 0.

5.11 (âêàçiâêà): ñêîðèñòàéòåñü ðiâíiñòþ |ab| = |a||b| i íåðiâíiñòþ | cosx| ≤
1.

5.12: à) ñïàäà¹ íà ïðîìiæêàõ (2kπ, (2k + 1)π) i çðîñòà¹ íà ïðîìiæêàõ
((2k − 1)π, 2kπ), äå k ∈ Z; á) ñïàäà¹ íà (−∞, 0) i çðîñòà¹ íà (0,+∞).

5.13: ìiíiìóì ïðè ïàðíèõ n, íåìà åêñòðåìóìó ïðè íåïàðíèõ n.
5.14: à) 0; á) 1; â) 25

2 ; ã) 0;  ) 1. Âêàçiâêà: ó ï. â)-ã) çàñòîñóéòå ïðàâèëî
Ëîïiòàëÿ ïîâòîðíî.

5.16: a) cosx = 1− x2

2 + x4

24 + o(x4);

á) ln(1 + x) = x− x2

2 + x3

3 − x4

4 + o(x4);

â) (1 + x)µ = 1 + µx+ µ(µ−1)
2 x2 + µ(µ−1)(µ−2)

6 x3 + o(x3);
ã) 1

1−x = (1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + ...+ (−1)n+1xn + o(xn);

 ) ex = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! + ...+ xn

n! + o(xn);

ä) arcsinx = x+ x3

6 + o(x3).

5.17: a) ln cosx = −x2

2 + o(x2);
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á) tg x = x+ x3

3 + o(x3);

â) sin sinx = x− x3

3 + x5

10 + o(x5);

ä) arctg x = x− x3

3 + x5

5 + ...+ (−1)m+1 x2m−1

2m−1 + o(x2m−1).

5.18: xx = x+(x−1)2+ (x−1)2

2 +o((x−1)3); 1.011.01 ≈ 1.0101005; ñïðàâæí¹
çíà÷åííÿ � 1.010100503....

5.19: à) − 3
2 ; á) 9. Âêàçiâêà: çíàþ÷è ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöié ex i

cosx, ïiäñòàâòå òóäè 6x i 2x âiäïîâiäíî � òàê ìîæíà ðîáèòè, îñêiëüêè öi
ôóíêöi¨ íåñêií÷åííî ìàëi ïðè x → 0.

5.20: à) 2 � òî÷êà ìiíiìóìó, 4 � òî÷êà ìàêñèìóìó; á) 1 � òî÷êà ìiíiìóìó;
â) 1√

e
� òî÷êà ìiíiìóìó; ã) 1 � òî÷êà ìiíiìóìó;  ) 0 � òî÷êà ìiíiìóìó, 2 �

òî÷êà ìàêñèìóìó; ä) −π
3 + 2kπ, k ∈ Z � òî÷êè ìiíiìóìó, π

3 + 2kπ, k ∈ Z �
òî÷êè ìàêñèìóìó.

5.21: ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó. Âêàçiâêà: ïåðåâiðòå ñïî÷àòêó íåîáõiäíó, à ïîòiì
äîñòàòíþ óìîâó åêñòðåìóìó.

5.22: íàéìåíøå çíà÷åííÿ � 0, äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x = 0; íàéáiëüøå çíà÷åííÿ
� 0, äîñÿãà¹òüñÿ ïðè x = 11

4 .
6.1: à) ìíîæèíà âèçíà÷åííÿ � R2 \ {(0, 0)}, ìíîæèíà ¨¨ ãðàíè÷íèõ òî÷îê

� R2; á) ìíîæèíà âèçíà÷åííÿ � {(x, y) | x > 0}, ìíîæèíà ¨¨ ãðàíè÷íèõ òî÷îê
� {(x, y) | x ≥ 0}.

6.2: 0.
6.3: à) ãðàíèöi íå iñíó¹; á) 0; â) 1; ã) ãðàíèöi íå iñíó¹.
6.4: à) íåïåðåðâíà; á) ðîçðèâíà; â) ðîçðèâíà.
6.5 (âêàçiâêà): ñêîðèñòàéòåñÿ âëàñòèâîñòÿìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, íåðiâ-

íiñòþ Êîøi-Øâàðöà é îçíà÷åííÿì çáiæíîñòi âåêòîðiâ.
6.6 (÷àñòèíà âiäïîâiäåé): ∂f

∂x = y(x+ 1)y−1 − 2x
y sin x2

y + cosx ln(1 + xy) +
y sin x
1+xy ;

∂f
∂y = (x+ 1)y ln(x+ 1) + x2

y2 sin x2

y + x sin x
1+xy .

6.7: 1. Âêàçiâêà: ôóíêöiÿ ìà¹ ÷àñòèííi ïîõiäíi â óñiõ òî÷êàõ, îêðiì (0, 0).
Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â íåiñíóâàííi ïîõiäíèõ ó öié òî÷öi, ñëiä ñïðîáóâàòè âçÿòè
öi ïîõiäíi çà îçíà÷åííÿì (à íå çà ôîðìóëîþ).

6.8: à)
√
14; á) 4

√
29; â) 4

√
11; ã)

√
53.

6.9: ∂2f
∂x2 = 2 cos(x2 + y3)− 4x2 sin(x2 + y3);

∂2f
∂y2 = 6y cos(x2 + y3)− 9y4 sin(x2 + y3);
∂2f
∂y∂x = ∂2f

∂x∂y = −6xy2 sin(x2 + y3).

6.10: à) cos(2h1 + 3h2) = 1− 2h2
1 − 6h1h2 − 9

2h
2
2 + o(∥h∥2);

á) arctg(1 + h1)(1 + h2)
2 = π

4 + 1
2h1 + h2 − 1

4h
2
1 − 1

2h
2
2 + o(∥h∥2);

â) (1 + h1)
3+h2 = 1+ 3h1 + 3h2

1 + h1h2 + o(∥h∥2), 0.973.02 ≈ 0.9121, ñïðàâæí¹
çíà÷åííÿ � 0.9121171....

6.11: à) (0, 0) � òî÷êà ìàêñèìóìó; á) åêñòðåìóìiâ íåìà¹; â) åêñòðåìóìiâ
íåìà¹; ã) åêñòðåìóìiâ íåìà¹;  ) (5, 2) � òî÷êà ìiíiìóìó; ä) (5, 0) � òî÷êà
ìiíiìóìó, (−5, 0) � òî÷êà ìàêñèìóìó; å) (0, 0, 0) � òî÷êà ìiíiìóìó.

6.12: à) ( 3
34 ,−

5
34 ) � òî÷êà óìîâíîãî ìiíiìóìó; á) (−

√
2,−

√
2) � òî÷êà

óìîâíîãî ìàêñèìóìó, (
√
2,
√
2) � òî÷êà óìîâíîãî ìiíiìóìó; â) (2, 2) � òî÷êà

óìîâíîãî ìiíiìóìó.
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6.13 (âêàçiâêà): çàóâàæòå, ùî åêñòðåìóì âiäñòàíi � öå åêñòðåìóì êâà-
äðàòà âiäñòàíi. Ùîá çíàéòè d, íå îáîâ'ÿçêîâî îäåðæóâàòè ÿâíi âèðàçè äëÿ
òî÷êè (x, y), äå äîñÿãà¹òüñÿ öåé ìiíiìóì.

6.14: äîâæèíà é øèðèíà 3

√
V
4 , âèñîòà

3
√
2V .

6.15: êóá çi ñòîðîíîþ
√

S
6 .

7.1: à) e− 1; á) 4.
7.2: à) 1

2 sin
(
2t+ π

6

)
− 1

4 ; á)
1
10

(
(2x+ 3)5 − 243

)
; â) x− arctg x+ π

4 − 1;
ã) −

(
2

5t ln 5 + t
10

)∣∣x
a
.

7.3: 0.
7.4: à) 1− e−λx; á)

(
ln(t4+1)

4

)∣∣x
a
; â) − 1

5 cos t
∣∣x
a
; ã) 13 arctg t

3
∣∣x
a
;  ) − ln cos t

∣∣x
a
;

ä) ln | ln t|
∣∣x
a
.

7.5: 1 + ln 2− ln(e + 1).
7.6: I1 > I2.
7.7: à) (6t−1)e6t

36

∣∣x
a
; á)

(
(t2 − 2) sin t+ 2t cos t

)
|xa (âêàçiâêà: äâi÷i ïðîiíòå-

ãðóéòå ÷àñòèíàìè); â) x arctg x − 1
2 ln(1 + x2) (âêàçiâêà: ïðîiíòåãðóéòå ÷à-

ñòèíàìè, à â óòâîðåíîìó iíòåãðàëi çðîáiòü çàìiíó çìiííî¨); ã) (t ln t− t)
∣∣x
a
;  )

− eπ+1
2 .

7.8: e2+1
4 .

7.9: 0.775.
7.10: à) 1

2 ; á) 1; â)
1
3 .

7.11 (âêàçiâêà): ïðîâåäiòü ìiðêóâàííÿ çà îçíà÷åííÿì.
7.12: à) ðîçáiæíèé; á) çáiæíèé; â) çáiæíèé.
7.13: π

2 .
7.14: ðîçáiæíèé.
7.15: π

3 .

7.16:
√
π
4 . Âêàçiâêà: ñêîðèñòàéòåñÿ ïàðíiñòþ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ é

çðîáiòü ëiíiéíó çàìiíó.
7.17: çáiæíèé.
7.18: á)

√
π;

√
π
2 .

7.19: çáiæíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè α > 0 i β > 0. Âêàçiâêà: ðîçáèé-
òå íà äâà íåâëàñíi iíòåãðàëè II ðîäó; â îêîëi òî÷êè 0 ôóíêöiÿ (1 − t)β−1

îáìåæåíà i âiäîêðåìëåíà âiä íóëÿ (äëÿ áóäü-ÿêîãî β), i çáiæíiñòü iíòåãðàëà
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ ôóíêöi¨ tα−1, ÿêà ìà¹ çáiæíèé iíòåãðàë ïðè α > 0;
àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ iíòåãðàëà ç ïðàâîþ ìåæåþ 1 äàäóòü çáiæíiñòü
ïðè β > 0 (äëÿ áóäü-ÿêîãî α).
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