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У навчальному посiбнику «Чисельнi методи» розглядаю-
ться питання теорiї похибок, наближеного розв’язання нелi-
нiйних рiвнянь та їх систем, проблеми на власнi значення, зна-
ходження розв’язкiв систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь,
iнтерполяцiї, чисельного iнтегрування, чисельного диференцi-
ювання, наближене розв’язання задачi Кошi. Змiст посiбника
вiдповiдає навчальнiй програмi бакалаврiв факультету ком-
п’ютерних наук та кiбернетики, якi навчаються за освiтньою
програмою «Системний аналiз».



1. Елементи теорiї похибок

Основнi означення

Величина, яка характеризує точнiсть результату, називає-
ться похибкою. Основнi типи похибок:

1) неусувнi похибки – пов’язанi iз неточностями вхiдних
даних (похибки приладiв, наявнiсть констант, невiдповiднiсть
математичної моделi, тощо);

2) похибки методу – з’являються при застосуваннi на-
ближених методiв замiсть точних;

3) похибки обчислень – виникають внаслiдок заокру-
глень при виконаннi математичних операцiй в ЕОМ, також
пiд час введення та виведення даних в ЕОМ;

4) повна похибка – сума всiх похибок, якi виникають
при розв’язаннi конкретної задачi.

Якщо похибка, яка була зроблена на перших кроках обчи-
слень, на подальших кроках не збiльшується або залишається
того самого порядку, то обчислювальний процес називається
стiйким по вiдношенню до початкової похибки; якщо ця по-
хибка зростає на кожному подальшому кроцi, то процес обчи-
слень називається нестiйким .

Зауваження. Для запобiгання зростання обчислювальної
похибки обчислення проводять починаючи з найменших по
модулю значень.

Приклад. На гiпотетичнiй «десятковiй» ЕОМ з мантисою
довжиною 4 знаходять суму чисел вiд найменшого до найбiль-
шого та в зворотному напрямку вiд найбiльшого до наймен-
шого:

S = 0, 2764 + 0, 3944 + 1, 475 + 26, 46 + 1364.

В якому випадку обчислювальна похибка буде меншою?
Розв’язок. Знайдемо суму S̃ вiд найменшого до найбiльшого:
S̃1 = 0, 2764 + 0, 3944 = 0, 6708 ≈ 0, 671;
S̃2 = 0, 671 + 1, 475 = 2, 146 ≈ 2, 15;
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S̃3 = 2, 15 + 26, 46 = 28, 61 ≈ 29;
S̃4 = 29 + 1364 = 1393;
S̃ ≈ 1393.

Знайдемо суму S вiд найбiльшого до найменшого:
S1 = 1364 + 26, 46 ≈ 1364 + 26 = 1390;
S2 = 1390 + 1, 475 ≈ 1390 + 1 = 1391;
S3 = 1391 + 0, 3944 ≈ 1391 + 0 = 1391;
S4 = 1391 + 0, 2764 ≈ 1391 + 0 = 1391;
S ≈ 1391.

Знайдемо точне значення суми (будемо вважати, що ман-
тиса не обмежена 4 розрядами):
S = 0, 2764+0, 3944+1, 475+26, 46+1364 = 1392, 6058 ≈ 1393.

Отже, похибка менша при додаваннi вiд найменших чисел
до найбiльших.

Нехай x – точне значення деякої величини, x∗ – її вiдоме
наближене значення.

Абсолютною похибкою числа x∗ називається величина
∆(x∗), що задовольняє умовi

∆(x∗) > |x− x∗|. (1)
В цьому випадку число x можна подати у виглядi

x = x∗ ±∆(x∗). (2)
Вiдносною похибкою числа x∗ називається величина

δ(x∗), що задовольняє умовi

δ(x∗) >

∣∣∣∣x− x∗

x∗

∣∣∣∣ . (3)

Вiдносну похибку часто виражають у вiдсотках.
Зауваження. Вiдносна похибка краще характеризує то-

чнiсть результату.
Значущими цифрами числа називаються всi цифри в

його запису, починаючи з першої ненульової злiва.
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Значуща цифра називається правильною, якщо абсолю-
тна похибка числа не перевищує половини одиницi розряду,
що вiдповiдає цiй цифрi, в протилежному випадку її назива-
ють сумнiвною.

Приклад. Визначити, яка рiвнiсть точнiша 2/21 = 0, 095
або
√

22 = 4, 69.
Розв’язок. Враховуючи, що 2/21 ≈ 0, 095238,

√
22 ≈ 4, 690416,

введемо позначення x1 = 0, 095238, x∗1 = 0, 095, x2 = 4, 690416,
x∗2 = 4, 69. Для того щоб визначити, яка рiвнiсть точнiша,
порiвняємо вiдноснi похибки чисел:

δ(x∗1) =

∣∣∣∣0, 095238− 0, 095

0, 095

∣∣∣∣ · 100% ≈ 0, 25%;

δ(x∗2) =

∣∣∣∣4, 690416− 4, 69

4, 69

∣∣∣∣ · 100% ≈ 0, 009%.

Отже, рiвнiсть
√

22 = 4, 69 точнiша.
Приклад. Визначити значущi цифри числа 0,001230.

Розв’язок. Значущими будуть всi цифри, починаючи з одини-
цi: 1, 2, 3, 0.

Приклад. Визначити значущi цифри числа 123000.
Розв’язок. Значущими будуть всi цифри, починаючи з одини-
цi: 1, 2, 3, 0, 0, 0.

Приклад. Записати число 123000, якщо в ньому а) три, б)
двi значущi цифри.
Розв’язок. Якщо в цiлiй частинi числа є не значущi цифри,
то число заокруглють до останньої значущої та записують за
допомогою порядку: а) 123× 103, б) 12× 104.

Приклад. Визначити правильнi цифри числа 0,001230,
якщо його абсолютна похибка 10−4.
Розв’язок. Позначимо x∗ = 0, 001230, ∆(x∗) = 10−4. Будемо
перевiряти значущi цифри за означенням:
«1»: 10−4 6 0, 5× 10−3 ⇒ цифра «1» – правильна;
«2»: 10−4 > 0, 5× 10−4 ⇒ цифра «2» – сумнiвна.

Всi подальшi цифри 0будуть сумнiвними (якi стоять пра-
воруч вiд сумнiвної цифри). Отже, цифра «1» – правильна.
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Приклад. Якою буде похибка, якщо число π наблизити
числом 3,14?
Розв’язок. Знайдемо абсолютну i вiдносну похибки, для цього
вiзьмемо число π з бiльшою кiлькiстю значень: π ≈ 3, 14159.

∆(π∗) = |3, 14− 3, 14159| = 0, 00159,

δ(π∗) =
0, 00159

3, 14
· 100% = 0, 05%.

Отже, абсолютна похибка дорiвнює 1, 59×10−3, вiдносна –
0, 05%.

Пряма задача теорiї похибок

В деякiй областi G ∈ Rn розглядають неперервно диферен-
цiйовану функцiю y = f(x1, x2, ..., xn). Необхiдно обчислити
значення функцiї в точцi (x1, x2, ..., xn) ∈ G, але вiдомi лише
наближенi значення (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) ∈ G. Обчислимо наближене

значення y∗ = f(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) та оцiнимо його похибку.

Оцiнку абсолютної похибки функцiї обчислюють за
формулою:

∆(y∗) 6
n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣∆(x∗i ), (4)

тодi вiдносну похибку функцiї можна знайти:

δ(y∗) =
∆(y∗)

|y∗|
6

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣∆(x∗i )

/
|f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n)| . (5)

Приклад. Для заданої функцiї f(x, y, z) =
x2z

y3
оцiнити

похибку обчислення, якщо x = 0, 15± 0, 005, y = 2, 13± 0, 01,
z = 1, 14± 0, 007.
Розв’язок. Оскiльки необхiдно знайти похибку функцiї, зна-
чить задача пряма, скористаємось формулою (4), будемо вра-
ховувати, що вiдповiдно до представлення (2) нам вiдомi аб-
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солютнi похибки аргументiв та їх наближенi значення.

∆(f∗) 6

∣∣∣∣2x∗z∗(y∗)3

∣∣∣∣∆(x∗) +

∣∣∣∣−3(x∗)2z∗

(y∗)4

∣∣∣∣∆(y∗) +

∣∣∣∣(x∗)2

(y∗)3

∣∣∣∣∆(z∗) =

=
2 · 0, 15 · 1, 14

2, 133
· 0, 005 +

3 · 0, 152 · 1, 14

2, 134
· 0, 01 +

0, 152

2, 133
· 0, 007 ≈

≈ 0, 00023063 ≈ 2, 3× 10−4.

Знайдемо вiдносну похибку функцiї за формулою (5), для
цього спочатку знайдемо наближене значення функцiї:

f(x∗, y∗, z∗) =
(x∗)2z∗

(y∗)3
=

0, 152 · 1, 14

2, 133
≈ 0, 00265429,

δ(f∗) =
0, 00023063

0, 00265429
· 100% ≈ 8, 7%.

Отже, ∆(f∗) ≈ 2, 3× 10−4, а δ(f∗) ≈ 8, 7%.
Приклад. Похибка логарифма. Розглянемо функцiю

y = f(x) = lnx та знайдемо її абсолютну похибку:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣∣∣ 1

x∗

∣∣∣∣ ·∆(x∗) = δ(x∗); (6)

вiдносна похибка логарифма:

δ(y∗) 6
δ(x∗)

| lnx∗|
.

Приклад. Похибка степеня. Розглянемо функцiю пiд-
несення в степiнь y = f(x) = xm та знайдемо її абсолютну
похибку:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣m · (x∗)m−1
∣∣ ·∆(x∗);

вiдносна похибка степеня:

δ(y∗) 6

∣∣m · (x∗)m−1
∣∣ ·∆(x∗)

|(x∗)m|
= m · δ(x∗). (7)

Приклад. Похибка кореня. Розглянемо функцiю
y = f(x) = m

√
x, абсолютна похибка кореня:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ dfdx
∣∣∣∣∆(x∗) =

∣∣∣∣∣ 1

m · m
√

(x∗)m−1

∣∣∣∣∣ ·∆(x∗);
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вiдносна похибка кореня:

δ(y∗) 6
∆(x∗)

|m · m
√

(x∗)m−1|
÷ | m
√
x∗| = δ(x∗)

m
. (8)

Похибки арифметичних операцiй

За допомогою формул (4) та (5) визначимо похибки ре-
зультатiв основних математичних операцiй. Будемо розгляда-
ти найпростiшi випадки, покладемо, x1 > x2 > 0; m ∈ N.

Похибка суми. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 + x2,
абсолютна похибка суми:

∆(y∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2); (9)
вiдносна похибка суми:

δ(y∗) 6
∆(x∗1) + ∆(x∗2)

|x∗1 + x∗2|
=

∆(x∗1) · |x∗1|
|x∗1 + x∗2| · |x∗1|

+
∆(x∗2) · |x∗2|
|x∗1 + x∗2| · |x∗2|

=

=

∣∣∣∣ x∗1
x∗1 + x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗1) +

∣∣∣∣ x∗2
x∗1 + x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗2).

Похибка рiзницi. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 − x2,
абсолютна похибка рiзницi:

∆(y∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2); (10)
вiдносна похибка рiзницi:

δ(y∗) 6
∆(x∗1) + ∆(x∗2)

|x∗1 − x∗2|
=

∆(x∗1) · |x∗1|
|x∗1 − x∗2| · |x∗1|

+
∆(x∗2) · |x∗2|
|x∗1 − x∗2| · |x∗2|

=

=

∣∣∣∣ x∗1
x∗1 − x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗1) +

∣∣∣∣ x∗2
x∗1 − x∗2

∣∣∣∣ δ(x∗2).

Похибка добутку. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 × x2,
абсолютна похибка добутку:

∆(y∗) 6 |x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2);

вiдносна похибка добутку:

δ(y∗) 6
|x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2)

|x∗1 · x∗2|
= δ(x∗1) + δ(x∗2). (11)
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Похибка частки. Розглянемо y = f(x1, x2) = x1 ÷ x2,
абсолютна похибка частки:

∆(y∗) 6

∣∣∣∣ 1

x∗2

∣∣∣∣∆(x∗1)+

∣∣∣∣ −x∗1(x∗2)2

∣∣∣∣∆(x∗2) =
|x∗2| ·∆(x∗1) + |x∗1| ·∆(x∗2)

(x∗2)2
;

вiдносна похибка частки:

δ(y∗) 6
|x∗2|∆(x∗1) + |x∗1|∆(x∗2)

(x∗2)2
÷
∣∣∣∣x∗1x∗2
∣∣∣∣ = δ(x∗1) + δ(x∗2). (12)

Зауваження. При розв’язаннi задач можуть використову-
ватися формули похибок математичних операцiй (9) - (8), ре-
шта формул на практицi не використовується.

Обернена задача теорiї похибок

Обернена задача теорiї похибок формулюється таким чи-
ном: з якою точнiстю потрiбно задати значення вiдомих ар-
гументiв x∗1, x∗2, ..., x∗n функцiї f(x1, x2, ..., xn), щоб похибка
значення функцiї f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) не перевищувала заданої ве-

личини ε?
Функцiя однiєї змiнної. Для функцiї однiєї змiнної ви-

гляду y = f(x) абсолютну похибку можна обчислити за фор-
мулою

∆(x∗) =
∆(y∗)

|f ′(x∗)|
6

ε

|f ′(x∗)|
. (13)

Функцiя багатьох змiнних. Для функцiї декiлькох
змiнних y = f(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) для розв’язання оберненої задачi

iснує такi пiдходи.
1) Принцип рiвних впливiв. В основi цього пiдходу ле-

жить припущення про рiвнiсть доданкiв
∣∣∣∣ ∂f∂xi

∣∣∣∣∆(x∗i ), i = 1, n

мiж собою. Тодi абсолютнi похибки аргументiв можна визна-
чити за формулою:

∆(x∗i ) =
∆(y∗)

n

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣ , де i = 1, n. (14)
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2) Рiвнi абсолютнi похибки. Якщо вважати абсолю-
тнi похибки аргументiв рiвними, то їх можна знайти таким
чином:

∆(x∗1) = ∆(x∗2) = ... = ∆(x∗n) =
∆(y∗)∣∣∣∣ ∂f∂x1

∣∣∣∣+ ... +

∣∣∣∣ ∂f∂xn

∣∣∣∣ . (15)

Приклад. Знайти абсолютнi та вiдноснi похибки аргу-
ментiв, якi дають змогу обчислити з 4 правильними значу-

щими цифрами значення функцiї f(x1, x2, x3) =
x1 + x2

2

x3
, де

x∗1 = 2, 10415, x∗2 = 1, 93521, x∗3 = 0, 84542.
Розв’язок. Оскiльки задається точнiсть функцiї, а необхiдно
знайти точнiсть аргументiв, то це обернена задача. В задачi
три аргументи – функцiя багатьох змiнних, припустимо, що
дiє принцип рiвних впливiв i скористаємось формулою (14).

Функцiя задається 4 правильними цифрами, знайдемо її
наближене значення, щоб знайти кiлькiсть правильних цифр
в числi пiсля коми.

f(x∗1, x
∗
2, x
∗
3) =

x∗1 + (x∗2)2

x∗3
=

2, 10415 + 1, 935212

0, 84542
≈ 6, 9187.

В числi три правильнi цифри пiсля коми, тому за означенням
∆(f∗) 6 0, 5× 10−3.

∆(x∗1) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣ 1

x∗3

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 1

0, 84542

≈ 1, 409× 10−4;

δ(x∗1) =
∆(x∗1)

|x∗1|
· 100% =

1, 409 · 10−4

2, 10415
· 100% ≈ 0, 0067%;

∆(x∗2) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣2x∗2x∗3

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 2 · 1, 93521

0, 84542

≈ 3, 641× 10−5;

δ(x∗2) =
∆(x∗2)

|x∗2|
· 100% =

3, 641 · 10−5

1, 93521
· 100% ≈ 0, 0019%;
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∆(x∗3) =
∆(f∗)

3

∣∣∣∣−x1 + x2
2

(x∗3)2

∣∣∣∣ =
0, 5 · 10−3

3 · 2, 10415 + 1, 935212

0, 845422

≈ 2, 037 · 10−5;

δ(x∗3) =
∆(x∗3)

|x∗3|
· 100% =

2, 037 · 10−5

0, 84542
· 100% ≈ 0, 0024%.

Приклад. Якою кiлькiстю правильних значущих цифр не-
обхiдно задати аргументи, щоб обчислити з 3 правильними

значущими цифрами значення функцiї f(x, y, z) =
x2

y
+3z, де

x∗ = 2, 37208, y∗ = 4, 02301, z∗ = 1, 56172?
Розв’язок. Оскiльки задається точнiсть функцiї, а необхiдно
знайти точнiсть аргументiв, то це обернена задача. В задачi
три аргументи – функцiя багатьох змiнних. Оскiльки значен-
ня аргументiв одного порядку, скористаємось формулою (15),
її точностi буде достатньо для визначення правильних цифр.

Функцiя задається 3 правильними цифрами, знайдемо її
наближене значення, щоб знайти кiлькiсть правильних цифр
в числi пiсля коми.

f(x, y, z) =
x2

y
+ 3z =

2, 372082

4.02301
+ 3 · 1.56172 ≈ 6.084.

В числi двi правильнi цифри пiсля коми, тому за означенням
∆(f∗) 6 0, 5× 10−2.

∆(x∗) = ∆(y∗) = ∆(z∗) =
∆(f∗)∣∣∣∣2x∗y∗

∣∣∣∣+

∣∣∣∣−(x∗)2

(y∗)2

∣∣∣∣+ 3

=

=
0, 5 · 10−2

2 · 2, 37208

4, 02301
+

2, 372082

4, 023012
+ 3

≈ 0, 11× 10−2;

Визначимо правильнi цифри аргументiв:
0, 11× 10−2 6 0, 5× 10−2 ⇒ двi цифри пiсля коми правильнi.

Отже, аргументи необхiдно задати 3 правильними значу-
щими цифрами (2 правильними цифрами пiсля коми).
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Розв’язання задач

Процес розв’язання задач з теорiї похибки умовно можна
подiлити на етапи:
I) побудова математичної моделi (перехiд вiд опису постанов-
ки задачi до математичних символiв);
II) визначення типу задачi (пряма чи обернена)

– якщо задача пряма:
1) за можливiстю використовуються найпростiшi формули

похибок основних математичних операцiй (9)–(12);
2) якщо в задачi функцiя мiстить рiзнi типи операцiй, то

найчастiше використання формул (9)–(12) є недоцiльним, от-
же використовують формули (4)-(5);

– якщо задача обернена, то необхiдно визначити кiлькiсть
змiнних:

1) якщо змiнна одна, то використовується формула (13);
2) якщо змiнних двi i бiльше, то необхiдно обрати пiдхiд

до розв’язання задачi (принцип рiвних впливiв або рiвнiсть
абсолютних похибок):

а) за можливiстю використовуються найпростiшi форму-
ли похибок основних математичних операцiй (9)-(8);

б) якщо формули (9)-(8) використати неможливо, то за-
стосовують формули (14) або (15) в залежностi вiд обраного
принципу;
III) формулювання результатiв вiдповiдно до початкової по-
становки задачi.

Приклад. Сторона квадрата дорiвнює 2 м. З якою точнi-
стю потрiбно її вимiряти, щоб похибка обчислення площi ква-
драта не перевищує 1 см2?
Розв’язок. Введемо позначення: a – сторона квадрата, S – йо-
го площа, S = a2, a = 2 м = 200 см, ∆(S∗) = 1 см2. Оскiль-
ки задається точнiсть функцiї, а необхiдно знайти точнiсть
аргументiв, то задача обернена. Оскiльки аргумент один, то
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використаємо формулу (13).

∆(a∗) =
∆(S∗)

|2 · a∗|
=

1

2 · 200
= 2, 5× 10−3;

δ(a∗) =
∆(a∗)

|a∗|
· 100% =

2, 5 · 10−3

200
· 100% = 0, 00125%

Отже, абсолютна похибка дорiвнює 2, 5 × 10−3, а вiдносна
– 0, 00125%.

Приклад. Висота i радiус основи цилiндра вимiряно з то-
чнiстю 0, 5%. Чому дорiвнює вiдносна похибка в разi обчисле-
ння об’єму цилiндра, якщо π∗ = 3, 14?
Розв’язок. Введемо позначення: h – висота цилiндра, r – ра-
дiус основи, V – його площа, V = πhr2, δ(h∗) = δ(r∗) = 0, 5%.
Оскiльки задається точнiсть аргументiв, а необхiдно знайти
точнiсть функцiї, то задача пряма. Оскiльки необхiдно зна-
йти лише вiдносну похибку, а в функцiї операцiя множення,
то зручно використати формулу (11), для цього знайдемо вiд-
носну похибку числа π:

δ(π∗) =

∣∣∣∣π− π∗π∗

∣∣∣∣ =
3, 14159− 3, 14

3, 14
· 100% = 0, 05%;

δ(V ∗) = δ(π∗) +δ(h∗) + 2δ(r∗) = 0, 05 + 0, 05 + 2 ·0, 05 = 1, 55%.

Отже, вiдносна похибка об’єму – 1, 55%.
Приклад. Нехай числа заданi 10 правильними значущими

цифрами:
√

2, 01 ≈ 1, 417744688 та
√

2 ≈ 1, 414213562. Скiльки
правильних значущих цифр має число

√
2, 01−

√
2?

Розв’язок. Для зручностi введемо позначення x1 =
√

2, 01,
x∗1 = 1, 417744688, x2 =

√
2, x∗2 = 1, 414213562, x =

√
2, 01−

√
2.

Оскiльки задаються значення аргументiв, а необхiдно оцiнити
функцiю, то задача пряма.

Для визначення правильних цифр в числi x∗ за означенням
необхiдно мати його абсолютну похибку та саме число:
x∗ = x∗1 − x∗2 = 1, 417744688− 1, 414213562 = 0, 003531126.

Знайдемо абсолютнi похибки x∗1 та x∗2 з умови, що вони
задаються 10 правильними цифрами:
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∆(x∗1) 6 0, 5× 10−9; ∆(x∗2) 6 0, 5× 10−9,

тодi використавши абсолютнi похибки аргументiв за форму-
лою (10) знайдемо абсолютну формулу функцiї:

∆(x∗) 6 ∆(x∗1) + ∆(x∗2) = 10−9.

Визначимо правильнi цифри числа x∗ = 0, 003531126:
«6»: 10−9 > 0, 5× 10−9 ⇒ цифра «6» – сумнiвна;
«2»: 10−9 6 0, 5× 10−8 ⇒ цифра «2» – правильна.

Всi подальшi цифри також будуть правильними (якi стоять
лiворуч вiд правильної цифри).

Отже, цифра «3»,«5»,«3»,«1»,«1»,«2» – правильнi.
Приклад. З якою кiлькiстю правильних цифр потрiбно

взяти вiльний член квадратного рiвняння x2 − 2x + lg 2 = 0,
щоб отримати коренi рiвняння з 4 правильними значущими
цифрами?
Розв’язок. Введемо позначення: z = lg 2 ≈ 0, 301029996 – вiль-
ний член квадратного рiвняння, x = 1 +

√
1− lg 2 ≈ 1, 836 –

один з коренiв рiвняння, який будемо розглядати (для iншого
розв’язок будується аналогiчно). Оскiльки задається точнiсть
кореня (функцiї x), а необхiдно оцiнити точнiсть lg 2 (аргумен-
та z), то задача обернена з одною змiнною. Тому застосуємо
формулу (13), для якої за означенням правильної цифри зна-
йдемо абсолютну похибку функцiї: ∆(x∗) 6 0, 5×10−3 (корiнь
задається 4 правильними цифрами, 3 з них пiсля коми).

∆(z∗) = ∆(x∗)÷ 1

2
√

1− z∗
= 0, 5·10−3 ·2·

√
1− 0, 3 ≈ 0, 8×10−3.

Абсолютну похибку знайшли з низькою точнiстю, оскiль-
ки в задачi вона потрiбна для знаходження правильних цифр
числа lg 2 ≈ 0, 301029996:
«1»: 0, 8× 10−3 > 0, 5× 10−3 ⇒ цифра «1» – сумнiвна;
«0»: 0, 8 × 10−3 6 0, 5 × 10−2 ⇒ цифра «0» – правильна i всi
значущi злiва.

Отже, для обчислення першого кореня з 4 значущими ци-
фрами, необхiдно взяти lg 2 з 2 правильними цифрами пiсля
коми.
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Задачi для самостiйного розв’язання

1. Нехай x∗ = 17, 124, ∆(x∗) = 0, 04. Скiльки правильних
значущих цифр має число x∗?

2. Нехай x∗ = 3, 153276, ∆(x∗) = 0, 6 × 10−3. Скiльки пра-
вильних значущих цифр має число x∗?

3. Нехай x∗ = 0, 027045, ∆(x∗) = 0, 008. Скiльки правиль-
них значущих цифр має число x∗?

4. Нехай x∗ = 0, 368125, ∆(x∗) = 0, 021. Скiльки правиль-
них значущих цифр має число x∗?

5. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до трьох значущих цифр числа -0,1725.

6. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до двох значущих цифр числа 1,2485.

7. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до чотирьох значущих цифр числа 73,568.

8. Знайти абсолютну та вiдносну похибки пiсля заокругле-
ння до чотирьох значущих цифр числа 2031,51.

9. Визначити правильнi значущi цифри числа 37,153, якщо
його вiдносна похибка 10%.

10. Визначити правильнi значущi цифри в числi 2,9372,
якщо його вiдносна похибка 0,1%.

11. Визначити правильнi значущi цифри в числi 28710,
якщо його вiдносна похибка 1%.

12. Визначити правильнi значущi цифри в числi 826,3,
якщо його вiдносна похибка 0,05%.

13. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр необхi-
дно взяти число e (основа натурального логарифму), щоб по-
хибка не перевищувала 0, 05%?

14. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр необхi-
дно взяти унiверсальну газову сталу R, щоб похибка не пере-
вищувала 0, 1%?

15. Якою буде похибка, якщо число g (прискорення вiль-
ного падiння) наблизити числом 9,81?

16. Якою буде похибка, якщо швидкiсть свiтла c наблизити
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числом 3× 108?
17. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 6/7 = 0, 857 або√

4, 8 = 2, 19.
18. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 17/19 = 0, 895 або√

52 = 7, 21.
19. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 49/13 = 3, 77 або√

14 = 3, 74.
20. Визначити, яка рiвнiсть точнiша: 2/9 = 0, 22 або√

0, 05 = 0, 22.
21. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї

f(x, y, z) =
x + y2

z
, якщо x = 3, 15, y = 0, 831, z = 1, 123 i всi

значущi цифри вхiдних даних є правильними.
22. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї

f(x, y, z) =

√
x + y

z2
, якщо x = 4±0, 1, y = 3±0, 05, z = 1±0, 08.

23. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї
f(x, y) = lnx + y2, якщо x = 0, 925, y = 1, 123 i вiдомо, що
аргументи мають двi правильнi цифри.

24. Знайти похибки при наближеному обчисленнi функцiї
f(x, y, z) = ln

xy

z
, якщо x = 2, 34 ± 0, 02, y = 1, 25 ± 0, 02,

z = 3, 05± 0, 02.
25. При знаходженнi найменшого кореня квадратного рiв-

няння x2 − 140x + 1 = 0 можна використати одну з формул:

x = 70−
√

4899 або x =
1

70 +
√

4899
. Яка з формул дає бiльш

точний результат i на скiльки, якщо при обчисленнi викори-
стовувати 4 значущi цифри пiсля коми?

26. З якою кiлькiстю правильних значущих цифр потрi-
бно взяти

√
3, 02 та

√
3, щоб обчислити

√
3, 02 −

√
3 з трьома

правильними значущими цифрами?
27. У п’ятизначних логарифмiчних таблицях наведено зна-

чення логарифмiв iз точнiстю до ε = 0, 5× 10−6. Оцiнити мо-
жливу похибку в разi визначення числа за його логарифмом,
якщо саме число лежить у межах мiж 300 та 400.

28. Вiдомо, що гiперболiчний синус та гiперболiчний ко-
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синус числа 3 можна записати: ch 3 =
e3 + e−3

2
≈ 10, 067,

sh 3 =
e3 − e−3

2
≈ 10, 018, де всi цифри правильнi. Оцiнити

похибки при визначеннi e−3 через гiперболiчнi синус та коси-

нус: e−3 =
1

ch 3 + sh 3
.

29. Знайти абсолютну похибку визначення кута 60◦ за п’я-
тизначними таблицями синусiв (в таблицях наведенi синуси з
5 правильними значущими цифрами).

30. З якою точнiстю необхiдно обчислити sin
π

8
, щоб вiдно-

сна похибка обчислення коренiв рiвняння x2 − 2x + sin
π

8
= 0

не перевищувала 10−3?
31. Коренi рiвняння x2 − 2 tg 2 · x + e = 0 необхiдно обчи-

слити з трьома правильними цифрами. Скiльки правильних
значущих цифр треба взяти для tg 2 i e?

32. Яка вiдносна похибка обчислення площi сектора кола
радiусом R = 21, 53 ± 0, 005 см, кута α = 137◦(25 ± 1)′, якщо
число π взято з чотирма правильними знаками? Обчислити
цю площу.

33. Катет прямокутного трикутника дорiвнює a = 21, 12±
0, 01 см, а його гiпотенуза c = 37, 51 ± 0, 01 см. Обчислити
синус кута, протилежного до катета a та оцiнити похибки ре-
зультату.

34. Чому дорiвнює вiдносна похибка в разi обчислення об’-
єму правильної чотирикутної пiрамiди, якщо висота пiрамiди
вимiряна з точнiстю 0, 5%, а сторона основи дорiвнює 25 см ±
1 см?

35. З якою вiдносною похибкою необхiдно вимiряти сторо-
ни паралелограма, який лежить в основi пiрамiди, та висоту
пiрамiди, щоб похибка обчислення об’єму пiрамiди не переви-
щувала 5%, якщо похибка значення синуса кута мiж сторона-
ми паралелограма не перевищує 0, 5%?
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2. Iтерацiйнi методи розв’язання нелiнiй-
них рiвнянь

Постановка задачi

Нехай f(x) ∈ C[a, b]. Розглянемо задачу наближеного зна-
ходження коренiв нелiнiйного рiвняння

f(x) = 0

з точнiстю ε за допомогою iтерацiйних методiв.
Загальнi етапи знаходження наближених коренiв нелiнiй-

ного рiвняння:
1) дослiдження кiлькостi коренiв,
2) вiдокремлення коренiв,
3) наближене обчислення кореня.
Для розв’язання задач 1) та 2) найчастiше використовують

графiчний метод чи побудову таблиць значень функцiї f(x) та
використовують такi твердження:

1. Якщо на кiнцях деякого вiдрiзку [a, b] неперервна фун-
кцiя f(x) приймає значення рiзних знакiв f(a)f(b) < 0, то
на цьому вiдрiзку рiвняння має хоча б один корiнь. Якщо
при цьому f(x) має неперервну першу похiдну, що не змiнює
знак,то корiнь єдиний.

2. Нехай f(x) - аналiтична функцiя на [a, b]. Якщо
f(a)f(b) < 0, то мiж a та b непарна кiлькiсть коренiв. Якщо
ж f(a)f(b) > 0 то мiж a та b чи немає коренiв, чи їх парна
кiлькiсть (враховуючи кратнiсть).

Будемо позначати x∗ – точне значення кореня, x∗ ∈ [a; b], xk
– наближене значення кореня на k-й iтерацiї, x0 – початкове
наближення iтерацiйного процесу.

Якщо |xn−x∗| 6 α|xn−1−x∗|p, де 0 < α < 1, то p – порядок
швидкостi збiжностi iтерацiйного методу.

Апрiорна та апостерiорна оцiнка кiлькостi крокiв iте-
рацiйного процесу – кiлькiсть крокiв, яку необхiдно виконати
для наближеного знаходження кореня рiвняння iз точнiстю ε.
Апрiорна оцiнка є теоретичною, її можна обчислити до поча-
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тку iтерацiйного процесу, апостерiорна оцiнка – практична – її
можна знайти пiсля припинення iтерацiйного процесу. Якщо
умова припинення виконалася для xn, то апостерiорна оцiнка
кiлькостi iтерацiй дорiвнює n. Апрiорна оцiнка може спiвпа-
дати з апостерiорною або бути бiльшою за неї.

Метод дiлення навпiл (дихотомiя)

Метод можна використовувати, якщо f(x) ∈ C[a;b] та
f(a) · f(b) < 0.

Покладемо a0 = a, b0 = b, тодi початкове наближення

x0 =
a0 + b0

2
, а iтерацiйний процес:

an =

{
xn−1, якщо sgn f(an−1) = sgn f(xn−1),
an−1, якщо sgn f(an−1) 6= sgn f(xn−1);

bn =

{
xn−1, якщо sgn f(bn−1) = sgn f(xn−1),
bn−1, якщо sgn f(bn−1) 6= sgn f(xn−1);

xn =
an + bn

2
Умова припинення iтерацiйного процесу: |xn − xn−1| 6 ε
Швидкiсть збiжностi iтерацiйного процесу методу дихото-

мiї є лiнiйною: |xn − x∗| 6 b− a

2n+1
, звiдси можна вивести апрi-

орну оцiнку кiлькостi крокiв:

n >

[
log2

b− a

ε

]
.

Геометрична iнтерпретацiя:

x

f(x)

a0

a1 x1

x∗ x0

b1

b0
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Приклад. Знайти розв’язок рiвняння x + sinx − 1 = 0
методом дихотомiї з точнiстю ε = 0, 1. Знайти апрiорну та
апостерiорну оцiнки кiлькостi крокiв.
Розв’язок. Перший етап. Рiвняння має єдиний дiйсний корiнь.

x

f(x)

−1 1 2 3 4

−1

1

2

Другий етап. Вiдокремлення коренiв: знайдемо промiжок,
який мiстить єдиний корiнь.
f(0) = 0 + sin 0− 1 = −1

f(
π

2
) =

π

2
+ sin

π

2
− 1 =

π

2

 f(0) · f(
π

2
) < 0⇒ x∗ ∈ [0;

π

2
].

Третiй етап. Для того щоб почати iтерацiйний процес ме-
тодом дихотомiї, знайдемо початкове наближення. Покладемо

a0 = a = 0; b0 = b =
π

2
, тодi x0 =

a0 + b0

2
=

0 + π/2

2
=
π

4
.

Iтерацiя 1.
Звузимо промiжок вдвiчi. Для цього розглянемо промiжки

[0;π/4] та [π/4;π/2], будемо працювати iз промiжком, на яко-
му вiдбувається змiна знакiв, оскiльки саме вiн буде мiстити
шуканий корiнь.

f(0) = −1; f(
π

2
) ≈ 1, 5708; f(

π

4
) ≈ 0, 4925; f(0) · f(

π

4
) < 0 ⇒

a1 = a0 = 0; b1 = x0 =
π

4
; x1 =

a1 + b1

2
=
π

8
.

Будемо розглядати промiжок [0;π/4], але спочатку перевi-
римо умову припинення iтерацiйного процесу:

|x1 − x0| = |
π

8
− π

4
| ≈ 0, 4 > ε.

Умова не виконується, тому необхiдно знов звузити промi-
жок вдвiчi.
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Iтерацiя 2.

f(0) = −1; f(
π

4
) ≈ 0, 4925; f(

π

8
) ≈ −0, 2246; f(

π

4
) · f(

π

8
) < 0⇒

a2 = x1 =
π

8
; b2 = b1 =

π

4
; x2 =

a2 + b2

2
=
π/8 + π/4

2
=

3π

16
.

|x2 − x1| = |
3π

16
− π

8
| ≈ 0, 2 > ε.

Iтерацiя 3.

f(
π

8
) = −0, 2246; f(

π

4
) ≈ 0, 4925; f(

3π

16
) ≈ 0, 1446;

f(
π

8
) · f(

3π

16
) < 0 ⇒ a3 = a2 =

π

8
; b3 = x2 =

3π

16
;

x3 =
a3 + b3

2
=
π/8 + 3π/16

2
=

5π

32
.

|x3 − x2| = |
5π

32
− 3π

16
| ≈ 0, 1 6 ε.

Умова припинення виконалась, отже, знайшли корiнь рiв-
няння з точнiстю 0, 1: x∗ ≈ x3 ≈ 5π/32 ≈ 0, 4909.

Оскiльки корiнь знайдено на третiй iтерацiї, то апостерiор-
на оцiнка кiлькостi крокiв дорiвнює 3.

Для знаходження апрiорної оцiнки кiлькостi крокiв скори-
стаємося формулою:

n >

[
log2

b− a

ε

]
=

[
log2

π/2− 0

0, 1

]
= [3, 9734] = 3.

Метод простої iтерацiї

Метод простої iтерацiї грунтується на зведеннi нелiнiйного
рiвняння до вигляду

x = ϕ(x),

де ϕ(x) = x + Ψ(x)f(x), Ψ(x) – знакостала неперервна фун-
кцiя.

Початкове наближення обирається довiльне з промiжку:
x0 ∈ [a; b], iтерацiйний процес має вигляд:

xn+1 = ϕ(xn). (16)
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Достатня умова збiжностi. Нехай для ∀x0 : x0 ∈ S,
де S = {x : |x− x0| 6 δ}, ϕ(x) задовольняє умовам:
1) max

x∈S
|ϕ′(x)| 6 q < 1;

2)|ϕ(x0)− x0| 6 (1− q)δ;

тодi iтерацiйний процес (16) збiгається ∃x∗ : lim
n→∞

xn = x∗, при
чому швидкiсть збiжностi лiнiйна:

|xn − x∗| 6 qn

1− q
|ϕ(x0)− x0|. (17)

Зауваження. Замiсть умови 1) max
x∈S
|ϕ′(x)| 6 q < 1 можна

використати умову Лiпшиця: |ϕ(x)−ϕ(y)| 6 q|x−y|, x, y ∈ S.
З формули швидкостi збiжностi (17) можна вивести апрi-

орну оцiнку кiлькостi крокiв:

n >

 ln
|ϕ(x0)− x0|

(1− q)ε

ln(1/q)

+ 1.

Умова припинення залежить вiд q:

|xn − xn−1| 6
1− q

q
ε, якщо q <

1

2
;

|xn − xn−1| 6 ε, в iнших випадках.
Геометрична iнтерпретацiя:

−1 < ϕ′(x) < 0

x

f(x) y = x

y = ϕ(x)

a x∗ x0bx1 x2
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0 < ϕ′(x) < 1

x

f(x)
y = x

y = ϕ(x)

a x∗
bx0x1x2

Приклад. Знайти розв’язок рiвняння x3 − x − 1 = 0 ме-
тодом простої iтерацiї з точнiстю ε = 0, 1 Знайти апрiорну та
апостерiорну оцiнки кiлькостi крокiв.
Розв’язок. Перший етап. Рiвняння має єдиний дiйсний корiнь:

x

f(x)

−1 1 2

−1

1

2

Другий етап. Вiдокремлення коренiв: знайдемо промiжок,
який мiстить єдиний корiнь.
f(1) = 13 − 1− 1 = −1
f(2) = 23 − 2− 1 = 5

}
f(1) · f(2) < 0⇒ x∗ ∈ [1; 2].

Третiй етап. Переходимо до побудови iтерацiйного процесу.
Зведемо нелiнiйне рiвняння до вигляду x = ϕ(x):
x3 − x− 1 = 0 ⇒ x = x3 − 1 ⇒ ϕ(x) = x3 − 1.

Оберемо початкове наближення: x0 = 1, 5.
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x ∈ [1; 2]
|x− 1, 5| 6 δ

}
⇒ δ = 0, 5.

Перевiримо достатнi умови збiжностi:
1) max

x∈[a;b]
|ϕ′(x)| = max

x∈[1;2]
|3x2| > 1 ⇒ не виконуються

Для обраної функцiї ϕ(x) достатнi умови збiжностi не ви-
конуються, оберемо нову функцiю ϕ(x):

x3 − x− 1 = 0 ⇒ x =

√
1

x
+ 1 ⇒ ϕ(x) =

√
1

x
+ 1.

Перевiримо достатнi умови збiжностi для нової функцiї
ϕ(x):

1) max
x∈[a;b]

|ϕ′(x)| = max
x∈[1;2]

∣∣∣∣− 1

2
√
x3 + x4

∣∣∣∣ =
1

2
√

2
≈ 0, 354 < 1;

2) |
√
ϕ(x0)− x0| =

∣∣∣∣√ 1

1, 5
+ 1− 1, 5

∣∣∣∣ = | − 0, 209|;

(1− q)δ = (1− 1

2
√

2
)0, 5 = 0, 323.

Оскiльки q < 1 та 0, 209 < 0, 323, значить є збiжнiсть. Пе-
реходимо до iтерацiйного процесу.

Iтерацiя 1.
x0 = 1, 5;

x1 = ϕ(x0) =

√
1

x0
+ 1 =

√
1

1, 5
+ 1 ≈ 1, 291.

Перевiримо умову припинення. Оскiльки q < 1/2, то вико-

ристаємо умову: |xn − xn−1| 6
1− q

q
ε.

1− q

q
ε =

(
1− 1

2
√

2

)
· 0, 1÷ 1

2
√

2
≈ 0, 183;

|x1−x0| = |1, 291−1, 5| ≈ 0, 209 > 0, 183, умова не виконалася.
Iтерацiя 2.

x2 = ϕ(x1) =

√
1

x1
+ 1 =

√
1

1, 291
+ 1 ≈ 1, 332;

|x2 − x1| = |1, 332− 1, 291| ≈ 0, 041 < 0, 183;
Умова припинення виконалась, отже, знайшли корiнь рiв-

няння з точнiстю 0, 1: x∗ ≈ x2 ≈ 1, 332.
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Оскiльки корiнь знайдено на другiй iтерацiї, то апостерi-
орна оцiнка кiлькостi крокiв дорiвнює 2.

Для знаходження апрiорної оцiнки кiлькостi крокiв скори-
стаємося формулою:

n >

 ln
|ϕ(x0)− x0|

(1− q)ε

ln(1/q)

+ 1 =

 ln
|1, 291− 1, 5|

(1− 0, 354)0, 1

ln(1/0, 353)

+ 1 =

= [1, 128] + 1 = 2.

Метод релаксацiї

Якщо в методi простої iтерацiї Ψ(x) ≡ τ ≡ const, то отри-
маємо метод релаксацiї.

Початкове наближення обирається довiльне з промiжку:
x0 ∈ [a; b], iтерацiйний процес:

xn+1 = xn ± τf(xn), (18)
де «+», якщо f ′(x) < 0; «–», якщо f ′(x) > 0.

Достатня умова збiжностi . Якщо в iтерацiйному
процесi (18) параметр τ ∈ (0; 2/M1), де 0 < m1 < |f ′(x)| < M1,
M1 = max

x∈[a;b]
|f ′(x)|, m1 = min

x∈[a;b]
|f ′(x)|, то iтерацiйний процес

(18) збiгається, при цьому швидкiсть збiжностi лiнiйна.
Оптимальний параметр. Якщо обрати τo = 2/(M1 +

m1), то кiлькiсть iтерацiй буде мiнiмальною, швидкiсть збi-
жностi залишається лiнiйною: |xn − x∗| 6 qn0 |x0 − x∗|, де

qo =
M1 −m1

M1 + m1
.

Для оптимального параметру τo апрiорна оцiнка кiлькостi
крокiв:

no >

[
ln(|x0 − x∗|/ε)

ln(1/qo)

]
+ 1.

Умова припинення iтерацiйного процесу: |xn − xn−1| 6 ε.
Приклад. Знайти найменший за модулем вiд’ємний корiнь

рiвняння x3 + 3x2 − 1 = 0 методом релаксацiї з точнiстю ε =
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0, 1. Знайти апрiорну та апостерiорну оцiнки кiлькостi крокiв.
Перший етап. Рiвняння має три дiйсних кореня:

x

f(x)

−3 −2 −1 1

−1

1

2

3

Другий етап. Вiдокремлення коренiв: знайдемо промiжок,
який мiстить найменший за модулем вiд’ємний корiнь рiвня-
ння.
f(−1) = (−1)3 + 3(−1)2 − 1 = 1
f(0) = 03 + 3 · 02 − 1 = −1

}
x∗ ∈ [−1; 0].

Третiй етап. Переходимо до побудови iтерацiйного процесу
методу релаксацiї, для чого знайдемо m1, M1.
f(x) = x3 + 3x2 − 1; f ′(x) = 3x2 + 6x; m1 = min

x∈[−1;0]
|3x2 +

6x| = 0 – не задовольняє умовi 0 < m1 < |f ′(x)| < M1, тому
повернемося до другого етапу i звузимо промiжок.

Другий етап.
f(−1) = (−1)3 + 3(−1)2 − 1 = 1
f(−0, 5) = (−0, 5)3 + 3(−0, 5)2 − 1 ≈ −0, 1

}
x∗ ∈ [−1;−0, 5].

Третiй етап.
m1 = min

x∈[−1;−0,5]
|3x2+6x| = 2, 25; M1 = max

x∈[−1;−0,5]
|3x2+6x| = 3;

τo =
2

M1 + m1
=

2

3 + 2, 25
≈ 0, 381.

Оскiльки f ′(x) < 0, то в iтерацiйному процесi беремо знак
«+»: xn+1 = xn + τf(xn).

Оберемо початкове наближення: x0 = −0, 5.
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Iтерацiя 1.
x1 = x0 + τf(x0) = −0, 5 + 0, 381

(
(−0, 5)3 + 3(−0, 5)2 − 1

)
≈

≈ −0, 643.
Перевiримо умову припинення:

|x1 − x0| ≈ | − 0, 643 + 0, 5| = 0, 143 > ε. Не виконується.
Iтерацiя 2.

x2 = x1 + τf(x1) = −0, 643 + 0, 381
(

(−0, 643)3 + 3(−0, 643)2−

−1
)
≈ −0, 653.

|x2 − x1| ≈ | − 0, 653 + 0, 643| = 0, 01 6 ε.
Знайшли корiнь на другiй iтерацiї: x∗ ≈ x2 ≈ −0, 653, отже

апостерiорна оцiнка кiлькостi крокiв дорiвнює 2.
Знайдемо апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв:

qo =
M1 −m1

M1 + m1
=

3− 2, 25

3 + 2, 25
≈ 0, 143;

x∗ ∈ [−1;−0, 5]
x0 = −0, 5

}
⇒ |x0 − x∗| = | − 0, 5− x∗| 6 0, 5;

no >

[
ln(|x0 − x∗|/ε)

ln(1/qo)

]
+1 =

[
ln(0, 5/0, 1)

ln(1/0, 143)

]
+1 = [0, 828]+1 = 1.

Метод дотичних (Ньютона)

Iтерацiйний процес методу має вигляд:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. (19)

Достатня умова збiжностi. Якщо функцiя f(x) ∈
C2
S , де S = {x : |x− x∗| 6 δ}; f(a)f(b) < 0; f ′′(x) – знакостала

на S; f ′(x) 6= 0, x ∈ S; x0 ∈ S та якщо виконуються умови:

1)f(x0)f ′′(x0) > 0, 2)q =
M2|x0 − x∗|

2m1
< 1,

де M2 = max
x∈S
|f ′′(x)|, m1 = min

x∈S
|f ′(x)|, то iтерацiйний процес

(19) збiгається ∃x∗ : lim
n→∞

xn = x∗, при чому швидкiсть збi-

жностi квадратична: |xn − x∗| 6 q2n−1|x0 − x∗|.
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Апрiорна оцiнка кiлькостi крокiв:

n >

[
log2

(
ln(|x0 − x∗|/ε)

ln(1/q)
+ 1

)]
+ 1.

Умова припинення iтерацiйного процесу: |xn+1 − xn| 6 ε.
Геометрична iнтерпретацiя:

x

f(x)

a x∗
bx0x1

Приклад. Знайти найменший додатнiй корiнь рiвняння
x3 + 3x2 − 1 = 0

методом Ньютона з точнiстю ε = 0, 1. Знайти апрiорну та
апостерiорну оцiнки кiлькостi крокiв.
Розв’язок. Перший етап. Рiвняння має три дiйсних кореня:

x

f(x)

−3 −2 −1 1

1

2

Другий етап. Вiдокремлення коренiв: знайдемо промiжок,
який мiстить найменший додатнiй корiнь рiвняння.
f(0) = 03 + 3 · 02 − 1 = −1
f(1) = 13 + 3 · 12 − 1 = 3

}
f(0)f(1) < 0⇒ x∗ ∈ [0; 1].

Третiй етап. Переходимо до побудови iтерацiйного процесу,
але спочатку перевiримо достатнi умови збiжностi:
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f(x) = x3 + 3x2 − 1; f ′(x) = 3x2 + 6x; f ′′(x) = 6x + 6 > 0 на
[0; 1]; f ′(0) = 0 – не задовольняє достатнiй умовi збiжностi,
тому повернемося до другого етапу i звузимо промiжок.

Другий етап.
f(0, 5) = 13 + 3 · 12 − 1 = −0, 125
f(1) = 13 + 3 · 12 − 1 = 3

}
x∗ ∈ [0, 5; 1].

Третiй етап. Достатнi умови збiжностi:
f ′′(x) = 6x + 6 > 0 на [0, 5; 1]; f ′(x) 6= 0 на [0, 5; 1].
Виберемо початкове наближення:
f(0, 5) = 0, 53 + 3 · 0, 52 − 1 = −0, 125
f ′′(0, 5) = 6 · 0, 5 + 6 = 9

}
f(0, 5)f ′′(0, 5) < 0

⇒ не виконується, тому x0 6= 0, 5;
f(1) = 13 + 3 · 12 − 1 = 3
f ′′(1) = 6 · 1 + 6 = 12

}
f(1)f ′′(1) > 0 ⇒ x0 = 1.

Початкове наближення знайдено, продовжимо перевiрку
достатньої умови збiжностi:
m1 = min

x∈[0,5;1]
|3x2 + 6x| = 3, 75; M2 = max

x∈[0,5;1]
|6x + 6| = 12;

x∗ ∈ [0, 5; 1]
x0 = 1

}
⇒ |x0 − x∗| = |1− x∗| 6 0, 5.

q =
M2|x0 − x∗|

2m1
6

12 · 0, 5
2 · 3, 75

≈ 0, 8 < 1

Достатнi умови збiжностi виконуються. Переходимо до iтера-
цiйного процесу.

Iтерацiя 1.
x0 = 1;

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= 1− 13 + 3 · 12 − 1

3 · 12 + 6 · 1
≈ 0, 667;

Перевiримо умову припинення:
|x1 − x0| = |0, 667− 1| ≈ 0, 3 > ε. Не виконується.

Iтерацiя 2.

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
= 0, 667− 0, 6673 + 3 · 0, 6672 − 1

3 · 0, 6672 + 6 · 0, 667
≈ 0, 548;

|x2 − x1| = |0, 548− 0, 667| ≈ 0, 1 6 ε.
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Умова припинення виконалася, знайшли корiнь на другiй
iтерацiї, тому x∗ ≈ x2 ≈ 0, 548, а апостерiорна оцiнка кiлькостi
крокiв дорiвнює 2.

Знайдемо апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв:

n >

log2

 ln
|x0 − x∗|

ε
ln(1/q)

+ 1


+1 >

[
log2

(
ln(0, 5/0, 1)

ln(1/0, 8)
+ 1

)]
+1 = [3, 038] + 1 = 4.

Модифiкований метод Ньютона

Iтерацiйний процес методу має вигляд:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(x0)
. (20)

Порядок швидкостi збiжностi модифiкованого методу нью-
тона є лiнiйним.

Достатня умова збiжностi. Якщо функцiя f(x) ∈
C2

[a;b]; f
′(x), f ′′(x) – знакосталi на [a; b]; f ′(x) 6= 0 на [a; b], то

iтерацiйний процес (20) збiгається ∃x∗ : lim
n→∞

xn = x∗.
Умова припинення iтерацiйного процесу: |xn − xn−1| 6 ε.
Геометрична iнтерпретацiя:

x

f(x)

a x∗
bx0x1
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Метод сiчних

Метод сiчних є ще однiєю модифiкацiєю методу Ньютона.
Iтерацiйний процес методу є двокроковим, оскiльки для зна-
ходження наближеного значення на xn+1 iтерацiї необхiдно
використати вiдомi два попереднi значення xn та xn−1:

xn+1 = xn −
f(xn)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
.

Обираються два початкових значення x0, x1 ∈ [a; b]. Швид-
кiсть збiжностi iтерацiйного процесу методу сiчних є лiнiй-
ною.

Умова припинення iтерацiйного процесу: |xn − xn−1| 6 ε.
Геометрична iнтерпретацiя:

x

f(x)

a bx0x1x2

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Зробити двi iтерацiї методом дихотомiї для знаходження
найбiльшого кореня нелiнiйного рiвняння ex − 2(x − 1)2 = 0.
Записати умову припинення, ε = 0, 001.

2. Зробити двi iтерацiї для знаходження найменшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння e−x + x2 − 2 = 0 методом простої
iтерацiї, ε = 0, 001. Намалювати геометричну iнтерпретацiю
розбiжного процесу простої iтерацiї (сходами).

3. Знайти апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв при знаходжен-
нi найбiльшого кореня нелiнiйного рiвняння x2 lg x − 1 = 0
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методом релаксацiї з точнiстю ε = 0, 001. Записати формулу
iтерацiйного процесу для заданого рiвняння.

4. За яку кiлькiсть крокiв можна знайти найбiльший ко-
рiнь нелiнiйного рiвняння x3 + 6x2 + 9x+ 2 = 0 методом Нью-
тона з точнiстю ε = 0, 001? Намалювати геометричну iнтер-
претацiю збiжностi метода.

5. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого вiд’-
ємного кореня нелiнiйного рiвняння x3 − 4x2 − 4x + 13 = 0
модифiкованим методом Ньютона, ε = 0, 001. Намалювати
геометричну iнтерпретацiю збiжностi метода.

6. За яку кiлькiсть крокiв можна знайти найменший ко-
рiнь нелiнiйного рiвняння shx − 12thx − 0.311 = 0 методом
дихотомiї з точнiстю ε = 0, 001.

7. Знайти апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв при знаходжен-
нi найбiльшого кореня нелiнiйного рiвняння x3 − x − 1 = 0
методом простої iтерацiї з точнiстю ε = 0, 001. Намалювати
геометричну iнтерпретацiю розбiжного процесу простої iтера-
цiї (спiраллю).

8. Зробити двi iтерацiї для знаходження найменшого коре-
ня нелiнiйного рiвняння 3x2−cos2(πx) = 0 методом релаксацiї.
Записати умову припинення, ε = 0, 001.

9. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння x2 + 4 sin(x) = 0 методом Ньютона.
Записати умову припинення, ε = 0, 001.

10. Зробити двi iтерацiї для знаходження найменшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння x3 + 4x − 6 = 0 модифiкованим
методом Ньютона. Записати умову припинення, ε = 0, 001.

11. Зробити двi iтерацiї для знаходження найменшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння (x − 1)3 + 0.5ex = 0 методом ди-
хотомiї, ε = 0, 001. Намалювати геометричну iнтерпретацiю
збiжностi метода.

12. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння x2 + sinx − 12x − 0, 25 = 0 мето-
дом простої iтерацiї. Намалювати геометричну iнтерпретацiю
збiжного процесу простої iтерацiї (сходами). Записати умову
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припинення, ε = 0, 001.
13. За яку кiлькiсть крокiв можна знайти найменший ко-

рiнь нелiнiйного рiвняння x3 − 3x2 − 17x + 22 = 0 методом
релаксацiї з точнiстю ε = 0, 001. Записати формулу iтерацiй-
ного процесу для заданого рiвняння.

14. Знайти апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв при знахо-
дженнi найменшого кореня рiвняння x2 + 5 sinx− 1 = 0 мето-
дом Ньютона з точнiстю ε = 0, 001.

15. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння 3x − cosx − 1 = 0 модифiкованим
методом Ньютона з точнiстю ε = 0, 001. Записати умову при-
пинення iтерацiйного процесу.

16. За яку кiлькiсть крокiв можна знайти найбiльший ко-
рiнь нелiнiйного рiвняння x3 − 3x2 − 17x + 22 = 0 методом
дихотомiї з точнiстю ε = 0, 001.

17. Знайти апрiорну оцiнку кiлькостi крокiв при знахо-
дженнi найменшого кореня рiвняння x2 + 4 sin(x) = 0 мето-
дом простої iтерацiї з точнiстю ε = 0, 001. Намалювати гео-
метричну iнтерпретацiю розбiжного процесу простої iтерацiї
(спiраллю).

18. Зробити двi iтерацiї для знаходження найменшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння x2+4 sin(x) = 0 методом релаксацiї.
Записати умову припинення, ε = 0, 001.

19. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння 3x2− cos2(πx) = 0 методом Ньюто-
на. Записати умову припинення, ε = 0, 001.

20. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння (x−1)3 + 0.5ex = 0 модифiкованим
методом Ньютона. Записати умову припинення, ε = 0, 001.

21. Зробити двi iтерацiї для знаходження найбiльшого ко-
реня нелiнiйного рiвняння x3 + 4x− 6 = 0 методом дихотомiї,
ε = 0, 001. Намалювати геометричну iнтерпретацiю збiжностi
метода.
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3. Прямi i iтерацiйнi методи розв’язання
систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

Постановка задачi

Розглянемо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
Ax = b,

де A – матриця розмiрностi n × n, detA 6= 0, отже розв’язок
системи iснує i вiн єдиний.

Методи розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
подiляються на прямi та iтерацiйнi:
1) прямi методи:

– метод Гаусса з вибором головного елемента,
– метод квадратних коренiв,
– метод прогонки;

2) iтерацiйнi методи:
– метод Якобi,
– метод Зейделя.
Прямi методи застосовують для матриць невеликої розмiр-

ностi n < 102, а iтерацiйнi для розрiджених матриць, чи коли
n > 102. Матрицю назвемо розрiдженою, якщо вона має до-
статньо багато нулiв.

Метод Гаусса з вибором головного елемента

Для зменшення обчислювальної похибки в методi Гаусса
використовують вибiр головного елементу:

1) по стовпцях,
2) по рядках,
3) за всiєю матрицею.
Розглянемо алгоритм на прикладi методу Гаусса з вибором

головного елементу по стовпцях.
Покладемо A0 = A. Ведучим елементом обирається ма-

ксимальний по модулю елемент стовпця, що розглядається:
alk = max

i
|a(k−1)

ik |, i = k, n. Для того щоб ведучий елемент
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зайняв вiдповiдне мiсце, переставляються рядки k та l в ма-
трицi Ak−1 за допомогою матрицi перестановок:

Ãk = PkAk−1,

де Pk – це матриця перестановок, отримана з одиничної ма-
трицi перестановкою k та l рядкiв:

Pk =



1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 1 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 1 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


l

k

Прямий хiд Гаусса в матричнiй формi:
Ak = MkÃk,

де Mk – матриця розмiрностi n× n:

Mk =



1 0 ... 0 0 ... 0
0 1 ... 0 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... mkk 0 ... 0
0 0 ... m(k+1)k 1 ... 0

... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... mnk 0 ... 1


,

mkk =
1

ã
(k)
kk

, mik =
−ã(k)

ik

ã
(k)
kk

, i = k + 1, n.

За допомогою прямого ходу методу Гаусса в матричнiй формi:
MnPn...M2P2M1P1Ax = MnPn...M2P2M1P1b,

зводимо систему до вигляду:
x1 + a

(1)
12 x2 + ... + a

(1)
1n xn = a

(1)
1(n+1);

x2 + ... + a
(2)
2n xn = a

(2)
2(n+1);

..........................................

xn = a
(n)
n(n+1).
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Розв’язок знаходимо за допомогою зворотнього ходу Гаусса:

xn = ann(n+1), xi = a
(i)
i(n+1) −

n∑
j=i+1

a
(i)
ij , i = n− 1, 1.

Складнiсть методу Гаусса: Q(n) = 2
3n

3 + O(n2).
Зауваження. Методом Гаусса з вибором головного можна

знайти визначник:
detA = (−1)p ã

(1)
11 ã

(2)
22 ... a(n)

nn = (−1)p a
(0)
11 a

(1)
22 ... a(n−1)

nn ,

де p – кiлькiсть перестановок.
Зауваження. При реалiзацiї методу Гаусса з вибором го-

ловного по рядках:

akl = max
j
|a(k−1)

kj |, j = k, n; Ãk = Ak−1Pk,

також при перестановцi стовпцiв необхiдно перенумеровувати
змiннi.

Зауваження. При реалiзацiї методу Гаусса з вибором го-
ловного за всiєю матрицею переставляються рядочки i стов-
пчики.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом Гауса з ви-
бором головного по стовпцях. Знайти визначник.

x1 + 2x2 + 3x3 = 1;
2x1 + 5x2 + 5x3 = 2;
3x1 + 5x2 + 6x3 = 3.

Розв’язок. Перейдемо до розширеної матрицi, в якостi веду-
чого елементу оберемо максимальний по модулю у стовпцi:

A0 =

 1 2 3
2 5 5

3 5 6

∣∣∣∣∣∣
1
2
3

 ; P1 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 ;

Ã1 = P1A0 =

3 5 6
2 5 5
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
3
2
1

 ; M1 =

 1/3 0 0
−2/3 1 0
−1/3 0 0

 ;

A1 = M1Ã1 =

1 5/3 2

0 5/3 1

0 1/3 1

∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0

 ;

P2 = E;

Ã2 = P2A1 = A1;
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M2 =

1 0 0
0 3/5 0
0 −1/5 1

 ; A2 = M2Ã2 =

1 5/3 2
0 1 3/5

0 0 4/5

∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0


P3 = E;

Ã3 = P3A2 = A2;

M3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 5/4

 ;

A3 = M3Ã3 =

1 5/3 2
0 1 3/5
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
0
0

 ;
x3 = 0;
x2 = 0− 3/5x3 = 0;
x1 = 1− 5/3x2 − 2x3 = 1.

Система розв’язана, переходимо до знаходження визначника,
тому визначимо кiлькiсть фактичних перестановок. Оскiльки

P1 =

0 0 1
0 1 0
1 0 0

; P2 = E; P3 = E,

то кiлькiсть перестановок p = 1.

Ã1 =

3 5 6
2 5 5
1 2 3

 ; Ã2 =

1 5/3 2
0 5/3 1
0 1/3 1

 ; Ã3 =

1 5/3 2
0 1 3/5
0 0 4/5

 ;

DetA = (−1)p ã
(1)
11 ã

(2)
22 ã

(3)
33 = (−1)1 · 3 · 5/3 · 4/5 = −4.

Отже, розв’язок системи: (1; 0; 0)T , DetA = −4.

Метод квадратного кореня

Метод квадратного кореня Використовується, якщо матри-
ця A — симетрична, т.т. A = AT . Матрицю A подамо у виглядi
A = STDS, де

S =


s11 s12 ... s1n

0 s22 ... s2n

... ... ... ...
0 0 ... snn

 ; D =


±1 0 ... 0
0 ±1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... ±1

 ;

dii = sgn

∣∣∣∣∣aii − i−1∑
p=1

s2
pidpp

∣∣∣∣∣; sii =

√√√√∣∣∣∣∣aii − i−1∑
p=1

s2
pidpp

∣∣∣∣∣, i = 1, n;

37



sij =

aij −
i−1∑
p=1

spidppspj

diisii
, i = 2, n− 1, j = i + 1, n.

Подальше рiшення зводиться до розв’язання двох систем
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з трикутними матрицями, з
першої системи знаходять y:

STDy = b,

а з другої – x:
Sx = y.

Складнiсть методу квадратного кореня: Q(n) = 1
3n

3 + O(n2).
Зауваження. Методом квадратних коренiв можна знайти

визначник:

detA =

n∏
k=1

dkks
2
kk.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом квадратних
коренiв. Знайти визначник.

x1 + 2x2 + 3x3 = 1
2x1 + 5x2 + 5x3 = 2
3x1 + 5x2 + 6x3 = 3

Розв’язок. Перейдемо до матричної форми:

A =

1 2 3
2 5 5
3 5 6

; b =

1
2
3

.

Оскiльки A = AT , можна використовувати метод квадратних
коренiв. Знайдемо матрицi S та D:
d11 = sgn (a11) = sgn (1) = 1;

s11 =
√
|a11| =

√
|1| = 1;

s12 =
a12

d11s11
=

2

1 · 1
= 2;

s13 =
a13

d11s11
=

3

1 · 1
= 3;
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d22 = sgn (a22 − s2
12d11) = sgn (5− 22 · 1) = sgn 1 = 1;

s22 =
√
|a22 − s2

12d11| =
√
|1| = 1;

s23 =
a23 − s12d11s13

d22s22
=

5− 2 · 1 · 3
1 · 1

= −1;

d33 = sgn (a33 − s2
13d11 − s2

23d22) = −1;

s33 =
√
|a33 − s2

13d11 − s2
23d22| =

√
| − 4| = 2.

Всi елементи знайденi, заповнюємо матрицi D та S:

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ; S =

1 2 3
0 1 −1
0 0 2

 .

Переходимо до розв’язання систем:

STD =

1 0 0
2 1 0
3 −1 2

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 ∼
1 0 0

2 1 0
3 −1 −2

 ;

STDy = b;1 0 0
2 1 0
3 −1 −2

y1

y2

y3

 =

1
2
3

 ⇒ y1 = 1;
y2 = 2− 2 · 1 = 0;

y3 = −1

2
(3− 3 · 1 + 0) = 0.

Sx = y1 2 3
0 1 −1
0 0 2

x1

x2

x3

 =

1
0
0

 ⇒ 2x3 = 0 ⇒ x3 = 0;
x2 − x3 = 0 ⇒ x2 = 0;
x1 + 2x2 + 3x3 = 1⇒ x1 = 1.

Розв’язок системи знайдено, знайдемо визначник:

DetA =
3∏

i=1
diis

2
ii = 1 · 1 · (−1) · 12 · 12 · 22 = −4.

Отже, розв’язок системи: (1; 0; 0)T , DetA = −4.

Метод прогонки

Метод прогонки використовується, якщо матриця системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь A є тридiагональною. Цей ме-
тод є частковим випадком методу Гаусса.
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Нехай маємо систему вигляду:
−c0y0 + b0y1 = −f0;
.......................................
aiyi−1 − ciyi + biyi+1 = −fi, i = 1, n− 1;
.......................................

anyn−1 − cnyn = −fn;
Достатня умова стiйкостi. Нехай коефiцiєнти

a0, b0 = 0; c0, cn 6= 0; ai, bi, ci 6= 0; i = 1, n− 1. Якщо вико-
нуються умови:
1) |ci| > |ai|+ |bi|, i = 0, n;
2) ∃ i : |ci| > |ai|+ |bi|,
то метод є стiйким: |αi| 6 1; |zi| > 1, i = 1, n.

Прямий хiд метода Гаусса в методi прогонки вiдповiдає
знаходженню прогонкових коефiцiєнтiв:

α1 =
b0

c0
; β1 =

f0

c0
; αi+1 =

bi
zi

; βi+1 =
fi + aiβi

zi
;

zi = ci − αiai; i = 1, n− 1.

Зворотнiй ход:

yn =
fn + anβn

zn
; yi = αi+1yi+1 + βi+1, i = n− 1, 0.

Складнiсть методу прогонки: Q(n) = 8n− 2.

Зауваження. Методом прогонки можна знайти визначник:
DetA = −c0 · (−z1) · ... · (−zn).

Приклад. Знайти розв’язок системи методом прогонки.
Знайти визначник.

x1 + x2 = 1;
x1 + 3x2 + 2x3 = 1;
x2 + 2x3 = 1.

Розв’язок. Перейдемо до матричної форми:

A =

1 1 0
1 3 2
0 1 2

; b =

1
1
1

.
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Оскiльки матриця A – тридiагональна, можна використо-
вувати метод прогонки. Перевiримо достатнi умови стiйкостi:
|1| > |1|
|3| > |1|+ |2|
|2| > |1|

⇒ метод стiйкий.

Знайдемо прогонковi коефiцiєнти:

α1 =
b0

c0
=

1

−1
= −1;

β1 =
f0

c0
=
−1

−1
= 1;

z1 = c1 − α1a1 = −3− (−1) · 1 = −2;

α2 =
b1

z1
=

2

−2
= −1;

β2 =
f1 + a1β1

z1
=
−1 + 1 · 1
−2

= 0;

z2 = c2 − α2a2 = −2− (−1) · 1 = −1;

y2 =
f2 + a2β2

z2
=
−1 + 1 · 0
−1

= 1;

y1 = α2y2 + β2 = −1 · 1 + 0 = −1;

y0 = α1y1 + β1 = −1 · (−1) + 1 = 2.
Розв’язок системи знайдемо, знайдемо визначник:
DetA = −c0 · (−z1) · (−z2) = 1 · 2 · 1 = 2.

Отже, розв’язок системи: (2;−1; 1)T , DetA = 2.

Метод Якобi

Метод Якобi є iтерацiйним методом для розв’язання СЛАР
Ax = b, т.т. розв’язок знаходимо iз заданою точнiстю ε. Поча-
ткове наближення x0 обираємо довiльним чином. Iтерацiйний
процес має вигляд:

xk+1
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii

xkj −
n∑

j=i+1

aij
aii

xkj +
bi
aii

. (21)
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Достатня умова збiжностi . Якщо ∀i : i = 1, n вико-
нується нерiвнiсть:

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij |,

то iтерацiйний процес методу Якобi (21) збiгається, при чому
швидкiсть збiжностi лiнiйна.

Умова припинення методу: ||xn − xn−1|| 6 ε.
Зауваження. В якостi норми зазвичай обирають неперерв-

ну (кубiчну) норму вектору: ||x||∞ = max
16i6n

|xi|.

Необхiднi i достатнi умови збiжностi . Для ∀x0 iте-
рацiйний процес методу Якобi (21) збiгається тодi i тiльки то-
дi, коли |λ| < 1, де λ – це коренi нелiнiйного рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣

λa11 a12 ... a1n

a21 λa22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... λann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Зауваження. При розв’язаннi системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь перевiряють достатнi умови збiжностi. Якщо в
задачi необхiдно щось довести, знайти область збiжностi, то
використовують необхiднi i достатнi умови збiжностi.

Приклад. Знайти розв’язок системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь методом Якобi з точнiстю 0, 5.

3x1 − x2 + x3 = 1;
−x1 + 2x2 + 0, 5x3 = 1, 75;
x1 + 0, 5x2 + 3x3 = 2, 5.

Розв’язок. Перейдемо в системi лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
до матричної форми: 3 −1 1
−1 2 0, 5
1 0, 5 3

∣∣∣∣∣∣
1

1, 75
2, 5

 .

Перш нiж розпочинати iтерацiйний процес, перевiримо доста-
тню умову збiжностi:
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|3| 6 | − 1|+ |1|
|2| 6 | − 1|+ |0, 5|
|3| 6 |1|+ |0, 5|

 ⇒ метод Якобi збiгається

Побудуємо iтерацiйний процес:

xk+1
1 =

1

3
(xk2 − xk3 + 1);

xk+1
2 =

1

2
(xk1 − 0, 5xk3 + 1, 75);

xk+1
3 =

1

3
(−xk1 − 0, 5xk2 + 2, 5).

Оберемо довiльне початкове наближення: x0 = (0; 0; 0)T .
Iтерацiя 1.

x1
1 = 1/3 · (0− 0 + 1) = 0, 33;

x1
2 = 1/2 · (0− 0, 5 · 0 + 1, 75) = 0, 88;

x1
3 = 1/3 · (−0− 0, 5 · 0 + 2, 5) = 0, 83.

Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0|| = ||(0, 33; 0, 88; 0, 83)T − (0; 0; 0)T ||∞ = 0, 88 > ε.

Iтерацiя 2.
x2

1 = 1/3 · (0, 88− 0, 83 + 1) = 0, 35;
x2

2 = 1/2 · (0, 33− 0, 5 · 0, 83 + 1, 75) = 0, 83;
x2

3 = 1/3 · (−0, 33− 0, 5 · 0, 88 + 2, 5) = 0, 58.
Перевiримо умову припинення:
||x2 − x1|| = ||(0, 02;−0, 05;−0, 25)T ||∞ = 0, 25 6 ε.

Розв’язок системи з точнiстю 0.5: (0, 35; 0, 83; 0, 58)T .
Приклад. Знайти область збiжностi методу Якобi для си-

стеми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь iз матрицеюα β 0
β α β

0 β α

 .

Розв’язок. Застосуємо критерiй збiжностi методу Якобi:
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∣∣∣∣∣∣
λα β 0
β λα β

0 β λα

∣∣∣∣∣∣ = λα(λ2α2 − β2)− β(βλα− 0) = 0;

λ3α3 − λαβ2 − λαβ2 = λα(λ2α2 − 2β2) = 0;

λα 6= 0 ⇒ λ2α2 − 2β2 = 0; λ =

√
2β

α
; |λ| < 1 ⇒∣∣∣∣∣

√
2β

α

∣∣∣∣∣ < 1;
∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1√

2
.

Отже, область збiжностi методу Якобi:
∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1√

2
.

Метод Зейделя

Метод Зейделя є iтерацiйним методом для розв’язання
СЛАР Ax = b, т.т. розв’язок знаходимо iз заданою точнiстю
ε. Початкове наближення x0 обираємо довiльним чином. Iте-
рацiйний процес має вигляд:

xk+1
i = −

i−1∑
j=1

aij
aii

xk+1
j −

n∑
j=i+1

aij
aii

xkj +
bi
aii

. (22)

Достатня умова збiжностi 1 . Якщо ∀i : i = 1, n
виконується нерiвнiсть

|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij |,

то iтерацiйний процес методу Зейделя (22) збiгається, при чо-
му швидкiсть збiжностi лiнiйна.

Достатня умова збiжностi 2 . Якщо A = AT > 0, то
iтерацiйний процес методу Зейделя (22) збiгається, при чому
швидкiсть збiжностi лiнiйна.

Умова припинення: ||xn − xn−1|| 6 ε.
Необхiднi i достатнi умови збiжностi . Для ∀x0 iте-

рацiйний процес методу Зейделя (22) збiгається тодi i тiльки
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тодi, коли |λ| < 1, де λ – це коренi нелiнiйного рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣
λa11 a12 ... a1n

λa21 λa22 ... a2n

... ... ... ...
λan1 λan2 ... λann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом Зейделя з
точнiстю 0, 5. 

3x1 − x2 + x3 = 1;
−x1 + 2x2 + 0, 5x3 = 1, 75;
x1 + 0, 5x2 + 3x3 = 2, 5.

Розв’язок. Перейдемо в системi лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
до матричної форми: 3 −1 1
−1 2 0, 5
1 0, 5 3

∣∣∣∣∣∣
1

1, 75
2, 5

 .

Перевiримо достатню умову збiжностi, наприклад, другу:
A = AT – перша частина виконується;
Det(3) = 3 > 0;∣∣∣∣ 3 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 5 > 0;∣∣∣∣∣∣
3 −1 1
−1 2 0, 5
1 0, 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 11, 25 > 0


⇒ A > 0 ⇒

A = AT > 0, тому метод Зейделя збiгається. Побудуємо iтера-
цiйний процес:

xk+1
1 =

1

3
(xk2 − xk3 + 1);

xk+1
2 =

1

2
(xk+1

1 − 0, 5xk3 + 1, 75);

xk+1
3 =

1

3
(−xk+1

1 − 0, 5xk+1
2 + 2, 5).

Оберемо початкове наближення: x0 = (0; 0; 0)T .
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Iтерацiя 1.
x1

1 = 1/3 · (0− 0 + 1) = 0, 33;
x1

2 = 1/2 · (0, 33− 0, 5 · 0 + 1, 75) = 1, 04;
x1

3 = 1/3 · (−0, 33− 0, 5 · 1, 04 + 2, 5) = 0, 55.
Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0|| = ||(0, 33; 1, 04; 0, 55)T − (0; 0; 0)T ||∞ = 1, 04 > ε.

Iтерацiя 2.
x2

1 = 1/3 · (1, 04− 0, 55 + 1) = 0, 50;
x2

2 = 1/2 · (0, 50− 0, 5 · 0, 55 + 1, 75) = 0, 99;
x2

3 = 1/3 · (−0, 50− 0, 5 · 0, 99 + 2, 5) = 0, 50.
Перевiримо умову припинення:
||x2 − x1|| = ||(0, 02;−0, 05;−0, 25)T ||∞ = 0, 17 6 ε.

Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 5: (0, 50; 0, 99; 0, 50)T .
Приклад. Знайти область збiжностi методу Зейделя для

системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь iз матрицеюα β 0
β α β

0 β α

 .

Розв’язок. Застосуємо критерiй збiжностi методу Зейделя:∣∣∣∣∣∣
λα β 0
λβ λα β

0 λβ λα

∣∣∣∣∣∣ = λα(λ2α2 − λβ2)− β(λ2βα− 0) = 0;

λ3α3 − λ2αβ2 − λ2αβ2 = λ2α(λα2 − 2β2) = 0;

λ2α 6= 0 ⇒ λα2 − 2β2 = 0; λ =
2β2

α2
;

|λ| < 1 ⇒
∣∣∣∣2β2

α2

∣∣∣∣ < 1;
∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1√

2
.

Отже, область збiжностi методу Зейделя:
∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1√

2
.

Метод простої iтерацiї

Iтерацiйний процес має вигляд:
xk+1 = xk − τ(Axk − f). (23)
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Достатня умова збiжностi . Якщо покласти τ 6
2

L
,

де l 6 |λi(A)| 6 L, i = 1, n, λ(A) – власнi значення A, то iтера-
цiйний процес (23) збiгається, при чому швидкiсть збiжностi
є лiнiйною.

Зауваження. Якщо в iтерацiйному процесi (23) покласти

τo =
2

L + l
,

то кiлькiсть iтерацiй буде мiнiмальною.
Зауваження. Щоб уникнути знаходження власних значень

при обчисленнi τ, можна використовувати нерiвнiсть:

||A||∞ > max
i
|λ(A)|, i = 1, n, ||A||∞ = max

i

 n∑
j=1

|aij |

 .

Необхiднi i достатнi умови збiжностi . Для ∀x0 iте-
рацiйний процес методу простої iтерацiї (23) збiгається тодi i
тiльки тодi, коли |λ| < 1, де λ – це коренi нелiнiйного рiвняння:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом простої iте-
рацiї з точнiстю 0, 5

3x1 − x2 + x3 = 1;
−x1 + 2x2 + 0, 5x3 = 1, 75;
x1 + 0, 5x2 + 3x3 = 2, 5.

Розв’язок. Перейдемо до матричної форми: 3 −1 1
−1 2 0, 5
1 0, 5 3

∣∣∣∣∣∣
1

1, 75
2, 5


Побудуємо iтерацiйний процес:
xk+1

1 = xk1 − τ(3xk1 − xk2 + xk3 − 1);

xk+1
2 = xk2 − τ(−xk1 + 2xk2 + 0, 5xk3 − 1, 75);
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xk+1
3 = xk3 − τ(xk1 + 0, 5xk2 + 3xk3 − 2, 5).

Оберемо τ: τ 6
2

L
, де L > |λi(A)|, ||A||∞ > max

i
|λ(A)|, i = 1, 3;

||A||∞ = max
i

(
3∑

j=1
|aij |

)
= 5, тому τ 6

2

||A||∞
=

2

5
= 0, 4.

Оберемо початкове наближення: x0 = (0; 0; 0)T .
Iтерацiя 1.

x1
1 = 0− 0, 4(3 · 0− 0 + 0− 1) = 0, 4;

x1
2 = 0− 0, 4(−0 + 2 · 0 + 0, 5 · 0− 1, 75) = 0, 7;

x1
3 = 0− 0, 4(0 + 0, 5 · 0 + 3 · 0− 2, 5) = 1.

Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0||∞ = ||(0, 4; 0, 7; 1)T ||∞ = 1 > ε.

Iтерацiя 2.
x2

1 = 0, 4− 0, 4(3 · 0, 4− 0, 7 + 1− 1) = 0, 2;
x2

2 = 0, 7− 0, 4(−0, 4 + 2 · 0, 7 + 0, 5 · 1− 1, 75) = 0, 8;
x2

3 = 1− 0, 4(0, 4 + 0, 5 · 0, 7 + 3 · 1− 2, 5) = 0, 5.
Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0||∞ = ||(−0, 2; 0, 1;−0, 5)T ||∞ = 0, 5 6 ε.

Розв’язок системи з точнiстю 0, 5: (0, 2; 0, 8; 0, 5)T .

Число обумовленостi

Число обумовленостi є мiрою невизначеностi системи лiнiй-
них алгебраїних рiвнянь та показує в скiлькi разiв збiльши-
ться похибка вихiдних даних. Число обумовленостi визначає-
ться за формулою:

Cond(A) = ||A|| · ||A−1||.
Властивостi числа обумовленостi:

1) Cond(A) > 1;
2) Cond(AB) 6 Cond(A)Cond(B);
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3) Cond(A) >
|λmax(A)|
|λmin(A)|

;

4) AT = A−1 ⇒ Cond(A) = 1.
Теорема. Нехай A - невироджена n × n матриця, A =

A+∆A, при цьому ‖∆A‖ < 1
‖A−1‖ . Тодi якщо x та x = x+∆x

є розв язками систем Ax = b та Ax = b, b = b + ∆b, то має
мiчце оцiнка

δ(x) =
‖∆x‖
‖x‖

6
cond(A)

1− cond(A)‖∆A‖
‖A‖

(
‖∆b‖
‖b‖

+
‖∆A‖
‖A‖

)
Зауваження. При обчисленнi числа обумовленостi можна ви-
користовувати одну iз норм матрицi:

||A||∞ = max
i

 n∑
j=1

|aij |

 ; ||A||1 = max
j

(
n∑

i=1

|aij |

)
.

Приклад. Знайти число обумовленостi матрицi A(
1 0, 99

0, 99 0, 98

)
.

Розв’язок. DetA = 1 · 0, 98 − 0, 99 · 0, 98 = 10−4 6= 0, тому A –
невироджена, можна знайти число обумовленостi.

A−1 =

(
9802 −9900
−9900 10000

)
;

||A||∞ = max{1, 99; 1, 97} = 1, 99;
||A−1||∞ = max{19702; 19900} = 19900;
Cond(A) = 1, 99 · 19900 = 39601.

Отже, число обумовленостi дорiвнює 39601.
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Задачi для самостiйного розв’язання

1. Знайти розв’язок системи методом Гаусса з вибором го-
ловного по стовпцях

x1 + 3x2 + x3 = −2;
3x1 + 13x2 + x3 = −12;
x1 + x2 + 11x3 = 10.

2. Знайти визначник методом квадратних коренiв
x1 + x2 + 2x3 = 2;
x1 + x3 = 1;
2x1 + x2 + 4x3 = 2.

3. Знайти розв’язок системи методом прогонки
−2x1 − 2x2 = −6;
−x1 − 2x2 − x3 = −8;
x2 + 2x3 = 8.

4. Знайти визначник методом Гаусса з вибором головного
по рядках 

x1 + x2 + 2x3 = 2;
x1 + x3 = 1;
2x1 + x2 + 4x3 = 2.

5. Знайти розв’язок системи методом квадратних коренiв
x1 − x2 + 3x3 = 6;
−x1 + 2x2 + x3 = −2;
3x1 + x2 = 9.

6. Знайти визначник методом прогонки
2x1 − 2x2 = −4;
x1 − 2x2 − x3 = −5;
x2 + 2x3 = 5.

7. Знайти розв’язок системи методом Гаусса з вибором го-
ловного за всiєю матрицею

x1 + 6x2 − 3x3 = 0;
2x1 − x2 + x3 = 2;
3x1 − 8x2 + x3 = −2.
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8. Зробити двi iтерацiї методом Якобi. Записати умову при-
пинення, ε = 0, 01.

−x1 − x2 = −4;
x1 − 3x2 − 2x3 = −2;
x2 + 2x3 = 0.

9. Зробити двi iтерацiї методом Зейделя. Записати умову
припинення, ε = 0, 01.

2x1 − x2 = −4;
x1 − 3x2 + x3 = −2;
x2 + 3x3 = 0.

10. Знайти область збiжностi методу Зейделя для системи
Ax = b, де

A =

 1 a 0
a 1 a
0 a 1

 .

11. Знайти область збiжностi методу Якобi для системи
Ax = b, де

A =

 1 a 0
a 1 a
0 a 1

 .

12. Знайти число обумовленостi матрицi

A =

 −2 1 0
1 −2 1
0 1 −2

 .

13. Знайти число обумовленостi матрицi

A =

 1 1 −2
1 −2 1
−3 1 3

 .
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4. Наближенi методи розв’язання систем
нелiнiйних рiвнянь

Постановка задачi

Розв’яжемо систему нелiнiйних рiвнянь:
F (x) = 0,

де x = (x1, x2, ..., xn)T , F = (f1, f2, ..., fn)T .
Розглянемо основнi наближенi методи розв’язання систем

нелiнiйних рiвнянь:
1) метод простої iтерацiї;
2) метод Ньютона;
3) модифiкований метод Ньютона.

Метод простої iтерацiї

Метод грунтується на зведеннi системи нелiнiйних рiвнянь
до вигляду x = Φ(x), де Φ(x) = x − C−1F (x), де C – невиро-
джена матриця. Початкове наближення обирається довiльне.
Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = Φ(xk). (24)
Достатня умова збiжностi . Нехай вiдображення

Φ(x) визначено i неперервно диференцiйоване в деякiй обла-
стi G i є стискаючим з коефiцiєнтом q; x0 ∈ G; ||Φ′(x0)|| 6 q,
0 < q < 1, де

Φ′(x) =

(
∂ϕi

∂xj

)n

i,j=1

=



∂ϕ1(x)

∂x1

∂ϕ1(x)

∂x2
...

∂ϕ1(x)

∂xn

∂ϕ2(x)

∂x1

∂ϕ2(x)

∂x2
...

∂ϕ2(x)

∂xn
............ ............ ... ............
∂ϕn(x)

∂x1

∂ϕn(x)

∂x2
...

∂ϕn(x)

∂xn


−

матриця Якобi, тодi iтерацiйний процес (24) збiгається, при
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чому швидкiсть збiжностi лiнiйна:

||xk − x∗|| 6 qk

1− q
||x1 − x0||.

Умова припинення: ||xk+1 − xk|| 6 ε.
Приклад. Знайти розв’язок системи методом простої iте-

рацiї з точнiстю ε < 0, 2.
2x− sin

x− y

2
= 0;

2y − cos
x + y

2
= 0.

Розв’язок. Зведемо систему до вигляду x = Φ(x):
x =

1

2
sin

x− y

2
;

y =
1

2
cos

x + y

2
;

Оберемо початкове наближення: x0 = y0 = 0. Перевiримо збi-
жнiсть в околi (0; 0)T :

A = Φ′(x) =


1

4
cos

x− y

2
−1

4
cos

x− y

2

−1

4
sin

x + y

2
−1

4
sin

x− y

2

;

A0 = A(x0, y0) =

1

4
−1

4

0 0

;

||A0||1 =
1

4
< 1 ⇒ є збiжнiсть.

Iтерацiя 1.

x1 =
1

2
sin

x0 − y0

2
=

1

2
sin

0− 0

2
= 0;

y1 =
1

2
cos

x0 + y0

2
=

1

2
cos

0 + 0

2
= 0, 5.

Перевiримо умову припинення:
||(0; 0, 5)T − (0; 0)T ||∞ = ||(0; 0, 5)T ||∞ = 0, 5 > ε.
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Iтерацiя 2:

x2 =
1

2
sin

x1 − y1

2
=

1

2
sin

0− 0, 5

2
≈ −0, 12;

y2 =
1

2
cos

x1 + y1

2
=

1

2
cos

0 + 0, 5

2
≈ 0, 48.

Перевiримо умову припинення:
||(−0, 12; 0, 48)T − (0; 0, 5)T || = ||(−0, 12;−0, 02)T ||∞ = 0, 12 < ε

Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 12; 0, 48)T .

Метод релаксацiї

Якщо в методi простої iтерацiї C ≡ τ ≡ const, то отримаємо
метод релаксацiї. Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = xk − τF (xk).

Достатня умова збiжностi . Якщо τ <
2

max
x
||F ′(x)||

,

де F ′(x) – матриця Якобi, то iтерацiйний процес методу рела-
ксацiї збiгається.

Умова припинення: ||xk+1 − xk|| 6 ε.

Метод Ньютона

Розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь методом Ньютона
зводиться до розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь.

Алгоритм методу Ньютона. Обираємо початкове наближе-
ння x0 . На кожнiй iтерацiї обчислюється матриця Якобi:

Ak = F ′(xk); F ′(x) =



∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
...

∂f1(x)

∂xn

∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
...

∂f2(x)

∂xn
............ ............ ... ............
∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
...

∂fn(x)

∂xn


.
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Iтерацiйний процес має вигляд:
xk+1 = xk − zk,

де zk знаходять iз системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
Akz

k = F (xk).

Умова припинення: ||zk|| 6 ε.
Для того, щоб метод Ньютона збiгався, потрiбно щоб вико-

нувались умови таких теорем.
Теорема 1. (про збiжнiсть методу Ньютона)
Нехай δa = {x : ‖x − x∗‖ < a} та при деяких a, a1, a2:

0 < a, 0 6 a1, a2 <∞ виконуються умови:
1) ‖(F ′(x))−1‖ 6 a1, x ∈ δa,
2) ‖F (x1) − F (x2) − F

′
(x2)(x1 − x2)‖ 6 a2‖x1 − x2‖2, при

чому x1, x2 ∈ δa.
3) x0 ∈ δb, b = min(a, c−1), c = a1a2.

Тодi iтерацiйний процес методу Ньютона для системи нелiнiй-
них рiвнянь збiгається та має мiсце оцiнка точностi:

‖xn − x∗‖ 6 c−1(c‖x0 − x∗‖)2n .

Теорема 2. (про збiжнiсть методу Ньютона)
Якщо в областi G ⊂ Rn фунцiї fi(x1, x2, . . . , xn) ∈ C2(G),

|∂
2fi
∂x2

j

| 6 L, в точцi x0 ∈ G матриця
(
∂fi
∂xi

)n

i,j=1

– невиродже-

на, ‖

((
∂fi
∂xi

)n

i,j=1

)−1

‖ 6 M, |fi(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n)| 6 δ та вико-

нується умова
h = M2Lδn2 6 1/2,

тодi система заданих нелiнiйних рiвнянь має розв’язок в обла-

стi ‖x− x0‖1 6
1−
√

1− 2h

h
δ та має мiсце оцiнка:

‖xn − x∗‖1 6
1

2n−1
(2h)2n−1δ.

Приклад. Знайти розв’язок системи методом Ньютона з
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точнiстю 0, 2. 
x− 1

2
sin

x− y

2
= 0;

y − 1

2
cos

x + y

2
= 0.

Розв’язок. Покладемо початкове наближення x0 = (0; 0)T .
Умови теореми 2 виконуються. Знайдемо матрицю Якобi:

Ak =

(
∂fi
∂xj

)2

i,j=1

=

1− 1

4
cos

xk − yk

2

1

4
cos

xk − yk

2

1

4
sin

xk + yk

2
1 +

1

4
sin

xk + yk

2

;

Iтерацiя 1.

A0 =

(
0, 75 0, 25

0 1

)
;

F 0 =

(
f1(x0, y0)
f2(x0, y0)

)
=

 x0 − 0, 5 sin
x0 − y0

2

y0 − 0, 5 cos
x0 + y0

2

 =

(
0
−0, 5

)
;

Отримуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь A0z
0 = F 0:(

0, 75 0, 25
0 1

)(
z0

1

z0
2

)
=

(
0
−0, 5

)
.

Розв’язуємо отриману систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
z0

2 = −0, 5; z0
1 = −0, 25z0

2/0, 75 = −0, 25(−0, 5)/0, 75 = 0, 17;

x1 = x0 − z0 = (0; 0)T − (0, 17;−0, 5)T = (−0, 17; 0, 5)T .
Перевiримо умову припинення:
||z0||∞ = ||(0, 17;−0, 5)T ||∞ = 0, 5 > ε.
Умова не виконалась, переходимо до другої iтерацiї.

Iтерацiя 2.

A1 =

(
0, 76 0, 24

0, 04 1, 04

)
;
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F
1

=

 −0, 17− 0, 5 sin
−0, 17− 0, 5

2

0, 5− 0, 5 cos
−0, 17 + 0, 5

2

 =

(
−0, 003
0, 007

)
;

(
0, 76 0, 24
0, 04 1, 04

)(
z1

1

z1
2

)
=

(
−0, 003
0, 007

)
⇒ z1 =

(
−0, 006
0, 007

)
;

x2 = x1 − z1 =

(
−0, 17
0, 5

)
−
(
−0, 006
0, 007

)
=

(
−0, 16
0, 49

)
;

Перевiримо умову припинення:
||z1||∞ = 0, 007 6 ε.

Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 16; 0, 49)T .

Модифiкований метод Ньютона

Iтерацiйний процес модифiкованого методу Ньютона має
вигляд:

xk+1 = xk −A−1
0 F (xk).

Обирається початкове наближення x0, для якого обчислює-
ться матриця Якобi: A0 = F ′(x0).
Умова припинення методу: ||xk+1 − xk|| 6 ε.

Приклад. Знайти розв’язок системи модифiкованим ме-
тодом Ньютона з точнiстю 0, 2.

x− 1

2
sin

x− y

2
= 0;

y − 1

2
cos

x + y

2
= 0.

Розв’язок. Покладемо початкове наближення x0 = (0; 0)T .
Умови теореми 2 виконуються. Знайдемо матрицю Якобi:

Ak =

1− 1

4
cos

xk − yk

2

1

4
cos

xk − yk

2

1

4
sin

xk + yk

2
1 +

1

4
sin

xk + yk

2

;
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A0 =

1− 1

4
cos

0− 0

2

1

4
cos

0− 0

2
1

4
sin

0 + 0

2
1 +

1

4
sin

0 + 0

2

 =

(
0, 75 0, 25

0 1

)
;

A−1
0 =

(
1, 33 −0, 33

0 1

)
.

Iтерацiя 1.

F
0

=

 x0 − 0, 5 sin
x0 − y0

2

y0 − 0, 5 cos
x0 + y0

2

 =

(
0
−0, 5

)
;

x1 = x0 −A−1
0 F (x0) = (−0, 17; 0, 5)T ;

Перевiримо умову припинення:
||x1 − x0|| = ||(−0, 17; 0, 5)T − (0; 0)T ||∞ = 0, 5 > ε.

Iтерацiя 2.

F
1

=

(
−0, 003
0, 007

)
;

x2 = x1 −A−1
0 F (x1) = (−0, 17; 0, 49)T ;

||x2 − x1|| = ||(−0, 17; 0, 49)T − (−0, 17; 0, 5)T ||∞ = 0, 01 6 ε.
Отже, розв’язок системи з точнiстю 0, 2: (−0, 17; 0, 49)T .

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Проробити двi iтерацiї методом простої iтерацiї для
розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{

sin(x− 0, 6)− y = 1, 6;
3x− cos y = 0, 9.

За початкове наближення обрати точку x0 = 1, 25, y0 = 0.
2. Проробити двi iтерацiї методом Ньютона для розв’язан-

ня системи нелiнiйних рiвнянь{
sin(2x− y)− 1, 2x = 0, 4;

0, 8x2 + 1, 5y2 = 1.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
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3. Проробити двi iтерацiї модифiкованим методом Ньюто-
на для розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{

tg(xy + 0, 1) = x2;
x2 + 2y2 = 1.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
4. Проробити двi iтерацiї методу простої iтерацiї для

розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{
sin(x− y)− xy = −1;

x2 − y2 = 0, 75.

Перевiрити умову збiжностi.
5. Проробити двi iтерацiї методом Ньютона для розв’язан-

ня системи нелiнiйних рiвнянь{
sinx + 2y = 1, 6;

cos(y − 1)− x = 1.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
6. Проробити двi iтерацiї модифiкованим методом Ньюто-

на для розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{
xy − y2 = 1;
x2y + y = 5.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
7. Проробити двi iтерацiї методу простої iтерацiї для

розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь{
5x− 6y + 20 lg x = −16;

2x + y − 10 lg y = 4.

Перевiрити умову збiжностi.
8. Проробити двi iтерацiї методом Ньютона для розв’язан-

ня системи нелiнiйних рiвнянь
3x2 + 1, 5y2 + z2 − 5 = 0;
6xyz − x + 5y + 3z = 0;

5xz − yz − 1 = 0.

Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу, ε = 0, 01.
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5. Наближенi методи розв’язання задач
на власнi значення

Постановка задачi

Нехай A – квадратна матриця розмiрностi n× n. Потрiбно
знайти тi значення λ при яких задача

Ax = λx

має ненульовий розв’язок, x 6= 0. Позначимо λi, i = 1, n –
власнi значення матрицi A, а xi – власнi вектори, якi вiдпо-
вiдають власним значенням λi.

Розглянемо основнi наближенi методи знаходження вла-
сних значень. Для розв’язання часткової проблеми власних
значень, т.т. коли необхiдно знайти максимальне та/або мiнi-
мальне власне значення чи власне значення, що знаходиться
в околi деякого числа λ0, використовують:
1) степеневий метод,
2) метод скалярних добуткiв.

Для розв’язання повної проблеми власних значень, т.т.
коли необхiдно знайти всi власнi значення та вiдповiднi власнi
вектори, використовують: метод обертань (Якобi).

Метод скалярних добуткiв

Метод iнколи називають степеневим методом iз скалярни-
ми добутками. Нехай |λ1| > |λ2| > ... > |λn|. Будемо шукати
максимальне власне значення λ1.

Початкове наближення x0 обираємо довiльним, але з озна-
чення власного вектору x0 6= 0. Iтерацiйний процес методу
має вигляд:

xk+1 = Axk; λk+1
1 =

(xk+1, xk)

(xk, xk)
.

Умова припинення: |λk+1
1 − λk1| 6 ε.

Зауваження. Для уникнення зростання компонент векто-
ру xk на кожнiй iтерацiї, використовують нормування. Пiсля
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знаходження xk, вiн нормується:

ek =

(
xk1
||xk||

; ...;
xkn
||xk||

)
.

Далi працюють вже з нормованим вектором:
xk+1 = Aek.

Приклад. Знайти максимальне власне значення методом
скалярних добуткiв з точнiстю ε = 0, 2 для матрицi:

A =

5 1 2
1 4 1
2 1 3


Розв’язок. Оскiльки aij ∈ Z та |aij | > 1, будемо використо-
вувати нормування для уникнення зростання компонент ве-
ктору xk. Оберемо довiльне ненульове початкове наближення:
x0 = (1; 1; 1)T .

Iтерацiя 1.

x1 = Ax0 =

5 1 2
1 4 1
2 1 3

1
1
1

 =

8
6
6

;

λ1
1 =

(x1, x0)

(x0, x0)
=

(
(8; 6; 6)T , (1; 1; 1)T

)
((1; 1; 1)T , (1; 1; 1)T )

≈ 6, 66.

Нормуємо:
||x1||2 =

√
82 + 62 + 62 ≈ 11, 66;

e1 =
x1

||x1||2
= (

8

11, 66
;

6

11, 66
;

6

11, 66
)T = (0, 69; 0, 51; 0, 51)T .

Iтерацiя 2.

x2 = Ae1 =

5 1 2
1 4 1
2 1 3

0, 69
0, 51
0, 51

 =

4, 98
3, 24
3, 42

;

λ2
1 =

(x2, e1)

(e1, e1)
≈ 6, 83

0, 996
≈ 6, 86.

Перевiримо умову припинення:
|λ2

1 − λ1
1| = |6, 86− 6, 66| = 0, 2 6 ε.
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Отже, максимальне власне значення з точнiстю 0,2:
λmax(A) ≈ 6, 86.

Степеневий метод

Нехай |λ1| > |λ2| > ... > |λn|. Будемо також шукати макси-
мальне власне значення λ1. Початкове наближення x0 обира-
ємо довiльним, але x0 6= 0.

Iтерацiйний процес має вигляд:

xk+1 = Axk; λk+1
1 =

xk+1
m

xkm
, ∀m : 1 6 m 6 n.

Умова припинення: |λk+1
1 − λk1| 6 ε.

Зауваження. Якщо A = AT > 0, то можна знайти мiнi-
мальне власне значення:

λmin(A) = λmax(A)− λmax(B),

де B = λmax(A)E −A, а E – одинична матриця.
Зауваження. Якщо скористатися властивiстю норм:

λmax(A) 6 ||A||∞, то можна уникнути знаходження λmax(A):
λmin(A) = ||A||∞ − λmax(B),

де B = ||A||∞E −A.
Приклад. Знайти мiнiмальне власне значення степеневим

методом з точнiстю ε = 0, 5 для матрицi:

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


Розв’язок. Перевiримо умову A = AT > 0:
A = AT – виконується;
Det(2) > 0,∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 3 > 0,
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∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 4 > 0,

оскiльки всi головнi мiнори додатнi, то A > 0 – виконується.
В задачi необхiдно знайти лише мiнiмальне власне значе-

ння, тому замiсть знаходження λmax(A) скористаємося його
оцiнкою зверху: ||A||∞ = 4.

Будуємо матрицю B:

B = ||A||∞E −A = 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 =

=

2 1 0
1 2 1
0 1 2

.

Знайдемо λmax(B) степеневим методом iз нормуванням.
Оберемо початкове наближення: x0 = (1; 1; 1)T .

Iтерацiя 1.

x1 = Bx0 =

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 1
1
1

 =

 3
4
3

.

Компонента m обирається довiльна, покладемо m = 1, тодi

λ1
1 =

x1
1

x0
1

=
3

1
= 3.

Нормуємо:
||x1||2 =

√
32 + 42 + 32 ≈ 5, 83;

e1 =
x1

||x1||2
= (

3

5, 83
;

4

5, 83
;

3

5, 83
)T = (0, 51; 0, 69; 0, 51)T .

Iтерацiя 2.

x2 = Be1 =

2 1 0
1 2 1
0 1 2

 0, 51

0, 69
0, 51

 =

 1, 71

2, 4
1, 71

;

λ2
1 =

x2
1

e1
1

=
1, 71

0, 51
= 3, 35.
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Перевiримо умову припинення знаходження λmax(B):
|λ2

1 − λ1
1| = |3, 35− 3| = 0, 35 6 ε.

Умова припинення виконалася, тому λmax(B) = 3, 35, тодi
λmin(A) = ||A||∞ − λmax(B) = 4− 3, 35 = 0, 65.

Отже, мiнiмальне власне значення з точнiстю 0, 5:
λmin(A) = 0, 65.

Метод обертань (Якобi)

Метод Якобi використовують, якщо матриця A є симетри-
чною, тобто A = AT . Тодi за допомогою ортогональних пере-
творень матриця A зводиться до дiагонального вигляду, еле-
менти дiагоналi якої будуть вiдповiдати наближеним власним
значенням вихiдної матрицi. Покладемо A0 = A. Iтерацiйний
процес має вигляд:

Ak+1 = UkAkU
T
k ,

де Uk – матриця обертань:

Uk =



ik jk
1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... cosϕk ... sinϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... − sinϕk ... cosϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


ik

jk

ϕk – кут обертань:

ϕk =
1

2
arctg

2akikjk
akikik − akjkjk

,

ik та jk – номери рядочка та стовпчика в матрицi Ak:
akikjk = max

i 6=j
|akij |, i = 1, n, j = 2 + 1, n.
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Умова припинення:

t(Ak+1) =

n∑
i, j = 1
i 6= j

a2
ij 6 ε.

Пiсля виконання цiєї умови дiагональнi елементи матрицi
Ak+1 є наближеними власними значеннями з точнiстю ε:

λi ≈ ak+1
ii , i = 1, n,

при чому швидкiсть збiжностi:

t(Ak+1) 6 qt(Ak); q = 1− 2

n(n− 1)
.

Власним векторам λi, i = 1, n, вiдповiдають власнi вектори
(u1i, ..., uii, ..., uni)

T , якi є стовпцями матрицi U :

U =
n∏

k=1

Uk =


u11 ... u1i ... u1n

... ... ... ... ...
ui1 ... uii ... uin
... ... ... ... ...
un1 ... uni ... unn

 .

Зауваження. Можна використовувати iтерацiйний процес
вигляду: Ak+1 = UT

k AkUk, але тодi матриця обертань буде:

Uk =



1 ... 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... cosϕk ... − sinϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... sinϕk ... cosϕk ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... 1


.

Приклад. Знайти наближено всi власнi значення та вiд-
повiднi власнi вектори матрицi A з точнiстю ε = 0, 1

A =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2



65



Розв’язок. Для розв’язання повної проблеми власних значень
використовується метод обертань (Якобi). Оскiльки A = AT ,
то метод можна застосовувати.

A0 = A =


2 −1 0 0

−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ;

Iтерацiя 1.
Знайдемо рядок та стовпчик з максимальним по модулю не-
дiагональним елементом:
a0
i0j0

= |a12| = | − 1| ⇒ i0 = 1, j0 = 2.

Знайдемо кут: ϕ0 =
1

2
arctg

2a0
12

a0
11 − a0

22

=
1

2
arctg(−∞) = −π

4
.

Побудуємо матрицю обертань:

U0 =


cosϕ0 − sinϕ0 0 0
sinϕ0 cosϕ0 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =


√

2
2

√
2

2 0 0

−
√

2
2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

.

A1 = UT
0 A0U0 =


√

2
2 −

√
2

2 0 0√
2

2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

×

×


√

2
2

√
2

2 0 0

−
√

2
2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


3 0

√
2

2 0

0 1 −
√

2
2 0√

2
2 −

√
2

2 2 −1
0 0 −1 2

.

Перевiримо умову припинення:

t(A1) = 2(02 + (
√

2
2 )2 + 02 + (−

√
2

2 )2 + 02 + (−1)2) = 4 > ε.

Оскiльки умова припинення не виконалася, то знаходимо
максимальне значення в матрицi A1.
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Iтерацiя 2.

A1 =


3 0

√
2

2 0

0 1 −
√

2
2 0√

2
2 −

√
2

2 2 −1

0 0 −1 2

 ⇒ i1 = 3, j1 = 4;

ϕ1 =
1

2
arctg

2a1
34

a1
33 − a1

44

=
1

2
arctg(−∞) = −π

4
;

U1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosϕ1 − sinϕ1

0 0 sinϕ1 cosϕ1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0

0 0
√

2
2

√
2

2

0 0 −
√

2
2

√
2

2

;

A2 = UT
1 A1U1 =


3 0 0, 5 0, 5
0 1 −0, 5 −0, 5

0, 5 −0, 5 3 0
0, 5 −0, 5 0 1


t(A2) = 2(02 +(0, 5)2 +(0, 5)2 +(−0, 5)2 +(−0, 5)2 +02) = 2 > ε.

Iтерацiя 3.

A2 =


3 0 0, 5 0, 5

0 1 −0, 5 −0, 5
0, 5 −0, 5 3 0
0, 5 −0, 5 0 1

 ⇒ i2 = 1, j2 = 3, ϕ2 =
π

4
;

U2 =


√

2
2 0 −

√
2

2 0
0 1 0 0√
2

2 0
√

2
2 0

0 0 0 1

;

A3 = UT
2 A2U2 =


3, 5 −0, 35 0 0, 35
−0, 35 1 −0, 35 −0, 5

0 −0, 35 2, 5 −0, 35
0, 35 −0, 5 −0, 35 1

;

t(A3) = 2(02 +0, 52 +0, 52 +(−0, 5)2 +(−0, 5)2 +02) = 1, 48 > ε.
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Iтерацiя 4.

A3 =


3, 5 −0, 35 0 0, 35

−0, 35 1 −0, 35 −0, 5

0 −0, 35 2, 5 −0, 35
0, 35 −0, 5 −0, 35 1

 ⇒

i3 = 2, j3 = 4, ϕ3 = −π
4
;

U3 =


1 0 0 0

0
√

2
2 0

√
2

2
0 0 1 0

0 −
√

2
2 0

√
2

2

;

A4 = UT
3 A3U3 =


3, 5 −0, 5 0 0
−0, 5 1, 5 0 0

0 0 2, 5 −0, 5
0 0 −0, 5 0, 5

;

t(A4) = 2((−0, 5)2 + 02 + 02 + 02 + 02 + (−0, 5)2) = 1 > ε.

Iтерацiя 5.

A4 =


3, 5 −0, 5 0 0

−0, 5 1, 5 0 0
0 0 2, 5 −0, 5
0 0 −0, 5 0, 5

 ⇒
i4 = 1, j4 = 2, ϕ4 = −0, 23;

U4 =


0, 97 0, 23 0 0
−0, 23 0, 97 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

;

A5 = UT
4 A4U4 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0

0 0 2, 5 −0, 5

0 0 −0, 5 0, 5

 ;

t(A5) = 2(02 + 02 + 02 + 02 + 02 + (−0, 5)2) = 0, 25 > ε.
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Iтерацiя 6.

A5 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0

0 0 2, 5 −0, 5

0 0 −0, 5 0, 5

 ⇒
i5 = 3, j5 = 4, ϕ5 = −0, 23;

U5 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0, 97 0, 23
0 0 −0, 23 0, 97

 ;

A6 = UT
5 A5U5 =


3, 6 0 0 0
0 1, 37 0 0
0 0 2, 6 0
0 0 0 0, 38

 ;

t(A6) = 0 6 ε.
Отже, власнi значення матрицi A: 3,6; 1,37; 2,6; 0,38.

Знайдемо власнi вектори:

U = U0U1U2U3U4U5 =


0, 37 0, 6 −0, 6 0, 37
−0, 6 0, 37 0, 37 0, 6
0, 6 −0, 37 0, 37 0, 6
−0, 37 −0, 6 −0, 6 0, 37


Отже, власному значенню 3,6 вiдповiдає власний вектор

(0, 37;−0, 6; 0, 6;−0, 37)T ; 1,37 – (0, 6; 0, 37;−0, 37;−0, 6)T ; 2,6
– (−0, 6; 0, 37; 0, 37;−0, 6)T ; 0,38 – (0, 37; 0, 6; 0, 6; 0, 37)T .

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Проробити три iтерацiї степеневого методу iз формулою
скалярних добуткiв для знаходження максимального власно-
го значення матрицi

A =

 1 2 0
−1 2 −1
0 −1 2


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iз точнiстю ε = 10−2. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

2. Проробити три iтерацiї степеневого методу для знахо-
дження максимального власного значення матрицi

A =

 1 0 −2
−1 2 −1
−2 0 2


iз точнiстю ε = 10−2. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

3. Проробити три iтерацiї степеневого методу для знахо-
дження мiнiмального власного значення матрицi

A =

 2 1 0
1 2 1
0 1 2


iз точнiстю ε = 10−3. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

4. Проробити три iтерацiї степеневого методу iз формулою
скалярних добуткiв для знаходження мiнiмального власного
значення матрицi

A =

 −1 1 0
1 2 1
0 1 −1


iз точнiстю ε = 10−3. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

5. Проробити двi iтерацiї методу Якобi (обертання) для
знаходження всiх власних значень матрицi

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


iз точнiстю ε = 10−2. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

6. Проробити двi iтерацiї методу Якобi (обертання) для
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знаходження всiх власних значень матрицi

A =

 0 1 2
1 1 2
2 2 1


iз точнiстю ε = 10−2. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

7. Проробити двi iтерацiї методу Якобi для знаходження
всiх власних значень матрицi iз точнiстю ε = 10−2

A =

 1 1 3
1 2 2
3 2 3


Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу.

8. Проробити три iтерацiї степеневим методом iз форму-
лою скалярних добуткiв для знаходження максимального i
мiнiмального власного значення матрицi

A =

 3 1 2
1 −1 2
2 2 7


iз точнiстю ε = 10−2. Записати умову закiнчення iтерацiйного
процесу.

9. Проробити три iтерацiї степеневим методом для знахо-
дження максимального i мiнiмального власного значення iз
точнiстю ε = 10−2

A =

 −1 1 3
1 2 0
3 0 −4


Записати умову закiнчення iтерацiйного процесу.

10. Проробити три iтерацiї степеневим методом для зна-
ходження максимального i мiнiмального власного значення iз
точнiстю ε = 10−2

A =

 3 2 1
2 2 1
1 1 1


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6. Iнтерполяцiя

Постановка задачi

Нехай функцiя f(x) ∈ C[a, b]. Задача iнтерполяцiї полягає
у вiдшуканнi невiдомих значень функцiї f(x) за її вiдомими
значеннями f(xk) в точках xk ∈ [a; b], k = 0, n, якi називають
вузлами iнтерполяцiї . На пiдставi теореми Вейерштрасса
розв’язок шукаємо у виглядi полiнома Pn(x), що вiдповiдає
iнтерполяцiйним умовам :

f(xk) = Pn(xk), k = 0, n.

Тодi для знаходження наближеного значення функцiї в до-
вiльнiй точцi x̃:

f(x̃) ≈ Pn(x̃).

Через (n + 1) вузол iнтерполяцiї можна побудувати єди-
ний полiном не вище n-го степеня. Iнтерполяцiйний полiном
можна побудувати у виглядi:
1) полiному Лагранжа;
2) полiному Ньютона.

Iнтерполяцiйний полiном Лагранжа

Формула для побудови полiному у формi Лагранжа:

Ln(x) =

n∑
k=0

n∏
j = 0
j 6= k

(x− xj)

n∏
j = 0
j 6= k

(xk − xj)

f(xk),

для зручностi її можна переписати в iншому виглядi:

Ln(x) =
n∑

k=0

ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
f(xk), (25)

де ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn).
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Приклад. Побудувати iнтерполяцiйний полiном Лагран-
жа для функцiї f(x) = 3x, x ∈ [−1; 1]. Використати три вузли.
Знайти наближене значення функцiї в точцi 0,5.
Розв’язок. Оскiльки необхiдно використати 3 вузли, то степiнь
iнтерполяцiйного полiному буде не вище 2: n = 2. Вимоги на
вибiр вузлiв iнтерполяцiї немає, тому вiзьмемо довiльнi вузли,
наприклад, рiвновiддаленi з кроком h:

h =
b− a

n
=

1− (−1)

2
= 1.

Знайдемо значення функцiї у вузлах iнтерполяцiї:
k xk f(xk)

0 -1 1/3
1 0 1
2 1 3

Застосуємо формулу полiному Лагранжа:

L2(x) = f(x0)
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f(x1)

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

+ f(x2)
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

1

3

(x− 0)(x− 1)

(−1− 0)(−1− 1)
+

+ 1
(x + 1)(x− 1)

(0 + 1)(0− 1)
+ 3

(x + 1)(x− 0)

(1 + 1)(1− 0)
=

2

3
x2 +

4

3
x + 1.

Знайдемо наближене значення в точцi 0,5:

L2(0, 5) =
2

3
(0, 5)2 +

4

3
0, 5 + 1 =

11

6
≈ 1, 833.

Отже, f(x) ≈ 2

3
x2 +

4

3
x + 1; f(0, 5) ≈ 1, 833.

Iнтерполяцiйний полiном Ньютона

Роздiленою рiзницею першого порядку називається
величина:

f(xi, xj) =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
;
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другого порядку :

f(xi−1, xi, xi+1) =
f(xi, xi+1)− f(xi−1, xi)

xi+1 − xi−1
;

(k+1) порядку :

f(xi, ..., xi+k+1) =
f(xi+1, ..., xi+k+1)− f(xi, ..., xi+k)

xi+k+1 − xi
.

Таблиця роздiлених рiниць має вигляд:
x0 f(x0) f(x0;x1) f(x0;x1;x2) · · · f(x0;x1; . . . ;xn)
x1 f(x1) f(x1;x2) f(x1;x2;x3) · · ·
x2 f(x2) f(x2;x3) f(x1;x2;x3)
· · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · f(xn−1;xn)
xn f(xn)

На пiдставi цiєї таблицi, використовучи перший її рядок,
можемо записати iнтерполянт Ньютона вперед :
Pn(x) = f(x0)+f(x0, x1)(x−x0)+f(x0, x1, x2)(x−x0)(x−x1)+

+... + f(x0, x1, ..., xn)(x− x0)(x− x1) · ... · (x− xn−1),
чи скориставшись останнiм рядком, дiстанемо iнтерполя-
цiйну формулу Ньютона назад :

Pn(x) = f(xn) + f(xn−1;xn)(x− xn) + · · ·

· · ·+ f(x0;x1; . . . ;xn)(x− xn)(x− xn−1) · · · (x− x1).

Обирають ту чи iншу формули Ньютона, в залежностi вiд
того, де знаходиться точка x (в якiй потрiбно обчислити зна-
чення функцiї). Якщо ближче до точки x0, то iнтерполяцiйну
формулу Ньютона вперед. Якщо ближче до xn, то iнтерполя-
цiйну формулу Ньютона назад.

Для практичного застосування найчастише використову-
ють iнтерполяцiйнi полiноми Ньютона, оскiльки для його об-
числення можна застосовувати схему Горнера.

За точнiстю зручно слiдкувати таким чином: якщо доданки
f(xo;x1; . . . ;xk)(x−x0)(x−x1) · · · (x−xk−1) в iнтерполяцiйнiй
формулi спадають достатньо швидко, то можна очiкувати на
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гарну точнiсть.
Вузли iнтерполяцiї називаються рiвновiддаленими ,

якщо xi − xi−1 = h = const, xi = x0 + ih, i = 0, n.
Нехай f(xi) = yi. Величина ∆yi = yi+1 − yi називається

скiнченою рiзницею першого порядку .
Величина ∆2yi = ∆yi+1 −∆yi називається скiнченою рi-

зницею другого порядку .
Величина ∆kyi = ∆k−1yi+1 − ∆k−1yi називається скiнче-

ною рiзницею k-го порядку .
Таблиця скiнчених рiзниць:

y0 ∆y0 ∆2y0 · · · · · · · · · ∆ny0

y1 ∆y1 ∆2y1 · · · · · · ∆n−1y1

y2 ∆y2 ∆2y2 · · · ∆n−2yn−2

· · · · · · · · · · · ·
· · · ∆yn−1

yn

Має мiсце рiвнiсть: ∆kyi = k!hkf(xi; . . . ;xk).

Покладемо x = x0 + th, t =
x− x0

h
. Тодi iнтерполяцiйнi

формули Ньютона для рiвновiддалених вузлiв набува-
ють вигляду:

Pn(t) = y0 +
∆y0

1!
t+

∆2y0

2!
t(t−1) · · ·+ ∆ny0

n!
t(t−1) · · · (t−n+1),

Pn(t) = y0 +
∆yn−1

1!
t +

∆2yn−2

2!
t(t + 1) · · ·+

+
∆ny0

n!
t(t + 1) · · · (t + n− 1).

Приклад. Побудувати iнтерполяцiйний полiном Ньютона
для функцiї f(x) = 3x, x ∈ [−1; 1]. Використати три вузли.
Розв’язок. Оскiльки необхiдно використати 3 вузли, то степiнь
iнтерполяцiйного полiному буде не вище 2: n = 2. Вимоги на
вибiр вузлiв iнтерполяцiї немає, тому вiзьмемо довiльнi вузли,
наприклад, рiвновiддаленi з кроком h:

h =
b− a

n
=

1− (−1)

2
= 1.
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Знайдемо значення функцiї у вузлах i роздiленi рiзницi:
k xk f(xk) р. р. I п. р. р. II п.
0 -1 1/3

1− 1/3

1− 0
= 2/3

1 0 1
2− 2/3

1− (−1)
= 2/3

3− 1

0− (−1)
= 2

2 1 3
В таблицi видiленi роздiленi рiзницi, якi необхiднi для засто-
сування iнтерполяцiйної формули Ньютона:
P2(x) = f(x0)+f(x0, x1)(x−x0)+f(x0, x1, x2)(x−x0)(x−x1) =

=
1

3
+

2

3
(x + 1) +

2

3
(x + 1)x =

2

3
x2 +

4

3
x + 1.

Отже, f(x) ≈ 2

3
x2 +

4

3
x + 1.

Зауваження. За (n + 1) вузлом можна побудувати iнтер-
поляцiйний полiном не вище n-го степеня, тобто степiнь може
бути нижчим. Для визначення степеня iнтерполяцiйного по-
лiному зручно використовувати роздiленi рiзницi.

Приклад. Визначити степiнь iнтерполяцiйного многочле-
на для функцiї, заданої таблично:

xi -1 1 2 3 4 5
f(xi) -4 -2 5 16 31 50

Розв’язок.
x f(x) р.р. I п. р.р. II п. р.р. III п.
-1 −4

1 -2 1

2 5 7 2

3 16 11 2 0
4 31 15 2 0
5 50 19 2 0

Для знаходження степеня iнтерполяцiйного полiному будува-
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ти сам полiном не потрiбно, просто знайшли роздiленi рiзницi.
Оскiльки всi роздiленi рiзницi 3-го порядку є нулями, то сте-
пiнь iнтерполяцiйного полiному буде 2. Отже, n = 2.

Приклад. Знайти суму скiнченного ряду за допомогою iн-
терполяцiї:

S(n) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + ... + (2n− 1).

Розв’язок. Для розв’язання задачi використаємо формулу iн-
терполяцiйного полiному Ньютона. Запишемо вузли, значен-
ня функцiї та знайдемо роздiленi рiзницi перших членiв ряду:

n S(n) р.р.I п. р.р.II п. р.р.III п.
1 1

3

2 4 1

5 0
3 9 1

7 0
4 16 1

9
5 25

Оскiльки роздiленi рiзницi 3-го порядку є нулями, то степiнь
iнтерполяцiйного полiному буде 2: n = 2. В таблицi видiленi
роздiленi рiзницi, необхiднi для застосування iнтерполяцiйної
формули Ньютона:
P2(n) = 1 + 3(n− 1) + 1(n− 1)(n− 2) = n2.

Отже, S(n) = 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + ... + (2n− 1) = n2.

Похибка iнтерполяцiї

Для оцiнки похибки iнтерполяцiї можна використати оцiн-
ку залишкового члену у формi Лагранжа:

|f(x)− Pn(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|ω(x)|, (26)

де Mn+1 = max
x∈[a;b]

|f (n+1)(x)|,ω(x) = (x−x0)(x−x1)·...·(x−xn),
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а також у формi Ньютона:
|f(x)− Ln(x)| = ω(x)f(x, x0, x1, ..., xn).

Для рiвновiддалених вузлiв оцiнку для залишкового чле-
ну для iнтерполяцiйної формули Ньютона вперед подамо у
виглядi:

Rn(t) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n), t =

x− x0

h

та для iнтерполяцiйної формули назад:

Rn(t) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
hn+1t(t + 1)(t + 2) · · · (t + n), t =

x− xn
h

Зауваження. Iснує зв’язок мiж роздiленою рiзницею (n+1)
порядку та (n + 1) похiдною:

f(x, x0, x1, ..., xn) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
.

Приклад. Оцiнити похибку обчислення функцiї f(x) = 3x

в точцi 0,5, за допомогою iнтерполяцiйного полiному, побудо-
ваному за вузлами -1; 0; 1.
Розв’язок. Оскiльки 3 вузли, то n = 2. Знайдемо оцiнку по-
хибки:
M3 = max

x∈[−1;1]
|(3x)′′′(x)| = 3 ln3 3 ≈ 3, 978;

|f(0, 5)− P2(0, 5)| 6 M3

3!
|(0, 5− x0)(0, 5− x1)(0, 5− x2)| =

=
3, 978

6
|(0, 5 + 1)(0, 5− 0)(0, 5− 1)| ≈ 0, 25.

Отже, |f(0, 5)− P2(0, 5)| 6 0, 25.
Приклад. З якою точнiстю ε можна обчислити 30,5 за вi-

домими значеннями 3−1, 30, 31 ?
Розв’язок. За умовою не треба будувати полiном, лише визна-
чити похибку, скористаємось формулою:

|f(x)− Ln(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|ω(x)|.

Вiдомi значення: 3−1, 30, 31, значить функцiя має вигляд:
f(x) = 3x, вузли iнтерполяцiї: x0 = −1, x1 = 0, x2 = 1. Оскiль-
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ки 3 вузла, то n = 2. Застосовуємо формулу похибки:
M3 = max

x∈[−1;1]
|3x ln3 3| = 3 ln3 3;

|30,5 − L2(0, 5)| 6 M3

3!
|(0, 5− x0)(0, 5− x1)(0, 5− x2)| =

=
3 ln3 3

6
|(0, 5 + 1)(0, 5− 0)(0, 5− 1)| ≈ 0, 2486.

Отже, значення 30,5 можна обчислити з точнiстю 0,2486.

Оптимальний вибiр вузлiв

Для зменшення похибки iнтерполяцiї необхiдно в якостi ву-
злiв взяти нулi полiному Чебишова 1 роду. Для їх визначення
використовують рекурентнi спiвiдношення:

Tn+1(x)− 2xTn(x) + Tn−1(x) = 0,

T0(x) = 1, T1(x) = x

чи в явному виглядi

Tn(x) =
(x +

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

2
, |x| > 1,

Tn(x) = cos(n arccosx), |x| 6 1.

Позначимо Tn(x) = 21−nTn(x), |x| 6 1.
Лема 1. Серед усiх полiномiв Pn(x) степеня n iз старшим

коефiцiєнтом, що дорiвнює 1 багаточлен Tn(x) найменш вiд-
хиляється вiд нуля на промiжку [−1, 1] та

||Pn(x)||C[−1,1] > ||Tn(x)||C[−1,1] = 21−n

Лема 2. Система багаточленiв ЧебишоваTn(x) є ортого-
нальною на промiжку [−1; 1] з ваговою функцiєю ρ(x) =

1√
1− x2

(Tk(x), Tm(x))L2,ρ[a,b] =

1∫
−1

1√
1− x2

Tk(x)Tm(x)dx =
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=

{
= 0, якщо k 6= m
6= 0, якщо k = m

Нулi полiнома Чебишова x ∈ [−1, 1]: xk = cos
(2k + 1)π

2n

k = 0, n− 1; екстремуми: xk = cos
πk

n
, k = 0, n.

Полiноми Чебишова 1 роду на промiжку [a;b]
За допомогою замiни x = 1

2((b − a)z + (b + a)) переведемо
промiжок [−1, 1] в [a, b]. Тодi полiноми Чебишова запишуться
таким чином:

T [a;b]
n (x) = T [−1;1]

n

(
2x− (b + a)

b− a

)
Його нулi: xk =

a + b

2
+
b− a

2
cos

(2k + 1)π

2n
, k = 0, n− 1

Вiдповiдно полiном iз старшим коефiцiєнтом 1 набуває ви-
гляду:

Tn
[a;b]

(x) = (b− a)n · 21−2nT [−1;1]
n

(
2x− (b + a)

b− a

)
,

а його вiдхiлення вiд нуля подамо у виглядi:

||Tn
[a;b]

(x)||C[a,b] = (b− a)n · 21−2n.

Для побудови iнтерполяцiйного полiному n-го степеня Pn

необхiдно в якостi вузлiв взяти (n+ 1) корiнь полiному Чеби-
шова (n + 1)-го степеня:

xk =
a + b

2
+

b− a

2
cos

(2k + 1)π

2(n + 1)
, k = 0, n.

При використаннi цих вузлiв похибка має вигляд:

|f(x)− Ln(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!

(b− a)n+1

22n+1
.

Приклад. Побудувати iнтерполяцiйний полiном за 3 ву-
злами, якi є нулям полiному Чебишова для функцiї f(x) = 3x,
x ∈ [−1; 1]. Обчислити значення в 0,5. Оцiнити похибку.
Розв’язок. Оскiльки необхiдно використати 3 вузли, то степiнь
iнтерполяцiйного полiному буде не вище 2: n = 2. Знайдемо
вузли, якi є нулями полiному Чебишова:
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x0 = cos
(2 · 0 + 1)π

2 · (2 + 1)
=

√
3

2
≈ 0, 866;

x1 = cos
(2 · 1 + 1)π

2 · (2 + 1)
= 0;

x2 = cos
(2 · 2 + 1)π

2 · (2 + 1)
= −
√

3

2
≈ −0, 866.

Знайдемо значення функцiї у вузлах i роздiленi рiзницi:
k xk f(xk) р.р.I п. р.р.II п.
0 0.866 2.489

1.719

1 0 1 0.583
0.709

2 -0.866 0.386
В таблицi видiленi роздiленi рiзницi, необхiднi для застосува-
ння формули Ньютона за чебишовськими вузлами:
P ч

2 (x) = 2, 489 + 1.719(x− 0, 866) + 0, 583(x− 0, 866)x ≈
≈ 0, 583x2 + 1, 214x + 1.
Знайдемо наближене значення в точцi 0,5:
P ч

2 (0, 5) ≈ 0, 583 · 0, 52 + 1, 214 · 0, 5 + 1 ≈ 1, 753.
Оцiнимо похибку знайденого значення:

|f(0, 5)− P ч
2 (0, 5)| 6 M3

3!

(1− (−1))3

22·2+1
≈ 0, 166.

Отже, P ч
2 (x) = 0, 583x2 + 1, 214x + 1; P ч

2 (0, 5) ≈ 1, 753;
|f(0, 5)− P ч

2 (0, 5)| 6 0, 166.
Приклад. Скiльки чебишовських вузлiв iнтерполяцiї не-

обхiдно взяти, щоб похибка iнтерполяцiї на промiжку [0; 1]
для функцiї f(x) = ln(1 + x) не перевищувала ε = 10−4 ?
Розв’язок. За умовою не треба будувати полiном, лише визна-
чити похибку. В нас чебишовськi вузли, тому похибка:

|f(x)− Ln(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!

(b− a)n+1

22n+1
.

Знайдемо (n + 1) похiдну:
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f(x) = ln(1 + x); f ′(x) =
1

1 + x
; f ′′(x) = − 1

(1 + x)2
;

f ′′′(x) =
2

(1 + x)3
; ...; f (n+1)(x) = (−1)n

n!

(1 + x)n+1
;

Mn+1 = max
x∈[0;1]

|f (n+1)(x)| = n!

(1 + 0)n+1
.

Використаємо похибку для чебишовських вузлiв:

|f(x)− Ln(x)| 6 n!

(n + 1)!

(1− 0)n+1

22n+1
=

1

(n + 1)22n+1
.

Пiдберемо n, для якого похибка буде менша за задане ε,
почнемо з n = 4:
n = 4: |f(x)−L4(x)| 6 1

5 · 29
≈ 0, 0004 > ε – не виконується;

n = 5: |f(x)− L5(x)| 6 1

6 · 211
≈ 0, 00008 – виконується.

Оскiльки n = 5, то необхiдно взяти 6 вузлiв.
Приклад. На промiжку [0; 1] побудувати многочлен Чеби-

шова 4 степеня з 1 при старшому степенi. Обчислити вiдхиле-
ння вiд нуля.
Розв’язок. Побудуємо многочлен Чебишова 4 степеня на про-
мiжку [−1; 1]:
T0(x) = 1;
T1(x) = x;
T2(x) = 2xT1(x)− T0(x) = 2x2 − 1;
T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 2x(2x2 − 1)− x = 4x3 − 3x;
T4(x) = 2xT3(x)−T2(x) = 2x(4x3−3x)−(2x2−1) = 8x4−8x2+1.
Скористаємося формулою побудови полiномiв Чебишова з ко-
ефiцiєнтом 1 при старшому степенi:

T4
[0;1]

(x) = (1− 0)4 · 21−2·4T
[−1;1]
4

(
2x− (1 + 0)

1− 0

)
=

1

27
×

×T [−1;1]
4 (2x− 1) =

1

27

(
8(2x− 1)4− 8(2x− 1)2 + 1

)
= x4− 2x3+

+
5

4
x2 − 1

4
x +

1

128
.

Знайдемо вiдхилення вiд нуля:
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||T4
[0;1]

(x)|| = (1− 0)4 · 21−2·4 =
1

128
.

Отже, шуканий многочлен: x4−2x3 +
5

4
x2− 1

4
x+

1

128
, його

вiдхилення вiд нуля:
1

128
.

Iнтерполяцiйний полiном Ермiта

Нехай функцiя f(x) ∈ Cα[a, b] задана своїми значеннями
та значеннями своїх похiдних до вiдповiдного порядку в ко-
жному вузлi f (j)(xi), i = 0, n, j = 0, ki − 1.

Потрiбно побудувати Hm(x), що вiдповiдає iнтерполяцiй-
ним умовам:

Hm(xi) = f(xi), H
′
m(xi) = f ′(xi), H

′′
m(xi) = f ′′(xi),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

H(ki−1)
m (xi) = f (ki−1)(xi), i = 0, n,

xi 6= xj , якщо i 6= j. Цi умови називають iнтерполяцiними
умовами Ермiта. Числа ki називають кратнiстю вузла xi та

m =
n∑

i=0
ki − 1. Iнтерполяцiний полiном Hm(x) – єдиний та

визначається за формулою:
Hm(x) = f(x1) + f(x1;x1)(x− x1) + f(x1;x1;x1)(x− x1)2 + · · ·

+ · · ·+ f(x1; . . . ;x1︸ ︷︷ ︸
k1

;x2)(x− x1)k1+

+f(x1; . . . ;x1︸ ︷︷ ︸
k1

;x2;x2)(x− x1)k1(x− x2) + · · ·+

+f(x1; · · · ;x1︸ ︷︷ ︸
k1

; · · · ;xn; · · · ;xn︸ ︷︷ ︸
kn

)(x− x1)k1 · · ·

· · · (x− xn−1)kn−1(x− xn)kn−1.

Для побудови iнтерполянта Ермiта використовують таблицю
роздiлених рiзниць:

83



f(xi) р.р.I п. р.р.II п. ... р.р. n п.
f(x1)

f ′(x1)

1!

f(x1)
f ′′(x1)

2!
f ′(x1)

1!
· · ·

f(x1)
f ′′(x1)

2!
f ′(x1)

1!
· · ·

· · · · · · f(x1; . . .︸ ︷︷ ︸
k1

; . . . ;xn; . . . ;xn︸ ︷︷ ︸
kn

)

· · ·
f(x1)

f(x1;x2)
f(x2)

· · · f ′′(xn)

2!
· · ·

f ′(xn)

1!
f(xn)

Якщо ki ≡ 1 ∀i, то iнтерполянт Ермiта спiвпадає з iнтер-
поляцiйним полiномом Лагранжа: Hm(x) = Ln(x).

Оцiнка залишкового члену матиме вигляд:

|f(x)−Hm(x)| 6 Mm+1

(m + 1)!
|(x− x0)k0 ...(x− xn)kn |.

Приклад. Побудувати многочлен, що iнтерполює данi:
x0 = −1; f0 = 0; f ′0 = 2;
x1 = 0; f1 = 2; f ′1 = 4; f ′′1 = −4;
x2 = 1; f2 = −1; f ′2 = −14.
Розв’язок. Оскiльки в постановцi задачi крiм значень вузлiв є
ще їх похiднi, то необхiдно будувати iнтерполяцiйний полiном
Ермiта Hm, де m = 2 + 3 + 2 − 1 = 6. Знайдемо роздiленi
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рiзницi кратних вузлiв:

f(−1;−1) =
f ′(−1)

1!
= 2; f(0; 0) =

f ′(0)

1!
= 4;

f(1; 1) =
f ′(1)

1!
= −14; f(0; 0; 0) =

f ′′(0)

2!
= −2.

Використаємо обчисленнi значення в таблицi роздiлених рi-
зниць:

x f(x) I II III IV V VI
-1 0
-1 0 2
0 2 2 0
0 2 4 2 2
0 2 4 −2 -4 -6
1 -1 -3 -7 -5 -0,5 11/4
1 -1 −14 -11 -4 1 3/4 -1

Iнтерполяцiйний полiном у формi Ньютона має вигляд:
H6(x) = 0 + 2(x + 1) + 0(x + 1)2 + 2(x + 1)2x− 6(x + 1)2x2+

+
11

4
(x + 1)2x3 − (x + 1)2x3(x− 1) = 2x3 + 4x2 + 4x + 2.

Оцiнка точностi iнтерполяцiйного процесу

Нехай f(x) ∈ C(n+1). Постає питання, про величину зали-
шкового членуRn(x) = f(x)−Ln(x) iнтерполяцiйної формули
у точцi x 6= xi, i = 0, n. Не зменшуючи загальностi, покладе-
мо, що вузли iнтерполяцiї розташованi рiвномiрно

xi = x0 + ih, h = const, i = 0, n.

Оцiнка для залишкового члену має вигляд:

|Rn(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|ωn+1(x)|,

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Введемо нову змiнну t =
x− x0

h
. Тодi ωn+1(x) набуває ви-
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гляду:
ωn+1(x) = ωn+1(x0 + th) = hn+1t(t− 1) · · · (t− n).

Розглянемо функцiю ϕ(t) = t(t− 1) · · · (t− n),

ϕ(t + 1) = (t + 1)t(t− 1) · · · (t + 1− n).

Мають мiсце такi властивостi:
Функцiя ϕ(t) є парною чи непарною вiдносно точки t =

n

2
залежно вiд непарностi чи парностi n, це випливає iз спiввiд-
ношення

ϕ(t) = (−1)n+1ϕ(n− t),

ϕ(t + 1) =
t + 1

t− n
ϕ(t).

Якщо розбити [0, n] на частини
[0, 1], [1, 2], . . . , [n− 1, n],

то на кожному з цих вiдрiзкiв значення ϕ(t) знаходяться мно-
женням вiдповiдного значення на попередньому вiдрiзку на
t + 1

t− n
. Цей множник завжди вiд’ємний при t ∈ (0, 1), тому

знаки ϕ(t) завжди чергуються при переходi вiд iнтервалу до
iнтервалу. ∣∣∣∣ t + 1

t− n

∣∣∣∣ < 1, t ∈ [0,
n− 1

2
].

Таким чином, екстремальнi значення ϕ(t) за абсолютною
величиною спадатимуть до середини вiдрiзка [0, n] i потiм в
силу симетрiї знову зростати. За межами вiдрiзку [0, n] фун-
кцiя ϕ(t) швидко зростає за абсолюною величиною. Таким же
чином поводить себе функцiя

ωn+1(x) = ωn+1(x0 + th) = hn+1ϕ(t).

Отже, можна дiстати таких висновкiв:
1) При екстраполюваннi слiд чекати великої похибки.
2) При iнтерполюваннi для значень x, якi лежать не близь-

ко до вузлiв iнтерполювання, точнiсть буде бiльшою для се-
реднiх вiдрiзкiв i меншою для крайнiх.
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3) Вигiдно вибирати вузли так, щоб точка x попадала
ближче до центру даної конфiгурацiї вузлiв, що забезпечить
бiльшу точнiсть.

Збiжнiсть процесу iнтерполяцiї

Введемо вузли iнтерполяцiї:
x0

0

x1
0, x

1
1

x2
0, x

2
1, x

2
2

· · · · · · · · · · · ·

xn0 , x
n
1 , · · · xnn

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Побудуємо iнтерполяцiйнi полiноми для функцiї f(x) ∈

C[a, b], що задана у цих вузлах
x0

0 − L0(x)

x1
0, x

1
1 − L1(x)

x2
0, x

2
1, x

2
2 − L2(x)

· · · · · · · · · · · ·

xn0 , x
n
1 , · · · xnn − Ln(x)

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Iнтерполяцiйний процес збiгається в точцi x ∈ [a, b],

якщо
lim
n→∞

Ln(x) = f(x),

lim
n→∞

Rn(x) = 0 = .

Визначення. Iнтерполяцiйний процес збiгається рiвно-
мiрно на вiдрiзку [a, b] для заданої послiдовностi вузлiв,
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якщо
lim
n→∞

max
x∈[a,b]

|Rn(x)| = 0.

Властивiсть збiжностi iнтерполяцiйного процесу залежить
вiд вузлiв iнтерполяцiї та вiд гладкостi функцiї, що iнтерпо-
люємо.

Теорема Фабера. Для будь-якої послiдовностi вузлiв iн-
терполяцiї знайдеться функцiя (яку iнтерполюємо) для якої
iнтерполяцiйний процес рiвномiрно не збiгається на заданому
вiдрiзку iнтерполяцiї.

Теорема Марцинкевича. Якщо функцiя f(x) ∈ C[a, b],
то знайдеться така послiдовнiсть вузлiв iнтерполяцiї, для якої
iнтерполяцiйний процес збiгається.

Застосування iнтерполяцiї

За допомогою iнтерполяцiї можна знаходити невiдомi x∗ за
вiдомими значеннями y∗.
1) Пряма iнтерполяцiя

Нехай функцiя y = f(x) ∈ C[a, b], що задана таблично
(xi, yi), i = 0, n, немонотонна. Для знаходження x∗ застосову-
ємо такий алгоритм:

За заданою таблицею (xi, yi), i = 0, n будуємо iнтерполя-

цiйний полiном Ln(x) =
∑n

i=0 f(xi)
ωn+1(x)

(x− xi)ω′n+1(xi)
та розв’я-

зують нелiнiйне рiвняння
Ln(x) = y∗.

На пiдставi теореми про середне:
f(x)− f(x∗) = f ′(ξ)(x− x∗)

одержимо x− x∗ =
f(x)− f(x∗)

f ′(ξ)
. Отже, похибка iнтерполяцiї

має вигляд:

|x− x∗| 6 Mn+1|ω(x∗)|
m1(n + 1)!

,

де m1 = min
x
|f ′(x)|; Mn+1 = max

x
|fn+1(x)|.
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2) Обернена iнтерполяцiя
Нехай функцiя y = f(x) ∈ C[a, b], що задана таблично

(xi, yi), i = 0, n, монотонна. Для знаходження x∗ застосовуємо
такий алгоритм:

Будуємо за таблицею (xi, yi), i = 0, n таку таблицю:
(yi, xi), i = 0, n. На пiдставi останньої таблицi iнтерполянт
набуває вигляду:

Ln(y) =
n∑

i=0

xi
ωn+1(y)

(y − yi)ω′n+1(yi)
,

де ωn+1(y) = (y − y0)(y − y1) · · · (y − yn) та L(y∗) ≈ x∗. За-
лишковий член в цьому випадку утворюється iз залишкового
члена формули Ньютона, якщо в останньому помiняти мiсця-
ми x та y, а похiдну f ′(x) замiнити на похiдну вiд оберненої
функцiї. Похибка iнтерполяцiї має вигляд:

|x− x∗| 6 M̃n+1

(n + 1)!
|ω(y∗)|; M̃n+1 = max

y

∣∣∣∣ dn+1

dyn+1
x(y)

∣∣∣∣ .
Зауваження. За допомогою iнтерполяцiї можна знаходити

коренi нелiнiйних рiвнянь, для цього знаходять x∗ при y∗ = 0.
Приклад. Розв’язати рiвняння lnx+x−2 = 0, використав-

ши iнтерполяцiйний многочлен 2 степеня. Оцiнити похибку.
Розв’язок. Для знаходження кореня спочатку дослiджуємо
рiвняння на кiлькiсть коренiв та вiдокремлюємо промiжок,
який мiстить єдиний корiнь.

x

f(x)

−1 1 22 3

−1

1

2
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f(1) = −1
f(2) = 0.6931

}
⇒ x∗ ∈ [1; 2]

Для того щоб побудувати iнтерполяцiйний полiном 2 сте-
пеня необхiдно використати 3 вузла. Застосуємо пряму iнтер-
поляцiю, побудуємо iнтерполяцiйний полiном Ньютона:

k xk f(xk) р.р.I п. р.р.II п.
0 1 −1

1, 8109

1 1.5 -0,0945 −0, 2356

1,5754
2 2 0,6931

P2(x) = −1 + 1, 8109(x− 1)− 0, 2356(x− 1)(x− 1, 5) =
= −0, 2356x2 + 2, 3999x− 3, 1643;
Для розв’язання нелiнiйного рiвняння lnx+x−2 = 0 замiнимо
праву частину знайденим наближенням (за умовою y∗ = 0):
−0, 2356x2 + 2, 3999x− 3, 1643 = 0;
x1 = 8, 63 /∈ [1; 2]; x2 = 1, 5563.
Корiнь нелiнiйного рiвняння x∗ ≈ 1, 5563. Знайдемо оцiнку
похибки.
f(x) = lnx + x− 2;

m1 = min
x∈[1;2]

|f ′(x)| = min
x∈[1;2]

|1
x

+ 1| = 3

2
;

M3 = max
x∈[1;2]

|f ′′′(x)| = max
x∈[1;2]

| 2

x3
| = 2;

|x− 1, 5563| 6 M3|(1, 5563− x0)(1, 5563− x1)(1, 5563− x2)|
m13!

=

=
2 · 2
3 · 6

∣∣(1, 5563− 1)(1, 5563− 1.5)(1, 5563− 2)
∣∣ ≈ 0, 0031.

Отже, корiнь рiвняння дорiвнює 1,5563 з точнiстю 0,0031.
Розв’язок 2. Розв’яжемо задачу iншим способом. Оскiльки
f(x) – монотонна, то можна застосувати обернену iнтерпо-
ляцiю, помiняємо мiсцями x та y. Отримаємо таку таблицю
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роздiлених рiзниць:
k yk xk р.р. I п. р.р. II п.
0 -1 1

0, 5522

1 -0,0945 1.5 0, 0488

0,6348
2 0,6931 2

L2(y) = 1 + 0, 5522(y− 1) + 0, 0488(y− 1)(y− 1.5) = 0, 0488y2+
+0, 6056y + 1, 5568.
Необхiдно знайти x∗, для якого y∗ = 0:
L2(0) = 0, 0488 · 02 + 0, 6056 · 0 + 1, 5568 = 1, 5568.
Отже, корiнь нелiнiйного рiвняння x∗ ≈ 1, 5568. Знайдемо
оцiнку похибки, для чого знайдемо M̃3 (максимум третьої по-
хiдної оберненої функцiї).

f̃ ′(y) =
dx

dy
=

1

f ′(x)
=

1

1 + 1/x
=

x

x + 1
;

f̃ ′′(y) =
d

dy

(
dx

dy

)
=

d

dy

(
1

f ′(x)

)
=

d

dx

(
1

f ′(x)

)
dx

dy
=

1

f ′(x)
×

× d

dx

(
1

f ′(x)

)
=

x

x + 1
·
(

x

x + 1

)′
=

x

(1 + x3)
;

f̃ ′′′(y) =
d

dy

(
d2x

dy2

)
=

x

x + 1
·
(

x

(1 + x3)

)′
=

x− 2x2

(1 + x)5
= g(x).

Для знаходження максимума знайдемо екстремуми:

g′(x) =
1− 8x + 6x2

(1 + x)6
= 0; x1 = 1, 1937; x2 = 0, 1396 /∈ [1; 2];

g(1, 1937) = −0, 0326
g(1) = −0, 03125
g(2) = −0, 0247

⇒ M̃3 = 0, 0326;

|x− 1, 5568| 6 M̃3

3!
|ω(y∗)| = 0, 0326

6
|(0 + 1)(0 + 0, 0945)×

×(0− 0, 6931)| ≈ 0, 00036.
Отже, корiнь рiвняння дорiвнює 1,5568 з точнiстю 0,00036.
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Задачi для самостiйного розв’язання

1. Визначити степiнь iнтерполяцiйного многочлена для
функцiї, заданої таблично x0 = 0; y0 = 5, 2; x1 = 1; y1 = 8;
x2 = 2; y2 = 10, 4; x3 = 3; y3 = 12, 4; x4 = 4; y4 = 14; x5 = 5;
y5 = 15, 2.

2. За допомогою iнтерполяцiї знайти суму скiнченого ряду
чисел: S(n) = 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + . . . + 2n.

3. За допомогою iнтерполяцiї знайти суму скiнченого ряду
чисел: S(n) = 12 + 22 + 32 + 42 + 52 + . . . + n2.

4. Побудувати iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагран-
жа, наближено обчислити значення функцiї y = sin(πx) при
x = 1/3 та оцiнити похибку. Для побудови використати три
вузла x0 = 0, x1 = 1/6, x2 = 1/2.

5. Побудувати iнтерполяцiйний многочлен у формi Лагран-
жа, наближено обчислити значення функцiї y = cos(πx) при
x = 1/3 та оцiнити похибку. Для побудови використати три
вузла x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2.

6. За допомогою iнтерполяцiї (Ньютона) обчислити e0,15 та
оцiнити похибку, якщо

x 0 0,1 0,2
y 1 1,10517 1,22140

7. За допомогою iнтерполяцiї (Лагранжа) обчислити e0,15

та оцiнити похибку, якщо
x 0 0,1 0,2
y 1 1,10517 1,22140

8. Яка точнiсть обчислення значення ln 100, 5 за допомогою
iнтерполяцiї за вiдомими значення ln 100, ln 101, ln 102, ln 103,
ln 104.

9. Оцiнити похибку iнтерполяцiї функцiї f(x) = lnx на
промiжку [1; 2] многочленом 4го степеня, побудованим за ву-
злами Чебишова.

10. Оцiнити похибку iнтерполяцiї функцiї f(x) = sinx на
промiжку [0; 2π/3] многочленом 3-го степеня, побудованим за
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вузлами Чебишова.
11. Скiльки чебишовських вузлiв iнтерполяцiї необхiдно

вибрати, щоб похибка iнтерполяцiї для функцiї f(x) = ex на
промiжку [-1; 0] не перевищувала ε = 10−4.

12. Скiльки чебишовських вузлiв iнтерполяцiї необхiдно
вибрати, щоб похибка iнтерполяцiї для функцiї f(x) = sinx
на промiжку [0; 2π] не перевищувала ε = 10−4.

13. Побудувати iнтерполяцiйний многочлен Ермiта, який
задовольняє умовам: x0 = 0, f(0) = 3, f ′(0) = 1, x1 = 1,
f(1) = 0, x2 = 2, f(2) = 1, f ′(2) = 2, f ′′(2) = 1, x3 = 3,
f(3) = 5.

14. Побудувати полiном, який iнтерполює функцiю, задану
таблично: x0 = 0; y0 = −1; y′0 = 1; x1 = 1; y1 = 0; y′1 = 2;
y′′1 = 2; y′′′1 = −6.

15. Функцiя задається таблично: x0 = 0; y0 = 4; x1 = 2;
y1 = 1; x2 = 3; y2 = 3. Знайти значення функцiї в точцi y = 2.

16. За допомогою iнтерполяцiї знайти наближений
розв‘язок нелiнiйного рiвняння f(x) = 0, де f(x) – функцiя,
задана таблично: x0 = 2; y0 = 6; x1 = 3; y1 = 4; x2 = 5; y2 = 3;
x3 = 7; y3 = −1; x4 = 8; y4 = −3.

17. За допомогою iнтерполяцiї знайти наближений розв’я-
зок нелiнiйного рiвняння f(x) = 0, де f(x) – функцiя, задана
таблично: x0 = −1; y0 = 3/4; x1 = 0; y1 = −1/4; x2 = 1;
y2 = 3/4.

18. На промiжку [1; 2] побудувати многочлен Чебишова 3го
степеня з коефiцiєнтом 1 при старшому степенi. Обчислити
вiдхилення вiд 0.

19. На промiжку [-1; 0] побудувати многочлен Чебишова
3го степеня з коефiцiєнтом 1 при старшому степенi. Обчисли-
ти вiдхилення вiд 0.

20. На промiжку [-1; 2] побудувати многочлен Чебишова
2го степеня з коефiцiєнтом 1 при старшому степенi. Обчисли-
ти вiдхилення вiд 0.
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7. Сплайни

Кусково-лiнiйна iнтерполяцiя

Якщо побудувати полiном першого степеня Li
1(x) на ко-

жному промiжку [xi−1;xi], i = 1;n, то отримаємо кусково-
лiнiйну iнтерполяцiю на [x0;xn].
Розглянемо полiном першого степеня за вузлами xi−1 та xi:

Li
1(x) =

f(xi−1)(xi − x) + f(xi)(x− xi−1)

xi − xi−1
.

Оцiнимо похибку iнтерполяцiї, врахуємо, що:
hi = xi − xi−1, i = 1;n, M i

2 = max
x∈[xi−1;xi]

|f ′′(x)|;

xi−1 x xithi

hi
t ∈ [0; 1]

x− xi−1 = thi;
x− xi = x− (xi−1 + hi) = x− xi−1 − hi = thi − hi = hi(t− 1);

|f(x)− Li
1(x)| 6 M i

2

2!
|(x− xi−1)(x− xi)| 6

M i
2

2

∣∣thihi(t− 1)
∣∣ =

=
M i

2

2

∣∣h2
i t(t− 1)

∣∣ =
M i

2

2

∣∣h2
i g(t)

∣∣.
Для оцiнки зверху знайдемо екстремуми g(t) = t(t− 1):

g′(t) = 2t−1 = 0; t =
1

2
; g(0) = 0; g(1) = 0; g(

1

2
) = −1

4
.

Врахуємо, що h = max
16i6n

hi, M2 = max
x∈[x0;xn]

|f ′′(x)|, тодi похибка

кусково лiнiйної iнтерполяцiї:

|f(x)− Li
1(x)| 6 M i

2

2!

∣∣h2
i g(t)

∣∣ 6 M2

2!

∣∣h2(−1

4
)
∣∣ 6 M2h

2

8
.

Отже, для оцiнки похибки при наближеннi функцiї за до-
помогою кусково-лiнiйної iнтерполяцiї використовують фор-
мулу:

|f(x)− L1(x)| 6 M2h
2

8
.
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Введемо систему функцiй:

ϕi(x) =



0, x 6 xi−1;

x− xi−1

xi − xi−1
, xi−1 6 x 6 xi;

xi+1 − x

xi+1 − xi
, xi 6 x 6 xi+1;

0, x > xi+1;

i = 1, n− 1.

ϕ0(x) =


x1 − x

x1 − x0
, x0 6 x 6 x1

0, x > x1,

ϕn(x) =


x− xn−1

xn − xn−1
, xn−1 6 x 6 xn

0, x 6 xn−1

Тодi для кусково-лiнiйної iнтерполяцiї зручно використо-
вувати формулу:

Φ1(x) =
n∑

i=0

f(xi)ϕi(x).

Теорема. Для f(x) ∈ C2[a, b], що задана своїми значення-
ми f(xi), i = 0, n має мiсце оцiнка:

‖f (k)(x)− Φ
(k)
1 (x)‖C[a,b] 6 2M2|h|2−k, k = 0, 1,

де |h| = maxi=1,n hi, hi = xi − xi−1.

Побудова таблиць

Постановка задачi: потрiбно побудувати таблицю значень
функцiї таким чином, щоб похибка при iнтерполяцiї багато-
членом степеня n не перевищувала величину ε. Зазвичай такi
таблицi будуються, щоб вони дозволяли лiнiйну чи квадрати-
чну iнтерполяцiю.

Розглянемо побудову таблиць для лiнiйної iнтерполяцiї у

95



випадку рiвновiдалених вузлiв. Залишковий член має вигляд:

R1(x) = f ′′(ξ)h2 t(t− 1)

2
, x = x0 + th, |R1(x)| < ε,

де maxt∈[0,1] |
t(t− 1)

2
| досягається при t = 1/2 та дорiвнює 1/8.

Таким чином, для побудови таблицi значень функцiї для
лiнiйної iнтерполяцiї iз точнiстю ε достатньо виконання умо-
ви:

max |f ′′(ξ)|h
2

8
6 ε.

Одержимо для h таку оцiнку:

0 < h 6

√
8ε

M2h2
, M2 = max |f ′′(x)|.

Приклад. З яким кроком h потрiбно розбити вiдрiзок
[0; 1], щоб кусково-лiнiйною iнтерполяцiєю знайти наближене
значення функцiї

f(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2
dt

для x ∈ [0; 1] з точнiстю ε = 10−4.
Розв’язок. За умовою необхiдно знайти крок, для цього ско-
ристаємося похибкою кусково-лiнiйної iнтерполяцiї:

|f(x)− L1(x)| 6 M2h
2

8
6 ε ⇒ h 6

√
8ε

M2
.

Для знаходження кроку не вистачає M2:

f ′′(x) = (
2√
π
e−x

2
)′ =

2√
π
e−x

2
(−2x) =

−4x√
π
e−x

2 ;

точки екстремуму:

(
−4x√
π
e−x

2
)′ = 0;

−4√
π
e−x

2
+
−4x√
π
e−x

2
(−2x) = 0;

e−x
2

√
π

(−4 + 8x2) = 0; x1 = − 1√
2
/∈ [0; 1]; x2 =

1√
2
;

f ′′(0) = 0; f ′′(1) =
−4√
π
e−1 ≈ −0, 83; f ′′(

1√
2

) =
−4√
2eπ
≈ −0, 97;
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M2 =
4√
2eπ

.

Знайдемо крок:

h 6

√
8ε

M2
=

√
8 · 10−4

√
2eπ

4
≈ 0, 029.

Для зручностi покладемо крок h = 0, 025, тодi
n = (b− a)/h = (1− 0)/0, 025 = 40.

Отже, щоб досягнути заданої точностi необхiдно розбити
вiдрiзок з кроком 0,025 на 40 частин.

Кусково-квадратична iнтерполяцiя

Покладемо сталий крок h = xi − xi−1, ∀i: i = 1, n. Якщо
побудувати полiном 2-го степеня за вузлами xi−1, xi, xi+1, то
отримаємо кусково-квадратичну iнтерполяцiю на [x0;xn]:

Li
2(x) = f(xi−1)

(x− xi)(x− xi+1)

2h2
−f(xi)

(x− xi−1)(x− xi+1)

h2
+

+f(xi+1)
(x− xi−1)(x− xi)

2h2
.

Оцiнимо похибку iнтерполяцiї, врахуємо, що:

xi−1 x xi+1xi
th

h h
t ∈ [0; 1]

x− xi = th; x− xi−1 = x− (xi − h) = th + h = h(t + 1);
x− xi+1 = x− (xi + h) = th− h = h(t− 1);
M i

3 = max
x∈[xi−1;xi+1]

|f ′′′(x)|; M3 = max
x∈[x0;xn]

|f ′′′(x)|;

|f(x)− Li
2(x)| 6 M i

3

3!
|(x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1)| 6

6
M i

3

6

∣∣h(t + 1)thh(t− 1)
∣∣ =

M i
3

6

∣∣h3(t3 − t)
∣∣ =

M i
3

6

∣∣h3g(t)
∣∣.

Для оцiнки зверху знайдемо екстремуми функцiї g(t):

g(t) = t3 − t; g′(t) = 3t2 − 1 = 0; t1 = − 1√
3
/∈ [0; 1]; t2 =

1√
3
;

97



g(0) = 0; g(1) = 0; g(
1√
3

) = (
1√
3

)3 − 1√
3

=
−2

3
√

3
;

Похибка кусково-квадратичної iнтерполяцiї:

|f(x)− Li
2(x)| 6 M i

3

6

∣∣h3g(t)
∣∣ 6 M3

6

∣∣h3(− 2

3
√

3
)
∣∣ 6 M3

9
√

3
h3;

|f(x)− L2(x)| 6 M3

9
√

3
h3.

Кусково-кубiчна ермiтова iнтерполяцiя

Нехай на деякому промiжку [a, b] задається сiтка вузлiв:
a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b. Функцiя f(x) задана своїми
значеннями f(xi) = fi, i = 0, n. Функцiя s(x) називається
сплайном степеня m дефекту k якщо:
1) s(x) – полiном степеняm для кожного x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n;
2) s(x) ∈ Cm−k

[a;b] ;

3) s(xi) = f(xi) = fi, i = 0, n.
Нехай функцiя f(x) ∈ C[a, b] задана своїми значеннями

f(xi), i = 0, n у вузлах xi ∈ [a, b], i = 0, n та значеннями своїх
похiдних f ′(xi), i = 0, n.

Припустимо постановка нашої задачi полягає у побудувi
ермiтова кубiчногго сплайну Φ3(x), що вiдповiдає iнтерполя-
цiйним умовам:

Φ3(xi) = f(xi), Φ′3(xi) = f ′(xi), i = 0, n.

Для розв’язання цiєї задачi, представимо шуканий сплайн
у виглядi:

Φ3(x) =

n∑
i=0

(yiϕ
0
i (x) + y′iϕ

1
i (x)).

З iнтерполяцiйних умов випливає, що
ϕ0

i (xj) = δij , (ϕ0
i )
′(xj) = 0, i, j = 0, n,

ϕ1
i (xj) = 0, (ϕ1

i )
′(xj) = δij , i, j = 0, n

Функцiї ϕ0
i (x), ϕ1

i (x) є полiномами 3-го степеня на вiдрiзку
[xi−1, xi], на iнших вiдрiзках дорiвнюють нулю.

98



Нехай hi = h. Позначимо s =
x− xi

h
. Тодi маємо, що

x ∈ [xi−1, xi] ⇒ s ∈ [−1, 0],

x ∈ [xi, xi+1] ⇒ s ∈ [0, 1].

Позначимо ϕ0
1(s) = ϕ0

i (x), x ∈ [xi, xi+1], s ∈ [0, 1]. Побу-
дуємо цю функцiю. ϕ0

1(s) вiдповiдає таким iнтерполяцiйним
умовам з кратними вузлами:

ϕ0
1(0) = 1, ϕ0

1(1) = 0, (ϕ0
1)′(0) = (ϕ0

1)′(1) = 0.

Побудуємо таблицю роздiлених рiзниць

s ϕ(s) р.р.I п. р.р.II п. р.р.III п.
0 1

0 -1
0 1 2

-1 1
1 0

0
1 0

Отже, ϕ0
1(s) = 1 + 0 · s− 1 · s2 + 2s2(s− 1) = 2s3 − 3s2 + 1.

Аналогiчно до викладеного вище знаходимо:
2) ϕ0

2(s) = ϕ0
i (x), x ∈ [xi−1, xi], s ∈ [−1, 0],

ϕ0
2(s) = −2s3 + 3s2 + 1;

3) ϕ1
1(s) = ϕ1

i (x), x ∈ [xi, xi+1], s ∈ [0, 1],

ϕ1
1(s) = s(s− 1)2;

4) ϕ1
2(s) = ϕ1

i (x), x ∈ [xi−1, xi], s ∈ [−1, 0],

ϕ1
2(s) = s(s + 1)2.

Отже,

ϕ0
i (x) =


0, x 6 xi−1;

−2s3 + 3s2 + 1, xi−1 6 x 6 xi;

2s3 − 3s2 + 1, xi 6 x 6 xi+1;

0, x > xi+1;

,
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ϕ1
i (x) =


0, x 6 xi−1;

s(s + 1)2, xi−1 6 x 6 xi;

s(s− 1)2, xi 6 x 6 xi+1;

0, x > xi+1;

,

де s =
x− xi

h
. Якщо сiтка нерiвномiрна, то в формулах за-

мiсть h буде hi−1 та hi.
Оцiнимо ‖f(x) − Φ(x)‖C[a,b]. Нехай f(x) ∈ C4[a, b]. Розгля-

немо x ∈ [xi−1, xi] :

f(x)− Φ3(x) =
f (4)

4!
(x− xi−1)2(x− xi)

2.

Максимум функцiї (x− xi−1)2(x− xi)
2 досягається в точцi

x =
xi + xi−1

2
. Отже одержимо

|f(x)− Φ3(x)| 6 M4

4!
(
h2

4
)2 =

M4h
4

384
.

Теорема. Якщо функцiя f(x) ∈ C4[a, b] задана в точках
xi, i = 0, n, своїми значеннями yi = f(xi), y′i = f ′(xi), то для
кусково-кубiчної ермiтової iнтерполяцiї

Φ3(x) =
n∑

i=0

(yiϕ
0
i + y′iϕ

1
i (x))

має мiсце оцiнка

‖f(x)−Φ3(x)‖C[a,b] 6
M4h

4

384
, ‖f ′(x)−Φ′3(x)‖C[a,b] 6 MM4h

3,

де M - стала, що не залежить вiд h.

Iнтерполяцiйний природнiй кубiчний сплайн

Iнтерполяцiйним природнiм кубiчним сплайном називає-
ться полiном, для якого виконуються умови:
1) s(x) – полiном степеня 3 для x ∈ [xi−1, xi], i = 1, n;
2) s(x) ∈ C2

[a;b];

3) s(xi) = f(xi), i = 0, n;
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4) s′′(a) = s′′(b) = 0 – умова природностi.
Зауваження. Для побудови iнтерполяцiйного кубiчного

сплайну можна замiсть умови 4) використовувати iншi умо-
ви, але тодi сплайн не буде природнiм: s′′(a) = A; s′′(b) = B
або s′(a) = A; s′(b) = B, або умови перiодичностi: s(a) = s(b),
s′(a) = s′(b), s′′(a) = s′′(b).

Розглянемо формули для побудови iнтерполяцiйного при-
родного кубiчного сплайну si на промiжку [xi−1, xi]:

si = ai + bi(x− xi) +
ci
2

(x− xi)
2 +

di
6

(x− xi)
3,

де ci знаходяться з тридiагональної системи лiнiйних алгебра-
їчних рiвнянь:

hici−1 + 2ci(hi + hi+1) + hi+1ci+1 = 6

(
fi+1 − fi
hi+1

− fi − fi−1

hi

)
,

c0 = cn = 0;

решта коефiцiєнтiв знаходяться за формулами:

ai = fi; bi =
hi
2
ci −

h2
i

6
di +

fi − fi−1

hi
; di =

ci − ci−1

hi
.

Приклад. Визначити, чи є кубiчним сплайном функцiя:

s(x) =


2− 4x + x3, 0 < x 6 1;
−1− (x− 1) + 3(x− 1)2 − (x− 1)3, 1 < x 6 2;
2(x− 2)− (x− 2)3, 2 < x 6 3;
1− (x− 3)− 3(x− 3)2 + 3(x− 3)3, 3 < x 6 4.

Якщо так, то визначити дефект та перевiрити його приро-
днiсть.
Розв’язок. s(x) – полiноми третього степеня, перевiримо умову
неперервно-диференцiйованостi, для цього складемо таблицю
значень:

xi s(xi − 0) s(xi + 0)

1 -1 -1
2 0 0
3 1 1

Знайдемо першу похiдну i таблицю значень:
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s′(x) =


−4 + 3x2, 0 < x 6 1;
−1 + 6(x− 1)− 3(x− 1)2, 1 < x 6 2;
2− 3(x− 2)2, 2 < x 6 3;
−1− 6(x− 3) + 9(x− 3)2, 3 < x 6 4;

xi s′(xi − 0) s′(xi − 0)

1 -1 -1
2 2 2
3 -1 -1

Знайдемо другу похiдну i таблицю значень:

s′′(x) =


6x, 0 < x 6 1;
6− 6(x− 1), 1 < x 6 2;
−6(x− 2), 2 < x 6 3;
−6 + 18(x− 3), 3 < x 6 4.

xi s′(xi − 0) s′(xi − 0)

1 6 6
2 0 0
3 -6 -6

s(x) – двiчi неперервно-диференцiйована, s(x) ∈ C2
[0;3] ≡ C3−1

[0;3],
значить k = 1, дефект сплайна – 1.
Перевiримо умову природностi: s′′(a) = s′′(b) = 0.
s′′(x) = 6x, 0 < x 6 1 ; s′′(0) = 0;
s′′(x) = −6 + 18(x− 3), 3 < x 6 4; s′′(4) 6= 0.

Отже, s(x) – кубiчний сплайн з дефектом 1, але умова при-
родностi не виконується.

Приклад. Побудувати кубiчний природнiй сплайн за та-
бличною функцiєю:

xi 0 1 2 3
yi 0 0,5 2 1,5

Розв’язок. Знайдемо крок: h1 = h2 = h3 = 1, i = 1, 2. Знайде-
мо коефiцiєнти c:

hici−1 + 2ci(hi + hi+1) + hi+1ci+1 = 6

(
fi+1 − fi
hi+1

− fi − fi−1

hi

)
;

c0 = c3 = 0;
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
h1c0 + 2c1(h1 + h2) + h2c2 = 6(

f2 − f1

h2
− f1 − f0

h1
);

h2c1 + 2c2(h2 + h3) + h3c3 = 6(
f3 − f2

h3
− f2 − f1

h2
);

c0 = c3 = 0;

Пiдставимо вiдомi значення:{
4c1 + c2 = 6(2− 0, 5− (0, 5− 0)) = 6;
c1 + 4c2 = 6(1, 5− 2− (2− 0, 5)) = −12;

c1 = 2, 4; c2 = −3, 6.
Знайдемо iншi коефiцiєнти:
di =

ci − ci−1

hi
;

d1 = c1 − c0 = 2, 4− 0 = 2, 4;
d2 = c2 − c1 = −3, 6− 2, 4 = −6;
d3 = c3 − c2 = 0− (−3, 6) = 3, 6;

bi =
hi
2
ci −

h2
i

6
di +

fi − fi−1

hi
;

b1 =
c1

2
− d1

6
+ f1 − f0 =

2, 4

2
− 2, 4

6
+ 0, 5− 0 = 1, 3 ;

b2 =
c2

2
− d2

6
+ f2 − f1 =

−3, 6

2
− −6

6
+ 2− 0, 5 = 0, 7;

b3 =
c3

3
− d3

6
+ f3 − f2 =

0

2
− 3, 6

6
+ 1, 5− 2 = −1, 1;

ai = fi; a1 = 0.5; a2 = 2; a3 = 1, 5.
i xi yi ai bi ci di
0 0 0
1 1 0,5 0,5 1,3 2,4 2,4
2 2 2 2 0,7 -3,6 -6
3 3 1,5 1,5 -1,1 0 3,6

За отриманими значеннями побудуємо сплайни:

si = ai + bi(x− xi) +
ci
2

(x− xi)
2 +

di
6

(x− xi)
3;

s1 = a1 + b1(x− x1) +
c1

2
(x− x1)2 +

d1

6
(x− x1)3 = 0, 5 + 1, 3×

×(x− 1) +
2, 4

2
(x− 1)2 +

2, 4

6
(x− 1)3 = 0, 1x + 0, 4x3;
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s2 = a2 + b2(x− x2) +
c2

2
(x− x2)2 +

d2

6
(x− x2)3 = 2 + 0, 7×

×(x−2)+
−3, 6

2
(x−2)2 +

−6

6
(x−2)3 = 1, 4−4, 1x+4, 2x2−x3;

s3 = a3 + b3(x− x3) +
c3

2
(x− x3)2 +

d3

6
(x− x3)3 = 1, 5− 1, 1×

×(x−3)+
0

2
(x−3)2+

3, 6

6
(x−3)3 = −11, 4+15, 1x−5, 4x2+0, 6x3.

Отже, отримали сплайн:

s(x) =


0, 1x + 0, 4x3, 0 6 x 6 1;
1, 4− 4, 1x + 4, 2x2 − x3, 1 6 x 6 2;
−11, 4 + 15, 1x− 5, 4x2 + 0, 6x3, 2 6 x 6 3.

Задачi для самостiйного розв’язання

1. З яким кроком h потрiбно розбити вiдрiзок [100; 104],
щоб кусковою iнтерполяцiєю першого степеня знайти набли-
жене значення функцiї f(x) = lnx з точнiстю 0, 001?

2. З яким кроком h потрiбно розбити вiдрiзок [-1; 1],
щоб кусковою-квадратичною iнтерполяцiєю знайти наближе-
не значення функцiї f(x) = 3x з точнiстю 0, 001?

3. Визначити, чи є кубiчним сплайном (якщо так, то якого
дефекту) функцiя:

f(x) =


2− 4x + x3, x ∈ [0; 1]
−1− (x− 1) + 3(x− 1)2 − (x− 1)3, x ∈ [1; 2]
2(x− 2)− (x− 2)3, x ∈ [2; 3].

4. Побудувати кусково-лiнiйний iнтерполяцiйний полiном
для даних, поданих у таблицi. Обчислити значення в точцi
0,5.

xk -3 0 2
f(xk) 1 -3 2

5. Побудувати iнтерполяцiйний кубiчний природний
сплайн для даних, поданих у таблицi. Обчислити значення
в точцi 0,5.

xk -2 1 2
f(xk) 1 3 0
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8. Чисельне iнтегрування

Постановка задачi

Нехай a 6 x0 < x1 < ... < xn 6 b. Задача чисельного iнте-
грування полягає в знаходженнi наближеного значення iнте-
грала за допомогою квадратурної формули:

b∫
a

ρ(x)f(x)dx ≈
n∑

k=0

ckf(xk), (27)

де f(x) – задана функцiя, а ρ(x) – деякий ваговий множник,
xk, k = 0, n, – вузли (абсциси), а числа ck – коефiцiєнти
квадратурної формули.

Залишковим членом квадратурної формули будемо на-
зивати величину

R(f) =

b∫
a

ρ(x)f(x)dx−
n∑

k=0

ckf(xk).

Квадратурна формула має порядок (степiнь) точностi
p по кроку h, якщо R(f) = O(hp), де h = max

16i6n
hi; i = 1, n;

hi = xi − xi−1.
Якщо представити iнтеграл у виглядi суми N iнтегралiв,

то отримаємо складену квадратурну формулу:
b∫

a

ρ(x)f(x)dx =

N∑
i=1

xi∫
xi−1

ρ(x)f(x)dx ≈
N∑
i=1

n∑
k=0

c
(i)
k f(x

(i)
k ).

Алгебраїчним степенем точностi квадратурної форму-
ли називають найвищий степiнь алгебраїчного полiнома, для
якого квадратурна формула є точною. Тобто, квадратурна
формула має алгебраїчний степiнь точностi m, якщо

R(Pi) = 0 ∀Pi(x), i = 0,m,

та ∃Pm+1(x) : R(Pm+1) 6= 0, де Pi – алгебраїчний много-
член степеня i.

Розглянемо квадратурнi формули та способи їх побудови:
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1) iнтерполяцiйнi квадратурнi формули;
2) квадратурнi формули найвищого алгебраїчного степеня то-
чностi.

Iнтерполяцiйнi квадратурнi формули

Якщо в якостi функцiї f(x) розглядати iнтерполяцiйний
полiном Ln(x):

f(x) = Ln(x) + r(x),

тодi наближений iнтеграл шукається у виглядi:
b∫

a

ρ(x)f(x)dx =

b∫
a

ρ(x) (Ln(x) + r(x)) dx =
n∑

k=0

ckf(xk) +R(f),

де з iнтерполяцiйного полiному Лагранжа (25) коефiцiєнт зна-
ходиться за формулою:

ck =

b∫
a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx, (28)

а з формули (26) залишковий член квадратурної формули:

|R(f)| 6
b∫

a

ρ(x)
Mn+1

(n + 1)!
|ω(x)|dx, (29)

де Mn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|, ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn).

Приклад. Побудувати квадратурну формулу iнтерполя-
цiйного типу з ρ(x) = 1 за вузлами a; (3a + b)/4; (a + 3b)/4; b.
Розв’язок. Позначимо x0 = a, x1 = (3a+ b)/4, x2 = (a+ 3b)/4,
x3 = b. Для зручностi обчислень перейдемо до промiжку
[−1; 1], скористаємося замiною:

t =
2x− (a + b)

b− a
, dx =

b− a

2
dt, t ∈ [−1; 1], x ∈ [a; b].

Маємо t0 = −1, t1 = −1/2, t2 = 1/2, t3 = 1,

I =
b∫
a
f(x)dx =

b− a

2

1∫
−1

f(t)dt.
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Iнтеграл шукаємо у виглядi:

I ≈ c0f(a) + c1f

(
3a + b

4

)
+ c2f

(
a + 3b

4

)
+ c3f(b),

невiдомi коефiцiєнти знайдемо з формули (28):

c0 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1/2)(x− 1/2)(x− 1)

(−1 + 1/2)(−1− 1/2)(−1− 1)
dx =

b− a

2
· 1

9
;

c1 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x− 1/2)(x− 1)

(−1/2 + 1)(−1/2− 1/2)(−1/2− 1)
dx =

b− a

2
· 8

9
;

c2 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x + 1/2)(x− 1)

(1/2 + 1)(1/2 + 1/2)(1/2− 1)
dx =

b− a

2
· 8

9
;

c3 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x + 1/2)(x− 1/2)

(1 + 1)(1 + 1/2)(1− 1/2)
dx =

b− a

2
· 1

9
.

Отже, I ≈ b− a

18

(
f(a) + 8f

(
3a + b

4

)
+ 8f

(
a + 3b

4

)
+ f(b)

)
.

Приклад. Визначити оцiнку залишкового члена квадра-
турної формули iнтерполяцiйного типу, побудованої за вузла-
ми a, (3a + b)/4, (a + 3b)/4, b з ваговим множником ρ(x) = 1.
Розв’язок. Скористаємось оцiнкою залишкового члена (29):

|R(f)| 6
b∫
a

M4

4!

∣∣∣∣(x− a)(x− 3a + b

4
)(x− a + 3b

4
)(x− b)

∣∣∣∣ dx =

=
b− a

2
· M4

4!

1∫
−1

(
b− a

2

)4 ∣∣∣∣(x + 1)(x +
1

2
)(x− 1

2
)(x− 1)

∣∣∣∣ dx =

=

(
b− a

2

)5 M4

24

1∫
−1

∣∣∣∣(x2 − 1)(x2 − 1

4
)

∣∣∣∣ dx =
(b− a)5M4

32 · 24
· 1

15
=

=
M4(b− a)5

11520
.

Отже, |R(f)| 6 M4(b− a)5

11520
.

Приклад. Визначити алгебраїчний степiнь точностi ква-
дратурної формули

I ≈ b− a

18

(
f(a) + 8f

(
3a + b

4

)
+ 8f

(
a + 3b

4

)
+ f(b)

)
.
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Розв’язок. Квадратурнi формули iнтерполяцiйного типу ма-
ють алгебраїчний степiнь точностi принаймнi n, в нашому ви-
падку за 4 вузлами можна побудувати iнтерполяцiйний по-
лiном принаймнi 3 степеня. Покажемо, що алгебраїчний сте-
пiнь точностi дорiвнює принаймнi три i перевiримо, чи не є
вiн бiльшим.

m = 0; f(x) = P0 = 1;

I ≈ b− a

18
(1 + 8 + 8 + 1) = b− a

I =

b∫
a

dx = b− a

⇒ R(P0) = 0;

m = 1; f(x) = P1 = x;

I ≈ b− a

18

(
a + 8

3a + b

4
+ 8

a + 3b

4
+ b

)
=

b2 − a2

2

I =

b∫
a

xdx =
b2 − a2

2

 ⇒

⇒ R(P1) = 0;

m = 2; f(x) = P2 = x2;

I ≈ b− a

18

(
a2 + 8

(
3a + b

4

)2

+ 8

(
a + 3b

4

)2

+ b2

)
=

=
b3 − a3

3

I =

b∫
a

x2dx =
b3 − a3

3


⇒

⇒ R(P2) = 0;

m = 3; f(x) = P3 = x3;
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I ≈ b− a

18

(
a3 + 8

(
3a + b

4

)3

+ 8

(
a + 3b

4

)3

+ b3

)
=

=
b4 − a4

4

I =

b∫
a

x3dx =
b4 − a4

4


⇒ R(P3) = 0;

m = 4; f(x) = P4 = x4;

I ≈ b− a

18

(
a4 + 8

(
3a + b

4

)4

+ 8

(
a + 3b

4

)4

+ b4

)
=

=
1

96

(
19b5 + ab4 + 2a3b2 − 2a2b3 − a4b− 19a5

)
I =

b∫
a

x4dx =
b5 − a5

5


⇒ R(P4) 6= 0.

Отже, алгебраїчний степiнь точностi дорiвнює трьом.

Формули Ньютона-Котеса

Якщо у формулi (27) вузли xk, k = 0, n, вибрати рiвновiд-
даленими, то отримаємо квадратурну формулу Ньютона-
Котеса. Оберемо крок h = (b − a)/n та покладемо x0 = a,
xn = b, xk = x0 + kh, k = 1, n− 1, ρ(x) = 1.

Зауваження. Оскiльки складена формула отримується до-
даванням iнтегралiв, а при цьому абсолютнi похибки додаю-
ться, то степiнь точностi формули Ньютона-Котеса на одному
промiжку на порядок вищий, нiж у її складеного аналогу.

Зауваження. Алгебраїчний степiнь точностi формули
Ньютона-Котеса на одиницю менший порядку точностi вiд-
повiдної складеної формули.
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Зупинимося на деяких часткових випадках формули Нью-
тона-Котеса.

Формула лiвих прямокутникiв на [a; b] має вигляд:
b∫

a

f(x)dx ≈ (b− a)f(a).

Залишковий член квадратурної формули лiвих прямокутни-
кiв має вигляд:

|R(f)| 6 M1(b− a)2

2
, M1 = max

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Порядок точностi формули лiвих прямокутникiв дорiвнює 2.
Складена формула лiвих прямокутникiв має вигляд:

b∫
a

f(x)dx ≈ h(f(x0) + f(x1) + ... + f(xn−1)),

тодi її залишковий член:

|R(f)| 6 nM1h
2

2
=

M1(b− a)h

2
.

Порядок точностi складеної квадратурної формули лiвих пря-
мокутникiв дорiвнює 1.

Алгебраїчний степiнь точностi формули лiвих пря-
мокутникiв дорiвнює 0.

Формула правих прямокутникiв будується аналогi-
чно формулi лiвих прямокутникiв:

b∫
a

f(x)dx ≈ (b− a)f(b), |R(f)| 6 M1(b− a)2

2
.

Складена формула з оцiнкою залишкового члена:
b∫

a

f(x)dx ≈ h(f(x1) + f(x2) + ... + f(xn)),

|R(f)| 6 M1(b− a)h

2
.
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Алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули пра-
вих прямокутникiв, так саме як i лiвих, дорiвнює 0, порядок
точностi складеної формули – 1, а формули по одному про-
мiжку – 2.

Формула середнiх прямокутникiв з оцiнкою залишко-
вих членiв має вигляд:

b∫
a

f(x)dx ≈ (b− a)f

(
a + b

2

)
, |R(f)| 6 M2(b− a)3

24
.

Складена формула з оцiнкою залишкового члена:
b∫

a

f(x)dx ≈ h
(
f(x 1

2
) + f(x 3

2
) + ... + f(xn− 1

2
)
)
, (30)

|R(f)| 6 M2(b− a)h2

24
. (31)

Алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули дорiв-
нює 1. Порядок точностi складеної формули середнiх прямо-
кутникiв – 2, а на одному промiжку – 3.

Приклад. Наближено обчислити iнтеграл за допомогою
формули середнiх прямокутникiв з n = 4:

I =

3∫
−1

dx

2 + x
.

Розв’язок. Для n = 4 cкладемо таблицю значень.
h = (b− a)/n = (3 + 1)/4 = 1.

k 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
xk -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

f(xk) 1 2/3 1/2 2/5 1/3 2/7 1/4 2/9 1/5

За формулою (30)

I ≈ 1 ·
(

2

3
+

2

5
+

2

7
+

2

9
+

)
≈ 1, 5746.

Отже, I ≈ 1, 5746.
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Формула трапецiй з оцiнкою залишкових членiв має ви-
гляд:

b∫
a

f(x)dx ≈ f(a) + f(b)

2
(b− a), |R(f)| 6 M2(b− a)3

12
.

Тодi складена формула з оцiнкою залишкового члена:
b∫

a

f(x)dx ≈ h

(
f(x0)

2
+ f(x1) + ... + f(xn−1) +

f(xn)

2

)
, (32)

|R(f)| 6 M2(b− a)h2

12
. (33)

Алгебраїчний степiнь та порядок точностi спiвпадає з форму-
лою середнiх прямокутникiв.

Приклад. Обчислити iнтеграл за допомогою формули
трапецiй з точнiстю ε = 0, 25, використавши оцiнку залишко-
вих членiв

I =

3∫
−1

dx

2 + x
.

Розв’язок. З формули (33):

h 6

√
12ε

M2(b− a)
,

знайдемо значення M2 та отримаємо оцiнку для кроку:

M2 = max
x∈[−1;3]

∣∣∣∣ 2

(2 + x)3

∣∣∣∣ = 2; h 6

√
12 · 0, 25

2(3 + 1)
≈ 0, 6124.

Для зручностi обчислень покладемо h = 0, 5 i складемо та-
блицю значень:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
xk -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

f(xk) 1 2/3 1/2 2/5 1/3 2/7 1/4 2/9 1/5
За формулою (32)

I ≈ 0, 5 ·
(

1

2
+

2

3
+

1

2
+

2

5
+

1

3
+

2

7
+

1

4
+

2

9
+

1

10

)
≈ 1, 629.
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Формула Сiмпсона ще має назву формули парабол:
b∫

a

f(x)dx ≈ b− a

6

(
f(a) + 4f(

a + b

2
) + f(b))

)
,

оцiнка залишкового члена

|R(f)| 6 M4(b− a)5

2880
.

Складена формула Сiмпсона з оцiнкою залишкового члена
має вигляд:

I ≈ h

6

(
f(x0) + 4

n∑
i=1

f(xi− 1
2
) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)

)
, (34)

|R(f)| 6 M4(b− a)h4

2880
.

Алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули дорiв-
нює 3. Порядок точностi складеної формули – 4, а по одному
промiжку – 5.

Зауваження. Iнколи, при застосуваннi складеної квадра-
турної формули Сiмпсона, для зручностi використовують цi-
лу нумерацiю вузлiв:

I ≈ h

3

f(x0) + 4

n/2∑
i=1

f(x2i−1) + 2

n/2−1∑
i=1

f(x2i) + f(xn)

 , (35)

Похибка при цьому має вигляд

|R(f)| 6 M4(b− a)h4

180
.

Правило Рунге

Величина похибки чисельного iнтегрування залежить вiд
кроку h та вiд гладкостi пiдiнтегральної функцiї f(x). На-
приклад, величина Mi, яка є складовою оцiнки залишкових
членiв, може сильно змiнюватись вiд точки до точки та не-
вiдома заздалегiдь. Якщо величина похибки велика, то її мо-
жна зменшити за рахунок зменшення кроку, але для цього
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необхiдно вмiти оцiнювати похибку апостерiорно, наприклад,
методом Рунге.

Нехай Ih та Ih/2 – iнтеграли, обчисленi з кроком h та h/2
вiдповiдно, за допомогою складеної квадратурної формули,
яка має порядок точностi p, тодi апостерiорна оцiнка похибки
iнтеграла Ih/2 має вигляд:

|I − Ih
2
| ≈

∣∣∣Ih
2
− Ih

∣∣∣
2p − 1

. (36)

Приклад. Обчислити iнтеграл за формулою Сiмпсона, ви-
користавши правило Рунге з точнiстю ε = 10−4

I =

3∫
1

lnxdx.

Розв’язок. Покладем n = 2, тодi h = (b− a)/n = (3− 1)/2 = 1.
Cкористаємось формулою (35):

Ih ≈
1

3

(
ln 1 + 4 ln 2 + ln 3

)
≈ 1, 29040.

Обчислимо з двiчi меншим кроком 0, 5:

Ih
2
≈ 0, 5

3

(
ln 1 + 4(ln 1, 5 + ln 2, 5) + 2 ln 2 + ln 3

)
≈ 1, 29532.

За формулою (36) обчислимо точнiсть останнього знайденого
iнтеграла, врахуємо, що порядок точностi складеної квадра-
турної формули Сiмпсона дорiвнює 4:

|I − Ih
2
| 6 |1, 29040− 1, 29532|

24 − 1
≈ 0, 00033 > ε,

тому обчислимо з кроком 0, 25:

Ih
4
≈ 0, 25

3

(
ln 1+4(ln 1, 25+ln 1, 75+ln 2, 25+ln 2, 75)+2(ln 1, 5+

+ ln 2 + ln 2, 5) + ln 3
)
≈ 1, 29580.

|I − Ih
4
| 6 |1, 29532− 1, 29580|

24 − 1
≈ 0, 000032 6 ε.

Отже, I ≈ 1, 2958.
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Задачi для самостiйного розв’язання

1. Побудувати квадратурну формулу iнтерполяцiйного ти-
пу з ρ(x) = 1 за вузлами a; (2a+ b)/3; (a+ 2b)/3; b. Визначити
алгебраїчний степiнь точностi та оцiнку залишкового члена
отриманої формули.

2. Побудувати квадратурну формулу iнтерполяцiйного ти-
пу на промiжку [0; 1] з ваговим множником ρ(x) =

√
x за ву-

злами 0 та 1. Визначити оцiнку залишкового члена отриманої
формули.

3. Визначити алгебраїчний степiнь точностi квадратурної

формули I ≈ π
3

(
f(−
√

3

2
) + f(0) + f(

√
3

2
)
)
, визначеної на про-

мiжку [−1; 1] з ваговим множником ρ =
1√

1− x2
.

4. Знайти наближене значення числа π з трьома правиль-
ними значущими цифрами за його iнтегральним представле-

нням π =
1∫
0

4

1 + x2
dx за допомогою квадратурних формули

середнiх прямокутникiв. Яку кiлькiсть значень пiдiнтеграль-
ної функцiї необхiдно використати?

5. При n = 10 за формулою трапецiй наближено обчислити

значення сталої Каталана G =
1∫
0

arctanx

x
dx.

6. Наближено обчислити повний елiптичний iнтеграл дру-

гого роду E
(

1√
2

)
=

π/2∫
0

√
1− 1

2
sin2 xdx з точнiстю 0,05 за фор-

мулою середнiх прямокутникiв.
7. На скiльки частин необхiдно розбити вiдрiзок [0; 1], щоб

обчислити значення функцiї Лапласа Φ(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2
dt при

x = 1 з похибкою ε 6 10−6 за формулою Сiмпсона ?
8. Скiльки значень пiдiнтегральної функцiї необхiдно зна-

ти, щоб наближено обчислити iнтеграл I =
2∫
1

lnx

x
dx за фор-

мулою трапецiй з точнiстю ε = 0, 01.
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9. Чисельне диференцiювання

Постановка задачi

Нехай f(t) ∈ Cn[a, b]. Постановка задачi: за заданими зна-
ченнями функцiї f(t) в точках xi ∈ [a, b], i = 0, n та за зада-
ними x, k знайти f (k)(x), k > 1 та оцiнити похибку.

Одна iз iдей побудови формул така: якщо функцiя ϕ(x)
наближує функцiю f(x) в певному розумiннi (це може бути
iнтерполяцiйний полiном, сплайн), то при диференцiюваннi
покладають f (k)(x) ≈ ϕ(k)(x) у заданiй точцi x. Формули чи-
сельного диференцiювання шукають у виглядi:

f (k)(x) =

n∑
j=0

cjf(xj),

де xj ∈ [a; b], j = 0, n.
Для побудови формул наближеного диференцiювання мо-

жна використовувати рiзнi пiдходи:
1) застосування iнтерполяцiї;
2) метод невизначених коефiцiєнтiв.
3) Побудова формул за допомогою розвинення заданої фун-
кцiї в ряди Тейлора.

Для визначення точностi формул чисельного диференцiю-
вання можна використати:
1) iнтерполяцiю;
2) ряди Тейлора.

Застосування iнтерполяцiї

Найпростiшi формули можна дiстати за допомогою iнтер-
поляцiйних формул. Якщо

Ln(x) =

n∑
i=0

f(xi)li,n(x)

iнтерполяцiйний полiном Лагранжа для функцiї f(x), де
li,n(x) =

ωn+1

(x− xi)ω′n+1(xi)
– фундаментальний многочлен Ла-
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гранжа, то з рiвностi
f (k)(x) ≈ L(k)

n (x),

для визначення невiдомих ci, i = 0, n у формулi чисельного
диференцiювання дiстанемо, що ci = l

(k)
i,n (x).

Зауважимо, що задача чисельного диференцiювання не є
коректною в C[a, b], оскiльки немає неперервної залежностi
норми похiдної вiд норми функцiї. Проiлюструємо це на при-
кладi.

Нехай f(x) ∈ C1[a, b] та f̃(x) ∈ C1[a, b] пов’язанi мiж собою
спiввiдношенням

f̃(x) = f(x) + n−1sin(n2(x− a)),

тодi

‖f(x)− f̃(x)‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

| 1
n
sin(n2(x− a))| 6 1

n
→ 0, n→∞,

але
‖f ′(x)− f̃ ′(x)‖C[a,b] = max

x∈[a,b]
|ncos(n2(x−a))| 6 n→∞, n→∞.

Похибка формул чисельного диференцiювання
Нехай f(x) = Pn(x) + Rn(x), де

Pn(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0;x1) + · · ·+

+(x− x0) · · · (x− xn−1)f(x0;x1; . . . ;xn),

Rn(x) = (x− x0) · · · (x− xn−1)(x− xn)f(x;x0;x1; . . . ;xn),

fk(x) = P k
n (x) + Rk

n(x).

Похiдна вiд Rn(x) за допомогою формули Лейбнiца зображу-
ється так:

R(k)
n =

k∑
i=0

Ci
kf

(i)(x;x0; . . . ;xn)ω
(k−i)
n+1 (x),

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Нехай функцiя g(x) ∈ Ck[a, b]. Тодi

g(x;x + ε, . . . , x + qε) =
g(q)(xε)

q!
,
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де x 6 xε 6 x + qε. Одержимо
g(q) = q! lim

ε→0
g(x;x + ε, . . . , x + qε).

Отже за означенням роздiленої рiзницi за кратними вузла-
ми:
(f(x;x0, . . . ;xn))(q) = q! lim

ε→0
f(x;x + ε, . . . , x + qε;x0; . . . ;xn) =

= q!f(x; . . . ;x︸ ︷︷ ︸
q+1

;x0; . . . ;xn);

R(k)(x) = f (k)(x)− P (k)
n (x) =

=

k∑
i=0

k!

(k − i)!i!
i!f(x; . . . ;x;x0; . . . ;xn)ω

(k−i)
n+1 (x).

Виражаючи роздiлену рiзницю за допомогою похiдної дi-
станемо

|R(k)(x)| = |f (k)(x)− P (k)
n (x)| 6

6
k∑

i=0

k!

(k − i)!(n + i + 1)!
max

ξ∈[y1,y2]
|f (n+i+1)(ξ)||ω(k−i)

n+1 (x)|,

де y1 = min(x, x0, . . . , xn), y2 = max(x, x0, . . . , xn).

Точки пiдвищеної точностi
Розглянемо розмiщення вузлiв, при якому xi−xi−1 = O(h),

i = 1, n. Сiтка вузлiв згущається, якщо h → 0. При фi-
ксованому n величина ω(j)

n+1(x) є сумою добуткiв, у кожно-
му з яких n + 1 − j множникiв порядку O(h) кожен, а тому
ω

(j)
n+1(x) = O(hn+1−j). Отже, дiстанемо, що

R(k)
n (x) = f(x;x0; . . . ;xn)ω

(k)
n+1(x) + O(hn+2−k) = O(hn+1−k).

Якщо точка x така, що ω(k)
n+1(x) = 0, то порядок точностi

формули чисельного диференцiювання збiльшується на оди-
ницю. Тому точки, в яких ω(k)

n+1(x) = 0, називають точками
пiдвищеної точностi.

Запишемо найпростiшi формули чисельного диференцiю-
вання, що знайденi за допомогою iнтерполяцiного полiнома
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Ньютона:
f ′(x) ≈ f(x0;x1) =

f(x1)− f(x0)

x1 − x0
,

f ′′(x) ≈ 2f(x0;x1;x2) = 2
f(x1;x2)− f(x0;x1)

x2 − x0
=

=
2

x2 − x0

(f(x2)− f(x1)

x2 − x1
− f(x1)− f(x0)

x1 − x0

)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f (k)(x) ≈ k!f(x0;x1; . . . ;xk) = k!
∑k

i=0 f(xi)
∏k

j=0j 6=i(xi−xj)
−1.

Неважко помiтити, що мiнiмальна кiлькiсть вузлiв, необхi-
дна для обчислення k похiдної, є k + 1. Оскiльки залишковий
член R

(k)
n (x) – це многочлен виду

∑∏
(x−xi) степеня n+k−1

вiдносно x, то кiлькiсть точок пiдвищення точностi дорiвнює
n+ k− 1. В одночленнiй формулi для k похiдної точка пiдви-
щеної точностi визначається iз умови

k∑
i=0

(x− xi) = 0,

звiдки

x
(1,k)
i =

x0 + · · ·+ xk
k + 1

.

У цiй точцi на рiвномiрнiй сiтцi з кроком h або на нерiвно-
мiрнiй сiтцi такiй, що xi − xi−1 = O(h) одночленна формула
має похiбку порядку O(h2) замiсть O(h).

Якщо p = n+1−k > 2, то знайти точки пiдвищеної точностi
складно, за винятком окремого випадку, про який йдеться у
теоремi.

Теорема. Нехай p = n + 1− k – парне, а вузли в формулi
чисельного диференцiювання обрано так, що вони розмiщенi
симетрично вiдносно точки x. Тодi x є однiєю iз точок пiдви-
щеної точностi.

Приклад. Побудувати формулу чисельного диференцiю-
вання для першої похiдної в середнiй точцi за трьома рiвновiд-
даленими вузлами. Оцiнити точнiсть. Визначити точки пiдви-
щеної точностi для цiєї формули.
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Розв’язок. Позначимо точки x0, x1, x2; оскiльки крок сталий,
то x2 − x1 = x1 − x0 = h. Необхiдно знайти f ′(x1).
Для побудови використаємо iнтерполяцiю: f ′(x1) ≈ P ′2(x1). За
3 вузлами можна побудувати полiном максимум 2 степеня.
Побудуємо iнтерполяцiйний полiном у формi Ньютона, зна-
йдемо роздiленi рiзницi:

f(x0, x1) =
f1 − f0

x1 − x0
=

f1 − f0

h
;

f(x0, x1, x2) =
f(x1, x2)− f(x0, x1)

x2 − x0
=

(
f2 − f1

h
− f1 − f0

h

)
÷

÷2h =
f2 − 2f1 + f0

2h2
;

P2(x) = f0 + f(x0, x1)(x− x0) + f(x0, x1, x2)(x− x0)(x− x1) =

= f0 +
f1 − f0

h
(x− x0) +

f2 − 2f1 + f0

2h2
(x− x0)(x− x1);

P ′2(x) =
f1 − f0

h
+

f2 − 2f1 + f0

2h2
((x− x1) + (x− x0));

P ′2(x1) =
f1 − f0

h
+

f2 − 2f1 + f0

2h2
((x1 − x1) + (x1 − x0)) =

=
f1 − f0

h
+

f2 − 2f1 + f0

2h
=

f2 − f0

2h
.

Знайдемо точнiсть побудованої формули. Для цього зна-
йдемо похiдну вiд похибки iнтерполяцiї:
|f ′(x)− L′2(x)| = |f(x0, x1, x2, x)(x− x0)(x− x1)(x− x2)|′ 6

6
M4

4!
|(x−x0)(x−x1)(x−x2)|+ M3

3!
|(x−x0)(x−x1)(x−x2)|′ =

=
M4

4!
|(x− x0)(x− x1)(x− x2)|+ M3

3!
|(x− x1)(x− x2)+

+(x− x0)(x− x2) + (x− x0)(x− x1)| = r1 + r2.
r1 має точнiсть O(h3), а r2 – O(h2), загальна точнiсть – O(h2).
Для оцiнки похибки в x1 використаємо бiльший доданок r2:

|f ′(x1)−L′2(x1)| 6 M3

3!
|(x1− x1)(x1− x2) + (x1− x0)(x1− x2)+

+(x1 − x0)(x1 − x1)| = M3

3!
|0 + h(−h) + 0| = M3

6
h2.
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Точки пiдвищеної точностi це точки, в яких похибка буде
менша за знайдену, це можливо лише коли другий доданок
похибки дорiвнює нулю (тодi похибка буде O(h3)):
M3

3!
|(x− x1)(x− x2) + (x− x0)(x− x2) + (x− x0)(x− x1)| = 0.

Для зручностi скористаємося замiною:
x− x1 = sh;
x− x0 = x− (x1 − h) = sh + h = h(s + 1);
x− x2 = x− (x1 + h) = sh− h = h(s− 1);
Зробимо замiни в r2:
M3

3!
|shh(s−1)+h(s+1)h(s−1)+h(s+1)sh| = M3

6
h2|3s2−1| = 0;

s = ± 1√
3
; x− x1 = sh; x = x1 ±

h√
3
.

Отже, f ′(x1) =
f2 − f0

2h
± M3

6
h2; x = x1 ±

h√
3
.

Побудова формул чисельного диференцiювання
за допомогою розвинення в ряди Тейлора

Проiлюструємо даний метод на конкретному прикладi.
Приклад. Нехай функцiя f(x) ∈ C5[a, b] задана свої-

ми значеннями в точках xi−1, xi+1, т. т. задано f(xi−1) =
fi−1, f(xi+1) = fi+1. Побудувати формулу чисельного дифе-
ренцiювання для знаходження f ′(xi) = fi та знайти порядок
апроксимацiї.
Розв’язок. Для побудови формули чисельного диференцiюва-
ння розкладемо заданi значення функцiї в околi точки, в якiй
потрiбно знайти похiдну. Нехай xi+1−xi = xi−xi+1 = h = cost.
Маємо

f(xi+1) = fi + hf ′i +
h2

2!
f ′′i +

h3

3!
f

(3)
i +

h4

4!
f

(4)
i + O(h5);

f(xi−1) = fi − hf ′) +
h2

2!
f ′′i −

h3

3!
f

(3)
i +

h4

4!
f (4)i) + O(h5).

Складаємо лiнiйну комбiнацiю останнiх виразiв таким чином,
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щоб одержати f ′(xi) за допомогою заданих значень. Маємо

f(xi+1)− f(xi−1) = 2hf ′(xi) + 2
h3

3!
f (3)(xi) + O(h5);

f ′(xi) =
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
− h2

3!
f (3)(xi) + O(h4).

Отже f ′(xi) ≈
f(xi+1)− f(xi−1)

2h
. Порядок апроксимацiї p = 2.

Приклад. Знайти оцiнку точностi за допомогою формули
Тейлора для формули чисельного диференцiювання, побудо-
ваної за вузлами x0, x1, x2:

f ′(x1) ≈ f2 − f0

2h
.

Розв’язок. Для знаходження похибки вiднiмемо наближене
значення вiд точного, але спочатку розкладемо в ряди Тей-
лора значення f0 та f2 в околi x1:

f(x) = f1 +
(x− x1)

1!
f ′1 +

(x− x1)2

2!
f ′′1 +

(x− x1)3

3!
f ′′′(ξ);

f(x0) = f1 + (x0 − x1)f ′1 +
(x0 − x1)2

2
f ′′1 +

(x0 − x1)3

6
f ′′′(ξ1) =

= f1 − hf ′1 +
h2

2
f ′′1 −

h3

6
f ′′′(ξ1), ξ1 ∈ [x0;x1];

f(x2) = f1+(x2−x1)f ′1+
(x2 − x1)2

2
f ′′1 +

(x2 − x1)3

6
f ′′′(ξ2) = f1+

+hf ′1 +
h2

2
f ′′1 +

h3

6
f ′′′(ξ2), ξ2 ∈ [x1;x2];

f ′(x1)− f2 − f0

2h
= f ′1−

1

2h

(
f1 + hf ′1 +

h2

2
f ′′1 +

h3

6
f ′′′(ξ2)−

(
f1−

−hf ′1 +
h2

2
f ′′1 −

h3

6
f ′′′(ξ1)

))
= −h2

6

(f ′′′(ξ1) + f ′′′(ξ2)

2

)
=

= −h2

6
f ′′′(ξ), ξ ∈ (x0;x2).

Позначимо M3 = max
x∈[x0;x2]

|f ′′′(x)| 6 f ′′′(ξ), ξ ∈ (x0;x2) .

Отже,
∣∣∣f ′(x1)− f2 − f0

2h

∣∣∣ 6 M3

6
h2.
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Метод невизначених коефiцiєнтiв

Найчастiше цей метод застосовують в багатовимiрних ви-
падках, коли iнтерполяцiйний полiном не завжди можна за-
писати.

Функцiя f(x) задана своїми значеннями f(xi), i = 0, n.
Похiдну f (k)(x) шукаємо у виглядi

f (k)(x) =

n∑
i=0

cif(xi),

де ci – невiдомi сталi i вони обираються таким чином, щоб по-
будована формула була точною для багаточлена максимально
високого степеня.

Нехай

f(x) =

m∑
j=0

aix
j .

Будемо вимагати, щоб формула чисельного диференцiюва-
ння була точною для даного багаточлена. Отже,

f (k)(x) =

m∑
j=0

aj(x
j)(k) =

n∑
i=0

ci

 m∑
j=0

ajx
j
i

 .

Для того, щоб рiвнiсть виконувалась для будь-якого бага-
точлена степеня m, необхiдно i достатньо, щоб коефiцiєнти в
правiй та лiвiй частинi при aj були рiвними. Оскiльки

(xj)(k) = j(j − 1) · · · (j − k − 1)xj−k,

то одержимо систему лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих ci

j(j − 1) · · · (j − k − 1)xj−k =

m∑
i=0

cix
j
i

x – точка, в якiй обчислюємо k похiдну. Якщо m = n, то чи-
сло рiвнянь дорiвнює числу невiдомих, визначник системи –
визначник Вандермонда, тому вiн не дорiвнює нулю. Таким
чином, завжди можна побудувати формулу чисельного дифе-
ренцiювання з n + 1 вузлом, що є точною для багаточлена
степеня n.
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Вiдмiтимо, що при симетричному вiдносно x розташуваннi
вузлiв, k парному, n – непарному та k непарному, n – пар-
ному формула чисельного диференцiювання буде точною для
полiномiв на одиницю бiльшого степеня.

Приклад Нехай функцiя f(x) задана своїми значеннями
f(−h), f(0), f(h). Побудувати формулу чисельного диферен-
цiювання для обчислення f ′(0), що є точною для багаточленiв
другого степеня.
Розв’язок. Формулу чисельного диференцiювання шукаємо у
виглядi

f ′(0) ≈ c1f(−h) + c2f(0) + c3f(h)

Складемо систему рiвнянь. Нехай f(x) = 1 – полiномi ну-
льового степеня. Пiдставимо дану функцiю у шукану форму-
лу. Одержимо

0 = c1 + c2 + c3.

Нехай f(x) = x - полiномi першого степеня. Пiдставимо
дану функцiю у шукану формулу. Одержимо

1 = c1(−h) + c2 · 0 + c3(h).

Нехай f(x) = x2 – полiномi другого степеня. Пiдставимо
дану функцiю у шукану формулу. Одержимо

0 = c1(−h)2 + c2 · 02 + c3(h).

Маємо систему:
0 = c1 + c2 + c3,

1 = c1(−h) + c2 · 0 + c3(h),

0 = c1(−h)2 + c2 · 02 + c3(h).

Розв’язавши її, дiстанемо

c1 = − 1

2h
, c2 = 0, c3 =

1

2h
Пiдставимо знайденi коефiцiєнти у шукану формулу та

отримаємо

f ′(0) ≈ f(h)− f(−h)

2h
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Приклад. Нехай функцiя f(x) задана своїми значення-
ми f(−h), f(0), f(h). Побудувати формулу для обчислення
f ′′(0), що є точною для багаточленiв другого степеня.
Розв’язок. Формулу чисельного диференцiювання шукаємо у
виглядi

f ′′(0) ≈ c1f(−h) + c2f(0) + c3f(h)

Складемо систему рiвнянь. Нехай f(x) = 1 - полiномi ну-
льового степеня. Пiдставимо дану функцiю у шукану форму-
лу. Одержимо

0 = c1 + c2 + c3.

Нехай f(x) = x - полiномi першого степеня. Пiдставимо
дану функцiю у шукану формулу. Одержимо

0 = c1(−h) + c2 · 0 + c3(h).

Нехай f(x) = x2 - полiномi другого степеня. Пiдставимо
дану функцiю у шукану формулу. Одержимо

2 = c1(−h)2 + c2 · 02 + c3(h).

Маємо систему:
0 = c1 + c2 + c3,

0 = c1(−h) + c2 · 0 + c3(h),

2 = c1(−h)2 + c2 · 02 + c3(h).

Розв’язавши її, дiстанемо

c1 =
1

h2
, c2 = − 2

h2
, c3 =

1

h2

Пiдставимо знайденi коефiцiєнти у шукану формулу та
отримаємо

f ′′(0) ≈ f(h)− 2f(0) + f(−h)

h2

Приклад. За допомогою методу невизначених коефiцi-
єнтiв побудувати формулу чисельного диференцiювання для
першої похiдної в середнiй точцi за трьома вузлами 0, h, 2h.
Розв’язок. Позначимо x0 = 0, x1 = h, x2 = 2h, тодi формулу
шукаємо у виглядi: f ′(h) = c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h).
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З iншого боку знайдемо f ′(h) ≈ P ′2(h), де P2(x) – iнтерполя-
цiйний полiном, побудований за вузлами 0;h; 2h:
P2(x) = a0 + a1x + a2x

2; P ′2(x) = a1 + 2a2x; P ′2(h) = a1 + 2a2h.
Прирiвняємо f ′(h) до P ′2(h):
c0f(0) + c1f(h) + c2f(2h) = a1 + 2a2h.
Врахуємо також, що f(x) ≈ P2(x), тому
f(0) ≈ P2(0) = a0 + a1 · 0 + a2 · 02 = a0;
f(h) ≈ P2(h) = a0 + a1h + a2h

2;
f(2h) ≈ P2(2h) = a0 + a12h + a2(2h)2;
c0a0 + c1(a0 +a1h+a2h

2) + c2(a0 +a12h+a2(2h)2) = a1 + 2a2h.
Збираємо коефiцiєнти при a0, a1, a2:
a0: c0 + c1 + c2 = 0;
a1: c1h + c22h = 1;
a2: c1h

2 + c2(2h)2 = 2h.
Розв’язавши систему нелiнiйних рiвнянь, знаходимо:
c0 = −1/2h, c1 = 0, c2 = 1/2h.

f ′(h) = − 1

2h
f(0) + 0 · f(h) +

1

2h
f(2h) =

f(2h)− f(0)

2h
.

Отже, f ′(h) =
f(2h)− f(0)

2h
.

Апостерiорнi оцiнки похибки. Метод Рунге-
Ромберга

Загальна iдея методу: нехай маємо деяку наближену фор-
мулу ζ(x, h) для обчислення величини z(x) за її значеннями на
рiвномiрнiй сiтцi з кроком h. Залишковий член цiєї формули
визначається за формулою:

z(x)− ζ(x, h) = ψ(x)hp + O(hp+1),

де ψ(x)hp – головний член похибки.
Наприклад, z(x) = f ′(x), f(x) задана своїми значеннями

функцiя.
Нехай f(x) ∈ C5[a, b],

ζ(x, h) =
f(x + h)− f(x− h)

2h
= f0

x
(x),
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тодi
z(x)− ζ(x, h) = f ′(x)− f0

x
(x) =

= f ′(x)−

f(x) + hf ′(x) +
h2

2!
f ′′(x) +

h3

3!
f (3)(x) +

h4

4!
f (4)(x)

2h
−

−
f(x)− hf ′(x) +

h2

2!
f ′′(x)− h3

3!
f (3)(x) +

h4

4!
f (4)(x)

2h

+

+O(h4) = −h2

6
f (3)(x)− h4

60
f (5)(ξ), ξ ∈ [x− h, x + h].

Тут p = 2, ψ(x) = −1

6
f (3)(x). Якщо скористатись тiєю ж

самою наближеною формулою для обчислення z(x), але ви-
користовуючи сiтку з кроком rh, дiстанемо

z(x)− ζ(x, h) = ψ(x)(rh)p + O((rh)p+1).

Вiднявши двi похибки одержимо:
ζ(x, h)− ζ(x, rh) = ψ(x)hp(rp − 1) + O(hp+1),

ψ(x)hp =
ζ(x, h)− ζ(x, rh)

rp − 1
+ O(hp+1).

Отже розрахунок на другiй сiтцi дає змогу оцiнити похиб-
ки на першiй сiтцi з точнiстю до членiв вищого порядку. Iз
формули

z(x)− ζ(x, h) = ψ(x)hp + O(hp+1),

отримаємо
z(x) = ζ(x, h) +ψ(x)hp + O(hp+1).

Пiдставимо знайдене значення ψ(x)hp i одержимо формулу

z(x) = ζ(x, h) +
ζ(x, h)− ζ(x, rh)

rp − 1
+ O(hp+1),

за якою дає результат можна одержати з вищим порядком
точностi. Таке уточнення називають уточненням за Рiчардсо-
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ном.
Приклад. Нехай функцiя y(x) = lg x задана таблицею

xi 1.000 2.000 3.000 4.000 5.000
y = lg xi 0.000 0.301 0.478 0.602 0.699

Обчислити y′(3.000).
Розв’язок. Нехай h = 1. Скориставшись формулою для цен-

ральної роздiленої рiзницi
f(x + h)− f(x− h)

2h
= f0

x
(x) дiста-

немо

y′(3.000) =
y(4.000)− y(2.000)

2 · 1
≈ 0.151.

Збiльшемо крок вдвiчi (r = 2), одержимо

y′(3.000) =
y(5.000)− y(1.000)

2 · 2
≈ 0.175.

Використовуючи уточнення Рiчардсона при p = 2

y′(3.000) ≈ 0.143,

що на 2 вiдсотка вiдрiзняється вiд шуканого значення
y′(3.000) = 0.145.

Вибiр оптимального кроку чисельного диферен-
цiювання

Загальна похибка обчислення похiдної може розглядатися
як сума похибки методу та похибки обчислень. Оскiльки iз
зменшенням кроку h похибка методу зменшується, а похиб-
ка обчислень збiльшується, то iснує оптимальний крок обчи-
слень, при чому для кожної формули чисельного диференцi-
ювання вiн свiй.

Приклад. Вибрати крок чотирьохзначної таблицi для
функцiї f(x) = arctg x, x ∈ [0; 1], щоб формула

f ′(x1) ≈ f2 − f0

2h
давала найменшу похибку. Оцiнити цю похибку.
Розв’язок. Оскiльки в умовi зазначено використання чоти-
рьохзначної таблицi, то похибки значень ∆ 6 10−4. Тобто крiм

128



похибки методу (використання формул чисельного диферен-
цiювання) необхiдно врахувати неусувну похибку (неточнi вхi-
днi данi, якi будемо позначати f̃). Похибка методу:∣∣∣f ′(x1)− f2 − f0

2h

∣∣∣ 6 M3

6
h2,

враховуємо неусувнi похибки вхiдних даних:∣∣∣f ′1− f̃2 − f̃0

2h

∣∣∣ =
∣∣∣f ′1− (f2 + ∆2)− (f0 + ∆0)

2h

∣∣∣ 6 ∣∣∣f ′1− f2 − f0

2h

∣∣∣+
+
∣∣∣∆2 −∆0

2h

∣∣∣ 6 M3

6
h2 +

2∆

2h
= ϕ(h).

Для визначення кроку h, при якому похибка буде найменшою,
знайдемо екстремуми ϕ(h):

ϕ′(h) = 2h
M3

6
− ∆

h2
= 0; h3 =

3∆

M3
; ho =

(3∆

M3

)1/3
.

Знайдемо оптимальний крок для f(x) = arctg x:

f ′′′(x) = −2(1− 3x2)

(1 + x2)3
;

M3 = max
x∈[0;1]

|f ′′′(x)| =
∣∣∣− 2(1− 3 · 02)

(1 + 02)3

∣∣∣ = 2;

ho =
(3∆

M3

)1/3
=
(3 · 10−4

2

)1/3
= 0, 053.

Оцiнимо похибку диференцiювання, якщо буде використову-
ватися оптимальний крок:

ϕ(ho) =
M3

6
h2
o +

∆

ho
=

M3

6

(3∆

M3

) 2
3

+ ∆
(M3

3∆

) 1
3

=
3

2

(∆2M3

3

) 1
3 ;

ϕ(ho) =
3

2

(∆2M3

3

)1/3
=

3

2

((10−4)22

3

)1/3
= 0, 0028.

Отже, ho = 0, 053, при цьому похибка буде 0,0028.

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Побудувати формулу чисельного диференцiювання для
першої похiдної в лiвiй точцi за трьома рiвновiддаленими то-
чками. Оцiнити точнiсть. Визначити точки пiдвищеної точно-
стi для цiєї формули.
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2. Побудувати формулу чисельного диференцiювання для
першої похiдної в правiй точцi за двома рiвновiддаленими то-
чками. Оцiнити точнiсть. Визначити точки пiдвищеної точно-
стi для цiєї формули.

3. Знайти f ′(2h) методом невизначених коефiцiєнтiв для
функцiї, що задана такими значеннями f(0), f(h), f(2h).

4. Знайти f ′′(0) методом невизначених коефiцiєнтiв для
функцiї, що задана такими значеннями f(0), f(2), f(4).

5. Знайти f ′(h) методом невизначених коефiцiєнтiв для
функцiї, що задана такими значеннями f(0), f(h).

6. Знайти оцiнку точностi за допомогою формули Тейлора
для формули чисельного диференцiювання f ′(x2), побудова-
ної за вузлами x0, x1, x2.

7. Знайти оцiнку точностi за допомогою формули Тейлора
для формули чисельного диференцiювання f ′′(x0), побудова-
ної за вузлами x0, x1, x2.

8. Знайти оцiнку точностi за допомогою формули Тейлора
для формули чисельного диференцiювання f ′(x0), побудова-
ної за вузлами x0, x1.

9. Вибрати крок чотирьохзначної таблицi (δ = 10−4) для
функцiї f(x) = lnx, x ∈ [1; 10], щоб формула чисельного ди-

ференцiювання f ′′(x2) ≈ f0 − 2f1 + f2

h2
давала найменшу по-

хибку. Оцiнити цю похибку.
10. Вибрати крок чотирьохзначної таблицi (δ = 10−4) для

функцiї f(x) = arctg x, x ∈ [0; 1], щоб формула чисельного

диференцiювання f ′(x0) ≈ f1 − f0

h
давала найменшу похибку.

Оцiнити цю похибку.
11. Функцiя Бесселя задана таблицею
xi 0.96 0.98 1.00 1.02 1.04
yi 0.782536 0.773933 0.765198 0.756332 0.747339

Знайти y′(1), якщо вiдомо, що рiзницями вище третього по-
рядку можна знехтувати.
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10. Наближенi методи розв’язання задачi
Кошi

Постановка задачi

Розглянемо постановку задачi Кошi на прикладi звичайно-
го диференцiйного рiвняння першого порядку:

du

dx
= f(x, u);

u(x0) = u0.

Розглянемо основнi наближенi методи розв’язання задачi
Кошi:
1) чисельнi:

– метод Ейлера,
– модифiкований метод Ейлера,
– метод Ейлера-Кошi,
– методи Рунге-Кутта.

2) аналiтичнi:
– метод послiдовного диференцiювання,
– метод послiдовних наближень (Пiкара);
Нехай h – сталий крок: xn = nh, n = 0, 1, ..., тодi для чи-

сельних методiв глобальною похибкою методу називають
zn = u(xn)− yn,

де u(x) – точний розв’язок, а y(x) – наближений.
Локальною похибкою чисельного методу називають ве-

личину
R(h) = u(xn+1)− yn+1,

за умовою, що u(xn) = yn.
Порядком точностi методу називають число p > 0 при

h→ 0, для якого
|u(xn)− yn| = O(hp) або R(h) = O(hp+1).

Нев’язка (похибка апроксимацiї) Ψ(h) – це похибка
при пiдстановцi точного розв’язку в рiзницеве рiвняння.
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Метод Ейлера

Для задачi Кошi iз звичайним диференцiйним рiвнянням
першого порядку {

y′ = f(x, y);

y(x0) = y0;

можна використати чисельний метод Ейлера:
yn+1 = yn + hf(xn, yn),

який має порядок глобальної похибки та нев’язки – 1, а поря-
док локальної похибки – 2.

Приклад. Знайти локальну та глобальну похибки методу
Ейлера.
Розв’язок. Для знаходження локальної похибки скористаємо-
ся її означенням.
R(h) = u(xn+1)−yn+1 = u(xn+h)−(yn+hf(xn, yn)) = u(xn)+

+u′(xn)(xn + h− xn) + O(h2)− u(xn)− hf(xn, u(xn)) = O(h2).
Оскiльки R(h) = O(h2) = O(hp+1), то p = 1, тому глобальна
похибка |u(xn)− yn| = O(hp) = O(h).

Отже, локальна похибка методу Ейлера дорiвнює O(h2), а
глобальна – O(h).

Приклад. Знайти нев’язку методу Ейлера.
Розв’язок. Для знаходження нев’язки запишемо рiзницеве рiв-
няння методу Ейлера:
yn+1 − yn

h
= f(xn, yn).

Пiдставивши в нього точний розв’язок u(x) знайдемо нев’яз-
ку:

Ψ(h) =
u(xn+1)− u(xn)

h
−f(xn, u(xn)) =

1

h

(
u(xn+h)−u(xn)

)
−

−f
(
xn, u(xn)

)
=

1

h

(
u(xn) + u′(xn)h + O(h2)− u(xn)

)
−

−f
(
xn, u(xn)

)
= u′(xn)− f

(
xn, u(xn)

)
+ O(h) = O(h).

Отже, нев’язка методу Ейлера – O(h).
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Модифiкований метод Ейлера

Модифiкований метод Ейлера також застосовується для
знаходження наближеного чисельного розв’язку звичайного
диференцiйного рiвняння першого порядку:

xn+ 1
2

= xn +
h

2
; yn+ 1

2
= yn +

h

2
f(xn, yn);

yn+1 = yn + hf(xn+ 1
2
; yn+ 1

2
).

Метод є чисельним, має порядок точностi p = 2, глобальну
похибку та нев’язку O(h2), локальну похибку – O(h3).

Приклад. Розв’язати задачу Кошi модифiкованим мето-
дом Ейлера: 

y′′′ = xy + y′y′′;

y(1) = 2;

y′(1) = 1;

y′′(1) = 0.

Знайти розв’язок y(x) на промiжку [1; 5] з кроком 2.
Розв’язок. Необхiдно знайти розв’язок диференцiйного рiвня-
ння третього порядку, зведемо його до системи диференцiй-
них рiвнянь, щоб можна було застосувати модифiкований ме-
тод Ейлера.
Зробимо замiну: u1 = y; u2 = y′; u3 = y′′.
Врахуємо x0 = 1, тому u0 = 2; u′0 = 2; u′′0 = 2.

y′′′ = xy + y′y′′;

y(1) = 2;

y′(1) = 1;

y′′(1) = 0.


(u3)′ = xu1 + u2u3;

u1
0 = 2;

u2
0 = 1;

u3
0 = 0.

Оскiльки задається крок h = 2, а x0 = 1, тому x1 = 3, x2 = 5,
необхiдно знайти u1

1, u1
2.

Для знаходження u1
1, спочатку знайдемо значення в точцi

x0.5 = x0 + h/2 = 1 + 2/2 = 2:
u1

0.5 = u1
0 + (h/2)u2

0 = 2 + (2/2) · 1 = 3;
u2

0.5 = u2
0 + (h/2)u3

0 = 1 + (2/2) · 0 = 1;

133



u3
0.5 = u3

0 + (h/2)(x0u
1
0 + u2

0u
3
0) = 0 + (2/2)(1 · 2 + 1 · 0) = 2;

u1
1 = u1

0 + h(u2
0.5) = 2 + 2 · 1 = 4.

Знайдемо u1
2:

u2
1 = u2

0 + h(u3
0.5) = 1 + 2 · 2 = 5;

u3
1 = u3

0 + h(x0u
1
0 + u2

0u
3
0) = 0 + 2(1 · 2 + 1 · 0) = 4;

u2
1.5 = u2

1 +
h

2
u3

1 = 5 +
2

2
· 4 = 9;

u1
2 = u1

1 + h(u2
1.5) = 4 + 2 · 9 = 22.

Вертаємося до початкових позначень задачi: u1
1 = y(3) = 4,

u1
2 = y(5) = 22.
Отже, y(3) = 4, y(5) = 22.

Метод Ейлера-Кошi

Ще одна модифiкацiя методу Ейлера є методом типу
"предиктор-коректор":

ỹn+1 = yn + hf(xn, yn);

yn+1 = yn + h
f(xn; yn) + f(xn+1; ỹn+1)

2
.

Метод також є чисельним, має порядок точностi p = 2, гло-
бальну похибку та нев’язку O(h2), локальну похибку – O(h3).

Методи Рунге-Кутта

Методи Рунге-Кутта єm-стадiйними (етапними), їх загаль-
ний вигляд:

yn+1 = yn +

m∑
i=1

piki(h)

ki(h) = hf(ξi;ηi); i = 1,m; ξi = xn +αih; α1 = 0;
ηi = yn + βi1k1 + βi2k2 + ... + βii−1ki−1.

Для m = 1, 4, якщо крок сталий, то порядок глобальної
похибки методу m, а локальної – (m+1). Для m > 4 кiлькiсть
коефiцiєнтiв iз глобальною похибкою не спiвпадає.
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1-етапний метод Рунге-Кутта
Якщо m = 1, то метод спiвпадає iз методом Ейлера:

yn+1 = yn + hf(xn; yn).

2-етапнi методи Рунге-Кутта
В залежностi вiд коефiцiєнтiв α, β, p двоетапнi методи

Рунге-Кутта можуть приймати рiзний вигляд, наприклад:

yn+1 = yn +
1

2
k1 +

1

2
k2;

k1 = hf(xn; yn); k2 = hf(xn + h; yn + k1);

yn+1 = yn + k2;

k1 = hf(xn; yn); k2 = hf(xn +
h

2
; yn +

k1

2
);

3-етапнi методи Рунге-Кутта

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 4k2 + k3); k1 = hf(xn; yn);

k2 = hf(xn +
h

2
; yn +

k1

2
); k3 = hf(xn + h; yn − k1 + 2k2);

yn+1 = yn +
1

4
(k1 + 3k3); k1 = hf(xn; yn);

k2 = hf(xn +
h

3
; yn +

k1

3
); k3 = hf(xn +

2h

3
; yn +

2k2

3
).

4-етапнi методи Рунге-Кутта

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4);

k1 = hf(xn; yn); k2 = hf(xn +
h

2
; yn +

k1

2
);

k3 = hf(xn +
h

2
; yn +

k2

2
); k4 = hf(xn + h; yn + k3);

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 4k3 + k4);
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k1 = hf(xn; yn); k2 = hf(xn +
h

4
; yn +

k1

4
);

k3 = hf(xn+
h

2
; yn+

k2

2
); k4 = hf(xn+h; yn+k1−2k2+2k3).

Приклад. За допомогою методу Рунге Кутта 4 порядку
точностi знайти значення в точцi y(0, 1), крок h = 0, 1{

y′ = x + y;
y(0) = 1.

Розв’язок. Четвертий порядок точностi мають 4-етапнi методи
Рунге Кутта.
За умовою x0 = 0; y0 = 1; h = 0, 1; y(0, 1) = y1.
k1 = hf(x0; y0) = h(x0 + y0) = 0.1(0 + 1) = 0, 1;

k2 = hf(x0 +
h

2
; y0 +

k1

2
) = h(x0 +

h

2
+ y0 +

k1

2
) = 0, 1(0 +

0, 1

2
+

+1 +
0.1

2
) = 0, 11;

k3 = hf(x0 +
h

2
; y0 +

k2

2
) = h(x0 +

h

2
+ y0 +

k2

2
) = 0, 1(0 +

0, 1

2
+

+1 +
0, 11

2
) = 0, 1105;

k4 = hf(x0 + h; y0 + k3) = h(x0 + h + y0 + k3) = 0, 1(0 + 0, 1+

+1 + 0, 1105) = 0, 12105;

y1 = y0 +
1

6
(k1 +2k2 +2k3 +k4) = 1+

1

6
(0, 1+2 ·0, 11+2 ·0, 1105+

+0, 12105) = 1, 11034.
Отже, y(0, 1) ≈ 1, 11034.

Метод послiдовного диференцiювання

Для знаходження наближеного розв’язку в аналiтичному
виглядi використовують метод послiдовного диференцiюван-
ня. Його можна використовувати для диференцiйних рiвнянь
довiльного порядку.
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Розглянемо задачу Кошi iз звичайним диференцiйним рiв-
нянням n-го порядку:

y(n) = f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1));

y(x0) = y0,

y′(x0) = y′0,

..................,

y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 .

наближений аналiтичний розв’язок шукають у виглядi роз-
кладу у ряд Тейлора:

y(x) = y0 + y′0(x− x0) +
y′′0
2!

(x− x0)2 + ... +
y

(k)
0

k!
(x− x0)k.

Приклад. Знайти першi чотири члени розкладу в степе-
невий ряд розв’язку рiвняння

y′′ + 0, 1(y′)2 + (1 + 0, 1x)y = 0;
y(0) = 1,
y′(0) = 2.

Розв’язок. Застосуємо метод послiдовного диференцiювання,
розв’язок будемо шукати у виглядi:

y(x) = y0 + y′0(x− x0) +
y′′0
2!

(x− x0)2 +
y′′′0
3!

(x− x0)3.

За умовою y(0) = 1 i y′(0) = 2, тому x0 = 0, y0 = 1, y′0 = 2;

y(x) = 1 + 2x +
y′′0
2!
x2 +

y′′′0
3!

x3.
Знайдемо y′′0 , врахуємо, що y′′0 = y′′(x0) = y′′(0). Оскiльки за
умовою y′′ + 0, 1(y′)2 + (1 + 0, 1x)y = 0, то
y′′ = −0, 1(y′)2 − (1 + 0, 1x)y

y′′0 = −0, 1(y′0)2−(1+0, 1x0)y0 = −0, 1·22−(1+0, 1·0)·1 = −1, 4;
Знайдемо y′′′0 :
y′′′ = (−0, 1(y′)2−(1+0, 1x)y)′ = −0, 1·2y′y′′−y′−0, 1y−0, 1xy′;
y′′′0 = −0, 1 · 2y′0y′′0 − y′0 − 0, 1y0 − 0, 1x0y

′
0 = −0, 1 · 2 · 2(−1, 4)−

−2− 0, 1 · 1− 0.1 · 0 · 2 = −1, 54.
Пiдставляємо знайденi значення в ряд Тейлора:
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y(x) = 1 + 2x +
y′′0
2!
x2 +

y′′′0
3!

x3 = 1 + 2x− 1, 4

2
x2 − 1, 54

6
x3 =

= 1 + 2x− 0, 7x2 − 0, 25x3.
Отже, наближений розв’язок: y(x) = 1+2x−0, 7x2−0, 25x3.

Метод послiдовних наближень (Пiкара)

Для задачi Кошi iз звичайним диференцiйним рiвнянням
першого порядку {

y′ = f(x, y);

y(x0) = y0;

шукається наближений аналiтичний розв’язок у виглядi по-
слiдовних наближень, для цього проiнтегруємо лiву i праву
частину рiвняння на промiжку [x0;x], оскiльки x > x0:

yk(x) = y(x0) +

x∫
x0

f(x, yk−1)dx;

тодi y1 = y0 +
x∫

x0

f(x, y0)dx; y2 = y0 +
x∫

x0

f(x, y1)dx i так далi.

Приклад. Знайти два послiдовнi наближення розв’язку
системи рiвнянь: 

y′ = xy + yz;

z′ = xy − z;

y(0) = 1;

z(0) = 0.

Розв’язок. При розв’язаннi системи необхiдно знаходити по-
слiдовнi розв’язки спочатку y(x), потiм z(x). Позначимо
f1(x, y, z) = xy + yz, f2(x, y, z) = xy − z, за умовою x0 = 0,
y0 = 1, z0 = 0.

y1(x) = y0+
x∫

x0

f1(x, y0, z0)dx = 1+
x∫
0

(xy0+y0z0)dx = 1+
x∫
0

xdx =

= 1 +
x2

2
;
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z1(x) = z0 +
x∫

x0

f2(x, y0, z0)dx = 0+
x∫
0

(xy0−z0)dx =
x∫
0

xdx =
x2

2
;

y2(x) = y0 +
x∫

x0

f1(x, y1, z1)dx = 1 +
x∫
0

(xy1 + y1z1)dx = 1+

+
x∫
0

(
x(1 +

x2

2
) + (1 +

x2

2
)
x2

2

)
dx = 1 +

x5

20
+

x4

8
+

x3

6
+

x2

2
;

z2(x) = z0 +
x∫

x0

f2(x, y1, z1)dx = 0 +
x∫
0

(xy1 − z1)dx =

=
x∫
0

(
x(1 +

x2

2
)− x2

2

)
dx =

x4

8
− x3

6
+

x2

2
.

Отже, y(x) ≈ 1 +
x5

20
+

x4

8
+

x3

6
+

x2

2
; z(x) ≈ x4

8
− x3

6
+

x2

2
.

Задачi для самостiйного розв’язання

1. Знайти наближене значення функцiї в точцi y(2) мето-
дом Ейлера, h = 1

y′′′ + xy′′ − yx2 − 1 = 0;
y(1) = 2;
y′(1) = 3;
y′′(1) = −1.

2. Знайти наближене значення y(2) модифiкованим мето-
дом Ейлера, h = 1

y′′ + xy′ − 2y − 1 = 0;
y(1) = 2;
y′(1) = 3.

3. Знайти наближене значення y(π) методом Ейлера Кошi,
h = π 

y′′ + y′ cosx− yx− 1 = 0;
y(0) = −1;
y′(0) = 0.

4. Знайти наближене значення y(1) методом Рунге Кутта
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2 порядку точностi, h = 1
y′′ − 3y′ − yx = 2;
y(0) = 1;
y′(0) = 2.

5. Знайти наближене значення y(2) методом Рунге Кутта
3 порядку точностi, h = 1

y′′ − 5xy − y′x = 0;
y(1) = 2;
y′(1) = −2.

6. Знайти наближене значення y(0) методом Рунге Кутта
4 порядку точностi, h = 1

y′ − 2xy − 1 = 0;
y(−1) = 2;
y′(−1) = −2.

7. Записати перших 5 членiв розкладу в ряд розв’язку за
допомогою методу послiдовного диференцiювання

y′′′ + xy′′ − y2x2 − 1 = 0
y(1) = 2;
y′(1) = 3;
y′′(1) = −1.

8. Знайти першi два наближення розв’язку методом Пiкара
y′′ + xy′ − 2y − 1 = 0;
y(1) = 2;
y′(1) = −3.
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