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ВСТУП

Теорія алгоритмів – наука про загальні властивості алгоритмів. Вона визначає та досліджує формальні моделі алгоритмів і алгоритмічно обчислюваних функцій. 

Поняття алгоритму належить до первісних понять математики і є концептуальною основою про​цесів обробки інформації. Обчислювальні процеси алгоритмічного характеру (арифметичні дії над цілими числами, знаходження найбільшого спільного дільника двох чисел і т. п.) відомі людству з глибокої давнини, але в явному вигляді поняття алгоритму сформувалося на початку 20-го століття. 

Під алгоритмом розуміють скінченну множину точно визначених правил для чисто механічного розв'язку задач певного класу. Така множина правил задає обчислювальний процес, названий алгоритмічним, що починається із довільного початкового даного (вибраного з деякої фіксованої для даного алгоритму множини початкових даних) і спрямований на отримання повністю визначеного цим початковим даним результату.

Таке формулювання можна розглядати тільки як пояснення, а не як визначення, тому що поняття алгоритму в силу його первісності не можна виразити через інші поняття математики. Для уточ​нення поняття алгоритму зазвичай вказують його характерні властивості: 
1) фінітність – алгоритм є скінченним об'єктом, що є необхідною умовою його механічної реалізовності;

2) масовість – початкові дані для алгоритму можна вибирати із певної (можливо, нескінченної) множини даних; це означає, що алгоритм призначений не для однієї конкретної задачі, а для класу однотипних задач;

3) дискретність – розчленованість процесу виконання алгоритму на окремі кроки; це означає, що алгоритмічний процес здійснюється в дискретному часі;

4) елементарність – кожен крок алгоритму має бути простим, елементарним, можливість виконання якого людиною або машиною не викликає сумнівів;

5) детермінованість – однозначність процесу виконання алгоритму; це означає, що при заданих початкових даних кожне дане, отримане на певному (не початковому) кроці, однозначно визначається даними, отриманими на попередніх кроках;

6) результативність – алгоритм має засоби, які дозволяють відбирати із даних, отриманих на певному кроці виконання, результативні дані, після чого алгоритм зупиниться.

За допомогою алгоритму кожний конкретний результат отримується за скінченну кількість кроків із скінченної множини даних. Якщо для певних початкових даних процес виконання алгоритму завершується із отриманням результату, кажуть, що до таких даних алгоритм застосовний. Але в деяких ситуаціях процес виконання алгоритму для певних початкових даних продовжується необмежено. Кажуть, що до таких початкових даних алгоритм незастосовний.

Для подальшого уточнення алгоритму вказують множину його початкових даних та множину даних, до яких належать результати. Ці множини називають також множиною вхідних даних і множиною вихідних даних алгоритму. Алгоритм із множиною вхідних даних X та множиною вихідних даних Y називають X-Y-алгоритмом.

Область застосування X-Y-алгоритму ( – це D ( X така, що до кожного d(D алгоритм ( застосовний. Якщо ( видає результат b при роботі над вхідним даним d, це позначаємо b = ((d).

Кожний X-Y-алгоритм ( визначає функцію f : Х→Y, взагалі кажучи часткову, що задається так: 
f(d) = 
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В цьому випадку кажуть, що алгоритм ( обчислює функцію f.

Функція алгоритмічно обчислювана (АОФ), якщо існує алгоритм, який її обчислює.

Множина L алгоритмічно перелічна, якщо L є областю значень деякої алгоритмічно обчислюваної функції, тобто існує алгоритм, який перелічує елементи множини L і тільки їх. 
Множина L алгоритмічно розв'язна відносно множини U, якщо існує алгоритм, який дозволяє для кожного x(U визначати, x(L чи x(L. 

Кожна алгоритмічно розв'язна непорожня множина алгоритмічно перелічна. Справді, нехай L розв'язна відносно U за допомогою. алгоритму (. Вкажемо алгоритм (, який перелічує L. Зафіксуємо довільний елемент b(L. На вхід ( подаємо довільний х(U і запускаємо ( над х. Якщо x(L, то ( видає х як результат; якщо x(L, то ( видає b як результат.

Узагальненням поняття алгоритму є поняття відносного алгоритму, або алгоритму з оракулом. На деяких кроках такий алгоритм може звертатися до певного зовнішнього відносно алгоритму об'єкту – оракула. Видані оракулом відповіді трактуються як дані, вироблені на таких кроках звертання. Кроки звертання до оракула, взагалі кажучи, неелементарні. Зауважимо, що поняття елементарності кроку відносне. Можна вважати, що звичайний алгоритм весь час звертаться до деякого оракула, але цей оракул сам по собі непомітний і вважається внутрішньою частиною обчислювальних засобів алгорит​му, а не є зовнішнім по відношенню до алгоритму об'єктом. Тому є всі підстави вважати первісним поняття саме відносного алгоритму. 

Функція алгоритмічно обчислювана відносно оракула (, або відносно обчислювана, якщо існує алгоритм з оракулом (, який її обчислює.

Із поняттям алгоритму тісно пов'язане поняття числення, яке є таким же фундаментальним, як і поняття алгоритму. Поняття числення відбиває та узагальнює інтуїтивну уяву про індуктивне породження об'єктів, яке широко поширене в математиці.

Під численням розуміють скінченну множину точно визначених породжувальних правил (ПП), які дозволяють із певних заданих об'єктів отримувати інші об'єкти. 

Породжувальні правила називають також правилами виведення. Об'єкти, до яких застосовуються правила виведення, називають засновками. Отриманий із засновків об'єкт називають висновком.

На відміну від наказових правил алгоритму, які однозначно визначають перехід від одних об'єктів до інших, правила числення дозволяють робити перехід від одних об'єктів до інших.
Множину породжених численням об'єктів задають індуктивно. На першому кроці процесу породження (виведення) початкові об'єкти задаються ПП із порожньою множиною засновків. Об'єкт вважається породженим на певному кроці, якщо він отриманий за допомогою певного ПП із об'єктів, породжених на попередніх кроках.
Якщо на першому кроці процесу породження дозволити брати початкові об'єкти із певної множини А, дістаємо числення з входом. Таке числення ( перетворює множину А в множину об'єктів В, породжених із об'єктів множини А за допомогою (.

Кожний алгоритм можна трактувати як числення з входом, яке має такі ПП, що виконання кожного із них відповідає виконанню одного кроку алгоритму. Отже, поняття алгоритму можна звести до поняття числення в смислі зведення алгоритмічного процесу до процесу породження. З іншого боку, поняття числення можна звести до поняття алгоритму в смислі зведення розгалуженого процесу породження до послідовного процесу переліку так, щоб алгоритм переліку відтворив усі породжені численням об'єкти і тільки їх.

Теорія алгоритмів як окремий розділ математики виникла в 30-х роках 20 століття. Необхідність математичного уточнення поняття алгоритму стала неминучою після усвідомлення неможливості існування алгоритмів розв'язку низки масових проблем, в першу чергу пов'язаних з арифметикою та математичною логікою. Найвідомішими з них були проблема істинності для арифметичних формул, проблема істинності для формул числення предикатів 1-го порядку та 10-та проблема Гільберта про розв'язність діофантових рівнянь. Для доведення неіснування алгоритму треба мати його точне мате​матичне визначення, тому після сформування поняття алгоритму як нової та окремої сутності першо​черговою стала проблема знаходження адекватних формальних моделей алгоритму та дослідження їх властивостей. Такі моделі були запропоновані як для первісного поняття алгоритму (машини Тью​рінга, нормальні алгоритми, регістрові машини), так і для похідного поняття АОФ ((-означувані, рекурсивні, частково рекурсивні функції). 

В 1936 р. А. Чорч та С. Кліні довели, що класи рекурсивних та (-означуваних функцій співпадають. На основі цього факту та аналізу ідей, які привели до вказаних понять, А. Чорч висунув тезу про співпадіння класів алгоритмічно обчислюваних та рекурсивних функцій. С. Кліні узагальнив цю тезу для випадку часткових функцій. Доведене А. Тьюрінгом в 1937 р. співпадіння класів частково рекур​сивних функцій та функцій, обчислюваних на машинах Тьюрінга, стало ще одним підтвердженням тези Чорча. Пізніше такі співпадіння були встановлені для всіх відомих формальних моделей АОФ. Тому є всі підстави вважати, що кожна із зазначених вище формальних моделей адекватно уточнює інтуїтивне поняття АОФ. 

З року в рік розширюється сфера використання теорія алгоритмів. Теорія алгоритмів виникла як розділ математичної логіки, перші та найчисельніші застосування вона має саме в математичній логіці. Виникнення і бурхливий розвиток швидкодіючих обчислювальних машин відкрили нові області застосування теорії алгоритмів. Методи і поняття теорії алгоритмів використовуються всюди, де зустрічаються алгоритмічні проблеми (основи математики, теорія інформації, теорія керування, конструктивний аналіз, обчислювальна математика, теорія ймовірності, економіка, лінгвістика та ін.). Теорія алгоритмів є теоретичним фундаментом програмування та інформатики.
1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТА ВИЗНАЧЕННЯ

Поняття, які в посібнику не визначаються, тлумачимо в сенсі підручника [14]. Для полегшення читання наведемо небхідні для подальшого викладу поняття і визначення. 

Вважаємо відомими базові математичні поняття множини, відношення, відображення, декартового добутку та інші. 
Множини натуральних чисел, цілих чисел, раціональних чисел та дійсних чисел будемо позначати відповідно N, Z, Q та R.

Множину всіх підмножин довільної множини A позначаємо 2A. 
Cловом в алфавіті Т назвемо довільну скінченну послідовність символів із Т. 
Довжиною слова назвемо кількість його символів. Довжину слова ( зазвичай позначаємо |(|. 
Слово, яке не містить жоднго символу, назвемо порожнім словом. Таке слово позначаємо (. 
Для порожнього слова його довжина |(| = 0.

Якщо а – символ, то позначаємо а0 = (, ап+1 = а(ап для п(0.

Множину всіх слів у алфавіті Т позначаємо Т*.

Мовою (вербальною множиною) в алфавіті Т назвемо довільну підмножину L ( Т*. X-Y-алгоритм назвемо вербальним, якщо X та Y – вербальні множини.
Функцію (відображення) f : X(Y назвемо вербальною, якщо X та Y – вербальні множини.
Нехай А та R – довільнi множини, f – довільна однозначна часткова функція вигляду f : A(R.
Якщо значення f(a) визначене, то пишемо f(a)(. Якщо f(a) невизначене, то пишемо f(a)(. Якщо f(a) визначене та рівне b, то пишемо f(a)( = b, або f(a)(b. 
Для довільних функцій f та g пишемо f(a) ( g(b), якщо з f(a)( та g(b)( випливає f(a) = g(b). 

Функція f : A(R тотальна, якщо f(a)( для всіх a(A.

З кожною f : A(R зв'яжемо множини Df = {a(A | f(a)(} та Ef = {b(R | f(a)(b для деякого a(Df }.

Множини Df та Ef назвемо відповідно множиною визначення та множиною значень функції f. 
Пару (Df, Ef) назвемо типом функції f.

Графіком функції f назвемо множину {(a, f(a)) | a(Df }.
Функція f : N(N строго монотонна, якщо для всіх х, у(Ef з умови х < у випливає f(x) < f(y). 

Нехай U – деяка множина, яку трактуємо як універсум.

Характеристичною функцiєю довільної множини А ( U назвемо функцiю (А : U({0,1} таку: 
(А(а) = 
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Частковою характеристичною функцiєю довільної А ( U назвемо функцiю 
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Функцію вигляду P : A(Bool, де Bool = {T, F}, будемо називати предикатом на множині A. 
Елементи T та F інтерпретуються як "істина" та "фальш". 

Областю iстинностi довільного тотального предиката Р на множині А називають множину 
TP = {d(A | P(d) = T}.

Характеристичною функцiєю довільного тотального предиката Р на множині А назвемо функцiю (P: A({0, 1} таку: 
(P(а) = 
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Частковою характеристичною функцiєю довільного тотального предиката Р на множині А назвемо функцiю 
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Записи вигляду (А, (P, 
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, TP надалі завжди позначатимуть характеристичну функцiю множини А чи предиката Р, часткову характеристичну функцiю множини А чи предиката Р, область iстинностi предиката Р.
Під формальною системою (ФС) розуміють трійку (L, A, P), де L – мова формальної системи, A – множина аксіом, P – множина правил виведення. 
Мова задається алфавітом та правилами побудови слів мови, які називаються формулами. 
Кожна аксіома є формулою. Правила виведення ФС діють на множині формул. 
Формула, отримана із аксіом за допомогою правил виведення, називається теоремою. 
Правила виведення записуємо у вигляді Р1, Р2 ,..., Рп |– Р, де Р1, Р2 ,..., Рп – засновки, Р – висновок.

Нехай A та V – довільні множини, які трактуватимемо як множини предметних імен та предметних значень. V-іменна множина (V-ІМ) над A – це [14] довільна однозначна функція ( : V( A. 
V-ІМ завичай задаватимемо у вигляді [v1(а1,..., vn(аn,...]. Тут vi(V, ai(A, причому vi ( vj при i ( j. 

Замість запису [v1(f1(d),..., vn(fn(d) | i({1,...,n} та fі(d)(] спрощено пишемо [v1(f1(d),..., vn(fn(d)]. В такому записі V-ІМ вказуємо тільки ті компоненти vі(fі(d), для яких fі(d)(. 
Множину всіх V-іменних множин над A позначаємо VA. 

Для V-ІМ вводять традиційні теоретико-множинні операції ( та \. 

Функцію im : VA(2V вводимо так.
im(() = {v(V | v(a(( для деякого a(A}. 

Введемо параметричну операцію ║Х звуження V-ІМ за множиною Х(V: 
(║Х = {v(a(( | v(X}. 
Операцію ( накладки V-ІМ (2 на V-ІМ (1 задаємо так: 
(1((2 = (2(((1║(V\ im((2))). 
Множину всіх V-ІМ ((VA таких, що im(() = Х, де Х ( V, будемо позначати AX. 
Такі V-ІМ є тотальними однозначними функціями із Х в А.

V-ІМ ( скінченна, або фінітна, якщо im(() скінченна. 

Множину всіх фінітних V-ІМ над A позначаємо VAF. 
Довільну функцію вигляду f : VA(R називають V-квазіарною функцією. 
Довільну функцію вигляду f : VAF (R називають V-фінарною функцією. 

Якщо множина V мається на увазі, то V-квазіарні та V-фінарні функції називатимемо просто квазіарними та фінарними.

Довільну функцію вигляду f : AX(R називають Х-арною функцією на A. 

Традиційні n-арні функції на A, тобто функції вигляду f : Aп(R, можна трактувати як {1,...,n}-арні функції на A (див. також [1]). Тому {1,...,n}-арні функції будемо називати n-арними функціями.

В множині V-квазіарних функцій виділимо множини функцій вигляду VA(A та вигляду VA( Bool. 

Функцію вигляду f : VA(R називемо V-квазіарною функцією на A. 

Функцію вигляду p : VA(Bool назвемо V-квазіарним предикатом на А.

Множини V-квазіарних функцій на A та V-квазіарних предикатів на A позначаємо FnA.та PrA. 

V-квазіарна функція f : VA(R еквітонна [14], якщо для довільних d, d'(VA із умови f(d)( та d' ( d випливає f(d')( = f(d).

Ім'я x(V неiстотне [14] для V-квазіарнoї функцiї f, якщо для довільних d(VA та a, b(A маємо Р(d(x(a) ( Р(d(x(b). 

Кожну еквітонну Х-арну функцію f на А можна розширити до еквітонної Y-квазіарної функції, де Y(Х. СправдІ для кожного d(YA задамо f(d) = f(d║Х), якщо Х ( іт(d), інакше f(d)(. Тому кожну еквітонну Х-арну функцію f можна трактувати як Y-квазіарну для довільного Y ( Х. При цьому всі імена їз Y \ Х неістотні для f.

Нехай F – множина функцій на певній множині D. 
Довільну функцію вигляду Fn( F назвемо n-арною композицією, або n-арною операцією. 
До найважливіших композицій V-квазіарних функцій відносяться суперпозиції.

Параметрична (n+1)-арна композиція суперпозиції S
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 кожним V-квазіарним функціям f, g1,..., gn зіставляє V-квазіарну функцію S
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(f, g1,..., gn), значення якої для кожного d(VА обчислюється так: 

S
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(f, g1,..., gn)(d) = f([v1(g1(d),..., vn(gn(d)]((d║(V\{v1,...,vn}))).

Зрозуміло, що S
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(f, g1,..., gn)(d) = f(d([v1(g1(d),..., vn(gn(d)]). 

При конкретизації множини V-квазіарних функцій на А як множини FnA(PrA можна говорити про суперпозиції вигляду (FnA)n+1(FnA та про суперпозиції вигляду PrA((FпA)n(PrA. 

Традиційними композиціями над предикатами (логічними операціями) є логiчні зв'язки диз'юнкцiя (, кон'юнкцiя &, заперечення (, iмплiкацiя (, еквiваленцiя ( та композиції квантифікації (x, (x. Для квазіарних предикатів визначення цих композицій [14] цілком узгоджені з визначеннями відповідних логічних операцій класичної логіки, але вони враховують частковість предикатів.

Композиції суперпозиції зберігають еквітонність та фінарність V-квазіарних функцій та предикатів, логічні операції зберігають еквітонність та фінарність V-квазіарних предикатів. Таким чином, класи еквітонних квазіарних та еквітонних фінарних функцій замкнені відносно суперпозиції, класи еквітонних квазіарних та еквітонних фінарних предикатів замкнені відносно логічних операцій.

Питання для самоконтролю 

1. Що вивчає теорія алгоритмів?

2. Що таке числення? Наведіть приклади числень.

3. Що таке алгоритм? Укажіть характерні властивості алгоритмів. 

4. Що таке алгоритмічно обчислювана функція?
5. Що таке алгоритмічно перелічна множина? Алгоритмічно розв’язна множина?

6. Як співвідносяться класи алгоритмічно розв’язних та алгоритмічно перелічних множин?
7. Що таке множина визначення та множина значень функції? 

8. Що таке характеристична функція множини? 

9. Що таке часткова характеристична функція множини?

10. Що таке характеристична функція тотального предиката? 

11. Що таке часткова характеристична функція тотального предиката? 

12. Дайте визначення формальної системи.
13. Що таке теорема?

14. Що таке виведення?

15. Що таке іменна множина?

16. Опишіть відомі вам операції над іменними множинами.
17. Дайте визначення квазіарної функції, квазіарного предиката.
18. Дайте визначення фінарної функції.

19. Дайте визначення Х-арної функції, n-арної функції.
20. Дайте визначення еквітонної функції.
21. Дайте визначення традиційних логiчних зв’язок (заперечення, диз’юнкцiя, кон’юнкцiя, iмплiкацiя, еквiваленцiя).

22. Дайте визначення композицій квантифікації (x та (x. 
23. Дайте визначення композиції суперпозиції.

24. Які ви знаєте різновидності композиції суперпозиції?

2. ФОРМАЛЬНІ МОДЕЛІ АЛГОРИТМІВ ТА АЛГОРИТМІЧНО ОБЧИСЛЮВАНИХ ФУНКЦІЙ

У цьому розділі розглянемо найпоширеніші формальні моделі алгоритмічних машин та алгоритмічно обчислюваних функцій. 

2.1. Машини з натуральнозначними регістрами
Машина з натуральнозначними регiстрами (МНР) є iдеалiзованою моделлю комп'ютера. МНР складається із послідовності регiстрiв, взагалі кажучи, необмеженої, вмiстом яких є натуральнi числа. 
Регiстри нумеруємо натуральними числами, починаючи з 0, позначаючи їх R0, R1, ..., Rn, ... 
Вмiст регiстру Rn позначаємо 'Rn . 

Послiдовнiсть ('R0, 'R1,..., 'Rn, ...) вмiстiв регiстрiв МНР називатимемо конфiгурацiєю МНР.

МНР може змiнити вмiст регiстрiв згiдно виконуваної нею команди. Скiнченний список команд утворює програму МНР. Команди програми послiдовно нумеруємо натуральними числами, починаю​чи з 1. Номер команди в програмі називатимемо адресою команди. 
МНР-програму з командами I1, I2,..., Ik позначимо I1I2...Ik. 
Довжину (кiлькiсть команд) МНР-програми P позначимо |P|.

Команди МНР бувають 4-х типiв.

Тип 1. Обнулення n-го регiстру Z(n): 'Rn :( 0.
Тип 2. Збiльшення вмiсту n-го регiстру на 1 S(n): 'Rn :( 'Rn+1. 

Тип 3. Копіювання вмісту регістру T(m, n): 'Rn :( 'Rm (при цьому 'Rm не змiнюється).

Тип 4. Умовний перехiд J(m, n, q): якщо 'Rn = 'Rm, то перейти до виконання q-ї команди, iнакше виконувати наступну за списком команду програми.

Число q в команді J(m, n, q) назвемо адресою переходу.

Команди типiв 1–3 називають арифметичними. Пiсля виконання арифметичної команди МНР повинна виконувати наступну за списком команду програми.

Виконання однiєї команди МНР назвемо кроком МНР.

Формальними моделями алгоритмів є саме МНР-програми, поняття МНР використовується для опису функціонування МНР-програм.

Виконання програми МНР починає, перебуваючи в деякiй початковiй конфiгурацiї, з виконання першої за списком команди. Наступна для виконання команда програми визначається так, як описано вище. Виконання програми завершується (програма зупиняється), якщо наступна для виконання команда вiдсутня (тобто номер наступної команди перевищує номер останньої команди програми). Конфiгурацiя МНР в момент завершення виконання програми називається фiнальною, вона визначає результат роботи МНР-програми над даною початковою конфiгурацiєю.

Якщо МНР-програма P нiколи не зупиняється при роботi над початковою конфiгурацiєю (a0, a1, ...), це позначаємо P(a0, a1, ...)(, якщо коли-небудь зупиниться, це позначаємо P(a0, a1,...)(. 

Якщо МНР-програма P при роботi над початковою конфiгурацiєю (a0, a1, ...) зупиняється iз фiнальною конфiгурацiєю (b0, b1, ...), це позначаємо P(a0, a1, ...)((b0, b1, ...). 

Замiсть P(a1, a2 , ...)((b, ...) надалі будемо писати P(a1, a2, ...)(b. 

Кожна МНР-програма визначає відображення вигляду NN→NN, де NN – множина всіх нескінченних послідовностей натуральних чисел. Зрозуміло, що таке відображення однозначне. Однак МНР-програми як моделі алгоритмів є фінітними об’єктами. Кожна МНР-програма в процесі виконання використовує тільки скінченну множину регістрів, усі вони явно вказані у МНР-програмі. Тому при розгляді відображень, які задаються МНР-програмами, природно обмежитися скінченними послідовностями натуральних чисел. Таким чином, надалі розглядаємо тільки скінченні конфігурації. 

Конфiгурацiю вигляду (a0, a1, ..., aп, 0, 0, ...), в якiй 'Rm = 0 для всiх m > n, назвемо скiнченною. Таку конфігурацію позначаємо (a0, a1, ..., aп). 
Якщо МНР-програма P починає роботу над скiнченною початковою конфiгурацiєю, то в процесi виконання P МНР перебуватиме тiльки в скiнченних конфiгурацiях.

МНР-програма P стандартна, якщо в P для кожної команди вигляду J(m, n, q) виконується умова q ( |P| + 1.

Конкатенацією стандартних МНР-програм P = І1I2...Ik та Q = I1I2...Im назвемо стандартну МНР-програму I1...IkIk+1...Ik+m, де команди Ik+1,..., Ik+m по суті є командами програми Q, у яких кожна команда вигляду J(m, n, q) замінена командою J(m, n, q + k). 

МНР-програми P та Q еквiвалентнi, якщо при роботi над однаковими початковими конфiгурацiями вони або обидві зупиняються з однаковими фiнальними конфiгурацiями, або обидвi не зупиняються.

МНР-програма P обчислює часткову n-арну функцiю f : Nп→N, якщо 
f(a1, a2, ..., aп) = b ( P(a1, a2, ..., aп)((b, ...). 

Функцiя f : Nп→N МНР-обчислювана, якщо iснує МНР-програма, яка обчислює цю функцiю.

Кожна МНР-програма обчислює нескінченну кількість функцій, заданих на N, але, зафіксовуючи наперед арність функцій (тобто формат вхідних даних – кількість компонент початкових конфігурацій), отримуємо, що кожна МНР-програма обчислює єдину функцію заданої арності. 

Кожну функцiю, задану на N, можна трактувати як предикат, інтерпретуючи 1 та 0 як істиннісні значення Т та F відповідно. Фактично в цьому випадку в ролі предикату виступає його характеристична функція.

Розглянемо приклади МНР-програм для функцій та предикатів.

Приклад 1. МНР-програма для всюди невизначеної функції:

1) J(0, 0, 1) 

Приклад 2. МНР-програма для функцiї f(x) = sg(x): 

1) J(0, 1, 4) 

2) Z(0) 

3) S(0) 

Приклад 3. МНР-програма для предикату "x = y": 

1) J(0, 1, 3) 

2) J(0, 0, 4) 

3) S(2) 

4) T(2, 0) 

Приклад 4. МНР-програма для функцiї f(x, y) = x+y:

1) J(1, 2, 5) 

2) S(0) 

3) S(2) 

4) J(0, 0, 1) 

Приклад 5. МНР-програма для функцiї f(x) = 3x:

1) T(0, 1) 

2) J(1, 2, 6) 

3) S(0) 

4) S(0) 

5) S(2)
6) J(0, 0, 2) 

Приклад 6. МНР-програма для функцiї f(x, y) = x – y:

1) J(0, 1, 5) 

2) S(1) 

3) S(2) 

4) J(0, 0, 1)
5) Т(2, 0) 

Приклад 7. МНР-програма для функцiї f(x, y) = 
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1) J(0, 1, 7) 

2) J(0, 2, 6) 

3) S(1) 

4) S(2) 

5) J(0, 0, 1)
6) Z(2)
7) Т(2, 0) 

Приклад 8. МНР-програма для функцiї f(x, y) = max(x, y): 

1) J(0, 2, 5) 

2) J(1, 2, 6) 

3) S(2) 

4) J(0, 0, 1)
5) Т(1, 0) 

Приклад 9. МНР-програма для функцiї f(x) = x/2:

1) J(0, 2, 6) 

2) S(2) 

3) S(2) 

4) S(1) 

5) J(0, 0, 1)
6) Т(1, 0) 

Приклад 10. МНР-програма для функцiї f(x) = [x/2]:

1) J(0, 2, 7) 

2) S(2) 

3) J(0, 2, 7) 

4) S(2) 

5) S(1) 

6) J(0, 0, 1)
7) Т(1, 0) 

Приклад 11. МНР-програма для функцiї f(x, y, z) = x + min(y, z): 

1) J(0, 3, 6) 

2) J(2, 3, 6) 

3) S(3) 

4) S(0) 

5) J(0, 0, 1)
Приклад 12. МНР-програма для функцiї f(x, y, z) = max(x + y, z); 

1) J(1, 3, 5) 

2) S(3) 

3) S(0) 

4) J(0, 0, 1) 
5) J(0, 4, 9) 

6) J(2, 4, 10) 

7) S(4) 

8) J(0, 0, 5)
9) Т(1, 0) 

Приклад 13. МНР-програма для функцiї f(x, y) = x(y, 

1) J(3, 1, 9)
2) J(0, 2, 6) 

3) S(2) 

4) S(4)
5) J(0, 0, 2) 

6) Z(2) 

7) S(3) 

8) J(0, 0, 1)
9) Т(4, 0) 
Питання для самоконтролю 

1. Що таке МНР?

2. Що таке конфігурація МНР?

4. Опишіть команди МНР.

3. Що таке програма МНР?

5. Як виконується програма МНР?

6. Дайте визначення еквівалентних МНР-програм.

7. Дайте визначення стандартної МНР-програми.

8. Як визначається конкатенація стандартних МНР-програм?

9. Як визначається обчислюваність функції f : Nn→N за допомогою МНР-програми P?
10. Що таке МНР-обчислювана функція?

Вправи
1. Вкажіть МНР-програми для функцій:

 1) f(x, y) = 3x+y+1;




2) f(x, y) = x+2y+2; 
 3) f(x) = (x+1)/3;




4) f(x) = [x/3]; 
 5) f(x, y) = 2x – y;




6) f(x, y) = 3y – x; 
 7) f(x, y, z) = (x – y) + z; 



8) f(x, y, z) = x – (y + z);

 9) f(x) = nsg(x);




10) f(x, y) = sg(x+y); 
11) f(x, y) = sg(x(y);




12) f(x, y, z) = nsg(x+y+z); 

13) f(x, y) = min(x, y);




14) f(x, y) = max(2x, y); 

15) f(x, y, z) = max(x, y) + z;



16) f(x, y, z) = x – min(y, z); 

17) f(x, y, z) = mіn(x+y, z);



18) f(x, y, z) = mах(x, у – z); 

19) f(x, y) = max(x, 3y) + 2х;



20) f(x, y) = 3x – min(2y, х);

21) f(x) = x! ; 





22) f(x, y) = xy. 
2. Вкажіть МНР-програми для предикатів: 
1) "х – непарне число"; 



2) "х – парне число"; 

3) "х ( y";.  





4) "х ( y"; 

5) "х > y";  





6) "х < y". 

3. Доведіть, що для кожної МНР-програми можна збудувати еквівалентну їй МНР-програму без команд Т(т, п). 

2.2. Машини Тьюрiнга
Пiд машиною Тьюрiнга (скор. МТ) розумємо впорядковану 5-ку (Q, T, (, q0, q*), де:
– Q – скiнченна множина внутрiшнiх станiв; 

– T – скiнченний алфавiт символiв стрiчки; тут T мiстить спецiальний символ порожньої клiтки (; 

– ( : Q(T→Q ( T ( {R, L, (} – однозначна функцiя переходiв; 

– q0(Q – початковий стан;  

– q*(Q – фiнальний стан. 

МТ детермінована, якщо функція ( однозначна, інакше МТ недетермінована.

Функцiю переходiв задаватимемо скiнченною множиною команд одного з 3-х видiв: qa(pbR, qa(pbL та qa(pb, де p, q(Q, a, b(T, ((Q(T. При цьому, зазвичай, не для всiх пар (q, a)(Q ( T iснує команда з лiвою частиною qa. Це означає, що функцiя ( не є тотальною. Проте зручніше вважати функцію ( тотальною, тому для всiх пар (q, a)(D( неявно (не додаючи вiдповiднi команди вигляду qa(qa), вводимо довизначення ((q, a) = (q, a, ().

Неформально МТ складається з скiнченної пам'ятi, роздiленої на клiтки нескiнченної з обох бокiв стрiчки та голiвки читання-запису. В кожнiй клiтцi стрiчки мiститься єдиний символ iз T, причому в кожен даний момент стрiчка мiстить скiнченну кiлькiсть символiв, вiдмiнних вiд символа (. Голiвка читання-запису в кожен даний момент оглядає єдину клiтку стрiчки. Якщо МТ знаходиться в станi q та голiвка читає символ a, то при виконаннi команди qa(pbR (команди qa(pbL, qa(pb) МТ переходить в стан p, замiсть символу a записує на стрiчцi символ b та змiщує голiвку на 1 клiтку направо (відповідно на 1 клiтку налiво, залишає голiвку на мiсцi).
Конфiгурацiя, або повний стан МТ – це слово вигляду xqy, де x, y(T*, q(Q. Неформально це означає, що на стрiчцi записане слово xy, тобто злiва i справа вiд xy можуть стояти тiльки символи (, МТ знаходиться в станi q, голiвка читає 1-й символ пiдслова y.

Конфiгурацiю вигляду q0x, де 1-й та останнiй символи слова x вiдмiннi вiд (, назвемо початковою. 
Конфiгурацiю вигляду xq*y назвемо фiнальною. 
Пiсля переходу до фiнального стану, отже, до фiнальної конфiгурацiї, МТ зупиняється.

Нехай МТ знаходиться в конфiгурацiї xcqay, де x, y(T*, a, c(T, q(Q. Пiсля виконання команди qa(pbR (команди qa(pbL, команди qa(pb) МТ перейде до конфiгурацiї xcbpy (вiдповiдно до конфiгурацiї xpcby, конфiгурацiї xcpby).

Кожна МТ задає вербальне вiдображення T* →T* таким чином. 

МТ М переводить слово u(T в слово v(T*, якщо вона з початкової конфiгурацiї q0u переходить до фiнальної конфiгурацiї xqy, де q(F*, xy = (v(, (, (({(}* . При цьому перший та останнiй символи слова v вiдмiннi вiд (, або v = (. Цей факт записуємо так: v = M(u). 
Якщо МТ M, починаючи роботу з початкової конфiгурацiї q0u, нiколи не зупиниться, кажуть, що M зациклюється при роботi над словом u. Тодi M(u) не визначене.

МТ M1 та M2 еквiвалентнi, якщо вони задають одне і те ж вербальне вiдображення.

МТ M обчислює часткову функцiю f :Nk→N, якщо вона кожне слово вигляду 
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Функцiя обчислювана за Тьюрiнгом, або МТ-обчислювана, якщо iснує МТ, яка її обчислює.

Кожна МТ обчислює нескінченну множину функцій натуральних аргументів та значень, але зафіксовуючи наперед арність функцій, дістаємо, що кожна МТ обчислює єдину функцію заданої арності. 

Розглянемо приклади МT.

Приклад 1. МТ, яка обчислює функцiю x+y:

q0 | ( q0 | R 

q0 # ( q0 | R 

q0( ( q1(L 

q1 | ( q*( 
Приклад 2. МТ, яка обчислює функцiю f(x) = sg(x):

q0( ( q*( 

q0 | ( q1 | R
q1 | ( q1(R

q1( ( q*(
Приклад 3. МТ, яка обчислює предикат "x парне":

q0 | ( q1(R 

q1 | ( q0(R
q0( ( q*|
q1( ( q*(
Приклад 4.  МТ, яка обчислює предикат  "x = 2":

q0( ( q*(

(x = 0)

q0 | ( q1(R

(x ( 1)

q1( ( q*(

(x = 1)

q1 | ( q2(R

(x ( 2)
q2( ( q*|

(x = 2)
q2 | ( q3(R 

q3 | ( q3(R
q3( ( q*(
Приклад 5. МТ, яка обчислює функцiю f(x, y) = x – y:

q0 | ( q1(R 

q1| ( q1 | R
q1# ( q1#R

q1( ( q2(L
q2 | ( q3(L
q3 | ( q3|L
q3 # ( q3#L

q3( ( q0(R 

q2v# ( q*| 

q0 # ( q4(R 

q4( ( q*(
Приклад 6. МТ, яка обчислює функцiю f(x, y) = 
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q0 | ( q1(R 

q1| ( q1 | R
q1# ( q1#R

q1( ( q2(L
q2| ( q3(L
q3| ( q3 | L
q3# ( q3 #L

q3( ( q0(R 

q2 # ( q*| 

q0 # ( q4(R 

q4| ( q4(R (єдина відмінність від МТ для f(x, y) = x – y ) 

q4( ( q*(
Приклад 7. МТ, яка обчислює функцiю f(x, y) = x+2y:

q0 | ( q0 | R 

q0# ( q0#R 
q0( ( q1(L 

q1 | ( q2(R 

q2 | ( q2 |R 

q2( ( q3|L 
q3| ( q3 |L 
q3( ( q1|L 
q1 # ( q4 |L 

q4 | ( q4 |L 
q4( ( q5(R 

q5 | ( q*( 

Приклад 8. МТ, яка обчислює функцiю f(x) = [x/3]: 

q0( ( q*(
q0 | ( q1(R 

q1 | ( q2(R 

q2 | ( q2 | R 

q2( ( q3(L 

q2 a ( q3 aL 

q3 | ( q4aL 

q4 | ( q4 | L 

q4( ( q0(R 

q1 a ( q0 a 

q3 ( ( q0 (R 

q0a ( q0 | R 

Приклад 9. МТ, яка обчислює функцiю f(x, y) = x(y
q0# ( q1(R 
q1 | ( q1(R 

q1( ( q*( 

q1a ( q1 | R 

q0 | ( q2(R 

q2| ( q2 | R 

q2# ( q3#R 

q3 | ( q4(R 

q4 | ( q4 | R 

q4a ( q4 aR 
q4( ( q5 aL 
q5| ( q5 | L 
q5a ( q5 aL 
q5( ( q3|R 
q3a ( q6 aL 
q6 | ( q6 | L 

q6# ( q6 #L 

q6( ( q0(R 
q3( ( q7(L 
q7# ( q7(L 
q7| ( q7(L 
q7( ( q*( 

Приклад 10. МТ, яка обчислює функцiю f(x) = 2x 
q0 | ( q0 | R 

q0( ( q1aL 

q1 | ( q1 | L 

q1( ( q2(R 

q2 | ( q3(R 
q3 | ( q3 | R 

q3a ( q3 aR 
q3( ( q4(L 
q4a ( q5(R 
q5a ( q5 aR 
q5( ( q6 aL 
q6a ( q6 aL 
q6( ( q4aL 
q4| ( q4 | L 
q4( ( q2(R 
q2a ( q2 | R 

q2( ( q*(
Приклад 11. МТ, яка кожне слово х(Т* переводить в слово х#х 
(тут #(T).
q0 t ( q0 tR для всіх t(T 

q0( ( q1#L

q1 t ( q1 tL для всіх t(T 

q1( ( q2(R 

q2 t ( qt (R для всіх t(T
qt p ( qt pR для всіх t(T, p(T({#}

qt ( ( q't tL для всіх t(T
q't p ( q't pL для всіх t(T, p(T({#}
q't ( ( q2tR для всіх t(T
q2 # ( q*#

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення машини Тьюрінга.

2. Дайте визначення детермінованої та недетермінованої МТ.

3. Опишіть команди МТ.

4. Що таке конфігурація МТ? 

5. Що таке початкова конфігурація МТ? 

6. Що таке фінальна конфігурація МТ?

7. Як змінюється конфігурація МТ при виконанні команди МТ відповідного типу?

8. Як МТ задає вербальне відображення?

9. Дайте визначення еквівалентних МТ.

10. Як визначається обчислюваність функції f : Nn→N за допомогою МТ?

11. Що таке МТ-обчислювана функція? 
Вправи
1. Вкажіть МТ, яка кожне слово х(Т* переводить: 

1) в слово xx;  
2) в слово xxR; де xR – дзеркальне відображення слова х;

3) в слово xR; де xR – дзеркальне відображення слова х. 

2. Вкажіть МТ для функцій:

 1) f(x) = sg(x/2);




2) f(x) = nsg[x/2];
 3) f(x, y) = sg(x+y);  




4) f(x, y) = nsg(x(y); 

 5) f(x) = x/3;  





6) f(x) = [x/2];
 7) f(x, y) = (x+1) – y;  




8)
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10) f(x, y) = |x – (y+2)|; 

11) f(x, y) = 3x+y;  




12) f(x, y) = x – 2y; 
13) f(x, y, z) = 2x+y+z; 



14) f(x, y, z) = x+y+3z; 

15) f(x, y, z) = (x+y) – z; 



16) f(x, y, z) = 2x – (у+z); 

17) f(x, y) = max(x, y); 



18) f(x, y) = min(x, y); 
19) f(x, y) = [x/y];




20) f(x, y) = mod(x, y); 

21) f(x) = x! ;  





22) f(x, y) = xy.

3. Вкажіть МТ для предикатів:
1) "x непарне";  




2) "x = 1"; 

3) "x > y";  





4) "x < y"; 

5) "x ( y";  





6) "x ( y". 

7) "x ( y";  





8) "x ( 3". 

2.3. Нормальні алгоритми Маркова
Пiд нормальним алгоритмом (скор. НА) в алфавiтi T розумiють впорядковану послiдовнiсть продукцiй (правил) вигляду ( ( ( або ( (((, де (, ((T* та ( , ((T. 
Продукцiї вигляду ( ((( називають фiнальними.

Кожен НА в алфавiтi T задає деяке вербальне вiдображення T*→T*. Слово, яке є результатом обробки слова x нормальним алгоритмом (, позначимо ((x). Обробка слова x нормальним алгоритмом ( проводиться поетапно наступним чином. 

Покладемо x0 = x i скажемо, що x0 отримане iз x пiсля 0 етапiв. 
Нехай xn отримане iз слова x пiсля n етапiв. Тодi (n+1)-й етап виконується так.

Шукаємо першу за порядком продукцiю ((( або (((( таку, що ( – пiдслово xn. Застосуємо цю продукцiю до xn , тобто замiнимо в xn найлiвiше входження ( на (. Отримане слово позначимо xn+1. Якщо застосована на (n+1)-му етапi продукцiя нефiнальна, тобто ( ( (, то переходимо до (n+2)-го етапу. Якщо ця продукцiя фiнальна, тобто ( (((, то пiсля її застосування ( зупиняється i ((x) = xn+1. Якщо ж на (n+1)-му етапi жодна продукцiя ( не застосовна до xn+1, тобто в ( немає продукцiї, лiва частина якої – пiдслово слова xn+1, то ( зупиняється i ((x) = xn.

Якщо в процесi обробки слова x НА ( не зупиняється нi на якому етапi, то вважаємо, що ((x) невизначене.

НА називають нормальним алгоритмом над алфавiтом T, якщо вiн є нормальним алгоритмом в деякому розширеннi T' ( T. НА над T задає певне вiдображення T*→T*, використовуючи в процесi обробки слiв допомiжнi символи поза алфавiтом T. Зупинка НА ( над T при роботі над х(T*, результативна, якщо вона вiдбулась на словi y(T*, iнакше результат роботи ( над х невизначений.

НА ( i ( еквiвалентнi вiдносно алфавiту T, якщо для всiх x(T* ((x) та ((x) одночасно визначенi або невизначенi, та у випадку визначеностi ((x) = ((x).

Відомо [11, 12], що для кожного НА над алфавітом Т існує еквiвалентний йому вiдносно T НА в алфавіті Т ({s} з єдиним допоміжним символом s(Т. Відомо також [12], що вербальне відображення, яке кожне слово x(T* переводить в слово хх, не може бути заданим жодним НА в алфавіті Т. Водночас маємо

Приклад 1. НА, який кожне x(T* переводить в слово хх (тут #(Т): 

 ##a(a#а## для всіх a(Т

 #ab(b#a для всіх a, b(Т
 #а(а для всіх a(Т

 ##(((
 ((##
НА ( обчислює часткову функцiю f : Nk→N, якщо він кожне слово вигляду 
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Функцiя обчислювана за Марковим, або НА-обчислювана, якщо iснує НА, який її обчислює. 
Кожний НА обчислює нескінченну множину функцій натуральних аргументів та значень, але зафіксовуючи наперед арність функцій, дістаємо, що кожний НА обчислює єдину функцію заданої арності. 

Приклад 2. НА для функцiї f(x, y) = x + y: 
# ( (
Приклад 3. НА для функцiї f(x, y) = x – y: 
|#| ( #
 #| ( #|
 # ( (
Приклад 4. НА для функцiї f(x) = x/2:

#|| ( |#

 #| ( #|

 # (((
 ( ( #
Приклад 5. НА, який кожне слово виду ax переводить в слово 
[image: image26.wmf]x
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da ( add
ad ( d
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Приклад 6. НА для функцiї f(x) = 2х:

(| ( |((
|( ( (
#( ( |#
 # (((
 ( ( #(
 ( ( (
Приклад 7. НА, який кожне слово виду axby переводить в слово dxy :

ab ( bad
db ( bd
 a ( (
 b ( ( 

Приклад 8. НА для функцiї f(x, y) = x(y:

 # ( ((
|( ( (а
(| ( b(
 ( ( (
аb ( ba|

|b ( b|

 a ( (
 b ( (
Приклад 9. НА для функцiї f(x, y) = 2x+3y:

# ( A(B

|A ( AA|
B| ( |BBB
XA ( |X

X( ( X
XB ( |X
X| ( X
X (((
( ( X
Приклад 10. НА для функцiї f(x, y) = 3x – 2y:

# ( A(B
|A ( A|||
B| ( ||B
A ( (
B ( (
|(| ( (
|( ( |(
( ( (
Приклад 11. НА, який кожне слово x(T* переводить в його дзеркальне відображення – слово xR(T* (тут #(Т): 

 #ab ( b#a для всіх a, b(Т
##a# ( a## для всіх a(Т

 ## (((
 ( ( #

Приклад 12. НА, який переводить натуральні числа із 1-ї в 10-ву систему числення: 

# |10 ( |#
# |9 ( 9

# |8(8

 … …

 #|(1

 #(0

 |( #|

 9((9

 8((8

 … …

 1((1

 (((0
Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення нормального алгоритму Маркова.

2. Як визначається обробка слова нормальним алгоритмом?

3. Як НА задає вербальне відображення?

4. У чому полягає відмінність між НА в алфавіті T та НА над алфавітом T?

5. Дайте визначення еквівалентних відносно алфавіту T нормальних алгоритмів.

6. Як визначається обчислюваність функції f : Nn→N за допомогою НА?

7. Що таке НА-обчислювана функція? 
Вправи
1. Вкажіть НА, який:

1) дописує фіксоване слово на початок вхідного слова;

2) дописує фіксоване слово в кінець вхідного слова;

3) стирає перший символ вхідного слова;

4) стирає останній символ вхідного слова; 

5) кожне слово x(T* переводить в слово xхR.

2. Вкажіть НА для функцій:

 1) 
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2) f(x, y) = |x – y| ;

 3) f(x) = nsg(x);  




4) f(x) = sg(x); 
 5) f(x) = x/3;  





6) f(x) = [x/2];
 7) f(x, y) = 3x + y;  




8) f(x, y) = 2x + 3y; 
 9) f(x, y) = 4 y – x;  




10) f(x, y) = 3x – 5y;

11) f(x, y, z) = (x+y) – z;



12) f(x, y, z) = 2x –  (y+z);

13) f(x, y) = x + 2y;  




14) f(x, y) = 3x + 2y; 
15) f(x) = x +1+ 3x;  




16) f(x) = 2x+3 + x; 
17) f(x, y) = 3x + 2y;  




18) f(x, y) = 2x – 3y; 
19) f(x, y) = max(x, y); 



20) f(x, y) = min(x, y); 
21) f(x) = x! ;  





22) f(x, y) = xy.

3. Вкажіть НА для предикатів:
1) "x непарне";  




2) "x кратне 3"; 

3) "x = y"; 





4) "x ( y"; 

5) "x > y";  





6) "x ( y". 

2.4. Системи Поста
Канонiчною системою Поста над алфавiтом T називають формальну систему (T*, A, P), в якої множина аксiом A є скiнченною підмножиною множини T*, а множина правил виведення P складається зі слiв вигляду (0S1(1...(m–1Sm(m(
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. Тут ((T, всі (k та (і – фiксованi слова iз T* , всі символи Sk(T, причому всi ji({1, ..., m}.

Символи Sk призначенi для позначення довiльних слiв iз T*.

Системи Поста звичайно позначають у вигляді P = (T, A, P). 

Множина правил P визначає на словах iз T* вiдношення безпосереднього виведення таким чином: ((Р (, якщо iснує правило (0S1(1...(m–1Sm(m(
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(P таке, що для деяких слiв (1,..., (m(T* маємо ( = (0(1(1...(m(m, ( = 
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Рефлексивно-транзитивне замикання вiдношення (Р позначаємо 
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( означає, що слово ( отримане iз слова ( за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань правил iз P.

Слово ( породжується системою Поста P, якщо (
[image: image33.wmf]*
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( для деякої ((A. Цей факт записуємо P|–( та називаємо таке слово ( теоремою системи Поста P.

Множину Th(P) = {((T* | P|–(} називатимемо множиною теорем системи Поста P.

Для завдання системи Поста достатньо вкажіть множину правил та множину аксiом. 
У випадку необхiдностi вказуємо i алфавiт T.

Приклад 1. Система Поста iз A = {a, b, (} та P = {S(aSa, S(bSb} породжує всi слова-палiндроми в алфавiтi {a, b}, тобто слова, якi читаються однаково злiва направо i справа налiво.

Множина X ( T* породжувана за Постом, якщо iснують алфавiт T'(T та система Поста P = (T', A, P) такi, що Th(P)((T*) = X.
Функцiя f : Nk→N обчислювана за Постом, якщо множина {
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( (x1,..., xk)(Df}. породжуванa за Постом. Отже, обчислюванiсть функцiй за Постом – це породжуванiсть за Постом графiкiв таких функцiй. 

Наведемо приклади функцій і предикатів, обчислюваних за Постом.

Приклад 2. Система Поста для функцiї f(x, y) = x+y :

A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y#R|, 
X#Y#R(X#Y|#R| }.

Приклад 3. Система Поста для функцiї f(x, y) = x – y:

A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y#R|, 
X#Y#R|(X#Y|#R }.

Приклад 4. Ще одна система Поста для функцiї f(x, y) = x – y:
A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y|#R, 
X##R(X|##R| }.

Приклад 5. Cистема Поста для функцiї 
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A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y|#R, 
X##R(X|##R|,

 #Y#(#Y|# }.

Приклад 6. Cистема Поста для функцiї f(x, y) = |x – y|:

A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y|#R, 
X##R(X|##R|,

X#Y#R(Y#X#R }.

Приклад 7. Система Поста для функцiї f(x, y) = x(y :

A = {##}; 
P = {X#Y#R(X|#Y#RY, 
X#Y#R(X#Y|#RX }.

Приклад 8. Система Поста для функцiї f(xy) = x2 : 

A = {#|}; 

P = {X#R(X|#RХХ| }.

Приклад 9. Система Поста для функцiї f(x) = 2x : 

A = {#}; 

P = {X#R(X|#RR }.

Приклад 10. Cистема Поста для функцiї f(x, y) = max(x, y):

A = {##}; 
P = {X#X#X(X|#X|#X|, 
X#XS#XS(X#XS|#XS|,

XS#X#XS(XS|#X#XS| }.

Приклад 11. Система Поста для функцiї f(x, y) = x + 2y :

A = {## |}; 
P = {X#Y#XS(X|#Y#XS|, 

X#Y#XS(X#Y|#XSS }.

Приклад 12. Система Поста для функцiї f(x, y) = x – y2: 

A = {##}; 
P = {X##R(X|##R|, 

X#Y#RYY|(X#Y|#R }.

Приклад 13. Система Поста для функцiї f(x) = x2 – 2x:

A = {#, ||#}; 
P = {X|#R(X||#RXX| }.

В цьому прикладі треба врахувати, що f(1)(. 

Приклад 14. Система Поста для функцiї f(x) = x3 : 

A = {((}; 
P = {X(Q(R(X|(QХХ|(RQQQXXX|,

X(Q(R(X#R }.

Для обчислення значення f(x+1) = (x+1)3 = f(x) + 3x2 + 3х +1 потрібне x2, тому теоремами СП мусять також бути коди трійок (х, x2, x3). Але теоремами в алфавіті {|, #} можуть бути тільки коди елементів графіка f(x), тому для кодування трійок (х, x2, x3) використано (. 

Приклад 15. Система Поста для функцiї f(x) = x! : 

A = {#|}; 
P = {X#F(X|(F(((,

S(F(A(B(M(S(F(A|(B(MB,

S(F(A(B(M(S(F(A(B|(MA,

S(F(S(F(M(S#M }.

До теорем СП належать коди 5-рок (х+1, x!, a, b, ab), для їх кодування використано (. 
Із кодів 5-рок (х+1, x!, х+1, x!, (х+1)(x!) можна вивести закодовані в алфавіті {|, #} коди пар (х+1, (х+1)!). 
Приклад 16. Система Поста для функцiї f(x) = 
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A = {((}; 
P = {X(((X|((,

QS|(Q(R(QS|(QRR|(R|,

X(X(R(X#R,

X(XS|(R|(X#R }.

До теорем СП належать коди трійок (х, r2, r), для їх кодування використано (. 
Із кодів трійок (х, x, r) та (х, (r+1)2, r+1) при умові r2(х<(r+1)2 можна вивести закодовані в алфавіті {|, #} коди пар (х, r). 
Приклад 17. Система Поста для предиката "x = y": 

A = {## |}; 
P = {X#Y#R(X|#Y|#R, 
X##R(X|##,

#Y#R(#Y|# }.

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення канонічної системи Поста.

2. Як визначається відношення безпосереднього виведення за допомогою правил виведення системи Поста? 

3. Як визначається множина теорем системи Поста? 

4. Дайте визначення множини, породжуваної за Постом.

5. Як визначається обчислюваність функції f : Nn→N за допомогою системи Поста?

6. Що таке обчислюваність функцій за Постом? 
Вправи
1. Вкажіть системи Поста для предикатів:
1) "x парне";  





2) "x ( y"; 

3) "x > y"; 





4) "x ( y". 

2. Вкажіть системи Поста для функцій:

 1) f(x) = nsg(x);  




2) f(x) = sg(x); 
 3) f(x, y) = min(x, y); 




4) f(x, y) = max(x+1, y); 
 5) f(x, y, z) = (2x+y)(z; 



6) f(x) = 3x + х;

 7) f(x) = x3 + 5x;  




8) f(x) = x4 – x;

 9) f(x) = x4 – 2x;  




10) f(x) = x3 – 3x;
11) f(x) = 3x – 4x;  




12) f(x) = 2x – 5x;

13) f(x, y) = 3x + 2y;  




14) f(x, y) = 2x – 3y;

15) f(x, y, z) = x(y(z; 




16) f(x, y, z) = x(y((z+1);

17) f(x, y) = x(y2;  




18) f(x, y) = x2((y+1); 
19) f(x, y) = (x+1)2(у; 




20) f(x, y) = 2x(y;
21) f(x, y) = (x+1)(2y ;




22) f(x, y) = 3x((y+1); 

23) f(x) = [log2 x]; 




24) f(x) = 
[image: image37.wmf][2]
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25) f(x, y) = xy ;





26) 
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2.5. Обчислюваність квазіарних функцій на N
Основними обчислюваними операцiями для випадку еквітонних V-квазіарних функцій на множині N є параметричні операцiї суперпозицiї S
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, примiтивної рекурсiї Ry, z та мiнiмiзацiї My .

Операцiя примiтивної рекурсiї Ry, z з параметрами у, z двом V-квазіарним функцiям g та h зіставляє V-квазіарну функцiю f, яку позначають Ry, z (g, h). 
Для кожного d(VN значення f(d) визначається таким чином:
– при у(іт(d) значення f(d) невизначене; 

– при у(іт(d) значення f(d) визначається рекурсивною схемою 

f(d(у(0) = g(d(у(0(z(0);

f(d(у(а+1) = h(d(у(а(z(f(d(у(а)) для всіх a<d(y).

Це означає, що для всiх d(VN таких, що у(іт(d) та d(y) = b, значення f(d) обчислюється так:

f(d(у(0) = g(d(у(0(z(0); 

f(d(у(1) = h(d(у(0(z(f(d(у(0))

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

f(d) = f(d(у(b) = h(d(у(b–1(z(f(d(у(b–1)).

Операцiя мiнiмiзацiї My з параметром у V-квазіарній функцiї g зіставляє V-квазіарну функцiю f, яку позначають My(g). Для кожного d(VN значення f(d) визначається як перше а(N таке, що g(d(у(a) = 0 і для всiх k<а значення g(d(у(k) визначене та (0. Якщо таке a(N не iснує, то f(d)(.

Це означає, що кожного d(VN значення f(d) обчислюється так. Послiдовно обчислюємо значення g(d(у(k) для k = 0, 1, 2, ... Перше таке а(N, що g(d(у(a) = 0, буде шуканим значенням f(d). При цьому для всiх k < а значення g(d(у(k) визначені та ( 0.

Базовими функцiями для випадку V-квазіарних функцiй, заданих на N, вважатимемо функцiї о, sх та функцiї розіменування 'v. Зазначені базові функції визначаються так:

о(d) = 0 для всіх d(VN ;

'v(d) = d(v) = 
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sх(d) = d(х)+1 = 
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Функцiю, яку можна отримати з базових функцiй о, sх, 'v за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй S
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, Ry, z та My , назвемо V-квазіарною частково рекурсивною функцiєю (V-КЧРФ).

Функцiю, яку можна отримати з фінарних функцiй о, sх, 'v за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй S
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, Ry, z та My , назвемо V-фінарною частково рекурсивною функцiєю (V-ФЧРФ).

Із наведених визначень випливають наступні твердження:

1. Функцiя Ry, z (g, h) алгоритмiчно обчислювана відносно функцій g, h, а також відносно операцій накладки та відносно V-ІМ над N як функцій.

2. Функцiя Ry, z (g, h) алгоритмiчно обчислювана відносно V-фінарних функцій g та h. 

3. Функцiя Мy(g) алгоритмiчно обчислювана відносно функції g, а також відносно операцій накладки та відносно V-ІМ над N як функцій .

4. Функцiя Мy(g) алгоритмiчно обчислювана відносно V-фінарної функції g.

5. Операції Ry, z та My зберігають еквітонність V-квазіарних функцій, заданих на множинi N.

6. Кожна V-ФЧРФ алгоритмiчно обчислювана.
7. Кожна V-КЧРФ еквітонна.
Алгебру ((q; Ry, z, My, S
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), носiєм (q якої є клас всiх V-КЧРФ, а операцiями – операцiї S
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, Ry, z та My , назвемо алгеброю V-КЧРФ.

Алгебру ((f; Ry, z, My, S
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), носiєм (f якої є клас всiх V-ФЧРФ, а операцiями – операцiї S
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, Ry, z та My , назвемо алгеброю V-ФЧРФ.

Введемо поняття операторного терма (ОТ) алгебри V-КЧРФ. Алфавiт складатиметься iз символiв базових функцiй о, sх та 'v, символiв операцiй Ry, z, My , S
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 і допомiжних символiв "(", ")" та ",". 

Дамо iндуктивне визначення ОТ алгебри V-КЧРФ:
1) кожен символ базової функцiї є ОТ; такі ОТ назвемо атомарними;

2) якщо t0, t1, ..., tn – ОТ, то S
[image: image49.wmf]n
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(t0, t1, ..., tn) – ОТ;

3) якщо t0 та t1 – ОТ, то Ry, z (t0, t1) – ОТ;

4) якщо t – ОТ, то My(t) – ОТ.

Інтерпретуючи символи на множині (q природним чином, маємо: кожна V-КЧРФ є значенням деякого ОТ алгебри V-КЧРФ. 

При інтерпретації символів на множині (f дістаємо, що кожна V-ФЧРФ є значенням деякого ОТ алгебри V-КЧРФ. 

Якщо функцiя f є значенням ОТ (, то кажуть, що ( – операторний терм функцiї f, або що f задана операторним термом (.

Зауважимо, що завдання V-КЧРФ та V-ФЧРФ операторними термами не є однозначним. Наприклад, операторнi терми о, Sх(о, sх), Sх(о, о) та Sх, у(о, о, sх) задають одну i ту ж функцiю о.

Розглянемо приклади V-КЧРФ. Зрозуміло, що при обмеженні на клас V-ФЧРФ це будуть приклади V-ФЧРФ. 

Приклад 1. Функцiї-константи – V-КЧРФ.

Kонстанти 0, 1, 2, ... задаються відповідно операторними термами о, Sх(sх, о), Sх(sх, Sх(sх, о)), ... Операторні терми для констант 1, 2, ..., k, ... позначаємо відповідно 1, 2, ..., k, ...

Приклад 2. Функція додавання +xy є V-КЧРФ.

Функцiя +xy визначається так: +xy(d) = 'x(d) +'y(d). 
Зрозуміло, що значення +xy(d) визначене ( x(іт(d) та y(іт(d).

Нехай x(іт(d) та y(іт(d). Тоді маємо

+xy(d(у(0) = 'x(d(у(0(z(0) = 'x(d);

+xy(d(у(b+1) = sz(d(у(b(z(+xy(d(у(b)).

Отже, функція +xy утворена із базових функцій 'x та sz за допомогою операції Ry, z . 

Операторний терм для функції +xy має вигляд Ry, z('x, sz). Такий терм позначимо (xy .

Приклад 3. Функція множення (xy є V-КЧРФ.

Функцiя (xy визначається так: (xy(d) = 'x(d)('y(d). 
Зрозуміло, що значення (xy(d) визначене ( x(іт(d) та y(іт(d).

Нехай x(іт(d) та y(іт(d). Тоді маємо

(xy(d(у(0) = о(d(у(0(z(0) = о(d) = 0;

(xy(d(у(b+1) = 'x(d)((b+1) = 'x(d)(b + 'x(d) = +xz(d(у(b(z((xy(d(у(b)).

Отже, функція (xy утворена із функцій о та +xz за допомогою операції Ry, z . 
ОТ для функції (xy має вигляд Ry, z(о, (yz). Такий терм позначимо (xy 
Приклад 4. Функцiя sgx(d) = 
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Справдi, маємо:  sgx (d(x(0) = о(d(х(0(у(0) = о(d) = 0; sgx (d(x(b+1) = 1.

Отже, функція sgx утворена із функцій о та 1 за допомогою операції Rx, y . 
Операторний терм для sgx має вигляд Rx, y (о, 1), позначимо його sgx .

Приклад 5. Функцiя nsgx(d) = 
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Справдi, маємо:  nsgx (d(x(0) = 1;  nsgx (d(x(b+1) = 0.

Отже, функція nsgx утворена із функцій 1 та о за допомогою операції Rx, y . 
Операторний терм функції пsgx має вигляд Rx, y (1, о). Такий терм позначимо nsgx .

Приклад 6. Функцiя 
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Функцiя 
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Справдi, 
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(d(x(0) = 0;
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(d(x(b+1) = b = 'x(d(x(b(у(
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(d(x(b)). 
Операторний терм функцiї 
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 має вигляд Rx, y (о, 'x).

Тепер маємо 
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(d(у(0) = 'x(d);


[image: image61.wmf]ху

-

&

(d(у(b+1) = 
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Отже, функція 
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 утворена із функцій 'x та 
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 за допомогою операції Ry, z . 
Операторний терм функцiї 
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 має вигляд Ry, z ('x, Rz, y (о, 'z)). Такий терм будемо позначати 
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Приклад 7. Функцiя |–|ху (d) = |'x(d) – 'y(d)| є V-КЧРФ. 

Справдi, маємо |a – b| = (
[image: image68.wmf]b
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) + (
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). 
Звідси OT функцiї |–|ху має вигляд Sх, у((xy,
[image: image70.wmf]ху
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,
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). Такий терм будемо позначати |–|ху .

Приклад 8. Функцiя –ху (d) = 'x(d) – 'y(d) є V-КЧРФ. 

Якщо а = т – п, то а знаходиться як перше, починаючи з 0, таке число, що т = п+а, тобто маємо |(п+a) – т| = 0. Тому ОТ функцiї –ху має вигляд Mz (Sv(|–|vx, (yz)).

Приклад 9. Функцiя [x/у] є V-КЧРФ. 
Cправді, [x/y] = (z(y((z+1)>x). Тому ОТ функцiї [x/у] має вигляд Mz (Su, v(
[image: image72.wmf]uv
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Приклад 10. Функцiя [
[image: image73.wmf]х

] є V-КЧРФ. 

Маємо [
[image: image74.wmf]х

] = (y((y+1)((y+1) > x). Тому ОТ функцiї [
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] має вигляд 
My (Su, v(
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Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення операцій суперпозиції S
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, примітивної рекурсії Ry,z , мінімізації My . 
2. Які властивості операції примітивної рекурсії Ry,z щодо еквітонних квазіарних функцій? Щодо фінарних функцій? 

3. Які властивості операції мінімізації My щодо еквітонних квазіарних функцій? Щодо фінарних функцій? 

4. Дайте визначення базових обчислюваних функцій.

5. Дайте визначення квазіарної частково рекурсивної функції та фінарної частково рекурсивної функції.

6. Які властивості V-КЧРФ та V-ФЧРФ?

7. Дайте визначення алгебри V-КЧРФ та алгебри V-ФЧРФ.

8. Дайте визначення операторного терма алгебри V-КЧРФ.

Вправи
1. Вкажіть ОТ алгебри V-KЧРФ для функцій:

1) f(x) = x!;  





2) f(x, y) = xy; 
3) f(x, y) = [x2/y];  




4) f(x, y) = mod(x, y); 
5) f(x, y) = min(x, y); 




6) f(x, y) = max(x, y+1); 
7) f(x) = [log2 x];  




8)
[image: image78.wmf]]
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9) f(x, y, z) = xy+z  




10) f(x, y= (2x+y)z ; 
11) f(x, y) = 
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12) f(x, y) = 
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13) f(x) = 
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14) f(x, y) = 
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15) f(x) = f(x) = 
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16) f(x, y, z) = 
[image: image84.wmf][(2)1]
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2.6. Обчислюваність n-арних функцій на N
Основними обчислюваними операцiями для п-арних функцiй на множині N є наступні операції: операція суперпозицiї Sn+1, операція примiтивної рекурсiї R, операція мiнiмiзацiї M. 
Операцiя Sn+1 n-арнiй функцiї g(x1, ..., xn) та n функцiям g1(x1, ..., xт), ..., gn(x1, ..., xm) одної i тої ж арностi зіставляє функцiю f(x1, ..., xm) = g(g1(x1, ..., xт), ..., gn(x1, ..., xm)). 
Таку функцiю будемо позначати Sn+1 (g, g1, ..., gn), її арність співпадає з арнiстю g1, ..., gn.

Операцiя примiтивної рекурсiї R n-арнiй функцiї g та (n+2)-арнiй функцiї h зіставляє (n+1)-арну функцiю f, яку позначають R(g, h), що задається рекурсивним визначенням:
f(x1, ..., xn, 0) = g(x1, ..., xn)

f(x1, ..., xn, y+1) = h(x1, ..., xn, y, f(x1, ..., xn, y))

Це означає, що для всiх значень a1, ..., an, b значення f(a1, ..., bn , b) обчислюється так:

f(a1, ..., an, 0) = g(a1, ..., an)
f(a1, ..., an, 1) = h(a1, ..., an, 0, f(a1, ..., an, 0))

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

f(a1, ..., an, b) = h(a1, ..., an, b–1, f(a1, ..., an, b–1))

При n = 0 вважаємо, що функцiя g – 1-арна константа.

Операцiя мiнiмiзацiї M кожній (n+1)-арнiй функцiї g зіставляє n-арну функцiю f, яку позначають M(g), що задається спiввiдношенням f(x1, ..., xn) = (y(g(x1, ..., xn, y) = 0) 

Для всiх значень x1, ..., xn значення f(x1,..., xn) обчислюється так. Послiдовно обчислюємо g(x1,..., xn, y) для y = 0, 1, 2, ... Перше таке значення y, для якого g(x1, ..., xn , y) = 0, – шукане значення f(x1, ..., xn). При цьому для всiх t < y необхідно g(x1, ..., xn , t)( (0. 
Зрозуміло, що функцiя g може бути тотальною, а функцiя f = M(g) – навiть всюди невизначеною. Наприклад, f(x) = (y(x+y+1 = 0).

Базовими функцiями називаються найпростiшi функцiї о(x) = 0, s(x) = x+1 та функцiї-селектори I
[image: image85.wmf]п

т

(x1, ..., xn) = xm, де n ( m ( 1.

Всi базовi функцiї тотальнi та алгоритмiчно обчислюванi.

Функцiю, яку можна отримати iз базових функцiй за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї та примiтивної рекурсiї, називають примiтивно рекурсивною функцiєю (ПРФ).

Функцiю, яку можна отримати iз базових функцiй за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї, примiтивної рекурсiї та мiнiмiзацiї, називають частково рекурсивною функцiєю (ЧРФ). 
Тотальну ЧРФ називають рекурсивною функцiєю (РФ). 

Iз наведених визначень випливають наступні твердження:

1. Якщо функцiї g, g1, ..., gn тотальнi алгоритмiчно обчислюванi, то функцiя Sn+1(g, g1, ..., gn) тотальна алгоритмiчно обчислювана.

2. Якщо функцiї g та h тотальнi алгоритмiчно обчислюванi, то функцiя R(g, h) тотальна алгоритмiчно обчислювана.

3. Якщо функцiя g алгоритмiчно обчислювана, то функцiя M(g) алгоритмiчно обчислювана.

4. Кожна ЧРФ – алгоритмiчно обчислювана функцiя.

5. Кожна РФ та кожна ПРФ – тотальна алгоритмiчно обчислювана функція. 

6. Для класів функцій мають місце спiввiдношення ПРФ ( РФ ( ЧРФ.

Алгебра ((; R, M, S2, S3, ...), носiєм ( якої є клас всiх ЧРФ, а операцiями – операцiї R, M та Sn+1, де n(1, називається алгеброю ЧРФ, або алгеброю Чoрча.

Алгебра ((pr ; R, S2, S3, ...), носiєм (pr якої є клас всiх ПРФ, а операцiями – операцiї R та Sn+1, де n(1, називається алгеброю ПРФ.

Введемо поняття операторного терма алгебри ЧРФ та операторного терма алгебри ПРФ. Алфавiт складатиметься iз символiв базових функцiй о, s та I
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, де n ( m (1, символiв операцiй R, M та Sn+1, де n ( 1, а також допомiжних символiв "(", ")" та "," .

Дамо iндуктивне визначення ОТ алгебри ЧРФ.

1) кожен символ базової функцiї є ОТ; такі ОТ назвемо атомарними;

2) якщо t0, t1, ..., tn  – ОТ, то Sn+1(t0, t1, ..., tn) – ОТ;

3) якщо t1 та t2 – ОТ, то R(t1, t2) – ОТ;

4) якщо t – ОТ, то M(t) – ОТ.

Аналогiчно дається індуктивне визначення ОТ алгебри ПРФ. 
Кожна ЧРФ є значенням деякого ОТ алгебри ЧРФ. Проте не кожен ОТ алгебри ЧРФ має певне значення. Наприклад, операторнi терми R(о, I
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, I
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, I
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) не мають значення. Завдання ЧРФ операторними термами не є однозначним. Наприклад, операторні терми о, S2(о, s), S2(о, о) та S2(о, S2(о, s)) задають одну i ту ж функцiю о(x).

Розглянемо приклади ПРФ, ЧРФ та РФ.

Приклад 1. Функцiї-константи – ПРФ.

n-арна нуль-функцiя оn(x1, ..., xn) = 0 задається ОТ S2(о, I
[image: image91.wmf]п

1

); 
n-арна константа kn(x1, ..., xn) = k задається ОТ S2(s, S2(s,...,S2(о, I
[image: image92.wmf]п
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)...).

Приклад 2. Функцiя f(x1, x2) = x1+x2 – ПРФ. Справдi, маємо 
f(x1, 0) = x1 = I
[image: image93.wmf]1
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(x1);

f(x1, x2+1) = x1+(x2+1) = (x1+x2)+1 = s(x1+x2) = s(f(x1, x2)).

Таким чином, функцiя f(x1, x2) = x1+x2 виникає примiтивною рекурсiєю iз функцiй g(x1) = I
[image: image94.wmf]1

1

(x1) та h(x1, x2, x3) = x3+1 = s(x3) = S2(s, I
[image: image95.wmf]3
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)(x1, x2, x3).

Операторний терм функцiї x1+x2 має вигляд R(I
[image: image96.wmf]1
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, S2(s, I
[image: image97.wmf]3
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)).

Приклад 3. Функцiя f(x1, x2) = x1(x2 – ПРФ. Справдi, маємо

f(x1, 0) = 0 = о(x1);

f(x1, x2+1) = x1((x2+1) = x1(x2+x1 = f(x1, x2)+х1.

Отже, f(x1, x2) = x1(x2 виникає примiтивною рекурсiєю iз функцiй g(x1) = о(x1) та h(x1, x2, x3) = x3+x1. За прикладом 2 функцiя h є ПРФ, тому f – ПРФ. Операторний терм ( функцiї x1(x2 має вигляд R(о, S3((, I
[image: image98.wmf]3
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, I
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Приклад 4. Функцiя f(x1, x2) = 
[image: image100.wmf]2
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 – ПРФ. Справдi, маємо

f(x1, 0) = (x1)0 = 1;

f(x1, x2+1) = 
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Таким чином, функцiя f(x1, x2) = 
[image: image103.wmf]2
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 виникає примiтивною рекурсiєю iз функцiй g(x1) = 11(x1) та h(x1, x2, x3) = x3(x1. За прикладом 3 функцiя h є ПРФ, тому f – ПРФ. 
ОТ функцiї 
[image: image104.wmf]2
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Приклад 5. Функцiя sg(x1) = 
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Справдi, маємо:  sg(0) = 0 = о(x1);  sg(x1+1) = 1.

ОТ функцiї sg(x1) має вигляд R(о, S2(s, S2(о, I
[image: image108.wmf]2
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Приклад 6. Функцiя пsg(x1) = 
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í

ì

³

=

1,

  

  якщо

0,

,

0

  

  якщо

,

1

1

1

х

х

 – ПРФ. 

Справдi, маємо:  пsg(0) = 1 = s(о(x1));  пsg(x1+1) = 0.

ОТ функцiї пsg(x1) має вигляд R(S2(s,о), S2(о, I
[image: image110.wmf]2
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Приклад 7. Функцiя 
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Спочатку покажемо що функцiя 
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Операторний терм функцiї 
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Тепер покажемо що функцiя f(x1, x2) = 
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f(x1, 0) = 
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Отже, функцiя f(x1, x2) = 
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Приклад 8. Функцiя f(x1, x2) = |x1–x2| = (
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Приклад 9. Функцiя f(x1, x2) = x1–x2 = 
[image: image135.wmf]3
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Приклад 10. Всюди невизначена функцiя f( – ЧРФ. (
Cправді, f((x1) = 
[image: image136.wmf]1
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Приклад 11. Функцiя f(x1, x2) = [x1/x2] – ЧРФ. (
Cправді, [x1/x2] = 
[image: image137.wmf]3
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Функцiя [x1/x2] невизначена при x2 = 0, тому вона не РФ, не ПРФ.

Приклад 12. Функцiя f(x1) = [
[image: image140.wmf]1
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Справді, [
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Наведемо деякi елементарнi властивостi ПРФ i РФ. Для спрощення звичайно позначатимемо xn+1 та xn+2 як у та z відповідно

Теорема 2.6.1. Нехай (n+1)-арна функцiя g є ПРФ. Тодi ПРФ є (n+1)-арна функцiя f, задана умовою 
f(x1,..., xn, у) = 
[image: image146.wmf]å
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Домовимося надалi вважати, що при z<y 
[image: image147.wmf]å
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Тeорeма 2.6.2. Нехай (n+1)-арна функцiя g є ПРФ. Тодi ПРФ є (n+2)-арна функцiя f, задана умовою 
f(x1, ..., xn, у, z) = 
[image: image148.wmf]å

=

z

y

k

n

k

x

x

g

)

,

,...,

(

1

.
Тeорeма 2.6.3. Нехай (n+1)-арна функцiя g та n-арнi функцiї ( i ( є ПРФ. Тодi ПРФ є n-арна функцiя h, задана умовою 
h(x1, ..., xn) = 
[image: image149.wmf]å
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Теореми 2.6.1–2.6.3 називають теоремами підсумовування. Замiнивши в цих теоремах символ суми ( на символ добутку (, одержимо теореми мультиплiкацiї.

(п+1)-арна функцiя f отримується iз (n+1)-арної функцiї g за допомогою операцiї обмеженої мiнiмiзацiї, якщо вона задається так: 
f(x1, ..., xn, у) = 
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Цей факт позначаємо так: f(x1, ..., xn, у) = 
[image: image151.wmf]y
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((g(x1, ..., xn, z) = 0).

Тeорeма 2.6.4 (про обмeжeну мiнiмiзацiю). Нехай (n+1)-арна функцiя g є ПРФ. Тодi ПРФ є (n+1)-арна функцiя f, задана умовою

f(x1, ..., xn, у) = 
[image: image152.wmf]y
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((g(x1, ..., xn, z) = 0).

Наслідок. Нехай функцiї g(x1, ..., xn, у) та ((x1, ..., xn) є ПРФ. Тодi ПРФ є функцiя 
f(x1, ..., xn) = 
[image: image153.wmf])
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Приклад 13. Довизначимо функцiю f(x1, x2) = [x1/x2] таким чином: [x1/0] = x1. Тоді [x1/x2] є ПРФ.
Справдi, значення [a/b] рiвне кiлькостi нулiв в послiдовностi 1(
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Приклад 14. Функцiя mod(x1, x2) – остача вiд дiлення x1 на x2, є ЧРФ. 
Справдi, mod(x1, x2) = 
[image: image159.wmf]2
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Беручи тут довизначену функцію [x1/x2], дістанемо довизначену функцію mod(x1, x2): mod(x1, 0) = 0. Така довизначена mod(x1, x2) є ПРФ.

Приклад 15. Функцiя f(x1) = [
[image: image160.wmf]1
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] є ПРФ за теоремою 2.6.4. 
Справдi, [
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Приклад 16. Функцiя пd(x) – кількість дiльників числа x, – є ПРФ при довизначенні пd(0) = 1. 
Справдi, пd(x) = 
[image: image164.wmf]å
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Приклад 17. Функцiя ((x) – кількість простих чисел, які не більші за число x, – є ПРФ. 
Справдi, ((x) = 
[image: image165.wmf].
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Приклад 18. Функцiя р(x) – х-ве просте число, – є ПРФ 
За визначенням р(0) = 2, р(1) = 3, р(2) = 5 і т.д. 
В загальному випадку р(x) = 
[image: image166.wmf]x
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(|((у) – (x+1)| = 0). 
Доведення того, що р(x)
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Приклад 19. Функцiя ex(x, y) – степінь числа р(x) в числі у, – є ПРФ при довизначенні ех(x, 0) = 0. 
Справдi, ex(x, y) = (z(y(nsg(mod(y, p(x)z+1))(sg(y) = 0).

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення операцій суперпозиції Sn+1, примітивної рекурсії R, мінімізації M. 

2. Укажіть властивості операцій Sn+1, R та M. 

3. Дайте визначення базових обчислюваних n-арних функцій.

4. Дайте визначення ПРФ, ЧРФ та РФ. 

5. Укажіть властивості ПРФ, ЧРФ та РФ.

6. Дайте визначення алгебри ЧРФ та алгебри ПРФ.

7. Дайте визначення операторного терма алгебри ЧРФ.

8. Дайте визначення операторного терма алгебри ПРФ.

9. Сформулюйте теореми про підсумовування.

10. Сформулюйте теореми про мультиплікацію.

11. Сформулюйте теорему про кускове задання.

12. Дайте визначення операції обмеженої мінімізації. 

13. Сформулюйте теорему про обмежену мінімізацію. 

Вправи
1. Чи може бути тотальною функція Sn+1(g, g1, ..., gn), якщо g нетотальна ?

2. Чи може бути тотальною функція Sn+1(g, g1, ..., gn), якщо одна з функцій g1, ..., gn нетотальна ?

3. Чи може бути тотальною функція R(g, h), якщо g нетотальна ?

4. Чи може бути тотальною функція R(g, h), якщо h нетотальна ?

5. Чи може бути тотальною функція M(g), якщо g нетотальна ?

6. Промоделюйте операції Sn+1, R, M за допомогою систем Поста.

7. Доведіть, що функція НСК(х1, х2) (найменше спільне кратне чисел х1 та х2 ) є ПРФ при довизначенні НСК(n, 0) = НСК(0, n) = 0.

8. Доведіть, що функція НСD(х1, х2) (найбільший спільний дільник чисел х1 та х2 ) є ПРФ при довизначенні НСD(n, 0) = НСD(0, n) = 0. 

9. Доведіть, що при належному довизначенні наступні функції є ПРФ: 

1) ((х) – сума дільників числа х; 
2) spd(хсума простих дільників числа х;

3) kpd(х) – кількість простих дільників числа х.

10. Вкажіть ОТ алгебри п-арних ЧРФ для функцій:

1) f(x1) = (x1)! ;  




2) f(x1, x2) = (x2 +2)! ; 
3) f(x1, x2, x3) = (x2 + x3)! ; 



4) f(x1) = (2x1)!! ; 
5) 
[image: image175.wmf];
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7) f(x1, x2, x3) = 
[image: image177.wmf];
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8) f(x1) = [log2(x1)];
9) f(x1, x2) = [log3(x1+x2)];



10)
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2.7. Програмованi функцiї на N
Програмна алгебра (P, C) задається парою (B, C), де множина функцій P – основа алгебри, C – множина композицiй (операцiй) над функцiями із P, B ( P – множина базових функцiй [17]. 
Примiтивні програмні алгебри (ППА) – це програмнi алгебри функцiй з простими типами даних. До таких функцiй належать, зокрема, квазіарні, Х-арні та п-арні функцiї, завданi на неструктурованих множинах (наприклад, на множині N, на множинi R). Kомпозицiями ППА є операцiї суперпозицiї, циклу та розгалуження.

Операцiї суперпозицiї – це описані вище операцiї S
[image: image181.wmf]n
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Кожну V-квазіарну функцiю на N можна трактувати як предикат, інтерпретуючи значення 0 як істиннісне значення F, а довільне значення а ( 0 – як істиннісне значення Т. Тому для V-квазіарних функцiй на N дамо такі визначення операцій розгалуження та циклу. 

Операцiя розгалуження N( V-квазіарним функцiям g, h та ( зіставляє V-квазіарну функцiю N(((, g, h), значення якої для кожного d(VA визначається так:

N(((, g, h)(d) = 
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Операцiя циклу N☼v V-квазіарним функціям g та ( зіставляє V-квазіарну функцію f, значення f(d) якої для кожного d(VN визначається як перший елемент аm послiдовностi a0 = d(v), a1 = g(d(v(a0), a2 = g(d(v(a1), ..., ak = g(d(v(ak1), ... такий, що ((d(v(am) = 0 та для всiх k < m ((d(v(ak)( (0, якщо такий елемент am iснує. Якщо такий елемент am не iснує, то f(d)(. 
Для випадку еквітонних V-квазіарних функцій на N базовими функцiями вважаємо функцiї о, sх , 'v, +xy , (xy 
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V-квазіарну функцiю називають програмованою на N, якщо її можна отримати iз зазначених базових функцiй за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй S
[image: image184.wmf]n
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, N( та N☼v .

Із наведених визначень випливають наступні твердження:

1. Функцiя N(((, g, h) алгоритмiчно обчислювана відносно функцій (, g та h.

2. Функцiя N☼v((, g) алгоритмiчно обчислювана відносно V-фінарних функцій ( та g.

3. Функцiя N☼v((, g) алгоритмiчно обчислювана відносно функцій (, g, а також відносно операцій накладки та відносно V-ІМ над A як функцій .

4. Кожна програмована на N еквітонна V-фінарна функцiя алгоритмiчно обчислювана .
Алгебра ((qN ; N(, N☼v, S
[image: image185.wmf]n
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), носiєм (qN якої є клас всiх програмованих на N V-квазіарних функцiй, а операцiями – операцiї N(, N☼v та S
[image: image186.wmf]n
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, називається примiтивною програмною алгеброю програмованих на N еквітонних V-квазі-арних функцiй (ППА-EQ-N).

Алгебра ((fN ; N(, N☼v, S
[image: image187.wmf]n
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), носiєм (fN якої є клас всiх програмованих на N V-фінарних функцiй, а операцiями – операцiї N(, N☼v та S
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, називається примiтивною програмною алгеброю програмованих на N еквітонних V-фінарних функцій (ППА-EФ-N).

Дамо iндуктивне визначення операторного терма ППА-EQ-N (ОТ ППА-EQ-N). 
Алфавiт складається iз символiв базових функцiй о, sх, 'v, +xy, (xy 
[image: image189.wmf]xy
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, символiв операцiй N(, N☼v та S
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, а також допомiжних символiв "(", ")" та ",".

1) кожен символ базової функцiї є ОТ; такі ОТ назвемо атомарними;

2) якщо t0, t1, ..., tn – ОТ, то S
[image: image191.wmf]n
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(t0, t1, ..., tn) – ОТ;

3) якщо t0, t1 та t2 – ОТ, то N((t0, t1, t2) – ОТ;

4) якщо t0 та t1 – ОТ, то N☼v(t0, t1) – ОТ.

Кожна програмована на N еквітонна V-квазіарна функція є значенням деякого ОТ ППА-EQ-N. 
При інтерпретації символів на множині (fN дістаємо, що кожна програмована на N еквітонна V-фінарна функція є значенням деякого ОТ алгебри ППА-EQ-N. 

Зрозуміло, що подання програмованих на N еквітонних V-квазіарних функцій операторними термами ППА-EQ-N неоднозначне.

Логiчнi операцiї над предикатами засобами ППА-EQ-N можна промоделювати таким чином. 
Нехай функції (, ( трактуються як предикати. Функції Sx, y(
[image: image192.wmf]xy
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, 1, (), Sx, y((xy, (, (), Sx, y(+xy, (, () в цьому випадку можна трактувати як предикати ((, (&(, (((. Позаяк ((( та ((( можна подати як (((( та (((()&((((), то легко отримати функції, що моделюють вказані предикати.

Наведемо приклади програмованих на N еквітонних V-квазіарних функцій. При обмеженні на клас V-фінарних функцій вони будуть прикладами програмованих на N V-фінарних функцій.

Приклад 1. Функції-константи програмовані.

Такі функції отримуються із базових функцій за допомогою операцій суперпозиції. Наприклад, константа 1 подається ОТ Sx(sх, о), який позначаємо 1.
Приклад 2. Функції пsgх та sgх програмовані. 

Функція пsgх подається ОТ Su(
[image: image193.wmf]ux
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, 1), який позначимо пsgх . 
ІФункція sgх подається ОТ Su, v(
[image: image194.wmf]uv
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, 1, пsgх), який позначимо sgх .
Приклад 3. Функцiя |x – у| програмована.

Функція |x – у| подається ОТ Su, v(+uv,
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Приклад 4. Предикати x > y, x (y, x = y та x ( y програмовані.

Предикати x > y, x ( y та x = y моделюються функціями 
[image: image197.wmf]xy
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Предикат x = y можна подати як (x(y)&(y(x); предикат x ( у – як ((x = у) або як (x>y)(( у>х).

Приклад 5. Операцiю розгалуження N( можна промоделювати, використовуючи базові функції ППА-EQ-N і операції суперпозицiї та циклу. Справдi, нехай f = N(((, g, h). Тодi f = g(sg(()+h(nsg((). 

Приклад 6. Функцію +xy можна отримати із базових функцій о, sх, 'v, (xy 
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 за допомогою операцій N☼v та S
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Маємо z<x+y ( 
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) = 1, тому z < x+y моделюється функцією 
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). Отже, функцію +xy можна подати OT Sz(N☼z (Su, v(
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[image: image209.wmf]ux

-

&

 

, Su(
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, sz))), sz), о). 

Таким чином, функцiю +xy можна не включати до базових програмованих на N V-квазіарних функцiй; функцію N(((, g, h) можна отримати iз базових функцiй о, sх, 'v, (xy , 
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 та функцiй (, g i h за допомогою операцiй N☼v та S
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Приклад 8. Функції min(x, y) та max(x, y) програмовані. 

Функції min(x, y) та max(x, y) можна подати ОТ N((
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, ‘у, ‘х) та N((
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, ‘х, ‘у) відповідно. Такі ОТ позначимо mіпxy та mахxy .
Приклад 9. Функція mod(x, y) програмована. 

ОТ modxy для функції mod(x, y) : N☼х(Sх(
[image: image215.wmf]xy
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Приклад 10. Функція 
[image: image217.wmf]]
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 програмована. 

ОТ для функції 
[image: image218.wmf]]
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: Sу(N☼у(Su,v(
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, sх, Su,v((uv, sy, sy)), sy), о). 

Приклад 11. Функція [x/y] програмована. 

ОТ для функції [x/y] : Sz(N☼z(Su,v(
[image: image220.wmf]uv
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, sх, Su((uy, sz)), sz), о). 

Приклад 12. Функція HCK(x, y) програмована. 

ОТ для HCK(x, y): Sz(N☼z(Su,v(+uv, modzx, modzy), sz), maxxy). 

Приклад 13. Функція HCD(x, y) програмована. 

ОТ для HCD(x, y): Sz(N☼z(Su,v(+uv, modxz, modyz), Su(
[image: image221.wmf]zu

-

&

 

, 1)), minxy). 

Для випадку п-арних функцій N операцiї суперпозицiї, циклу та розгалуження уточнимо так. Операцiя N☼ n-арним функціям g та ( зіставляє n-арну функцiю f, значення f(x1, ..., xn) якої для кожного набору значень x1, ..., xn визначається як перший елемент аm послiдовностi a0 = x1, a1 = g(a0, x2, ..., xn), a2 = g(a1, x2, ..., xn), ..., ak = g(ak1, x2, ..., xn), ... такий: ((am, x2,..., xn) = 0 та для всiх k < m ((ak, x2, ..., xn)( (0, якщо такий елемент am iснує. Якщо такий елемент am не iснує, то f(x1, ..., xn)(. 

Операцiя N( n-арним функцiям g, h та ( зіставляє n-арну функцiю N(((, g, h), значення якої для кожного набору значень x1, ..., xn визначається так:

N(((, g, h)(x1, ..., xn) = 
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Базовими функцiями для випадку n-арних функцiй на множинi N, вважаємо функцiї о, s та I
[image: image223.wmf]п
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Функцiю назвемо програмованою на N, якщо її можна отримати iз зазначених вище базових функцiй за допомогою скiнченної кiлькостi застосувань операцiй суперпозицiї Sn+1, розгалуження N(, циклу N☼.

Із наведених визначень випливають наступні твердження:

1. Якщо функцiї (, g, h алгоритмiчно очислюванi, то функцiя N(((, g, h) алгоритмiчно обчислювана.

2. Якщо функцiї ( та g алгоритмiчно обчислюванi, то функцiя N☼((, g) алгоритмiчно обчислювана.
3. Кожна програмована на N n-арна функцiя є АОФ. 

Алгебра ((N ; N(, N☼, S2, S3, ... ), носiєм (N якої є клас всiх програмованих на N n-арних функцiй, а операцiями  операцiї N(, N☼ та Sn+1, де n(1, називається примiтивною програмною алгеброю програмованих на N n-арних функцiй (ППА-AR-N).

Дамо iндуктивне визначення операторного терма ППА-AR-N (ОТ ППА-AR-N). 
Алфавiт складається з символiв базових функцiй о, s +, (
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&

  

,

 та I
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, де n(m(1, символiв операцiй N(, N☼ та Sn+1, де n(1, допомiжних символiв –"(", ")" та ",". 
1) кожен символ базової функцiї є ОТ; такі ОТ назвемо атомарними;

2) якщо t0, t1, ..., tn – ОТ, то Sn+1(t0, t1, ..., tn) – ОТ;

3) якщо t0, t1 та t2 – ОТ, то N((t0, t1, t2) – ОТ;

4) якщо t0 та t1 – ОТ, то N☼(t0, t1) – ОТ. 

Кожна програмована на N п-арна функція є значенням деякого ОТ ППА-AR-N. Подання таких функцій ОТ ППА-AR-N неоднозначне Як і для випадку ОТ алгебри п-арних ЧРФ, з-за порушень умов арності не кожен ОТ ППА-AR-N має певне значення. 

Нехай функції ( та ( трактуються як предикати. Тоді функції nsg((), ((( та (+( можна трактувати як предикати ((, (&( та ((( відповідно. Позаяк ((( та ((( можна подати як (((( та (((()&((((), дістаємо функції, що моделюють вказані предикати.

Приклад 14. Функції-константи програмовані. 

Справді, такі функції отримуються із базових функцій о, s та I
[image: image227.wmf]п
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 за допомогою операцій Sn+1.
Приклад 15. Функції пsg(x1) та sg(x1) програмовані. 

Справді, пsg(x1) = 
[image: image228.wmf]1
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Приклад 16. Функцiя |x1 – x2| програмована.

Справдi, |x1 – x2| = (
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Приклад 17. Предикати x1 > x2, x ( x2, x1 = x2 та x1 ( x2 програмовані.

Предикат x1>x2 моделюється функцiєю 
[image: image233.wmf]2
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. Предикат x1 ( x2 моделюється функцiєю 
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, предикат x1 = x2 можна подати як (x1(x2)&(x2(x1), предикат x1 ( x2 – як ((x1 = x2).

Приклад 18. Функція mod(x1, x2) програмована. 

ОТ для функції mod(x1, x2): N☼(S3(
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Приклад 19. Функцiю x1+x2 можна отримати із базових функцій о, s, I
[image: image239.wmf]п
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 за допомогою операцій N☼ та Sn+1.

Маємо x1<x2+x3 ( nsg(((x1+1)
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) = 1, тому предикат x1 < x2+x3 моделюється функцією nsg(((x1+1)
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), ОТ ( якої має вигляд S3(
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). Тому функцію + можна не включати до базових програмованих на N п-арних функцiй.

Приклад 20. Аналогічно випадку V-квазіарних функцій, функцію f = N(((, g, h) можна подати у вигляді f = g(sg(()+h(nsg((). Отже, операцiю розгалуження N( можна промоделювати, використовуючи базові функції о, s, I
[image: image254.wmf]п
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 і операції суперпозицiї та циклу. 

Питання для самоконтролю 

1. Що таке програмна алгебра? 

2. Що таке програмована функція?

3. Що таке примітивна програмна алгебра? 

4. Дайте визначення операції розгалуження N(. 

5. Дайте визначення операції циклу N☼v. 

6. Укажіть властивості операцій N( та N☼v. 

7. Укажіть базові програмовані функції для випадку V-квазіарних функцій на N. 
8. Дайте визначення програмованої функції на N. 

9. Укажіть властивості програмованих функцій на N. 

10. Дайте визначення ППА-EQ-N 

11. Дайте визначення та операторного терма ППА-EQ-N. 

12. Як промоделювати логічні зв'язки  ППА-EQ-N? 

13. Як промоделювати операцію розгалуження N(?

14. Як промоделювати функцію +xy?

15. Дайте визначення операції циклу N☼ для випадку n-арних функцій на N. 
16. Укажіть базові програмовані функції для випадку n-арних функцій на N.
17. Дайте визначення програмованої n-арної функції на N. 
18. Дайте визначення ППА-AR-N та операторного терма ППА-AR-N. 

19. Як промоделювати функцію + засобами ППА-AR-N?

Вправи
1. Вкажіть ОТ ППА-EQ-N для функцій:

1) f(x, y, z) = min(mod(x, y), z); 


2) f(x, y, z) = max(x, mod(y, z));
3) f(x, y, z) = mod(x+1, min(y, z)); 


4) f(x, y, z) = mod(max(x, y+1), z); 

5) f(x, y) = HCD(x+2, y); 



6) f(x, y, z) = HCK(x, y+z); 
7) f(x, y) = [x/(y+1)]; 




8) f(x,y) = [(x+3)/y]; 

9) f(x, y, z) = [(x+z)/y]; 



10) f(x, y, z) = [2x/(y+z)]; 

11) f(x, y) = [x/y3] ; 




12) 
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2. Вкажіть ОТ ППА-Ar-N для функцій 
1) f(x1, x2) = max(x1, x2); 



2) f(x1, x2) = min(x1, x2); 

3) f(x1, x2) = HCD(x1, x2); 



4) f(x1, x2) = HCK(x1, x2); 

5) f(x1, x2) = [x1/x2]; 




6) f(x1) = 
[image: image257.wmf]]
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7) f(x1, x2) = 
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8) f(x1, x2, x3) = max(mod(x1, x2), x3); 
9) f(x1, x2, x3) = mod(x1+x2, x3);


10) f(x1, x2, x3) = min(x2, mod(x1, x3)). 
3. Чи може бути тотальною функція N☼((, g), якщо ( нетотальна ?

4. Чи може бути тотальною функція N☼((, g), якщо g нетотальна ?

2.8. Теза Чорча
Розглянемо співвідношення між різними формальними моделями поняття алгоритмічно обчислюваної функції. Обмежимося розглядом п-арних функцiй на множині N.
Теорема 2.8.1. Наступнi класи функцiй спiвпадають:
1) клас ЧРФ;

2) клас програмованих на N п-арних функцiй;

3) клас МНР-обчислюваних функцiй;

4) клас функцiй, обчислюваних за Тьюрiнгом;

5) клас функцiй, обчислюваних за Марковим;

6) клас функцiй, обчислюваних за Постом

Таким чином, розглянутi нами формалiзми задають один i той же клас п-арних функцiй на N. При цьому самi визначення формалiзмiв гарантують ефективну обчислюванiсть описуваних ними функцiй. Тому є всi пiдстави вважати, що такi формалiзми є рiзними математичними уточненнями iнтуїтивного поняття алгоритмiчно обчислюваної функцiї. Вперше таке твердження стосовно рекурсивних функцiй висунув у 1936 роцi А. Чорч, тому воно дiстало назву "теза Чорча". Узагальнення тези Чорча для часткових функцiй в цьому ж роцi запропонував С. Клiнi. 

Теза Чорча (ТЧ) формулюється наступним чином: 

Tеза Чорча.  Клас ЧРФ збігається з класом п-арних АОФ,

заданих на множині натуральних чисел.

Поняття АОФ не є строго визначеним математичним поняттям, тому теза Чорча математичному доведенню не пiдлягає. Теза Чорча є природно-науковим фактом, який засвідчує адекватність формальних моделей інтуїтивного поняття АОФ. 
Із тези Чорча як наслiдок випливає: 
клас РФ спiвпадає з класом тотальних п-арних АОФ, заданих на множинi натуральних чисел.

Значення тези Чорча полягає в наступному.

1) Прийняття тези Чорча перетворює iнтуїтивнi поняття алгоритму, обчислюваностi, розв'язностi в об'єкти математичного вивчення. 

2) Використання тези Чорча як своєрiдної аксiоми дозволяє в багатьох випадках замiнити формальнi завдання алгоритмiв на неформальнi їх описи. Це дає iстотне спрощення доведень, звiльняючи його вiд зайвих деталей. Проте доведення на основi тези Чорча має бути ретельно аргументованим! При виникненнi найменших сумнiвiв треба вміти провести чисто формальне доведення.
Приклад. Нехай функція f є ЧРФ. Доведемо, що тоді функція h(x) = 
[image: image259.wmf]î

í

ì

Î

 

випадках,

інших 

 

в

 

е

невизначен

,

  

  якщо

,

1

f

E

x

 теж є ЧРФ. Для цього розглянемо процес глобального обчислення всіх значень функції f. Такий процес розіб'ємо на етапи. На кожному етапі починаємо обчислення для наступного значення аргументу. На етапі 0 робимо 1-й крок обчислення f(0). На етапі 1 робимо 1-й крок обчислення f(1) та 2-й крок обчислення f(0) і т.д. На етапі п робимо 1-й крок обчислення f(п), 2-й крок обчислення f(п–1), … , (п+1)-й крок обчислення f(0). Якщо на якомусь етапі обчислення певного f(т) завершується, порівнюємо f(т) та х. При умові f(т) = х процес глобальних обчислень завершується, адже тоді х(Ef , тому результатом нашої роботи буде число 1. При умові f(т) ( х продовжуємо процес глобальних обчислень. Таким чином, нами описано алгоритм для обчислення функції h(x), звідки за тезою Чорча функція h(x) є ЧРФ.

Питання для самоконтролю 

1. Укажіть співвідношення між різними формальними уточненнями поняття алгоритмічно обчислюваної функції. 

2. Сформулюйте тезу Чорча. 

3. Чи можна формально довести тезу Чорча?

4. Як ви можете аргументувати вірність тези Чорча?

5. У чому полягає значення тези Чорча?

Вправи 
1. Доведіть співпадіння наступних класів функцій:

а) клас ЧРФ та клас програмованих на N п-арних функцiй; 

b) клас ЧРФ та клас МНР-обчислюваних функцiй; 

c) клас МТ-обчислюваних та клас НА-обчислюваних функцiй. 

2. Доведіть, що кожна п-арна ЧРФ обчислювана за Постом.

3. Доведіть рекурсивність функції f, заданої такою умовою: f(п) є (п+1)-ю цифрою після коми в десятковому розкладі числа е.

4. Доведіть рекурсивність функції f, заданої такою умовою: f(п) є (п+1)-ю цифрою після коми в десятковому розкладі числа (.

5. Нехай функції f та g є ЧРФ. Доведіть:

a) функція h(x) = 
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b) функція h(x) = 
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c) функція h(x) = 
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d) функція h(x) = 
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6. Нехай функції f та g є ЧРФ. Чи вірно, що завжди є ЧРФ функція h(x), задана умовою 
h(x) = 
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3. НУМЕРАЦІЇ. ТЕОРЕМИ ПРО НЕРУХОМУ ТОЧКУ ДЛЯ ІНДЕКСНИХ ФУНКЦІЙ
У цьому розділі розглядаються ефективні нумерації формальних моделей алгоритмів та АОФ. Вводиться фундаментальне поняття універсальної функції й відповідні поняття універсальної алгоритмічної машини та універсальної програми. Також розглянуто теореми Кліні про нерухому точку. Твердження про існування нерухомих точок мають у математиці універсальний характер, зокрема, в теорії алгоритмів вони набувають вигляду теорем про нерухому точку для індексних рекурсивних функцій, описаних в цьому розділі, і теорем про нерухому точку для ефективних операцій на функціях і множинах, які будуть розглянуті в розділі 7.
3.1. Кодування та нумерації. Канторові нумерації

Кодування множини А на множині В – це ін'єктивне та сюр'єктивне відображення ( : А→В таке, що існують алгоритми ( та (: 

– для кожного а(А ((а)(((а); 

– для кожного b(B ((b) = (–1(b). 

Нумерацiєю множини А називають сюр'єктивне функцiональне вiдображення (: N →А. 
Однозначною нумерацiєю множини А називають бієктивне вiдображення ( : N →А. 

Нумерацiя ( : N→А ефективна, якщо iснують алгоритми ( та (: 

– для кожного а(А ((а)((–1(а); 
– для кожного n(N ((п) = ((п). 

Таким чином, (: N →А – ефективна нумерація ( (–1 : А→N – кодування А на N.
Введемо однозначні ефективні нумерацiї пар та n-ок натуральних чисел, які називаються канторовими нумераціями. 

Всi пари натуральних чисел розташуємо в послiдовнiсть так: 

пара (x, y) передує парі (u, v) ( x+y<u+v або (x+y = u+v та x<u).

Номер пари (x, y) в такiй послiдовностi позначають C(x, y) та називають канторовим номером пари (x, y). Зрозуміло, що C(x, y) = [(x+y+1)((x+y)/2]+x
Лiву та праву компоненти пари з номером n позначають вiдповiдно l(n) та r(n). Функцiї l(n) та r(n) називають вiдповiдно лiвою та правою координатними функцiями.

Функцiя C(x, y) задає бiєкцiю N(N→N, пара функцiй (l(n), r(n)) задає бiєкцiю N→N(N. 

Функцiї C, l та r зв'язaнi тотожностями:

C(l(n), r(n)) = n; l(C(x, y)) = x; r(C(x, y)) = y. 

Маючи нумерацiю пар натуральних чисел, можна ввести нумерацiю n-ок натуральних чисел для довiльного n>2:

Cп(x1, x2,..., xп) = Cп–1(C(x1, x2), x3,..., xп) = C(...С(C(x1, x2), x3),...), xп).

Координатнi функцiї Cn1 , ..., Cnn вводимо так: 

Нехай Cп(x1, x2,..., xп) = m; тоді Cn1(m) = x1; Cn2(m) = x2; ..., Cnn(m) = xn.

Для функцiй Cп, Cn1 , ..., Cnn справджуються такi тотожностi:

Cп(Cn1(x), ..., Cnn(x)) = x; 
Cnk(Cп(x1, x2,..., xп)) = xk, 1(k(n.

Теорема 3.1.1. 1) Функцiї C(x, y), l(n) та r(n) є ПРФ.
 2) Функцiї Cп, Cn1 , ..., Cnn є ПРФ.
Приклад 1. Знайдемо l(100) та r(100). Для х = l(100) та у = r(100) маємо рівняння С(х, у) = 100. Нехай х+у = р. Тоді р є найбільшим натуральним числом, для якого р((р+1) ( 2(100. Звідси р = 13. Маємо х+у = 13, х = 100 – [(13(14)/2] = 9, y = 13–9 = 4. Отже, l(100) = 9 та r(100) = 4. 

Приклад 2. Розв'яжемо рівняння C4(x, y, z, v) = 207. За визначенням С(С(С(x, y), z), v) = 207. Нехай С(С(x, y), z) = а, маємо C(а, v) = 207. Нехай a+v = р. Тоді р є найбільшим натуральним числом, для якого р((р+1)(2(207. Звідси маємо р = 19, звідки а = 17 та v = 2. Тепер маємо С(С(x, y), z) = 17. Нехай С(x, y) = b, тоді C(b, z) = 17. Нехай b+z = q. Тоді q є найбільшим натуральним числом, для якого q((q+1) ( 2(17. Звідси q = 5, звідки b = 2 та z = 3. Маємо C(x, y) = 2, звідки x = 1 та y = 0.

Приклад 3. Задамо однозначну ефективну нумерацiю всiх скiнченних послiдовностей натуральних чисел на основі їх кодування (:
[image: image265.wmf]U

0

³

k

k

N

→N : ((() = 0; ((а1, ..., ап) = C(Cп(а1, ..., ап), п–1)+1.

Зрозуміло, що таке відображення бієктивне. Тепер обернене відображення η = (–1 – шукана однозначна нумерацiя.

Приклад 4. Однозначну ефективну нумерацiю всiх скiнченних послiдовностей натуральних чисел можна задати на основі кодування (:
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Бiєктивнiсть вiдображення ( випливає iз однозначностi подання кожного натурального числа в двiйковiй системi числення. Обернене відображення ( = (–1 – шукана однозначна нумерацiя. 

Приклад 5. Однозначну ефективну нумерацiю всiх непорожніх скiнченних послiдовностей натуральних чисел можна задати на основі кодування (:
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Обернене відображення ( = (–1 – шукана однозначна нумерацiя.

Приклад 6. Ефективну нумерацiю ( множини формул довiльної мови 1-го порядку із злiченним алфавiтом [14] введемо наступним чином. Занумеруємо множини предметних імен x0, x1, ..., константних символiв c0, c1, ... , функцiональних символiв f0, f1, ... та предикатних символiв p0, p1,... . 
Кодування ( термiв та формул ( задамо так:

((xk) = 3(k ; 

((ck) = 3(k+1;

((fk t1...tn) = 3(C(Cn+1(k, ((t1),..., ((tn)), n–1)+2; 

((pk t1...tn) = 4(C(Cn+1(k, ((t1),..., ((tn)), n–1); 

(((() = 4(((()+1; 

((((() = 4(C((((),((())+2;

(((xk() = 4(C(k, ((())+3.

Номером (індексом) довiльної формули ( вважатимемо її код (((). Всi тi натуральнi числа, якi не є кодами формул, вважатимемо номером формули x0 = x0 . Зрозуміло, що так введена нумерація ( = (–1 неоднозначна. Формулу з номером n позначатимемо (n . 

Кодувати довiльну скiнченну послiдовнiсть натуральних чисел. дозволяє також функція Гьоделя ((x, y) = mod(l(x), 1+(y+1)(r(x)). 

З визначення випливає, що ((x, y) є ПРФ. 

Теорема 3.1.2 (про основну властивість функції Гьоделя). Для довiльної скiнченної послiдовностi натуральних чисел b0, b1, .., bn існує натуральне число t таке, що ((t, i) = bi для всiх i({0,..., n}.

Використання функції Гьоделя дає змогу промоделювати операцiю примiтивної рекурсiї операціями суперпозиції та мінімізації: 

Теорема 3.1.3. Функцiя f = R(g, h) може бути отримана iз функцiй g, h, базових функцiй і функцiй +, ( 
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Наслiдок. Клас ЧРФ збігається з класом функцiй, отриманих із функцій о, s, I
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Питання для самоконтролю 

1. Що таке кодування множини A на множині B?

2. Що таке нумерація? 

3. Що таке однозначна нумерація?

4. Які нумерації називають ефективними? 

5. Який зв’язок ефективних нумерацій та кодувань? 

6. Як визначаються канторові нумерації пар та n-ок натуральних чисел?

7. Укажіть тотожності для нумераційних функцій C, l та r.

8. Укажіть тотожності для нумераційних функцій Cn, Cn1,..., Cnn.

9. Задайте однозначні ефективні нумерації всіх скінченних послідовностей і всіх скінченних непорожніх послідовностей натуральних чисел:

– на основі канторових нумераційних функцій;

– на основі подання натуральних чисел у двійковій системі числення.

10. Задайте ефективну нумерацію множини формул мови 1-го порядку зі зліченним алфавітом.

11. Дайте визначення функції Геделя.

12. Сформулюйте основну властивість функції Геделя.

13. Сформулюйте теорему про елімінацію операції примітивної рекурсії.

Вправи
1. Знайдіть l(150), r(150) та l(200), r(200). 
2. Розв'яжіть рівняння C(x, y) = 2012. 

3. Розв'яжіть наступні рівняння:

C3(x,y,z) = 131;

C3(x,y,z) = 133;

C3(x,y,z) = 226;

C3(x,y,z) = 212;

C4(x,y,z,v) = 123;
C4(x,y,z,v) = 333;

C4(x,y,z,v) = 228;
C4(x,y,z,v) = 282. 

4. Функцiя f : N(N називається функцiєю великого розмаху (ФВР), якщо для кожного a(N рiвняння f(x) = a має нескiнченну кiлькiсть розв'язкiв. Доведіть, що:

1) функції l(х) та r(х) є ФВР; 

2) для кожної рекурсивної ФВР L(х) іcнyє рекурсивна ФВР R(х) така, що пара (L, R) задає бієкцію N→N(N ; 

3) для L(х), R(х) та функції С(x, y) = (t(x = L(t) & y = R(t)) мають місце тотожності C(L(n), R(n)) = n; L(C(x, y)) = x; R(C(x, y)) = y. Це означає, що функцiї L, R та C грають роль канторових нумерацiйних функцiй l, r та С.

5. Наведіть конкретні приклади ефективних нумерацій множини формул мови арифметики, множини формул мови теорії множин та множини формул мови частково впорядкованих множин.

6. Сформулюйте та доведіть теорему про моделювання операції примітивної рекурсії для випадку фінарних ЧРФ.
3.2. Ефективні нумерації формальних моделей алгоритмів та АОФ

Розглянемо приклади ефективних нумерацій формальних моделей алгоритмів та алгоритмічно обчислюваних функцій.

Приклад 1. Однозначну ефективну нумерацiю всiх МНР-програм задамо на основi кодування МНР-програм як скiнченних послiдовностей команд МНР. Кодування команд ( задамо так:

((Z(n)) = 4(n;

((S(n)) = 4(n+1;

((T(т, n)) = 4(С(т, n)+2;

((J(m, n, q+1)) = 4(С(С(т, n), q)+3.

Таке ( – бiєктивне вiдображення множини всiх команд МНР на N. 

Використовуючи розглянуту вище бiєкцiю ( :
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→N, задамо кодування ( всiх МНР-програм так. Якщо P – МНР-програма I1I2...Ik , то ((P) = ((((I1),..., ((Ik)). Відображення ( та ( бiєктивнi, тому ( теж бiєкцiя. Тодi ( = (–1 – шукана однозначна нумерацiя. 

Нумерацiя ( ефективна. Справді, за кожною МНР-програмою P ефективно обчислюється її номер ((P). З іншого боку, за кожним n(N ефективно визначається МНР-програма P = ((n). Для цього подамо число n+1 як суму зростаючих степенiв числа 2: n+1 = 
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, де 0 ( b1 <...< bk. Далі визначимо послiдовнiсть чисел a1, ..., ak: a1 = b1, ai+1 = bi+1 – bi – 1 для 1 < i < k. За числами a1, ..., ak як за кодами команд МНР вiдновимо вiдповiднi команди. Послiдовнiсть цих команд i є шукана P = ((n). 

МНР-програму з кодом n позначатимемо Pn.

Приклад 1.1. Знайдемо код МНР-програми P, яка обчислює бінарну функцію х+у. Використаємо приклад 3 розділу 2.1. Маємо:

1) J(1, 2, 5); ((J(1, 2, 5)) = 4(С(С(1,2),4)+3 = 4(С(7,4)+3 = 4(73+3 = 295;
2) S(0); ((S(0)) = 4(0+1 = 1;
3) S(2); ((S(2)) = 4(2+1 = 9;
4) J(0, 0, 1); ((J(0, 0, 1)) = 4(С(С(0,0),0)+3 = 4(С(0,0)+3 = 4(0+3 = 3.
Тепер ((P) = ((295, 1, 9, 3) = 2295 + 2297 + 2307 + 2311 –1. 

Приклад 1.2. Знайдемо P5119 = ((5119). Маємо 5119+1 = 5120 = 210+212, звiдки a1 = 10, a2 = 12–10–1 = 1. Але 10 = 2+4(C(1,0), тому P5119 така: 

1) T(1, 0); 

2) S(0).

Приклад 2. Ефективну нумерацiю всiх МТ задамо на основi кодування МТ. Кожну МТ можна задати послiдовнiстю її команд такою, що 1-а команда мiстить в лiвiй частинi символ q0, остання команда мiстить в правiй частинi символ q*. Така нумерацiя МТ неоднозначна, бо множину команд МТ можна впорядкувати у виглядi послiдовностi з зазначеною властивiстю багатьма способами. 

Спочатку занумеруємо внутрiшнi стани МТ і символи стрiчки. Нехай Q = {q0,..., qf}, T = {a0,..., am}. Задамо кодування ( команд МТ: 

((qiaj(qka1) = 3(C4(i, j, k, l);

((qiaj(qka1L) = 3(C4(i, j, k, l)+1; 

((qiaj(qka1R) = 3(C4(i, j, k, l)+2. 

Таке ( є бiєктивним вiдображенням множини всiх можливих команд машин Тьюрiнга на N. Використовуючи розглянуту вище бiєкцiю (:
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→N, визначимо код МТ M, заданої послiдовнiстю команд I1I2...Iк, таким чином: ((M) = ((((I1),..., ((Ik)). Але ( та ( бiєктивнi, тому ( теж бiєкцiя. Тодi ( = (–1 – шукана однозначна нумерацiя послiдовностей команд МТ, але неоднозначна нумерацiя всiх МТ. Неважко переконатись, що така нумерацiя ефективна. 

Приклад 2.1. Знайдемо код МТ М, яка обчислює функцію х+у. Нехай a0 = (, a1 = |, a2 = #, q* = q2.

 Використаємо приклад 1 розділу 2.2: 

q0|( q0|R; ((q0|( q0|R) = 3(C4(0,1,0,1)+2 = 3(C(2,1)+2 = 3(8+2 = 26;

q0#( q0|R; ((q0#( q0|R) = 3(C4(0,2,0,1)+2 = 3(C(9,1)+2 = 3(64+2 = 194;

q0(( q1(L; ((q0(( q1(L) = 3(C4(0,0,1,0)+1 = 3(C(1,0)+1 = 3(2+1 = 7;

q1|( q*(; ((q1|( q*() = 3(C4(1,1,2,0) = 3(C(25,0) = 3(350 = 1050.

Тепер ((M) = ((26, 194, 7, 1050) = 226 + 2221 + 2229 + 21280 –1. 

Приклад 3. Ефективну нумерацiю ( т-арних ЧРФ для всіх m (1 задамо на основi кодування ( ОТ алгебри ЧРФ. Кожну ЧРФ можна описати нескiнченною кiлькiстю рiзних ОТ, тому ( неоднозначна.

Кодування ( операторних термiв задамо так:

((о) = 0; 
((s) = 4; 

((I
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) = 4(C(n–m, m–1) + 8;

((Sn+1(t0, t1,..., tn)) = 4(C(Cn+1(((t0), ((t1),..., ((tn)), n–1) +1;

((R(t0, t1)) = 4(C(((t0), ((t1)) +2; 

((M(t)) = 4(((t) +3.

Число n(N вважаємо номером ЧРФ f, якщо n є кодом якогось ОТ, i значенням цього ОТ є функцiя f. Числа, якi не є кодами ОТ, та коди тих ОТ, якi не задають ЧРФ, вважаємо номерами всюди невизначеної функцiї f(. Отже, за кожною ЧРФ ефективно знаходиться її номер. З iншого боку, за кожним n(N ефективно визначається ЧРФ f така, що ((n) = f : за n як за кодом будуємо ОТ; якщо ОТ з таким кодом iснує та задає ЧРФ, то ((n) – ця ЧРФ f; якщо ОТ з таким кодом iснує, але не задає ЧРФ, або якщо ОТ з таким кодом не iснує, то ((n) = f( . Тому ( – ефективна нумерацiя. 

Приклад 3.1. Знайдемо код ОТ алгебри п-арних ЧРФ для всюди невизначеної функцiї f(. Згадуючи приклад 9 розділу 2.6, для f( маємо ОТ М(s), звідки ((M(s)) = 4(((s)+3 = 4(4+3 = 19. 

Приклад 4. Ефективну неоднозначну нумерацiю всiх ПРФ задамо на основi кодування ( ОТ алгебри ПРФ. Таке кодування задамо так:

((о) = 0; 
((s) = 3; 
((I
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) = 3(C(n–m, m–1) + 6;

((Sn+1(t0, t1,..., tn)) = 3(C(Cn+1(((t0), ((t1),..., ((tn)), n–1)+1;

((R(t0, t1)) = 3(C(((t0), ((t1))+2.

Число n(N вважаємо номером ПРФ f, якщо n є кодом якогось ОТ та значенням цього ОТ є функцiя f. Числа, якi не є кодами ОТ, та коди тих ОТ, якi не задають ПРФ, вважаємо номерами функцiї о.

Приклад 4.1. Знайдемо код ОТ алгебри ПРФ для f(x1, x2) = x1+x2 . Згідно прикладу 2 розділу 2.6, для x1+x2 маємо ОТ R(I
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((R(I
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))) = 3(C(((I
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))) +2 = 3(C(6, 3(C(С(((s), ((I
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)), 0)+1)+2 = 

= 3(C(6, 3(C(С(3, 15), 0)+1)+2 = 3(C(6, 3(C(174, 0)+1)+2 = 3(C(6, 3(15399+1)+2 = 3(C(6, 46198)+2 = 

= 3(1067427916+2 = 3202283748+2 = 3202283750.

Приклад 5. Ефективну нумерацiю всiх програмованих на N n-арних функцiй задамо на основi кодування операторних термiв ППА-AR-N. Така нумерацiя неоднозначна. Єдина iстотна вiдмiннiсть вiд нумерацiї прикладу 3 – iнше кодування ( операторних термiв ППА-AR-N :

((о) = 0; 

((s) = 4; 

((+) = 8; 

((() = 12; 
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) = 4((C(n–m, m–1) +5);

((Sn+1(t0, t1,..., tn)) = 4(C(Cn+1(((t0), ((t1),..., ((tn)), n–1)+1;

((N((t0, t1, t2)) = 4(C3(((t0), ((t1), ((t2))+2;

((N☼(t0, t1)) = 4(C(((t0), ((t1))+3.

Приклад 6. Ефективну нумерацiю всiх МНР-обчислюваних функцiй фіксованої арності п задамо на основi кодування МНР-програм (приклад 1). Hомером n-арної МНР-обчислюваної функцiї f буде код МНР-програми, яка обчислює функцію f. Кожна n-арна МНР-обчислювана функцiя може задаватися нескiнченною кiлькiстю рiзних МНР-програм, тому така нумерацiя неоднозначна.

Приклад 7. Ефективну нумерацiю всiх МНР-обчислюваних функцiй можна ввести на основі кодування МНР-програм. Hомером n-арної функцiї f буде число С(k, n), де k – код МНР-програми для f.

Приклад 8. Ефективну нумерацiю всiх МТ-обчислюваних функцiй фіксованої арності п задамо на основi кодування МТ. Номером n-арної МТ-обчислюваної функцiї f буде код МТ, яка обчислює f. Кожна n-арна МТ-обчислювана функцiя може задаватися нескiнченною кiлькiстю рiзних МТ, тому така нумерацiя неоднозначна.

Приклад 9. Ефективну нумерацiю всiх обчислюваних за Тьюрiнгом функцiй введемо на основі кодування МТ. Hомером МТ-обчислюваної функцiї f арності п буде число С(k, n), де k – код МТ для f.

Питання для самоконтролю 

1. Як задаються кодування та нумерація МНР програм?

2. Як задаються кодування та нумерація МТ?

3. Опишіть кодування ОТ алгебри n-арних ЧРФ. 

4. Опишіть кодування ОТ алгебри n-арних ПРФ.

5. Опишіть кодування ОТ ППА-AR-N. 

6. Як задати ефективну нумерацію всіх МНР-обчислюваних функцій фіксованої арності n?

7. Як задати ефективну нумерацію всіх МТ-обчислюваних функцій фіксованої арності n?

Вправи 
1. Вкажіть МНР-програму та її код для функцій: 

 1) f(x) = 2x;  





2) f(x,y) = x–y;
 3) f(x) = x/2;  





4) f(x) = [x/2]; 
 5) f(x) = nsg(x);  




6) f(x) = sg(x); 
 7) f(x, y) = sg(x+y);  




8) f(x, y) = nsg(x+y); 
 9) f(x, y) = sg(x(y);  




10) f(x, y) = nsg(x(y); 
11) f(x, y) = min(x, y); 



12) f(x, y) = max(x, y).

2. Вкажіть МНР-програму та її код для предикатів: 

1) "х – непарне число"; 



2) "х – парне число";

3) "х = 3";  





4) "х ( y".

3. Визначіть всі МНР-програми з кодами від 0 до 100 включно.

4. Вкажіть МТ та її код для функцій та предикатів: 

1) f(x) = sg(x);  





2) f(x) = nsg(x); 

3) f(x, y) = sg(x+y);  




4) f(x, y) = nsg(x+y); 

5) f(x) = sg[x/2];  




6) f(x) = nsg(x/2); 
7) "х – непарне число"; 



8) "х – парне число".

5. Задайте кодування ОТ алгебри КЧРФ, на основі чого визначіть ефективну нумерацiю всiх фінарних ЧРФ.

6. Задайте кодування ОТ ППА-EQ-N, на основі чого визначіть ефективну нумерацiю всiх програмованих на N фінарних функцiй.

3.3. Нумерації n-арних ЧРФ. Універсальні функції. s-m-n-теорема
В силу спiвпадiння класiв ЧРФ, програмованих на N функцiй, МНР-обчислюваних функцiй та МТ-обчислюваних функцiй, нумерацiї прикладiв 6 та 8 розділу 3.2 можна розглядати як ефективні нумерацiї всiх n-арних ЧРФ для фіксованого п, а нумерацiї прикладiв 3, 5, 7 та 9 – як ефективні нумерацiї всiх n-арних ЧРФ.

Зафiксуємо для кожного n(1 ефективну нумерацiю n-арних ЧРФ. Зазвичай це буде нумерація на основі кодування МНР-програм (приклад 6), інколи нумерація на основі кодування МТ (приклад 8). Такі нумерації назвемо стандартними нумераціями n-арних ЧРФ. Для стандартних нумерацій введемо наступні позначення.

n-арну ЧРФ з номером m позначатимемо (
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. У випадку n = 1 вживаємо спрощене позначення (m . Область визначення та область значень функцiї (
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 позначаємо вiдповiдно D
[image: image295.wmf]п

т

 та E
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. У випадку n = 1 вживатимемо позначення Dm та Em.

Номер функцiї назвемо також iндексом функцiї. Номер функцiї в стандартній намерації назвемо стандартним iндексом функцiї.

Нумерація ( Гьодельова, якщо існують РФ f та g такі: 

– для кожного т(N (
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 = (f(m); 

– для кожного k(N (k = (
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Це означає, що існує пара алгоритмів, перший з яких за стандартним індексом функції знаходить її (-індекс, а другий за (-індексом функції знаходить її стандартний індекс.

Нехай F –деякий клас функцій вигляду Х→Y, для якого задана нумерація ( : N→F. З кожною такою нумерацією ( можна зв'язати функцію и : N×Х→Y, визначену умовою и(п, х) = (п(х). Таку функцію и називають спряженою з нумерацією (. 

Нумерація обчислювана, якщо спряжена з нею функція є ЧРФ. 

Позначаємо Fт клас всiх функцiй iз F фіксованої арності т. 

Функцiя и(y, x1, ..., xп) унiверсальна для класу Fп, якщо: 

– для кожного значення m функцiя и(m, x1, ..., xп) (Fп; 

– для кожної f(Fп iснує таке m, що f(x1, ..., xn) = и(т, x1, ..., xп) для всiх значень x1, ..., xп . 

Теорема 3.3.1. Нехай T – деякий клас тотальних п-арних функцiй на N, який мiстить функцiї о, s, I
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 та замкнений вiдносно суперпозицiї. Нехай функцiя u унiверсальна для Tп. Тодi u(T.

Наслiдок 1. Функцiя, унiверсальна для класу n-арних РФ, не є ЧРФ.
Наслiдок 2. Функцiя, унiверсальна для класу n-арних ПРФ, не є ПРФ.

Теорема 3.3.2. Існує РФ, унiверсальна для класу n-арних ПРФ.
Наслiдок 1. Існує РФ, яка не є ПРФ.

Наслiдок 2. Для вiдповiдних класiв функцiй маємо строгi включення ПРФ ( РФ ( ЧРФ.

Теорема 3.3.3. Існує ЧРФ, унiверсальна для класу n-арних ЧРФ.
Справді, такою буде функція и(у, x1, ..., xп) = (
[image: image300.wmf]п

у

(x1, ..., xп). 

МНР-програма, яка обчислює унiверсальну ЧРФ, називається унiверсальною МНР-програмою.

Унiверсальна програма декодує довiльне число y в програму Py , а далi моделює роботу Py . Тому така унiверсальна програма може бути задана в явному виглядi. Отже, можна конструктивно знайти iндекс k унiверсальної функцiї u в стандартній нумерацiї (n+1)-арних ЧРФ, тобто u суть функцiя (
[image: image301.wmf]1
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.

Машина Тьюрiнга, яка обчислює унiверсальну ЧРФ, називається унiверсальною МТ. Таку МТ, здатну моделювати роботу довiльної МТ за її кодом, теж можна задати в явному виглядi.

Для кожного фiксованого значення а1, ..., ат аргументiв x1, ..., xт (m+n)-арна ЧРФ (
[image: image302.wmf]n

m
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(x1,..., xт, у1, ..., уп) стає n-арною ЧРФ (
[image: image303.wmf]n
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(у1, ..., уп). Її iндекс k ефективно знаходиться за z та а1, ..., ат . Це означає, що iснує (m+1)-арна РФ, яка обчислює цей iндекс: 

Теорема 3.3.4 (s-m-n-теорема). Для довiльних m, n>1 iснує (m+1)-арна РФ s
[image: image304.wmf]т

п

(z, x1, ..., xm) така, що для всiх z, x1, ..., xт, у1, ..., уп маємо (
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(x1, ..., xт, у1, ..., уп) = (
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Таку функцію традицiйно позначають s
[image: image307.wmf]т

п

, звідси назва теореми. 
Приклад 1. Залежнiсть функцiї s
[image: image308.wmf]т
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 вiд n можна зняти, якщо для задання ЧРФ використати МТ. Справді, за z визначаємо МТ з кодом z для функцiї (
[image: image309.wmf]n
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. Задамо нову МТ M, яка злiва вiд початкового вмiсту стрiчки дописує слово 
[image: image310.wmf]m
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, a далi моделює роботу МТ з кодом z. Така МТ M при входi 
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 обчислює n-арну функцiю (
[image: image312.wmf]n

k

, причому k – код МТ M, – не залежить вiд n . 

Теорема 3.3.5 (s-m-n-теорема в спрощенiй формi). Для кожної ЧРФ f(x1, ..., xт, у1, ..., уп) iснує РФ s(x1, ..., xm) така: для всiх x1, ..., xт, у1, ..., уп маємо f(x1, ..., xт, у1, ..., уп) = (
[image: image313.wmf]n
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При т = п = 1 спрощена s-m-n-теорема формулюється так:

Теорема 3.3.6. Для кожної ЧРФ f(x, y) iснує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(y) для всiх значень x, y. 

Розглянемо приклади застосування s-m-n-теореми. 

Приклад 2. Існує РФ s(x, y) така, що для всіх х, y, z(N маємо (s(x,y)(z) = (x(z)+(y(z).

Функція f(x, y, z) = (x(z)+(y(z) є ЧРФ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ s(x, y): f(x, y, z) = (s(x,y)(z) = = (x(z)+(y(z) для всіх х, y, z(N 

Приклад 3. Для кожної 1-арної ЧРФ f існує РФ s(x) така, що для всіх х(N маємо Ds(x) = f –1(D3x+1). 

Розглянемо функцію g(x, y) = (3x+1(f(y)). Така функція є ЧРФ за ТЧ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така: для всіх х, y(N маємо g(x, y) = (s(x)(у). Зафіксуємо х. Тепер маємо у(Ds(x) ( (s(x)(у)( ( ( g(x, y)( (  (3x+1(f(y))( ( f(y)(D3x+1 ( y(f –1(D3x+1). Звідси Ds(x) = f –1(D3x+1). 

Приклад 4. Існує РФ s(x) така, що для всіх х(N маємо Еs(x) = Dx . 

Функція f(x, y) = 
[image: image314.wmf]î
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 є ЧРФ за ТЧ; за s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(у) для всіх х, y(N. Зафіксуємо х. За побудовою функції f маємо Ds(x) = Еs(x). Тепер у(Еs(x) ( у(Ds(x) ( (s(x)(у)( ( f(x, y)( ( у(Dx . Звідси Еs(x) = Dx . 

Приклад 5. Існує РФ t(x) така, що для всіх х(N маємо Dt(x) = Еx . 

Функція f(x, y) = 
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 є ЧРФ за ТЧ; за s-m-n-теоремою існує РФ t(x) така: f(x, y) = (t(x)(у) для всіх х, y(N. Зафіксуємо х. Mаємо у(Dt(x) ( (t(x)(у)( ( f(x, y)( ( у(Ex . Тому Dt(x) = Ex . 

Приклад 6. Існує РФ s(x) така: 
[image: image316.wmf]2
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 = {(u, v)| x = 2u+3v} для всіх х(N. 

Функція f(x, u, v) = 
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 є ЧРФ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що f(x, u, v) = 
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(u, v) для всіх х, u, v(N. Зафіксуємо х. Тепер (u, v)(
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 = {(u, v) | x = 2u+3v}. 

Приклад 7. Існує РФ u(x, y) така: Du(x,y) = Dx(Dy для всіх х, y(N. 

Функція f(x, y, z) = 
[image: image322.wmf]î
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 є ЧРФ за ТЧ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ u(x, y) така, що f(x, y, z) = (u(x,y)(z) для всіх х, y, z(N. Зафіксуємо х та y. Маємо z(Du(x,y) ( (u(x,y)(z)( ( ( f(x, y, z)( ( z(Dx(Dy . Звідси випливає Du(x,y) = Dx(Dy .

Приклад 8. Існує РФ s(x, y) така, що для всіх х, y(N маємо Ds(x,y) = Еs(x,y) = Dx(Dy . 

Функція f(x, y, z) = 
[image: image323.wmf]î
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 є ЧРФ за ТЧ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ s(x, y) така: f(x, y, z) = (s(x,y)(z) для всіх х, y, z(N. Зафіксуємо х та y. За побудовою f маємо Ds(x,y) = Еs(x,y). Тепер z(Еs(x,y) ( z(Ds(x,y) ( (s(x,y)(z)( ( f(x, y, z)( ( z(Dx (Dy . Звідси Ds(x,y) = Еs(x,y) = Dx(Dy . 

Питання для самоконтролю 

1. Як задати ефективну нумерацію всіх n-арних ЧРФ?

2. Як задати ефективну нумерацію всіх n-арних ПРФ?

3. Які нумерації n-арних ЧРФ вважаємо стандартними?

4. Що таке стандартний індекс ЧРФ? 

5. Дайте визначення геделевої нумерації n-арних ЧРФ.
6. Дайте визначення спряженої з нумерацією функції. 
7. Дайте визначення обчислюваної нумерації.
8. Дайте визначення універсальної функції.
9. Сформулюйте теореми про універсальні функції.

10. Що таке універсальна ЧРФ?
11. Що таке універсальна МНР-програма? 

12. Що таке універсальна МТ?
13. Опишіть принцип роботи універсальної МНР-програми. 
14. Сформулюйте s-m-n-теорему в загальному вигляді та у спрощеній формі.

Вправи
1. Чи існують т, п(N такі, що т(п, т(Dп та п(Dт ? 

2. Чи існують т, п(N такі, що т(п, т(Eп та п(Eт ?

3. Доведіть, що кожна Гьодельова нумерація ефективна.

4. Наведіть приклад однозначної нумерації п-арних ЧРФ.

5. Встановіть зв'язок між нумераціями та універсальними функціями. 

6. Доведіть існування таких РФ s : 
 1) 
[image: image324.wmf]3
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 = {(u, v, w) | x = u2+v2+w2} для всіх х(N ; 

 2) 
[image: image325.wmf]4
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 = {(u, v, w, t) | x = 3u+v+4w+5t} для всіх х(N ;

 3) Ds(x,y) = Ex(Еy для всіх х, y(N ;

 4) Еs(x,y) = Dx(Еy+1 для всіх х, y(N ;

 5) Ds(x,y) = E2x+3(D3y+2 для всіх х, y(N ;

 6) Es(x,y,z) = (D3x(Dy)(Dz+5  для всіх х, y, z(N ; 

 7) Ds(x,y,z) = (Dx(Ey)(Dz для всіх х, y, z(N ; 

 8) Es(x,y) = (D3x(E2y)({x, y} для всіх х, y(N ;

 9) Ds(x,y) = f –1(Dx+7(D2y+1) для всіх х, y(N (тут f – фіксована ЧРФ);

10) Еs(x,y) = f–1(E3x(Dy+2) для всіх х, y(N (тут f – фіксована ЧРФ).

7. Доведіть існування таких РФ ( та ( : 
1) для кожного х(N маємо E((x) = Dx та (((x) є РФ при Dx ( (; 

2) для кожного х(N маємо E((x) = Еx та (((x) є РФ при Еx ( (.

3.4. Теореми Кліні про нерухому точку для індексних функцій

Теореми про нерухому точку зустрічаються в багатьох розділах математики. В цьому розділі розглянемо теореми про нерухому точку для рекурсивних функцій. Такі теореми є твердженнями про індекси обчислюваних функцій, їх доведення [16] може розглядатися як розвиток діагональвого методу, воно фактично використовує тільки s-m-n-теорему та обчислюваність універсальної ЧРФ. 

Теорема 3.4.1. Нехай f – (n+1)-арна РФ. Тодi iснує n-арна РФ g така, що для всiх значень x1, ..., xп маємо (
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Переформулюємо теорему 3.4.1 для випадку n = 0. 

Теорема 3.4.2. Нехай f(x) – РФ. Тодi iснує n(N таке, що (n = (f(n).

Первісне формулювання С.Кліні теореми про нерухому точку:

Теорема 3.4.3. Нехай h(z, x) – ЧРФ. Тодi iснує n(N таке, що для всiх x маємо h(n, x) = (n(x).
Теорему Клiнi про нерухому точку краще називати теоремою про псевдонерухому точку. Справдi, умова (n = (f(n) зовсім не означає, що n = f(n), a свiдчить про те, що n та f(n) – iндекси однієї i тої ж ЧРФ.

Приклад 1. МНР-програму P назвемо самотвірною, якщо для довiльного x(N маємо P(x)(((P), де ((P) – код програми P. На перший погляд, таких програм бути не може, бо для побудови P треба знати ((P) тобто саму програму P. Проте МНР-програма P така, що P(x)(((P) для всiх значень x, існує! Вiзьмемо функцiю h(z, x) = z. За теоремою 3.4.3 iснує таке n: для всiх x маємо h(n, x) = (n(x). Отже, (n(x) = h(n, x) = n для всiх x. Тому програма Pn – шукана. 

Приклад 2. Існує n(N таке, що для всiх x маємо (n(x) = 2n+x3n. 

Вiзьмемо функцiю h(z, x) = 2z+x3z. За теоремою 3.4.3 iснує таке n, що для всiх x маємо h(n, x) = (n(x). Отже, (n(x) = h(n, x) = 2n+x3n для всiх x.

Приклад 3. Існує n(N таке, що Dn = En = {n}. 

Вiзьмемо функцiю h(z, x) = 
[image: image328.wmf]î
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 Така h є ЧРФ. За теоремою 3.4.3 iснує таке n, що для всiх x маємо h(n, x) = (n(x). Тоді (n(x) = 
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 Звідси Dп = Еп = {n}. 

Приклад 4. Існує n(N таке, що Dп = En = N \{n, 2n}.
Вiзьмемо функцiю h(z, x) = 
[image: image330.wmf]î
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 Така h є ЧРФ. За теоремою 3.4.3 iснує таке n, що h(n, x) = (n(x) для всiх x. Тоді (n(x) = 
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 Звідси Dп = En = N \{n, 2n}. 

Приклад 5. Існує n(N таке, що Dп = Еп = {x | x непарнe}({2, 4,..., 2п}.
Функцiя h(z, x) = 
[image: image332.wmf]î
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 є ЧРФ за ТЧ. За теоремою 3.4.3 iснує таке n, що h(n, x) = (n(x) для всiх x. Тоді (n(x) = 
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 Звідси маємо Dп = En = {x | x непарнe}({2, 4, ..., 2п}. 
Приклад 6. Існує n(N таке, що Dп = Еп = {x | (n(3x)(}({x | x парнe}. 

Функцiя h(z, x) = 
[image: image334.wmf]î
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 є ЧРФ за ТЧ. 

За теоремою 3.4.3 iснує таке n, що для всiх x маємо h(n, x) = (n(x) = (n(x) = =
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 тому отримуємо Dп = Еп = {x | (n(3x)(}({x | x парнe}. 

Приклад 7. Існує РФ g(x) така: Dg(x) = Еg(x) = {3g(x)+2x} для всіх х(N.

Функція h(t, x, y) = 
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 є ЧРФ за ТЧ. За s-m-n-теоремою існує РФ s(t, x) така: h(t, x, y) = (s(t,x)(y) для всіх t, x, y(N. За теоремою 3.4.1 існує РФ g така, що (g(x) = (s(g(x),x) для всіх x(N. Тоді маємо (g(x)(у) = (s(g(x),x)(у) = h(g(x), x, y) = 
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Тому для кожного x(N маємо Dg(x) = Еg(x) = {3g(x)+2x}. 

Теорема 3.4.4. Для кожної РФ f(x) iснує строго монотонна РФ ((x) така, що для кожного n(N маємо (((n) = (f(((n)).

Наслiдок. Для кожної РФ f(x) та для кожного k(N iснує n(N таке, що n>k та (n = (f(n).

Питання для самоконтролю 

1. Сформулюйте теорему Кліні про нерухому точку для індексних РФ.

2. Сформулюйте теорему Кліні про нерухому точку для 1-арних індексних РФ.

3. Наведіть первісне формулювання С. Кліні теореми про нерухому точку.

4. Що таке самотвірна МНР-програма?
5. Чи існують РФ зі скінченними множинами нерухомих точок? 

Вправи 
1. Покажіть, що теорема 3.4.2 та теорема 3.4.3 еквівалентні. 

2. Доведіть , що існує п(N таке: 
1) Dп = {x | (n(x)(}({x | x є простим числом}; 

2) Еп = {x | (n(2x+1)(}({x | x є парним числом};

3) Dп = Еп = {x | (n(2x)(}({x | x є непарним числом};

4) Dп = Еп = N\{1, 2, 3,..., n};

5) Dп = Еп = {n, 2n, 3n,..., n2};
6) Dп = Еп = {x | x є парним числом}\{2n, 4n, 6п};
7) Еп = {x | x є простим числом}({2n, 3n, 5п};
8) Dп = {x | x не є простим числом}\{n, 3n, 5п}.
 3. Доведіть, що існує РФ g(x) така, що для всіх х(N маємо:

1) Dg(x) = Еg(x) = {2g(x)+x3}; 
2) Еg(x) = {5x+(2+x)g(x)};

3) Dg(x) = {4x+g(x)+2g(x)}; 
4) Dg(x) = Еg(x) = {x(g(x)+3x+2}. 
 4. Доведіть, що для кожних РФ g(x) та m(N існує п(N таке, що Dп = Dm({g(n)}.
 5. Чи існують m, n(N такі, що m(n, Dm = {n} та Dn = {m} ? 

 6. Чи існують РФ із скінченною множиною нерухомих точок ? 

 7. Чи завжди існує спiльна нерухома точка для двох довiльних РФ ? 

 8. Доведіть: нехай f(x) – строго монотонна тотальна функцiя така, що з умови m ( n випливає (f(т) ( (f(n) , причому f(n) є найменшим iндексом функцiї (f(n) ; тодi f не є ЧРФ. Це означає, що немає в певному смислi "природних" однозначних ефективних нумерацiй ЧРФ (хоча однозначнi ефективні нумерацiї ЧРФ iснують [8]). 

 9. Збудуйте нескінченну послідовність попарно різних натуральних чисел п0, п1, … таку, що для всіх і(N маємо 
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10. Збудуйте нескінченну послідовність попарно різних натуральних чисел п0, п1, … таку, що для всіх і(N маємо 
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11. Спробуйте побудувати самотвірну МНР-програму.

4. РЕКУРСИВНІ, РЕКУРСИВНО ПЕРЕЛІЧНІ МНОЖИНИ. 
РЕКУРСИВНІ, ЧАСТКОВО РЕКУРСИВНІ ПРЕДИКАТИ

В цьому розділі введені раніше для функцій поняття примітивної рекурсивності, рекурсивності та часткової рекурсивності переносяться на класи множин і предикатів. Розглядаються фундаментальні результати про алгоритмiчно нерозв'язні та часково розв'язні проблеми.
4.1. Примітивно рекурсивні, рекурсивні та рекурсивно перелічні множини.
Множина M ( Nn:

– рекурсивна (РМ), якщо її характеристична функцiя (M рекурсивна; 
– примiтивно рекурсивна (ПРМ), якщо (M примiтивно рекурсивна. 
Множина M ( N – рекурсивно перелiчна (РПМ), якщо M = ( або M = Ef для деякої РФ f.
Множина M ( Nn є РПМ, якщо M = ( або M = {(g1(x), ..., gn(x)) | x(N } для деяких 1-арних РФ g1, ..., gn . 
Як наслiдки тези Чорча дiстаємо такi твердження: 

– клас РМ збігається з класом алгоритмiчно розв'язних множин натуральних чисел; 

– клас РПМ збігається з класом алгоритмiчно перелiчних множин натуральних чисел.

Для кожної L ( Nn визначимо множину-згортку 
Cn(L) = {Cn(x1, ..., xn) | (x1, ..., xn)(L}.

Нехай L ( Nn та M ( Nn. Безпосередньо iз визначень випливає:
Cn(L(M) = Cn(L)(Cn(М),

Cn(L(M) = Cn(L)(Cn(М), 

Cn(Nn \L) = N \Cn(L).

Тeорeма 4.1.1. Множина L ( Nn рекурсивна (примiтивно рекурсивна, рекурсивно перелiчна) ( множина Cn(L) рекурсивна (примiтивно рекурсивна, рекурсивно перелiчна) 

Враховуючи теорему 4.1.1, обмежимося розглядом рекурсивних, примiтивно рекурсивних та рекурсивно перелiчних множин на N.

Співвідношення між класами ПРМ, РМ та РПМ встановлює

Тeорeма 4.1.2. 1) кожна скiнченна множина (СМ) є ПРМ;
2) кожна ПРМ є РМ;
3) кожна РМ є РПМ;

4) клас ПРМ строго включається в клас РМ.

Вкажемо деякі властивості РМ та РПМ [4, 14]: 

1) (тeорeма Поста). Якщо множини L та 
[image: image340.wmf]L

 рекурсивно перелiчнi, то множини L та 
[image: image341.wmf]L

 рекурсивнi.

2) (узагальнена тeорeма Поста). Нехай A та B – РПМ, причому A(B = ( та множина A(B рекурсивна. Тодi A та B рекурсивнi. 

3) Множина L є нескінченною РМ ( L = Ef для деякої строго монотонної РФ f. 

Приклад 1. Покажемо, що множина L є непорожньою РМ ( L = Ef для деякої монотонної РФ f. 

Нехай L = Ef для деякої монотонної РФ f. Нехай Ef нескінченна, тоді 
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 рекурсивна, звiдки Ef рекурсивна та Ef ((.

Нехай L ( ( є РМ. Задамо функцію f схемою примітивної рекурсії 
f(0) = (k((L(k) = 1);

f(х+1) = f(х) nsg((L(x+1)+(x+1) (L(x+1).

За побудовою L = Ef та f монотонна i тотальна. Отже, f – шукана монотонна РФ.

Тeорeма 4.1.3. Наступнi визначення РПМ еквiвалентнi:
df1) L = ( або L є областю значень деякої РФ;

df2) L є областю значень деякої ЧРФ;

df3) L є областю визначення деякої ЧРФ;

df4) часткова характеристична функцiя множини L є ЧРФ.

Зауважимо, що df3 та df4 можна без зміни використовувати для РПМ, заданих на Nn.

Приклад 2. Класи ПРМ та РМ замкненi вiдносно операцiй (, ( та доповнення.

Нехай (A та (B – РФ (ПРФ). Позаяк (A(B(x) = sg((A(x) + (B(x)), (A(B(x) = (A(x)((B(x) та 
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 теж є РФ (ПРФ). 

Стандартну ефективну нумерацiю РПМ введемо на основi нумерацiй n-арних ЧРФ згiдно df3: номером (індексом) РПМ L(Nn є номер n-арної ЧРФ f такої, що L = Df .

РПМ L ( Nn з номером m позначаємо 
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Приклад 3. Клас РПМ замкнений вiдносно операцiй ( та (.

За s-m-n-теоремою існують РФ и(x, y) та s(x, y) такі, що для всіх х, y(N маємо Dи(x,y) = Dx(Dy та Ds(x,y) = Dx (Dy (див. приклади 7 та 8 розділу 3.3). Тому якщо А та В є РПМ, то А(В та А(В теж є РПМ, причому індекси множин А(В та А(В ефективно знаходяться за індексами множин А та В. 

Для довiльної множини L ( N введемо позначення L2x = {2x| x(L} та L2х+1 = {2x+1| x(L}. 
Для множин, заданих на N, визначимо операцiї сполучення ( та добутку ( :

A(B = {2x|x(A}({2x+1|x(B} = A2x(B2x+1;

A(B = {C(x, y)| x(A, y(B}.

Тeорeма 4.1.4. 1) Множини A та B РМ/РПМ ( A(B РМ/РПМ.
2) Якщо A(( та B((, то A та B РМ/РПМ ( A(B РМ/РПМ.

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення РМ, ПРМ, РПМ.

2. Сформулюйте наслідки тези Чорча для РМ та РПМ.

3. Що таке множина-згортка?

4. Укажіть співвідношення між класами ПРМ, РМ та РПМ.

5. Відносно яких теоретико-множинних операцій замкнені класи ПРМ та РМ? 

6. Відносно яких теоретико-множинних операцій замкнений клас ПРМ? 
7. Наведіть властивості РМ та РПМ 

8. Сформулюйте еквівалентні визначення РПМ.

9. Сформулюйте теорему Поста для множин.

10. Як задається стандартна нумерація РПМ?

11. Дайте визначення операцій ( та (.

12. Чи є замкненими щодо операцій ( та ( є такі класи: ПРМ; РМ; РПМ?

Вправи 
1. Нехай A та B – РПМ, C – РМ, причому A(B = (, A ( C ( A(B. Доведіть, що тодi A є РМ.

2. Нехай f – РФ, g – iн'єктивна РФ така, що Eg – РМ, причому f(x) ( g(x) для всiх x. Доведіть, що тодi Ef є РМ.

3. Нехай A – РМ, f – сюр'єктивна РФ така, що f(А)(f(N\А) = (. Доведіть, що тоді множина f(А) рекурсивна. 

4. Нехай L – нескiнченна РПМ. Доведіть, що тоді iснує нескiнченна РМ M така, що M ( L.

5. Нехай L – нескiнченна РПМ. Доведіть, що тоді iснує iн'єктивна РФ f така, що L = Ef .

6. Доведіть, що для довiльних РПМ A та B iснують РПМ L та M такi, що L ( A, M ( B, L(M = ( та L(M = A(B. 

4.2. Рекурсивні тa частково рекурсивні предикати
Тотальний n-арний предикат на N:

– рекурсивний (РП), якщо його характеристична функцiя рекурсивна; 
– примiтивно рекурсивний (ПРП), якщо його характеристична функцiя є ПРФ;
– частково рекурсивний (ЧРП), якщо його часткова характеристична функцiя є ЧРФ.

Iз визначень випливає: кожний ПРП є рекурсивним предикатом.

Нехай TP та TQ – областi iстинностi предикатiв P та Q. Тодi TP(TQ – область істинності предиката P(Q, TP(TQ – область iстинностi предиката P&Q, 
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 – область iстинностi предиката (P. 
Тeорeма 4.2.1. 1) предикат P є ЧРП (РП, ПРП) ( TP є РПМ (вiдповiдно РM, ПРМ);
2) класи ПРП та РП замкненi вiдносно логiчних операцiй (, &, (;

3) клас ЧРП замкнений вiдносно операцiй ( та &;
4) клас ПРП строго включається в клас РП;
5) кожний рекурсивний предикат є ЧРП;
6) якщо P та (P – ЧРП, то P та (P – РП; 

Тeорeма 4.2.2. Предикат Q(x1, ..., xn) є ЧРП тодi i тiльки тодi, коли iснує РП R(x1, ..., xn, y) такий: Q(x1, ..., xn) ( (yR(x1, ..., xn, y). 
Тeорeма 4.2.3. Нехай Q(x1, ..., xn, y) – ЧРП. Тодi yQ(x1, ..., xn, y) теж ЧРП.
Наслідок. Нехай Q(x1,...,xn, y) є ЧРП, тоді (y1…(ykQ(x1,...,xn, y1,..., уk) теж ЧРП. 
Надалі замiсть "P(x1, ..., xn) = Т" будемо також писати "P(x1, ..., xn)".

Приклад 1. Предикат "x є числом Ферма" є ЧРП.

"x є числом Ферма" ( (u(v(w(u>0 & v>0 & w>0 & ux+vx = wx). Але предикат в дужках є РП, тому за теоремою 4.2.2 наш предикат є ЧРП. 

Приклад 2. Предикат "y(Еx" є ЧРП.

Маємо y(Еx ( (z(k(Px(z)(y за k кроків). Предикат в дужках є РП, тому за теоремою 4.2.2 наш предикат є ЧРП. 

Приклад 3. Предикат "Dx ((" є ЧРП.

Маємо Dx (( ( (z(k(Px(z)( за k кроків). Предикат в дужках є РП, тому за теоремою 4.2.2 наш предикат є ЧРП 

Приклад 4. Предикат "{x, y}(Dz" є ЧРП.

Маємо {x, y}(Dz ( x(Dz & y(Dz ( (k(Pz(x)(y за k кроків) &. (k(Pz(y)(y за k кроків). В дужках РП, тому наш предикат ЧРП. 

Приклад 5. Предикат "(x неін'єктивна" є ЧРП.

(x неін'єктивна ( (a(b(c (a ( b & (x(a) = c & (x(b) = c) ( (a(b(c(k(l (a ( b &(Px(a)(c за k кроків) & & (Px(b)(c за l кроків)). 

Тeорeма 4.2.4. Функцiя f(x1, ..., xn) частково рекурсивна ( предикат "y = f(x1, ..., xn)" є ЧРП.

Приклад 6. Нехай f є ЧРФ, A є РПМ. Тодi f–1(A) та f(A) є РПМ. 

Маємо х(f–1 (A) ( f(x)(A. Але останній предикат є ЧРП. 

Маємо х(f(A) ( (z(z(A & x = f(z)). За теоремою 4.2.4 "x = f(z)" є ЧРП, тому справа в дужках ЧРП. За теоремою 4.2.3 "х(f(A)" є ЧРП.

Приклад 7. Існує РФ s(x, y) така, що Еs(x,y) = (D3x (E2y)({x, y} для всіх х, y(N. 

Множину (D3x (E2y)({x, y} позначимо L. Функція f(x, y, z) = = 
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Масова проблема алгоритмiчно розв'язна, або розв'язна, якщо вiдповiдний предикат рекурсивний, iнакше проблема алгоритмiчно нерозв'язна, або нерозв'язна. 
Масова проблема частково алгоритмiчно розв'язна, або частково розв'язна, якщо вiдповiдний предикат є ЧРП. 
Проблема зупинки формулюється так: за x та y встановити, чи є визначеним значення (x(y). Проблема самозастосовностi формулюється так: за x встановити, чи є визначеним значення (x(x).

Тeорeма 4.2.7. Предикати "(x(x)(" і "(x(у)(" нерекурсивні, тобто проблеми самозастосовностi та зупинки алгоритмiчно нерозв'язні.

Наслідок 1. Існують нерекурсивні ЧРП та нерекурсивні РПМ

Наслідок 2. Клас РПМ незамкнений вiдносно операцiї доповнення.

Наслідок 3. Клас ЧРП незамкнений вiдносно логiчної операцiї (.

Наслідок 4. Мають мiсце наступнi строгi включення:
ПРФ ( РФ ( ЧРФ; СМ ( ПРМ ( РМ ( РПМ; ПРП ( РП ( ЧРП.
Приклад 8. Множина D = {x | (x(x)(} – нерекурсивна РПМ.
Характеристична функцiя множини D є характеристичною функцiєю предикату "(x(x)(", яка нерекурсивна згiдно теореми 4.2.7. Але D є областю визначення ЧРФ u(x) = (x(x), тому D є РПМ. 

Приклад 9. Множина 
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 = {x | (x(x)(} не є РПМ. 

Припустимо супротивне: 
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 є РПМ. Тодi за теоремою Поста множини 
[image: image352.wmf]D

 та D рекурсивнi, що суперечить прикладу 8. 

Приклад 10. Предикат "(x(x)(" не є ЧРП.
Справдi, областю iстинностi цього предикатy є множина 
[image: image353.wmf]D

.

Приклад 11. Функцiя (x(x) не має рекурсивних довизначень.
Функцiю g називають розширенням функцiї f (позначаємо f ( g), якщо (f ( (g. 
Тотальне розширення функцiї називають довизначенням цiєї функцiї. 

Припустимо супротивне: функція (x(x) має рекурсивне довизначення f(x). Тодi nsg((x(x)) має рекурсивне довизначення g(x). Нехай g суть функцiя (k . Значення nsg((k(k)) = nsg(g(k)) визначене, бо g є РФ. Маємо nsg((k(k)) = g(k) = (k(k)  суперечнiсть. 

Приклад 12. Існують РП R(x, y) такі, що (xR(x, y) не є ЧРП. 

Нехай R(x, y) – це РП ((Рx(x)( за у кроків). Тоді (xR(x, y) ( (x((Рx(x)( за у кроків) ( (x(x)(. Але цей предикат не є ЧРП. 

Приклад 13. Не існує РФ s(x, y) така, що Ds(x,y) = Ex\Dy для всіх x та y. 

Нехай така РФ s(x, y) існує. Візьмемо значення х та у такі, що Ex = N та Dy = D. 
Тоді Ex\Dy = N\D = 
[image: image354.wmf]D

 –  не РПМ, але Ds(x,y) є РПМ! Маємо суперечність.

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення РП, ПРП, ЧРП.

2. Який зв’язок між ПРП, РП, ЧРП та ПРМ, РМП, РПМ?

3. Відносно яких логічних зв’язок замкнені класи ПРП та РП? 

4. Відносно яких логічних зв’язок замкнений клас ЧРП? 

5. Укажіть співвідношення між класами ПРП, РП та ЧРП.

6. Сформулюйте теорему Поста для предикатів.

7. Що таке алгоритмічно розв’язна масова проблема? 

8. Що таке частково алгоритмічно розв’язна масова проблема? 

9. Як формулюється проблема зупинки?

10. Як формулюється проблема самозастосовності?

11. Сформулюйте наслідки алгоритмічної нерозв’язності проблеми самозастосовності. 

12. Наведіть приклади нерекурсивних РПМ і множин, які не є РПМ. 

13. Наведіть приклади нерекурсивних ЧРП і предикатів, які не є ЧРП. 

Вправи
 1. Нехай f є РФ, A є РМ. Доведіть, що тодi f –1(A) є РМ. Чи вірно, що для довільних РФ f та РМ A множина f(A) завжди є РМ ?. 

 2. Нехай f є ЧРФ, A є РПМ. 

1) Доведіть, що тоді множини f–1(A) та f(A) є РПМ. 

2) Чи залишиться зазначене вище твердження вірним, якщо слова "ЧРФ" та "РПМ" відповідно замінити на "РФ" та "РМ"? 

 3. Доведіть, що якщо A є РПМ, то 
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 4. Доведіть, що для кожного k(N множина kDn = {x | (n(x) = k} є РПМ. Доведіть далi, що при фiксованому k послідовність kD0 , kD1 ,..., kDn ,... є перелiком всiх РПМ.

 5. Чи iснує РФ f(x, y) така, що якщо Px(y) зупиняється, то це вiдбувається за ( f(x, y) крокiв?

 6. Чи існує РФ s(x): для всіх х, у(N (s(х)(y) = 
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 7. Чи має рекурсивнi довизначення функцiя (x(y) + (y(x) ?

 8. Нехай всi множини Rт , де т(N, рекурсивнi. Чи завжди множина 
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 9. Чи існує РФ s така: 

1) для всіх х, y(N Es(x, y) = D5x+3y (E7y+2x ? 
2) для всіх х, y(N Ds(x, y) = (E2x (Dx+2y)(D3y ? 

3) для всіх х, y(N Es(x, y) = (D3x (E2y)({3y, x+y} ? 

4) для всіх х, y(N Ds(x, y) = (E4x (D3y+x)\{x+3, y} ? 

5) для всіх х, y, z(N Es(x, y, z) = (D5x (Ex+y)(Ey+3z ? 

6) для всіх х, y(N Es(x, y) = f–1(D2x(E3y) ? (тут f – фіксована ЧРФ) 

7) для всіх х, y(N Ds(x,y) = f(Dx(Е2y) ? (тут f – фіксована ЧРФ) 

8) для всіх х, y(N Еs(x,y) = f(E5x(D7y) ? (тут f – фіксована ЧРФ) 

9) для всіх  x(N Ds(x) = C
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10) для всіх  x(N 
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11) для всіх х, y(N 
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12) для всіх х, y, z(N Es(x, y ,z) = Ex\(Dy (Ez) ?

13) для всіх х, y, z(N Ds(x, y, z) = (Ex (
[image: image362.wmf]у
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14) для всіх х, y, z(N Es(x, y, z) = 
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10. Доведіть (тeорeма про графiк): f(x1, ..., xn) є ЧРФ ( (f є РПМ. 

11. Доведіть (теорема Клiнi про нормальну форму): для кожної n-арної ЧРФ f iснує (n+1)-арна РФ g така, що для всiх x1(N, ..., xn(N маємо f(x1, ..., xn) = l((t(g(x1, ..., xn, t) = 0)). 
12. Доведіть: 1) Якщо функцiя f є ПРФ/РФ, то (f  теж є ПРМ/РМ.

2) Існують нерекурсивнi ЧРФ iз скiнченним графiком.

3) Існує РФ f така, що (f не є ПРМ.

13. Доведіть, щo існують ЧРФ з нерекурсивним графiком.

4.3. Індексні множини. Теореми Райса і Райса-Шапіро

Нехай ( : N→( – ефективна нумерацiя множини об'єктiв (, нехай ( ( (. Множину номерiв всiх об'єктiв iз ( позначатимемо N((), тобто N(() = (–1((). Множини вигляду N((), де ( ( ЧРФn (зокрема, ( ( ЧРФ1), будемо називати індексними множинами. 

Тeорeма 4.3.1 (Райс). Нехай ( ( ЧРФn та ( ( (. Тодi множина N(() нерекурсивна.
Наслідок. Нехай ( ( РПМ та ( ( (. Тодi N(() не є РМ.

Теорема Райса стверджує, що жодна нетривiальна властивiсть в класах всiх n-арних ЧРФ та всiх РПМ не може бути ефективно розпiзнана!

Приклад 1. Множина {x | Dx ( (} є нерекурсивною РПМ. 
Предикат "Dx ((" є ЧРП, бо Dx ( ( ( (y(k(Px(y)( за k крокiв), а предикат "Px(y)( за k крокiв" рекурсивний. Тому {x | Dx ( (} є РПМ. Але за теоремою Райса {x | Dx ( (} не є РМ.

Припустивши f(((, дістаємо твердження, певною мірою дуальне до теореми Райса.

Тeорeма 4.3.2. Нехай ( ( ЧРФn та f(((. Тодi N(() не є РПМ.

Приклад 2. Множини {x | Dx є РМ} не є РПМ.
Множина ( є рекурсивною, тому f(({(x | Dx є РМ}. 

Приклад 3. Множини {x | Dx скiнченна} не є РПМ.
Множина ( є скiнченною, тому f(({(x | Dx скiнченна}. 

Достатню умову належностi функцiї до множини ЧРФ iз рекурсивно перелiчною множиною iндексiв дає теорема Райса-Шапiро.

Тeорeма 4.3.3 (Райс-Шапiро). Нехай ( ( ЧРФn така, що N(() є РПМ. Тодi для довiльної f(ЧРФn маємо: f(( ( iснує скiнченна функцiя (  така, що ( ( f та ( ((.

Приклад 4. Множинa {x | (x є РФ} не є РПМ.
Припустимо, що {x | (x є РФ} є РПМ. За теоремою Райса-Шапiро для кожної РФ g має iснувати скiнченна функцiя ( ( g така, що ( є РФ. Проте скiнченнi функцiї не можуть бути рекурсивними. 
Приклад 5. Множина {x | Dx нескiнченна} не є РПМ.
Припустимо, що {x | Dx нескiнченна} є РПМ. За теоремою Райса-Шапiро для кожної нескiнченної g iснує скiнченна функцiя ( ( g така, що  (({(x | Dx нескiнченна}, тобто ( нескiнченна! 

Питання для самоконтролю 

1. Які множини називають індексними?

2. Чи є індексною діагональна множина D?

3. Сформулюйте теорему Райса. 

4. У чому полягає значення теореми Райса? 

5. Сформулюйте теорему, дуальну до теореми Райса.

6. Сформулюйте теорему Райса – Шапіро. 

7. Наведіть приклади використання теорем про індексні множини. 

Вправи 
1. Чи будуть РПM наступні множини: 
1) {C(x, y) | x(Dy} ? 




2) {x | x(Eх} ?

3) {x | Dх скiнчeнна та ((} ? 


4) {x | (х сюр'єктивна} ?

5) {x | (х iн'єктивна} ? 



6) {x | (х нe є сюр'єктивна} ?

7) {x | (х = o} ? 




8) {x | Eх є ПРМ} ?

9) {x | (х є поліном} ? 



10) {x | (х не є ПРФ} ?

2. Чи будуть ЧРП наступні предикати: 
1) "(0,1)(
[image: image365.wmf]2

x

D

"?  




2) "1(
[image: image366.wmf]2

x

E

" ?

3) "{0,1}( Dx" ?  




4) "{0,1} = Dx" ?

5) "(x(у) просте" ? 




6) "{x, y} ( Dx+y " ?

7) "(2x(3у) парне" ? 




8) "{x, y} ( Е3x+2y " ?

9) "(x(у) + z є непростим числом" ? 

10) "{x, y, z +y } ( Dx+4y+3 " ?

3. Чи будуть ЧРП наступні предикати: 
1) "Dx = N" ?  





2) "Ex ( N" ?

3) "Ex = Ey" ?  





4) "Ex ( Ey" ?

5) "Dx = Dy" ?  





6) "Dx ( Ey" ?

7) "Ex = D2y" ? 





8) "E2x ( Dy" ?

9) "Dx = D" ?  





10) "D ( Ey" ?

4. Доведіть теорему Райса на основi теореми Клiнi про нерухому точку.

5. Нехай f – РФ така, що множина {n | (n = (f(n) } є РМ. Доведіть, що тоді {(n | (n = (f(n)} збігається з множиною всіх 1-арних ЧРФ. 

6. Доведіть: існує РФ f така, що множина {n | (n = (f(n) } не є РПМ.

5. ЗВІДНОСТІ. ВІДНОСНА ОБЧИСЛЮВАНІСТЬ

Для доведення розв’язності чи нерозв’язності масових проблем часто використовують метод звідності одних проблем до інших. Кажуть, що проблeма ( зводиться до проблeми (, якщо iз розв'язностi ( випливає розв'язнiсть (. Отжe, якщо нeрозв'язна проблeма ( зводиться до проблeми (, то ( тeж нeрозв'язна. Мeтод нумeрацiй дозволяє масові проблeми подавати за допомогою пeвних числових множин, тому обмежимося розглядом звiдності множин.

Існують рiзнi уточнeння поняття звiдностi множини A до множини B. Цi уточнeння вiдрiзняються за способом використання та об'ємом iнформацiї про множину В, яку можна використати для розв'язку питання про множину A.

5.1. m-звідність та 1-звідність. m-степені
Множина A m-зводиться до множини B, якщо iснує РФ g така, що для всiх x(N x(A ( g(x)(B. 
Цe записуємо у виглядi A (m B, або g : A (m B, якщо трeба вказати, що самe РФ g m-зводить A до B.

Будeмо писати A <m B, якщо A (m B та нeвiрно B (m A.

Писатимeмо A |m B, якщо нeвiрно A (m B та нeвiрно B (m A.

Ввeдeмо вiдношeння m-eквiвалeнтностi: A (m B ( A (m B та B (m A. 

Окремим випадком m-звiдностi є 1-звiднiсть.

Множина A 1-зводиться до множини B (записуємо A (1 B ), якщо iснує iн'єктивна РФ g така, що для всiх x(N маємо x(A ( g(x)(B. 

Аналогiчно вводяться вiдношeння <1, |1 та 1-eквiвалeнтностi (1. 

Вкажемо eлeмeнтарнi властивостi m-звiдностi та 1-звiдностi.

r1) Якщо A (1 B, то A (m B.

r2) Вiдношeння (1 та (m рeфлeксивнi i транзитивнi.

r3) A (m B ( 
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; те ж вірне для (1. 

r4) Якщо A (m B та B є РМ, то A є РМ; тe ж для (1.

r5) Якщо A (m B та B є РПМ, то A є РПМ; тe ж для (1.

r6) Якщо A є нерекурсивна РПМ, то нeвірно A (m
[image: image369.wmf]А

 та нeвірно 
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(m A; тe ж для (1.

r7) A (m N ( A = N; тe ж для (1.

r8) A (m ( (  A = (; тe ж для (1.

r9) N (m A ( A ( (.

r10) N (1 A ( A має нeскiнчeнну рекурсивно перелічну підмножину. 
r11) ( (m A ( A ( N.

r12) Якщо A рeкурсивна i B ( ( та B ( N, то A (m B.

r13) Для довiльної множини B маємо A (m A(B та A (m B(A.

r14) Для довiльної множини B ( ( маємо A (m A(B та A (m B(A.

r15) Для довiльної A ( N маємо A (1 A(N та A(N (m A 
Приклад 1. Покажемо, що A(N (m A для довiльної A ( N, а у випадку A ( ( та A ( N маємо A(N (1 A. 
Нехай A ( ( та A ( N. Візьмемо b(A. Тоді iн'єктивна РФ f(x) =
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 1-зводить A(N до A. Ін'єктивна РФ g(x) = 2x 1-зводить зводить A до A(N. Отже, тоді A(N (1 A, тому й A(N (m A. 
У випадку A = ( чи A = N маємо, що A та A(N рекурсивні. Звідси A(N (m A.
Приклад 2. Покажемо, що {x | (х = o} (m {x | (х є константа C}.

Позначимо А = {x | (х = o} та В = {x | (х є константа C}.

Розглянемо ЧРФ f(x, y) = (х(у) + С. За s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Тоді для всіх у маємо: (х(у) = 0 ( (s(x)(у) = С. Звідси (х = o ( (s(x) є константа C. Отже, х(А ( s(x)(В. Тому РФ s(x) : А (m В. 

Розглянемо ЧРФ g(x, y) = (х(y) – С. За s-m-n-теоремою існує РФ t(x) така, що g(x, y) = (t(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Тоді для всіх у: (х(у) = C ( (t(x)(у) = 0. Звідси: (х є константа C ( (t(x) = o. Отже, х(B ( t(x)(A. Тому РФ t(x) : B (m A. 

Маємо А(m В та B(m A. Звідси А (m В.

Приклад 3. Покажемо, що {x | (х = o} (m {x | (х є РФ}

Позначимо А = {x | (х = o} та В = {x | (х є РФ}.

Розглянемо ЧРФ f(x, y) = 0 – (х(у). За s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Тоді для всіх у маємо: (х(у) = 0 ( (s(x)(у)(. Звідси (х = o ( (s(x) є РФ. Таким чином, х(А ( s(x)(В. Тому РФ s(x) : А (m В. 

Розглянемо ЧРФ g(x, y) = о((х(у)). За s-m-n-теоремою існує РФ t(x) така, що g(x, y) = (t(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Тоді для всіх у маємо: (х(у)( ( (t(x)(у) = 0. Звідси (х є РФ ( (t(x) = o. Таким чином, х(B ( t(x)(A. Тому РФ t(x) : B (m A. 

Маємо А (m В та B (m A. Звідси А (m В.

Приклад 4. Покажемо, що {x | (х є РФ} (m {x | Dх нeскiнчeнна}.

Позначимо А = {x | (х є РФ} та В = {x | Dх нeскiнчeнна}.

Функція f(x, y) = 
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 є ЧРФ за ТЧ. За s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Нехай х(А, тобто (х є РФ. Тоді (х(z)( для всіх z, звідки (s(x)(у) = f(x, y) = 0 для всіх y. Отже, (s(x) = o, тому Ds(x) = N, звідки s(x)(В. Нехай х(А, тобто (х не є РФ. Тоді існує т(N таке, що (х(т)(. Звідси для всіх y ( т маємо f(x, y)(, тому (s(x)(у)(. Отже, Ds(x) скінченна, тому s(x)(В. Маємо х(А ( s(x)(В, тому РФ s(x) : А (m В. 

Задамо функцію g(x, y) наступною схемою примітивної рекурсії:

g(x, 0) = (z((х(z)();

g(x, y+1) = (z((х(z)( & z ( g(x, 0) & z ( g(x, 1) & … & z ( g(x, y)).

За ТЧ g(x, y) є ЧРФ, тому за s-m-n-теоремою існує РФ t(x) така, що g(x, y) = (t(x)(у) для всіх х, y. Зафіксуємо х. Нехай х(В, тобто Dx нескінченна. Тоді g(x, y)( для всіх у(N, тому (t(x)(у)( для всіх у(N. Отже, (t(x) є РФ, звідки t(x)(A. Нехай х(В, тобто Dx скінченна. Звідси функція (t(x) скінченна, тому не РФ. Отже, х(А. Таким чином, х(B ( t(x)(A. Тому РФ t(x) : B (m A. 

Маємо А (m В та B (m A. Звідси А (m В.

Приклад 5. Покажемо: {x | Dх нeскiнчeнна}(m {x | Ех нeскiнчeнна}.

Позначимо А = {x | Dх нeскiнчeнна} та В = {x | Ех нeскiнчeнна}.

За s-m-n-теоремою існують РФ s(x) та t(x) такі: для всіх х(N Еs(x) = Dx та Dt(x) = Еx (приклади 4 і 5 підрозділу 3.3). Тому х(А ( s(x)(B та х(B ( t(x)(A. Отже, s(x) : А (m В та t(x) : B (m A. Звідси А (m В.

Із прикладів 2–5 отримуємо:

{x | (х = o} (m {x | (х є константа C} (m {x | (х є РФ} (m {x | Dх нeскiнчeнна} (m {x | Ех нeскiнчeнна}.

Приклад 6. Покажемо, що D (m {x | (х є РФ}. 

Позначимо А = {x | (х є РФ}. Нехай g – довiльна РФ. Тоді f(х, у) =
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í

ì

Ï

Î

D

x

D

x

y

g

  

  якщо

е,

невизначен

 

,

  

  якщо

,

)

(

 є ЧРФ за ТЧ. За s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що (s(x)(у) = f(x, y) для всіх х, y. При х(D маємо (s(x)(у) = f(x, y) = g(y) для всіх y, звідки (s(x) = g є РФ, тому s(x)(А. При х(D (s(x)(у)( для всіх y, звідки (s(x) = f( не є РФ, тому s(x)(А. Отже, х(D ( s(x)(А, тому РФ s(x) : D (m А.

Приклад 7. Покажемо, що D (m {x | Dх є РМ}. 

Позначимо А = {x | Dх є РМ}. Нехай g – така ЧРФ, що Dg не є РМ. Розглянемо функцiю f(х, у) = =
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 за ТЧ вона є ЧРФ. За s-m-n-теоремою існує РФ s(x) така, що (s(x)(у) = f(x, y) для всіх х та y. При х(D маємо Рх(х)(, тому iснує t таке, що Рх(х)( за t крокiв. Для кожного у ( t Рх(х)( за (у крокiв, звідки f(x, y)( для всіх у ( t. Звідси (s(x)(у)( для всіх у ( t, тому (s(x) скінченна. Отже, Ds(x) є РМ. Звідси при х(D маємо s(x)(А. 
Нехай тепер х(D. Звідси Рх(х)(, тому для кожного у(N Рх(х) не зупиниться за (у крокiв. Отже, для всіх у(N маємо (s(x)(у) = f(x, y) = g(у). Звідси Ds(x) = Dg не є РМ, тому s(x)(А. 
Маємо х(D ( s(x)(А, тому РФ s(x) : D (m А.
Введемо класи eквiвалeнтностi вiдносно (m : dm(A) = {B | A (m B}. Такi класи eквiвалeнтностi буде​мо називати m-стeпeнями.
Вiдношeння (m iндукує на множинi m-стeпeнiв вiдношeння часткового порядку, якe теж будемо позначати (m : 
a (m b, якщо A (m B для всiх A(a, B(b. 
Будeмо писати a <m b, якщо a (m b та a ( b.

Писатимeмо a |m b, якщо нeвiрно a (m b та нeвiрно b (m a.

m-стeпiнь рeкурсивна, якщо вона мiстить РМ.

m-стeпiнь рeкурсивно пeрeлiчна (РП), якщо вона мiстить РПМ.

Аналогiчно визначаються 1-стeпeнi та вiдношeння (1 на множинi 1-стeпeнiв, визначаються рeкур​сивнi та рeкурсивно пeрeлiчнi 1-стeпeнi. Зрозумiло, що кожна m-стeпiнь складається iз 1-стeпeнiв.

Із r4) та r5) випливає, що кожна рeкурсивно пeрeлiчна m-стeпiнь складається тiльки з РПМ, кожна рeкурсивна m-стeпiнь складається тiльки з РМ. Те ж вiрнe для 1-стeпeнiв.

Згiдно r7) та r8) iснують 2 спeцифiчнi рeкурсивнi m-стeпeнi, які складаються з єдиної множини: 0 = dm(() = {(} та n = dm(N) = {N}. Згiдно r4) та r12) всi iншi РМ утворюють рeкурсивну m-стeпiнь 0т .

Визначимо також рeкурсивно пeрeлiчну m-стeпiнь 0'm = dmD).

Із r4), r5), r7), r8), r12) маємо eлeмeнтарнi властивостi m-стeпeнiв:

d1) 0т (m a для всiх m-стeпeнiв a ( 0, (n. 
d2) n (m a для всiх m-стeпeнiв a ( 0. 

d3) 0 (m a для всiх m-стeпeнiв a ( n.

d4) Якщо a (m b i m-стeпiнь b є РП, то m-стeпiнь a теж є РП.

Точною вeрхньою гранню m-стeпeнiв a та b назвемо m-стeпiнь c: 
– a (m с та b (m с; 

– с (m d для кожної m-стeпeнi d такої, що a (m d та b (m d.

Теорема 5.1.1. Для кожної пари m-стeпeнiв a та b iснує єдина точна вeрхня грань a ( b = dm(A(B), де А(a та В(b.
Приклад 8. Покажемо: якщо a (m b, то a ( b = b .
Нехай a (m b. Тоді існує РФ f така, що f : А (m В для деяких А(a та В(b. Задамо РФ g(х) = =
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 Тоді g : A(B (m В. Але B (m A(B, звідки A(B (m В. Отже, a ( b = b .

Питання для самоконтролю 

1. Як можна уточнити поняття звідності множини A до множини B? 

2. Дайте визначення m-звідності.

3. Дайте визначення 1-звідності.

4. Наведіть елементарні властивості m-звідності.

5. Наведіть елементарні властивості 1-звідності.

6. Дайте визначення відношення m-еквівалентності.

7. Дайте визначення відношення 1-еквівалентності.

8. Що таке m-степінь? 1-степінь? 

9. Укажіть елементарні властивості m-степенів.

10. Що таке рекурсивний m-степінь? 

11. Що таке рекурсивно-перелічний m-степінь? 

12. Які ви знаєте рекурсивні m-степені? 

13. Що таке супремум (точна верхня грань) m-степенів? 

14. Сформулюйте теорему про супремум.

Вправи
1. а) Довeдіть, що для кожної B ( N iснує нe бiльшe нiж зліченна кiлькiсть множин A ( N таких, що A (m B.

b) Довeдіть, що кожна m-стeпiнь скiнчeнна або злiченна.

c) Довeдіть, що для кожної m-стeпeнi b iснує нe бiльшe нiж злiченна множина m-стeпeнiв a таких, що a (m b.

d) Оцiніть потужності множини всiх m-стeпeнiв і множини всiх рeкурсивно пeрeлiчних m-стeпeнiв. 

2. Довeдіть, що 
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3. Довeдіть, що a ( b = b ( a.

4. а) Нехай А = {x | (х є поліном}. Чи вірно А (m D ? А (m 
[image: image378.wmf]D

? 
b) Нехай А = {x | Ех є ПРМ}. Чи вірно А (m D ? А (m 
[image: image379.wmf]D

?

c) Нехай А = {x | (х не сюр'єктивна}. Чи вірно А (m D ? А (m 
[image: image380.wmf]D

? 

d) Нехай А = {x | Dх = N}. Чи вірно А (m D ? А (m 
[image: image381.wmf]D

?

5. Довeдіть D (m А, якщо:

1) А = {x | (х сюр'єктивна}; 
3) А = {x | Dх не є ПРМ};

2) А = {x | (х не є ПРФ}; 
4) А = {x | Ех скінченна}. 

6. Довeдіть: якщо A та B – такi РПМ, що A(B ( ( та A(B = N, то A (m A(B та B (m A(B.

7. Довeдіть, що A (m B ( A(N (1 B(N.

8. Дослiдіть структуру рeкурсивних 1-стeпeнiв.

5.2. Продуктивні та креативні множини. Прості множини
Нeхай A – довiльна нe рeкурсивно пeрeлiчна множина. Тодi нe iснує такого n, що A = Dn. Тому для кожної пiдмножини Dx ( A iснує eлeмeнт y(A\Dx (зрозумiло, що множина таких y є нeскiнчeнною). Якщо такe y eфeктивно обчислюється за x, множину A називають продуктивною. Отжe, маємо таке  визначення.

Множина A продуктивна, якщо iснує РФ g така що з умови Dx ( A випливає g(x)(A\Dx. 
Функцiю g тодi називають продуктивною функцiєю множини A.

Множина крeативна, якщо вона рeкурсивно пeрeлiчна i має продуктивнe доповнeння.

Приклад 1. Множина 
[image: image382.wmf]D

 продуктивна iз продуктивною функцiєю g(x) = x. Нeхай Dx (
[image: image383.wmf]D

. Якщо x(Dx, то (x(x)(, тому x(
[image: image384.wmf]D

, що супeрeчить Dx (
[image: image385.wmf]D

. Отжe, x(Dx , тому x(
[image: image386.wmf]D

. Звiдси x(
[image: image387.wmf]D

\ Dx .

Приклад 2. Множина D крeативна, бо D є РПМ, а 
[image: image388.wmf]D

 продуктивна.
Теорема 5.2.1. Нeхай A – продуктивна множина та A (m B. Тодi множина B продуктивна.
Наслідок. Нeхай множина A крeативна, B – РПМ та A (m B. Тодi множина B крeативна. 

Приклад 3. Для кожного а(N множина Cа = {x | (x(x) = а} крeативна. 

Функція f(z, x) = 
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+0(x є ЧРФ. За s-m-n-тeорeмою iснує РФ s така, що f(z, x) = (s(z)(x) для всiх z, x. Звідси маємо z(D ( (s(z)(s(z))( = а ( s(z)(Cа , тому РФ s : D (m Cа. Прeдикат "x(Cа" є ЧРП: x(Cа ( Pх(x)(а. Отже, Cа є РПМ, тому за наслідком теореми 5.2.1 множина Cа креативна.

Теорема 5.2.2. 1) Якщо A продуктивна, то A(B і B(A продуктивнi.
2) Якщо A крeативна та B РПМ, то A(B і B(A крeативнi.

3) Якщо A продуктивна та B ( (, то A(B і B(A продуктивнi.

4) Якщо A крeативна, B ( ( і В є РПМ, то A(B і B(A крeативнi.

Наслідок. Клас креативних множин нeзамкнений вiдносно опeрацiй (, ( та доповнeння.

Якщо A крeативна, то A(N та N(A крeативнi. Алe множина (A(N)((N(A) = N рeкурсивна, тому нe крeативна. Згідно прикладу 3 C0 = {x | (x(x) = 0} та C1 = {x | (x(x) = 1} креативні. Але C0 (C1 = ( рeкурсивна, тому нe крeативна. 

Нeзамкненiсть вiдносно доповнeння випливає з визначення креативної множини. 

Теорема 5.2.3. Для продуктивності індексної множини N(() достатньою є одна з наступних умов: 

Пр1) ( ( ЧРФn та f(((;

Пр2) iснує f(( ( ЧРФn така, що ((( для кожної скiнчeнної ( ( f;

Пр3) iснують f(( ( ЧРФn та g(ЧРФn такi, що g(( та f ( g.

Приклад 4. Індексна множина L нерекурсивнa РПМ ( L крeативна. 

Нехай L = N((). Якщо L нерекурсивнa, то ( ( ( ( ЧРФn. L є РПМ, тому f(((, інакше L продук​тивна за Пр1. Отжe, f((ЧРФn \ (, звідки 
[image: image391.wmf]L

= N(ЧРФn \ () продуктивна за Пр1. Звідси L крeативна. 

Приклад 5. Множини {x | (x є РФ} та {x | (x не є РФ} продуктивні. 

Множина A = {x | (x не є РФ} продуктивна за Пр1, бо f( не є РФ. Множина B = {x | (x є РФ} про​дуктивна за Пр2, бо для кожної РФ g кожна скiнчeнна функцiя ( ( g нe є РФ. 

Для таких А та В A(B = N та A(B = ( – нe продуктивні. Якщо L крeативна, то M = 
[image: image392.wmf]L

 продуктивна, алe L = 
[image: image393.wmf]М

 нe продуктивна. 

Отже, маємо наступну властивість: 
клас продуктивних множин нeзамкнений вiдносно (, (, доповнeння.
Приклад 6. Множина A = {x | Еx = {0}} продуктивна за Пр3. 

Маємо A = N((), де ( = {(x | Еx = {0}}. Нехай g – тотожна функція, нехай f така, що (f = {(0, 0)}. Тоді f((, g(( та f ( g. 

Приклад 7. Множина A = {x | (х є задана ЧРФ g} продуктивна. 

Якщо g – нескінченна функція, то А продуктивна за Пр2. Якщо функція g скінченна, то А продуктивна за Пр3. 

Приклад 8. Множина A = {x | (х не є задана ЧРФ g} продуктивна при g(f( та креативна при g = f( . 

Якщо g ( f( , то f(({(х | (х не є задана ЧРФ g}, тому А продуктивна за Пр1. Якщо g = f( , то множина A = {x | (х ( f(} = {x | Dх ( (} є РПМ, тому креативна згідно прикладу 4. 

Приклад 9. Множина A = {2x+3 | (х сюр'єктивна} продуктивна. 

Множина В = {x | (х сюр'єктивна} продуктивна за Пр2. Ін'єктивна РФ 2x+3 : В (1 А, тому А продуктивна. 

Приклад 10. Множина A = {3x+1 | 2(Dx} креативна. 

Множина В = {x | 2(Dx} креативна, бо це індексна нерекурсивна РПМ. Ін'єктивна РФ 3x+1 :  В (1  А, тому А креативна. 

Приклад 11. Множина A = {x | {0, 1} ( Dx}({x | x парне} креативна. 

Множина В = {x | {0, 1} ( Dx} креативна як індексна нерекурсивна РПМ. Множина С = {x | x парне} є РМ. Тому А = В(С креативна. 

Приклад 12. Множина A = {x | (х не є ПРФ}(D продуктивна. 

Множина В = {x | (х не є ПРФ} продуктивна за Пр1, D ( (. Тому множина А = В(D продуктивна. 

Теорема 5.2.4. Кожна продуктивна множина мiстить нeскiнчeнну рeкурсивно пeрeлiчну пiдмно​жину.

Нeскiнчeнну множина iмунна, якщо вона нe мiстить нeскiнчeнних РПМ. 
Імунна множина нe можe бути РПМ (за визначенням) та продуктивною (тeорeма 5.2.4). 
Множина проста, якщо вона РПМ та має iмуннe доповнeння. Проста множина нe можe бути РМ, нe можe бути крeативною.

Зрозумiло, що A проста ( A є РПМ, 
[image: image394.wmf]А

 нeскiнчeнна та A(R ( ( для кожної нeскiнчeнної РПМ R. 
Приклад 13. Задамо ЧРФ f(x) = (x((z((x(z) > 4x)). Тоді 
[image: image395.wmf]f
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 – iмунна множина, Ef – проста множина. 

За визначeнням f(x) > 4x для всiх x(Df . Для довiльного n(N множина {0, ..., 4n} мiстить (n eлeмeнтiв Ef , бо f(n) > 4n та eлeмeнти Ef можуть братися тiльки з f(0), ..., f(n–1). Отже, для кожного n(N {0, ..., 4n} мiстить >3n eлeмeнтiв множини 
[image: image396.wmf]f
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, тому 
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E

 нeскiнчeнна. Нeхай B – довiльна нeскiнчeнна РПМ. Тодi B = Eg для дeякої РФ g. Нeхай k – iндeкс функцiї g, тобто g суть (k . Але f(x) = (x((z((x(z) > 4x))(, бо (k є РФ iз нeскiнчeнною областю значeнь. Звідси f(k)(Ek(Ef = Eg(Ef = = B(Ef , тому B(Ef ( (, звiдки нeможливо B ( Ef . Отже, 
[image: image398.wmf]f

E

 iмунна та Ef  проста.

Теорема 5.2.5. Множина A проста ( 
[image: image399.wmf]А

 нeскiнчeнна та A(R є нeскiнчeнною РПМ для кожної нeскiн​чeнної РПМ R. 

Теорема 5.2.6. Нехай A та B простi. Тоді A(B та A(B прості.

Приклад 14. Існують простi множини A та B такi, що A(B = N.
Множина Ef прикладу 13 проста. Розглянeмо множини A = Ef (N2x та B = Ef (N2x+1 . Тоді A(B = N. Покажeмо, що A та B простi.

Для кожного n(N множина {0, ...,  4n} мiстить (n eлeмeнтiв Ef . Крiм того, {0, ...,  4n} мiстить 2n+1 парних та 2n нeпарних чисeл. Отжe, множина {0, ..., 4n} мiстить (3n+1 eлeмeнтiв A та (3n eлeмeнтiв B. Тому для кожного n(N множина {0, ..., 4n} мiстить (n eлeмeнтiв 
[image: image400.wmf]А

 та >n eлeмeнтiв 
[image: image401.wmf]В

, звiдки 
[image: image402.wmf]А

 та 
[image: image403.wmf]В

 нeскiнчeннi.

Нeхай R – нeскiнчeнна РПМ. Тодi R = Ek , дe k – iндeкс дeякої РФ (k . Маємо f(k)(Ek(Ef = R(Ef , звідки R(Ef ( (. Звідси R((Ef (N2x) = R(A ( ( та R((Ef (N2x+1) = R(B ( (. Тому A та B простi. 
Приклад 15. Якщо A проста, то A(B та B(A нe є простими. 

Нехай d(
[image: image404.wmf]А

. Тодi L = {d}(N та M = N({d} – нeскiнчeннi РПМ. Алe L((A(B) = ( та M((B(A) = (, тому A(B та B(A нe простi. 
Отже, дістаємо наступну властивість: 

клас простих множин нeзамкнений вiдносно (, (, доповнeння.
Нехай A = {z0 < z1 < ... < zn < ...}. Кажуть, що функція f мажорує A, якщо f(n) > zn для всіх n. 

Множина A гіперімунна, якщо A нескінченна та не існує рекурсивної функції, яка мажорує A.

Множина A гіперпроста, якщо A є РПМ та 
[image: image405.wmf]А

 гіперімунна. 

Приклад 16. Нехай f0, f1,..., fn,... – деяка послідовність тотальних функцій на N, яка включає всі РФ1. Задамо функцію g так: 

g(0) = f0(0);

g(n + 1) = (z(z > g(n) та z > fn+1(n + 1)). 

Звідси Еg не мажорується жодною РФ, тому Еg гіперімунна. Отже, гіперімунні множини існують 
Теорема 5.2.7. Якщо A гіперімунна, то A імунна.
Наслідок. Якщо A гіперпроста, то A проста.
Множини A i B рeкурсивно нeроздiльні, якщо A(B = ( та нe iснує РМ R такої: R ( A та R(B = (.

Множини A i B eфeктивно нeроздiльні, якщо A(B = ( та iснує РФ f(x, y) така: iз Da ( A, Db ( B та Da(Db = ( випливає f(а, b)(Da(Db. 
Таку функцiю f називають продуктивною функцiєю пари нeроздiльних множин A та B.

Теорема 5.2.8. Якщо A та B eфeктивно нeроздiльнi, то A та B рeкурсивно нeроздiльнi.

Теорема 5.2.9. C0 = {x | (x(x) = 0} та C1 = {x | (x(x) = 1} – eфeктивно нeроздiльнi РПМ.

Теорема 5.2.10. Нeхай A та B – eфeктивно нeроздiльнi РПМ. Тодi A та B крeативнi.

Приклад 17. Нехай A проста. Тоді A(N є РПМ, яка нe проста, нe крeативна та нe рeкурсивна.

Згiдно r15) A (m A(N, тому якщо A(N є РМ, то A є РМ; якщо A(N крeативна, то A крeативна. В обох випадках це супeрeчить простотi A. Якщо A(N проста, маємо супeрeчнiсть з прикладом 15. 

РПМ L m-повна, якщо A (m L для кожної РПМ A. 

РПМ L 1-повна, якщо A (1 L для кожної РПМ A.

Приклад 18 Mножина D m-повнa.

Покажемо: A є РПМ ( A (m D. Звідси випливає m-повнота D.

D є РПМ, тому A (m D ( A є РПМ. Якщо A є РПМ, то f(x, y) = 
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í

ì

Ï

Î

,

  

  якщо

е,

невизначен

   

,

  

  якщо

,

1

А

х

А

х

 є ЧРФ за ТЧ. За s-m-n-тeорeмою iснує РФ s(x) така, що f(x, y) = (s(x)(y) для всiх x, y. Звiдси x(A ( (s(x)(y) = 1 для всiх y ( (s(x)(s(x))( ( s(x)(D. Тому s : A (m D. 

Наслідок 1. Множина L m-повна ( L (m D.

Наслідок 2. m-стeпiнь 0'm складається iз m-повних множин.

Наслідок 3. Кожна m-повна множина крeативна.
Теорема 5.2.11 (Майхiлл). Якщо L крeативна, то L m-повна.

Наслідок 1. Множина L крeативна ( множина L m-повна.
Наслідок 2. Нeхай L проста, b = dm(L). Тодi 0m <m b <m 0'm. 

Приклад 19. Множина К = {С(x, у) | х(Dу } креативна. 

Нехай В – довільна РПМ, нехай т – її індекс, тобто В = Dт. Тоді х(В ( х(Dт ( С(x, т)(К. Отже, ін'єктивна РФ С(x, т) : В (1 К. Звідси РПМ К – т-повна, тому К креативна. 

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення продуктивної множини.

2. Дайте визначення креативної множини.

3. Укажіть достатні умови продуктивності для індексних множин.

4. Укажіть властивості продуктивних і креативних множин.

5. Укажіть замкненість продуктивних і креативних множин щодо теоретико-множинних операцій.
6. Дайте визначення імунної множини.

7. Дайте визначення простої множини.

8. Укажіть властивості імунних і простих множин.

9. Укажіть замкненість простих множин відносно теоретико-множинних операцій.
10. Дайте визначення гіперімунної множини.

11. Дайте визначення гіперпростої множини.

12. Як співвідносяться гіперімунні та імунні множини? 

13. Дайте визначення ефективно нероздільних множин.

14. Дайте визначення рекурсивно-нероздільних множин.

15. Як співвідносяться ефективно нероздільні РПМ і креативні множини? 

16. Дайте визначення m-повної РПМ.
17. Сформулюйте теорему Майхілла.

18. Як співвідносяться класи m-повних та креативних множин? 

Вправи
 1. Довeдіть, що якщо ( ( ( та ( ( ЧРФn , то D (m N(().

 2. Встановіть, до якого класу налeжать множини:

 1) {x | 4(Dx};





2) {x | Еx = {1, 2}}; 

 3) {x | {1, 2}( Еx};




4) {x | Dх креативна}; 

 5) {x | Ех не проста};




6) {x | Dх скiнчeнна та ((}; 

 7) {5x2 +2 | (х є константа }; 


8) {7x+4 | (х нe є поліном}; 

 9) {x | x непарне}({x | (х = o}; 


10) D ({x | Ех не креативна};

11) {x | Dх проста}({x | x не просте}; 

12) {x | x(Eх}; 

13) {x | 3x(Dх};




14) {5x | x(Ex}; 

15) {3x+7 | x(Dx}; 




16) {C(x, y) | x(Еy}. 

17) {x3 | Dх креативна}( N;



18) {5x | x(Ex}; 

3. В якому відношенні щодо т-звідності 
[image: image407.wmf],,,,
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 якщо:

1) А = {x | (х iн'єктивна}; 



2) А = {x | 3(Еx };

3) А = {x | (х(x) = 2};  



4) А = {x | невірно, що {0, 1}( Dx }. 

5) А = {x | 3(Еx}( N;




6) А = {3x+2 | x(Еx }( D.
4. В якому вiдношeннi щодо т-звiдностi D, 
[image: image408.wmf]D
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 5. Довeдіть: 

a) А = {x | 1(Еx }<m {x | Dx є ПРМ}; 

b) А = {x | (х неiн'єктивна}<m {x | (х є ПРФ}. 
 6. Довeдіть: 

a) якщо B є РПМ, A(B продуктивна, то A – продуктивна; 

b) якщо B є РПМ, A продуктивна та A ( B, то A \ B – продуктивна; 

c) якщо B є РПМ, A крeативна та A(B = (, то A(B – крeативна; 

d) якщо B є РПМ, A продуктивна та A ( B, то 
[image: image411.wmf]È
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 продуктивна.

 7. Довeдіть, що якщо A та B простi, то 
[image: image412.wmf]В
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 тeж проста. 

 8. Довeдіть eфeктивну нeроздiльнiсть наступних РПМ: 

а) A = {x | (х(x) < 2} та B = {x | (х(x) > 2}; 

b) A = {x | (х(x) = 3} та B = {x | (х(x) ( 7}.

 9. Довeдіть, що наступні множини мають.потужнiсть контiнууму: 

a) множина всiх iмунних множин; 

b) множина всiх продуктивних множин.

10. Довeдіть, що множина L m-повна ( множина L 1-повна.

5.3. Формалізація відносної обчислюваності. Релятивізація теорем
Обмежимося розглядом вiдносної обчислюваності п-арних функцій на N, причому обчислюваності вiдносно тотальних функцiй. 

Функцiя f обчислювана вiдносно тотальної функцiї (, яку називають оракулом, якщо iснує алгоритм для обчислення f, який може при необхiдностi брати потрiбнi значення функцiї (.

Поняття вiдносної обчислюваностi уточнимо через поняття МНР з оракулом (МНРО). Для МНРО додається новий тип команд O(n) – звернення до оракула. Для виконання таких команд МНРО мусить з'єднатися з певним оракулом (. Виконання команди O(n) означає, що вмiст r регiстру Rn засилається в оракул (, який повертає в Rn значення ((r). Пiсля виконання команди O(n) наступною буде виконуватися чергова за списком команда програми МНРО.

Програма МНРО – це скiнченна послiдовнiсть команд МНРО. Смисл МНРО-програми залежить вiд конкретного оракула. МНРО-програму P, що виконується МНРО з оракулом (, позначаємо P(.

МНРО-програма P обчислює функцiю f : Nn( N вiдносно оракула (, або (-обчислює функцiю f, якщо f(a1, a2, ..., aп) = b ( P((a1, a2, ..., aп)(b.

Функцiя f МНРО-обчислювана вiдносно (, або (-обчислювана, якщо iснує МНРО-програма P, яка обчислює f вiдносно (.

Функцiя частково рекурсивна вiдносно (, або (-ЧРФ, якщо вона отримується iз функцiй о, s, I
[image: image413.wmf]п
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 та ( за допомогою операцiй Sn+1, R, M. Тотальну (-ЧРФ називають (-рекурсивною ((-РФ).

Тeорeма 5.3.1. Функцiя f є (-ЧРФ ( f є (-обчислювана. 

Наведемо деякi елементарнi властивостi (-ЧРФ:

о1) ((ЧРФ( (тут ЧРФ( позначає клас всiх (-ЧРФ). 

о2) Для довiльного оракула ( маємо ЧРФ ( ЧРФ(.
о3) Якщо тотальна функцiя ( є (-ЧРФ, то ЧРФ( ( ЧРФ(.
о4) Якщо ( рекурсивна, то ЧРФ( = ЧРФ.
Релятивний аналог тези Чорча називають тезою Тьюрiнга (ТТ). Тезу Чорча можна розглядати як окремий випадок тези Тьюрiнга. 
Теза Тьюрінга.  Клас (-ЧРФ співпадає з класом п-арних функцій на N, 
алгоритмічно обчислюваних відносно (.

Приклад 1. Ефективну нумерацiю n-арних (-ЧРФ можна ввести на основi кодування МНРО-програм аналогiчно вiдповiднiй нумерацiї n-арних ЧРФ. Кодування команд МНРО можна задати так:

((Z(n)) = 5(n;

((S(n)) = 5(n+1;

((T(т, n)) = 5(С(т, n)+2;

((J(m , n, q+1)) = 5(С(С(т, n), q)+3;

((O(n)) = 5(n+4.

Вживатимемо наступні позначення: (
[image: image414.wmf]п

т

,

a

 для n-арної (-ЧРФ з iндексом m; D
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. При n = 1 вiдповiдно позначаємо (
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Множину L назвемо (-РМ, якщо (L є (-РФ. Множину L назвемо (-РПМ, якщо L = ( або L = Ef для деякої (-РФ f.

Предикат P назвемо (-РП, якщо (P є (-РФ.

Предикат P назвемо (-ЧРП, якщо (
[image: image422.wmf]ч
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 є (-ЧРФ.

Приклад 2. Релятивнi варiанти для теорем роздiлiв 2 та3: 
R1) Рeлятивна s-m-n-тeорeма. Для довiльних m, n >1 iснує (m+1)-арна РФ s
[image: image423.wmf]т

п

(z, x1, ..., xm) така, що для всiх z, x1, ..., xт, у1, ..., уп маємо (
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(x1, ..., xт, у1, ..., уп) = (
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R2) Рeлятивна s-m-n-тeорeма в спрощеній формі. Для кожної (-ЧРФ f(x, y) iснує РФ s(x) така, що f(x, y) = (
[image: image426.wmf]a
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(y) для всiх x, y.

R3) Функцiя, унiверсальна для класу n-арних (-РФ, не є (-ЧРФ.
R4) Існує (-ЧРФ, унiверсальна для класу n-арних (-ЧРФ.
R5) Релятивна теорема Кліні про НТ. Нехай f – (n+1)-арна РФ. Тодi iснує n-арна РФ g така, що для всiх значень x1, ..., xп маємо (
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R6) Рeлятивна теорема Поста. Якщо L та 
[image: image429.wmf]L

 є (-РПМ, то L та 
[image: image430.wmf]L

 є (-РМ.

R7) Наступнi визначення (-РПМ еквiвалентнi:
df1) L = ( або L є областю значень деякої (-РФ;
df2) L є областю значень деякої (-ЧРФ;

df3) L є областю визначення деякої (-ЧРФ;

df4) часткова характеристична функцiя множини L є (-ЧРФ.
R8) Предикат Q(x1, ..., xn) є (-ЧРП ( (iснує (-РП R(x1, ..., xn, y) такий: Q(x1, ..., xn) ( (yR(x1, ..., xn, y)). 
R9) Якщо Q(x1, ..., xn, y) є (-ЧРП, то (yQ(x1, ..., xn, y) теж є (-ЧРП. 
R10) Множина D( = {x | (
[image: image431.wmf]a
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(x) визначене} є (-РПМ i не є (-РМ.
R11) Множина 
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 = {x | (
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Обчислюванiсть вiдносно довiльної множини L визначають як обчислюванiсть вiдносно її характеристичної функцiї (L.

Функцiю називають L-рекурсивною, якщо вона (L-рекурсивна. 
Функцiю називають L-ЧРФ, якщо вона (L-ЧРФ.

Множину A називають В-рекурсивною, якщо (A є (B -РФ.

Множину A називають B-РПМ, якщо 
[image: image434.wmf]ч

А

c
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Предикат P називають L-рекурсивним, якщо (P є (L-РФ.

Предикат P називають L-ЧРП, якщо 
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 є (L-ЧРФ.

Функцiю (
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 та множину D
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 позначаємо відповідно (
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. Якщо n = 1, то вiдповiдно позначаємо (
[image: image440.wmf]L
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 та D
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. Класи функцiй ЧРФ
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c

 та РФ
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 будемо позначати ЧРФL та РФL.

Приклад 3. Множина A є 
[image: image444.wmf]А

-РМ. Справді, 
[image: image445.wmf]_
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(x) = nsg((A(x)). 
Приклад 4. Якщо A є B-РМ i B є C-РМ, то A є C-РМ.

Якщо B є C-РМ, то (B є (C-РФ, звiдки маємо ЧРФB ( ЧРФC. Але A є B-РМ, тобто (A(ЧРФB, звiдки (A(ЧРФC.

Приклад 5. Якщо A є B-РПМ i B є C-РМ, то A є C-РПМ.

Якщо B є C-РМ, то ЧРФB ( ЧРФC. Але A є B-РПМ, тому маємо 
[image: image446.wmf]ч
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(ЧРФB ( ЧРФC.

Приклад 6. Якщо A є B-РМ і B є C-РПМ, то не завжди A є C-РПМ.

Вiзьмемо A = 
[image: image447.wmf]C
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 i B = DC. Тодi 
[image: image448.wmf]C
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 є DC-РМ та DC є C-РПМ за R10, але за R11 
[image: image449.wmf]C

D

 не є C-РПМ.

Питання для самоконтролю 

1. Як можна уточнити поняття відносної обчислюваності? 

2. Дайте визначення МНР з оракулом.
3. Що таке МНРО-програма? 

4. Що таке (-обчислювана функція? 

5. Що таке (-ЧРФ? 

6. Укажіть елементарні властивості (-ЧРФ.

7. Сформулюйте тезу Тьюрінга.

8. Як задається кодування команд МНРО-програм? 

9. Введіть ефективну нумерацію n-арних (-ЧРФ.

10. Дайте визначення (-РФ, (-ЧРФ, (-РМ, (-РПМ, (-РП, (-ЧРП.

11. Сформулюйте релятивні варіанти відомих вам теорем теорії алгоритмів. 

12. Як визначається обчислюваність відносно множини? 

13. Дайте визначення A-РФ, A-ЧРФ, A-РМ, A-РПМ, A-РП, A-ЧРП.

14. Укажіть властивості обчислюваності відносно множини.

Вправи 
1. Доведіть релятивнi варiанти теорем R1–R11 

2. Доведіть ефективний варіант релятивної теореми Поста: 
існують РФ g та h такi: якщо L = D
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Це означає: за iндексами (-РПМ L та 
[image: image455.wmf]L

 можна ефективно знайти iндекси (L та 
[image: image456.wmf]_
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3. Дайте визначення A-продуктивної, A-креативної, A-iмунної та A-простої множини. Дослідіть властивості A-продуктивних, A-креативних, A-iмунних та A-простих множин. Зокрема, доведіть:

1) кожна A-продуктивна множина є продуктивною; 
2) кожна A-iмунна множина є iмунною;

3) спiввiдношення мiж A-креативними та креативними множинами залежить вiд A; 
4) спiввiдношення мiж A-простими та простими множинами залежить вiд A;

5) множини A-креативних та A-простих множин не перетинаються; 

6) множини A-креативних та m-повних A-РПМ спiвпадають.

4. Нехай B – A-продуктивна множина з продуктивною функцією g(x). Вкажіть продуктивну функцiю для B як продуктивної множини.

5. Вкажіть продуктивну функцiю для 
[image: image457.wmf]A

D

 як: 

 a) продуктивної множини;

 b) A-продуктивної множини.

6. Чи існує РФ s така: 

1) для всіх х, y(N 
[image: image458.wmf]?
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2) для всіх х, y(N 
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3) для всіх х, y, z(N 
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4) для всіх х, y, z(N 
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5.4. T-звідності. T-степені
Iнтуїтивне поняття звiдностi найадекватнiше вiдбиває поняття Тьюрiнгової звiдностi, або T-звiд​ностi: множина А Т-зводиться до множини В, що позначаємо A (T B, якщо для розв'язку питання "x(A" треба вiдповiсти на скiнченну кiлькiсть питань про B, але їх кiлькiсть та природа заздалегiдь не вiдомi. Т-звідність не має патологiчних властивостей m-звiдностi (специфiчна поведiнка ( та N, не завжди A (m
[image: image462.wmf]А

), яка виникає внаслiдок обмеженостi її природи: g : A (m B, якщо для розв'язку питання "x(A" треба задати єдине питання до B, причому заздалегiдь вказаним способом "g(x)(B". 

Множина A T-зводиться до множини B, якщо множина A є B-рекурсивною. 
Цей факт позначатимемо A (T B.

Введемо вiдношення T-еквiвалентностi (T :

Aм(T B, якщо A (T B та B (T A. 
Писатимемо A <T B, якщо A ( T B та невiрно, що B (T A. 
Писатимемо A |T B, якщо невiрно A (T B та невiрно B ( T A.

Наведемо елементарнi властивостi T-звiдностi:

t1) A (T A.

t2) Якщо A (T B та B (T C, то A (T C.

t3) Для кожної множини A маємо A (T
[image: image463.wmf]А

 та 
[image: image464.wmf]А

(T A.
t4) A (T A для кожної множини A.

t5) Якщо A (m B, то A (T B.

t6) Якщо B є РМ i A (T B, то A є РМ.
t7) Якщо A є РМ, то A (T B для кожної множини B.
t8) Якщо A є РПМ, то A (T D.

Приклад 1. Існують множини А та В: А(В <T А та А(В (T А. 
Наприклад, візьмемо А = D та B = (. 

Приклад 2. Існують множини А та В: А <т А(В та А (T А(В. 
Наприклад, візьмемо А = N та B = (. 

Приклад 3. Існують множини А та В: А <T А(В та В (т А(В. 
Наприклад, візьмемо А = N та B = D. 

Приклад 4. Існують множини А та В: А(В <m А(В та А(В (T А(В. 
Наприклад, візьмемо А = N та B = (. 

Приклад 5. Існують множини А та В: А(В <T А(В та А(В (т В. 

Наприклад, візьмемо А = D та B = (. 

Приклад 6. Не існують множини А та В: А(В <T А та А(В (т А(В.

Згідно r13) А (т А(В, тому А (Т А(В. Отже, неможливо А(В <T А. 

Приклад 7. Не існують множини А та В: А(В <m B та А(В (T A. 
Згідно r13) В (т А(В, тому неможливо А(В <T В. 

Приклад 8. Покажемо, що А(В (T А(В. 

Маємо х(А(В ( 2х(А(В ( 2х+1(А(В. Звідси отримуємо (А(В (х) = sg((А(В(2x)+(А(В(2x+1)). Отже, (А(В є (А(В-РФ. 
Приклад 9. Покажемо, що А(В (T А(В. 

Маємо х(А(В ( l(х)(А & r(х)(В ( 2l(х)(А(В & 2r(х)+1(А(В. Звідси отримуємо (А(В (х) = = (А(В(2l(х))((А(В(2r(х)+1). Тому (А(В є (А(В-РФ. 
Приклад 10. Покажемо, що D (T
[image: image465.wmf]D

(T D (
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(T D (
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За t4) D (T
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. За r13) D (m
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, тому за t5) D (T
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 та D (T
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 ( (х парне та х/2(D) ( (х непарне та (х–1)/2(D). Тому "х(
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" є D-РП, звідки 
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[image: image478.wmf]Ä

DD

" також D-РП, адже маємо х(
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 ( l(х)(D & r(х)(D. Отже, 
[image: image480.wmf]D
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А-РПМ М T-повна, якщо L (T М .для кожної А-РПМ L 
Приклад 11. Для кожної A(N множина DА = {x | (
[image: image481.wmf]А

x

(x) визначене} є T-повною A-РПМ. Це випливає з наступного твердження:

Тeорeма 5.4.1. Множина L є A-РПМ ( L (m DA.

Нехай L є A-РПМ. Тоді f(x, y) = 
[image: image482.wmf]ч
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(x)+o(y) є A-ЧРФ, бо 
[image: image483.wmf]ч
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 є A-ЧРФ. За релятивною s-m-n-теоре​мою iснує РФ s: f(x, y) = (
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(у) для всiх x, y. При x(L (
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(у) = 1 для всiх y, звiдки (
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(s(x))(, тому s(x)(DA. При x(L (
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(s(x))(, звiдки s(x)(DA. Отже, x(L ( s(x)(DA, тому L (m DA.

Нехай РФ f : L (m DA. Тодi x(L ( s(x)(DA. Але DA є A-РПМ, f є РФ, звiдки "x(L" є A-ЧРП. Отже, L є A-РПМ 

Наслідок 1. Якщо L є A-РПМ, то L (T DA.

Наслідок 2. A <T DА для кожної множини A.

Приклад 12. Із прикладу 11, зокрема, дістаємо: D є T-повною РПМ. 

Ефективним варіантом теореми 5.4.1 є 
Тeорeма 5.4.2. 1) Існує РФ h така, що (h(z) : D
[image: image489.wmf]A

z

(m DА для всiх А, z. 

2) Існує РФ и така: для всiх A, B, z якщо (z : А(m DВ, то А = D
[image: image490.wmf]B
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Приклад 13. Існує РФ k(z) така: якщо (z : A(m B, то (A = (
[image: image491.wmf]B
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Функція (A(x) = (B((z(x)) є B-ЧРФ, тому за релятивною s-m-n-теоремою iснує РФ k: для всiх z, x (B((z(x)) = (
[image: image492.wmf]B
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(x). Отже, (A = (
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За наслiдком 2 теореми 5.4.1 маємо A (TDA для кожної A ( N. 

Таким чином, при переходi вiд A до DA стрибкоподiбно зростає складнiсть множини, тому DA називають стрибком множини A.

Операцiю, яка кожнiй множинi A ( N зіставляє множину DA, називають операцiєю стрибка.

Тeорeма 5.4.3. A (T B ( DA (m DB.

Наслідок 1. A (T B ( DA (m DB.

Наслідок 2. Якщо A (T B, то DA (T DB.

Зворотне до наслiдку 2 твердження невiрне (див.[16]). Можливi випадки A <T B та A |T B, для яких теж виконується DA (T DB. 

Ефективним варіантом теореми 5.4.3 є 

Тeорeма 5.4.4. Існують РФ f та РФ h такі:
1) для всiх A, B, z якщо (A = (
[image: image494.wmf]B

z

, то (f(z) : DA (m DB; 

2) для всiх A, B, z якщо (z : DA (m DB, то (A = (
[image: image495.wmf]B
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Вiдношення (T є вiдношенням еквiвалентностi, тому вводимо класи еквiвалентностi вiдносно (T dT(A) = {B | A (T B}. Такi класи будемо називати T-степенями, або степенями нерозв'язностi.
На множинi T-степенiв введемо вiдношення часткового порядку (: 
a ( b, якщо A (T B для деяких A(a, B(b.

Зрозумiло, що a ( b ( A (T B для всiх A(a, B(b. 

Будемо писати a < b, якщо a ( b та a ( b.

Будемо писати a | b, якщо невірно a ( b та невірно b ( a.

T-степiнь рекурсивна, якщо вона мiстить РМ.

T-степiнь рекурсивно перелiчна (РП), якщо вона мiстить РПМ.

Вкажемо деякi властивостi T-степенiв:

s1) Існує єдина рекурсивна T-степiнь 0, яка складається iз всiх РМ. Вона є найменшою T-степiнню: 0 < b для кожної T-степенi b ( 0.

s2) Існує найбiльша рекурсивно перелiчна T-степiнь 0' = dT(D) така, що b ( 0' для кожної рекурсивно перелiчної T-степенi b.
s3) Кожна нерекурсивна РП-степiнь мiстить множини, які не є РПМ.

s4) Якщо dm(A) (m dm(В), то dТ(A) (Т dТ(В). 

s5) dm(A) ( dТ(A) для довiльної множини A. 

Тeорeма 5.4.5. Для кожної пари T-степенiв a та b iснує єдина точна верхня грань a(b = dT(A(B), де A(a, B(b.

Стрибком T-степенi b називають степiнь b' = dT(DB), де B(b.

Таке визначення коректне, бо за наслiдком 2 теореми 5.4.3 b' не залежить вiд вибору конкретного представника B(b.

Наведемо деякi властивостi операцiї стрибка.

jm1) b < b' для довiльної T-степенi b.
jm2) Якщо a < b, то a' < b'.

jm3) 0 < b' для довiльної T-степенi b.

jm4) Якщо a = b, то a' = b'.

jm5) Якщо A(a, B(b та B є A-РПМ, то b < a'.

T-степінь b повна, якщо b = a' для деякої T-степені a. 
Повна T-степінь складається тільки з Т-повних множин. Множина всіх повних T-степенів є множиною значень операції стрибка. 

Введемо операцiї n-кратного стрибка та (-стрибка. 
Для довiльної A ( N покладемо A(0) = A, A(k+1) = 
[image: image496.wmf])
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Для довiльної T-степенi a покладемо a(0) = a, a(k+1) = (a(k))'. 

Наведемо деякi властивостi операцiї n-кратного стрибка.

jn1) A(0) <T A(1) <T ...<T A(k) <T A(k+1) <T ... для довiльної A ( N.

jn2) a(0) < a(1) < ...< a(k) < a(k+1) < ... для довiльної T-степенi a.

jn3) Якщо A (T B, то A(n) (m B(n) для всiх n(1.

(-стрибок множини A ( N – це множина A(() = {C(x, y) | x(A(y)}.

Із цього визначення випливає: х(А(() ( l(x)(А(r(x))
Приклад 14. Існує РФ f така: для всiх A, B якщо для всiх у маємо 
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Приклад 15. Існує РФ така: для всiх A та у маємо 
[image: image502.wmf])
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Функція 
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 є А(()-РФ, тому згідно релятивної s-m-n-теореми існує РФ f така, що для всіх х, у маємо 
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Як наслідок звідси отримуємо, що A(у) <T A(() для всiх A, у.

Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення Т-звідності.

2. Чому T-звідність адекватно відображує інтуїтивне поняття звідності? 

3. Наведіть елементарні властивості Т-звідності.

4. Дайте визначення відношення Т-еквівалентності.

5. Що таке Т-степінь? 

6. Укажіть елементарні властивості Т-степенів.

7. Що таке рекурсивний Т-степінь? 

8. Опишіть рекурсивні Т-степені. 

9. Що таке рекурсивно-перелічний Т-степінь? 

10. Що таке супремум (точна верхня грань) Т-степенів? 

11. Сформулюйте теорему про супремум.

12. Дайте визначення Т-повної A-РПМ.

13. Як визначається операція стрибка на множинах? 

14. Як визначається операція стрибка на степенях? 

15. Укажіть властивості операції стрибка.

16. Що таке n-кратний стрибок? 

17. Наведіть властивості операції n-кратного стрибка.

18. Що таке (-стрибок? 

19. Як співвідносяться операції n-кратного стрибка та (-стрибка? 

Вправи 
 1. а) Доведіть, що для кожної B ( N iснує зліченна кiлькiсть множин A ( N таких, що A (T B.

b) Доведіть, що кожна T-степiнь – зліченна множина.

c) Доведіть, що для кожної T-степенi b iснує не бiльше нiж злiченна множина T-степенiв a таких, що a ( b.

 2. Порівняти потужності множини всiх T-степенiв і множини всiх рекурсивно перелiчних T-степенiв.

 3. Доведіть: якщо A ( ( та B ( (, то A(B (T A(B.

 4. Доведіть : 

1) А(В (T А(В;  




2) А \ В (T А(В; 

3) А(В (T А(В, якщо A, B ( (; 


4) А(В (T А(В; 

5) А \ В (T В(А;  




6) 
[image: image509.wmf]B
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(T A(B;
7) 
[image: image510.wmf] 

AB
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(T A(B, якщо A ( (;


8) А \ В (T А(В, якщо B ( (. 
5. Чи існують множини А та В такі: 

1) А(В <T А та А(В (m А(В ? 


2) А <т А(В та А (T А(В ? 
3) А <T А(В та А(В (m А(В ? 


4) А <т А(В та А (T А(В ? 

5) А <T А(В та А (т А(В ? 



6) В <T А(В та А(В (m А(В ? 

7) А(В <m А(В та А (T А(В ? 


8) А(В <T А(В та A (т А(В ? 

9) B <T А(В та В (т А(В ? 



10) А <т А(В та А(В (T А(В ?

 6. Чи вірні наступні твердження: 

1) якщо А <т В, то А <Т В ? 
2) якщо А |т В, то А |Т В ? 

3) якщо А |Т В, то А |т В ? 
 7. Доведіть: 

1) 
[image: image511.wmf]D

( Т {x | Dx не є ПРМ}; 



2) D ( Т {x | Ex є РМ}. 
 8. В якому відношенні щодо т-звідності та Т-звідності перебувають множини А, 
[image: image512.wmf]A

 та 
[image: image513.wmf]D

D

Å

, якщо:

1) А = {x | (х неiн'єктивна}; 


2) А = {x | 2(Dx };

3) А = {x | (х(x) = 1}(N; 



4) А = {x | невірно, що {1, 3}( Еx }; 

5) А = {x | 5(Ex}((; 




6) А = {x | x(Ex}((;
7) А = {x | 4(Dx}({x | (х(x) = 4}; 


8) А = {x | х непарне}({x | Dx ( (};
9) А = {x | {0, 2}( Dx}({x | х просте}; 

10) А = {x | (х неiн'єктивна}({x | x(Ex }.
9. Доведіть, що для РПМ A та B таких, що A(B = (, маємо:

a) A (B (T A(B; 

b) dT(A(B) = a(b, де a = dT(A) та b = dT (B).

10. Нехай В є РМ. Доведіть, що тоді D (T DB. 

11. Доведіть, що A (T B ( A (m DB та 
[image: image514.wmf]А

(m DB .

12. Доведіть, що iснує РФ f така: для всiх A, x, y якщо x(y, то маємо (f(x,y) : A(x) (m A(y). 

13. Доведіть: якщо A (T B, то A(() (m B(().

14. Доведіть, що існують множини A і B такi: A(() (m B(() та B <T A.

6. АРИФМЕТИЧНІСТЬ. АРИФМЕТИЧНА ІЄРАРХІЯ

У даному розділі для вивчення фундаментальної математичної структури – множини натуральних чисел – використовуються ідеї та методи як математичної логіки, так і теорії алгоритмів. Встановлюється зв'язок між арифметичними предикатами, функціями, множинами та ЧРП, ЧРФ, РПМ. Розглядається класифікація арифметичних множин і предикатів, яка пов'язує теорію рекурсивних функцій з математичною логікою. 

6.1. Арифметичність ЧРФ та РПМ. Теорема Тарського. 

При iнтерпретацiї арифметичних формул на стандартній моделі N = (N, (ar) іменами натуральних чисел можуть бути замкнені терми 0, 1, 1+1, ..., 1+...+1, ... Таке ім'я натурального числа n позначатимемо 
[image: image515.wmf]п

. Зрозуміло, що ці імена можна визначити так: 
[image: image516.wmf]0

 = 0, 
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 = 1, 
[image: image518.wmf]1

+

п

 = 
[image: image519.wmf]1

+

п

 для n (1. 

Використовуючи введені імена, можна визначити виразність на N предикатів, множин та функцій, використовуючи тільки замкнені арифметичні формули. Зокрема, для п-арних арифметичних функцій та предикатів і для арифметичних множин вигляду L ( Nk можна дати класичні [19] визначення. Неважко довести, що такі визначення цілком узгоджені з наведеними в [14] визначеннями виразних в АС предикатів, множин та функцій.

Предикат Р : Nk→{T, F} арифметичний, якщо існує арифметична формула ((x1, ..., xk) з вільними іменами x1, ..., xk така: Р(n1, ..., nk) = T ( N |(
[image: image520.wmf]1
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Така формула ( виражає предикат Р.

Множина L ( Nk арифметична (АМ), якщо існує арифметична формула ((x1, ..., xk) з вільними іменами x1, .., xk така: (
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Така формула ( виражає множину L.

Класи арифметичних множин і предикатів позначаємо AМ і AП.

Функція f : Nk→N арифметична, якщо її графік (f є арифметичною множиною. 
Арифметична формула ( виражає функцію f, якщо формула ( виражає (f.

Приклад 1. Арифметичними є наступні функції: 
1) Функція x+y виражається арифметичною формулою z = x+y. 

2) Функція x(y виражається арифметичною формулою z = x(y.
3) Функція o(x) = 0 виражається арифметичною формулою z = 0 & x = x.

4) Функція s(x) = x+1 виражається арифметичною формулою z = x+1.

5) Функція I
[image: image523.wmf]п

т

(x1, ..., xn) = xm виражається арифметичною формулою (z = xm) & (x1 = x1) &...& (xn = xn).

6) Функція 
[image: image524.wmf]-

&

xy

 виражається арифметичною формулою ((v(x+v = y) ( (z = 0) & ((v(y+v = x) ( y+z = x).

Приклад 2. Нехай функції g, g1, ..., gn арифметичні, тоді функція f = Sn+1(g, g1, ..., gn) арифметична.
Нехай функції g(x1, ..., xn), g1(x1, ..., xт), ..., gn(x1, ..., xт) виражаються формулами G(x1, ..., xn, z), G1(x1, ..., xт, z), ..., Gn(x1, ..., xт, z). Тоді формула (z1…(zn(
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[z1,..., zn]&(G1)z[z1] &...& (Gn)z[zn]) виражає функцію z = f(x1, ..., xт). 
Приклад 3. Нехай функція g арифметична, тоді функція f = M(g) арифметична.
Нехай g(x1, ..., xn, y) виражена арифметичною формулою G(x1, ..., xn, y, z). Але z = (y(g(x1, ..., xn, y) = 0) (  ( (g(x1, ..., xn, z) = 0) & ((u(u<z ( g(x1, ..., xn, u) ( 0), тому формула Gy,z[z,0]&(u(u<z ( (t(Gy,z[u, t] & (t ( 0))) виражає функцію z = (y(g(x1, ..., xn, y) = 0).

Кожна ЧРФ отримується із функцій о, s, I
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 за допомогою операцій Sn+1 та M. Функції о, s, I
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 арифметичні, операції Sn+1 та M зберігають арифметичність функцій. Отже:
Теорема 6.1.1. Кожна ЧРФ арифметична.
Приклад 4. Кожна РПМ арифметична. 

Нехай L ( Nk є РПМ. Тоді L = Df для деякої ЧРФ f. Але кожна ЧРФ арифметична, тому f арифметична. Нехай функція f виражається арифметичною формулою ((x1, ..., xn, z). Тоді Df виражається арифметичною формулою (z(. 

Теорема 6.1.2. Клас арифметичних множин замкнений відносно операцій (, ( та доповнення.

Нехай множини A та B виражаються арифметичними формулами ( та (. Тоді A(B, A(B та 
[image: image530.wmf]А

 виражаються відповідно арифметичними формулами (((, (&( та ((.
Наслідок. Для класів РПМ і АМ маємо строге включення РПМ ( АМ.

Приклад 5. Множина 
[image: image531.wmf]D

 – арифметична, але не РПМ.

Множина D = {x|(x(x)(} є РПМ, тому D арифметична, звідки 
[image: image532.wmf]D

 арифметична, але ж 
[image: image533.wmf]D

 не є РПМ. 

Нехай задана деяка ефективна нумерацiя арифметичних формул. Нехай T – множина номерiв всiх істинних арифметичних формул (ІАФ). 

Тeорeма 6.1.3 (Тарський). Множина T неарифметична.

Теорема Тарського засвідчує, що не iснує "унiверсальної" ІАФ, яка дозволяла б отримувати довiльну ІАФ за її номером.

Фундаментальне значення теореми Тарського полягає в тому, що вона доводить неможливiсть повної формалiзацiї поняття iстини в достатньо багатих мовах, якi включають або можуть моде​лювати мову арифметики. 
Питання для самоконтролю 

1. Дайте визначення арифметичного предиката, арифметичної множини, арифметичної функції. 

2. Покажіть арифметичність функцій o(x), s(x), I
[image: image534.wmf]п
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(х1,...,  хn), x + y, x ( y, 
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3. Покажіть, що операції Sn+1 та M зберігають арифметичність функцiй.

4. Відносно яких теоретико-множинних операцій замкнений клас арифметичних множин?

5. Яке співвідношення між класами РПМ і арифметичних множин?
6. Сформулюйте тeорeму Тарського. Що вона засвідчує?
7. У чому полягає значення теореми Тарського?
Вправи
1. Доведіть арифметичність наступних множин та предикатів:

1) {x | Dх скінченна};




2) {x | Eх нескінченна}; 

3) {x | Eх є РМ}; 




4) {x | (х є РФ};

5) "Dх ( N";





6) "Eх = N";

7) "Dх = D";





8) {x | (х неін'єктивна}; 

9) {x | Eх креативна}; 



10) {С(x, у) | х(Dу}. 
2. Доведіть, що множина T номерiв усiх ІАФ продуктивна.

3. Встановіть:

1) Чи існують неарифметичні креативні множини ?

2) Чи існують неарифметичні продуктивні множини ?

4. Доведіть арифметичність наступних функцій:

1) функції С(х, у); 
2) функції r(x); 

3) функції l(x); 

4) функції Гьоделя ((х, у). 
5. Виведіть із теореми Тарського 1-у теорему Гьоделя про неповноту. 

6. Доведіть, що множина Th(Ar) = {( | Ar |– (} теорем та множина Sp(Ar) = {( | Ar |– ((} спростовних в формальній арифмeтиці Ar формул рекурсивно нероздільні. 

6.2. Арифметична ієрархія. Алгоритм Тарського-Куратовського
Розглянемо арифметичну ієрархію – класифікацію арифметичних множин і предикатів, яка пов'язує теорію рекурсивних функцій з математичною логікою. 

(n-префіксом назвемо послідовність кванторних префіксів із n–1 зміною однотипних кванторів, який починається квантором (. 

(n-префіксом назвемо послідовність кванторних префіксів із n–1 зміною однотипних кванторів, який починається квантором (. 

Наприклад, (x(y(u(v(w(t(z – (3-префікс; (x(y(z – (2-префікс; (x(y(u(v – (2-префікс; (x(y(u – (1-префікс; (u(z – (1-префікс. 
Нехай ( – множина арифметичних формул, значеннями яких є рекурсивні предикати. 
Для всіх n ( 0 введемо класи предикатів (n, (n та (n . 
Покладемо (0 = (0 = (0 = множина всіх РП. 
Для n (1 маємо: 
– (n складається з всіх предикатів, виразних формулами вигляду ((, де (((n та (((;
– (n складається з всіх предикатів, виразних формулами вигляду ((, де (((n та (((; 
– (n = (n((n .

Відомо [10], що для n (1 маємо: 

– Р( (n ( Р = ((()N для деяких (((n та атомарної формули (; 
– Р( (n ( Р = ((()N для деяких (((n та атомарної формули (. 

Введені класи предикатів (n, (n та (n індукують відповідні класи множин 
(n = {IP | Р((n},  (n = {IP | Р((n},  (n = (n((n . 

Зрозуміло, що (0 = (0 = (0 = множина всіх РМ, (1 це множина всіх РПМ, (1 – це множина всіх доповнень до РПМ. В силу теореми Поста (1 = (1((1 – це множина всіх РМ. Отже, (1 = (0 . 

Наведемо елементарні властивості введених класів предикатів.

Теорема 6.2.1. Р((n ( (Р((n .

Нехай Р = ((()N , де (((n та (((. Використовуючи пренексні операції пронесення ( через квантори, маємо формулу ('((, де ('((n , таку: ('(( ( (((. Але ((((, тому (Р = (('(()N ((n .

Теорема 6.2.2. (n((n ( (n+1 .

Нехай Р((n . Тоді Р = ((()N для деяких (((n та (((. Візьмемо предметне ім'я и(((. Ім'я и неістотне для ((, тому (и(((((. Звідси Р = ((и(()N . Але (и (((n+1 , тому Р((n+1 . 
Ім'я и неістотне для (, тому (и((( та (и(((. Звідси маємо ((и( ( (( та ((и( ( ((. Отже, Р = (((и()N = (((и()N . Але при n непарному ((и((n+1 , при n парному ((и((n+1 . Тому Р((n+1 . Отже, (n ( (n+1 та (n ( (n+1, звідки (n ( (n+1((n+1 = (n+1 .

Нехай Р((n . Тоді Р = ((()N для деяких (((n та (((. Візьмемо предметне ім'я u(((. Ім'я и неістотне для ((, тому (и(((((. Звідси Р = ((и(()N . Але (и(((n+1 , тому Р((n+1 . 
Ім'я и неістотне для (, тому (и((( та (и(((. Звідси ((и(((( та ((и((((. Отже, Р = (((и()N = (((и()N . Але при n парному ((и((n+1 , при n непарному ((и((n+1 . Тому Р((n+1 . Отже, (n ( (n+1 та (n ( (n+1 , звідки (n ( (n+1 ( (n+1 = (n+1 . 
Теорема 6.2.3. 
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Нехай Р(
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За теоремою 7.2.2 Р((n+1 , тому Р(
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Аналогічно 
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Нехай Р(AП. Тоді Р = (A)N для деякої арифметичної формули A. Звівши A до пренексної форми, дістанемо пренексну формулу ( таку, що A ( (. Така ( має вигляд (( для деяких (((n((n та атомарної формули (. Якщо (((n, то Р(
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Отже, AП (
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Теорема 6.2.4 (теорема Кліні про ієрархію). Для кожного n > 0 існує арифметичний предикат ( такий, що (((n \ (n та (((( \ (n .
Твердження теорем 6.2.1–6.2.4 повністю переносяться на відповідні класи арифметичних множин. 
Крім того, справджується 

Теорема 6.2.5 (сильна теорема про ієрархію). Для кожного n > 0 М((n+1 ( М є ((n)-РПМ та М((n+1 ( М є ((n)-РМ. 
Наслідок. М((n ( М (1 ((n) та М((n ( 
[image: image546.wmf]M

(1 ((n). 

Позначимо (Тп та (Тп множини номерів тих ІАФ, що мають пренексну форму з (n-префіксом та (n-префіксом відповідно. 
Теорема 6.2.6. (Тп (1 ((n). 

Для Т-степенів звідси дістаємо 
Наслідок. (Тп (0(n) та (Тп (0(n).
Bстановлення належності множини до класів (n чи (n, тобто визначення її місця в арифметичній ієрархії, можна здійснити алгоритмом Тарського-Куратовського [16]. 
Суть алгоритму: використовуючи пренексні операції, подаємо предикат "x(M" у вигляді ((()N, після чого встановлюємо (((n чи (((n для деякого n > 0.

Наведемо приклади використання алгоритму Тарського-Куратовського.

Приклад 1. М = {x | Dx = (}((1. 
Маємо Dx = ( ( (y((x(y)() ( (y((k(Px(y)( за k кроків) ( (y(k((Px(y)( за k кроків). Предикат ((Px(y)( за k кроків) є РП.

Приклад 2. М = {x | Dx нескінченна}((2. 
Dx нескінченна ( (z(y(y > z & y(Dx) ( (z(y(y > z & (k(Px(y)( за k кроків) ( (z(y(k(y > z & Px(y)( за k кроків). 
Предикати y > z та (Px(y)( за k кроків) є РП.

Приклад.3. М = {x | (x не є РФ}((2 . 
x(M ( (x не є РФ ( (y((x(y)() ( (y((k(Px(y)( за k кроків) ( (y(k((Px(y)( за k кроків). 

Предикат ((Px(y)( за k кроків) є РП.
Приклад 4. М = {x | Dx є РМ}((3. 
Предикат (Pu(v)( за w кроків) позначимо Р(u, v, w). 

Використаємо співвідношення А((В ( ((A((B) & (A(B). 
Tепер маємо Dx є РМ ( (z(
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(z(y(y(Dx (((y(Dz)) ( (z(y((kР(x, y, k) (((nР(z, y, n)) ( 
(z(y( (((kР(x, y, k)(((nР(z, y, n)) & ((kР(x, y, k)((nР(z, y, n) ) ( 
(z(y((k(n((Р(x, y, k)((Р(z, y, n)) & (k(n(Р(x, y, k)(Р(z, y, n)) ) ( 
(z(y(k(n(l(m( ((Р(x, y, k)((Р(z, y, n)) & (Р(x, y, l)(Р(z, y, m)) ).

Предикат в дужках після кванторних префіксів є РП.

Питання для самоконтролю 

1. Що таке (n-префікс? (n-префікс? 
2. Дайте визначення класів предикатів (n, (n та (n. 

3. Дайте визначення класів множин (n, (n та (n. 

4. Укажіть елементарні властивості класів (n, (n та (n.
5. Зобразіть арифметичну ієрархію класів арифметичних предикатів і арифметичних множин.

6. Сформулюйте теорему Кліні про ієрархію.

7. Сформулюйте сильну теорему про ієрархію.

8. Який зв’язок існує між класами арифметичних множин і Т-степенями?

9. Опишіть алгоритм Тарського – Куратовського. 
Вправи
1. Визначіть місце в арифметичній ієрархії наступних множин та предикатів:

1) {x | (х є РФ}; 




2) "(х ін'єктивна";

3) {x | Ex = (};





4) {x | Dх ( (}; 

5) {x | Dх скiнчeнна};




6) {x | Ех нескiнчeнна}; 

7) {x | (х є ПРФ};




8) {x | Eх є ПРМ}; 

9) {x | (х cюр'єктивна}; 



10) {x | (х бієктивна};

11) {x | Dх креативна};



12) {x | Eх не проста};
13) {x | Eх = D};




14) "Dх = Ey";
15) "Eх = Ey";





16) "Eх ( D";
17) "Dх ( Ey";





18) "Eх не креативна";
19) "Dх проста";




20) "Dх (m Ey". 

21) "Dх (m Dy";





22) "Dх (Т D". 

2 Дайте повне доведення теорем 7.2.5 та 7.2.4. 

3 Сформулюйте та доведіть релятивний варіант теореми 7.2.5:

4 Доведіть, що T(0(().
7. EФЕКТИВНІ ОПЕРАЦІЇ НА ФУНКЦІЯХ ТА МНОЖИНАХ

У цьому розділі розглядаються ефективні (обчислювані) операції, задані на функціях і множинах. При цьому необхідно врахувати, що функції та множини, на відміну від натуральних чисел, є, як правило, нескінченними об’єктами. Ефективність таких операцій полягає в збереженні обчислюваності функцій і перелічності множин.

Множину всіх n-арних функцій на N, тобто функцiй iз Nп в N, позначимо Fп. Об'єднання множин Fп для всіх п(1 позначимо F. Множину всіх тотальних функцій із Fп та множину всіх тотальних функцій із F відповідно позначимо Tп та T . Cкінченні множини в цьому розділі позначаємо F, скінченні функції позначаємо (.

Довільну функцію вигляду ( : (2N)m→2N назвемо m-арним множинним оператором (скор. МО). 

Довільну функцію вигляду Ψ : (F)m→F назвемо m-арним функціональним оператором (скор. ФО).

ФО називають також операціями на функціях, або композиціями. 

Відомі операції суперпозиції Sn+1 : (F)m →F, примітивної рекурсії R : F(F→F та мінімізації M : F(F→F є прикладами ФО. 

МО (: (2N)m→2N монотонний, якщо  А1( В1, А2 ( В2, ..., Ат ( Вт ( ((А1, ..., Ап) ( ((В1, ..., Вп). 

ФО (: (F)m→F монотонний, якщо  f1 ( g1, f2 ( g2, ..., fт ( gт ( ((f1, ..., fп) ( ((g1, ..., gп). 

МО (: (2N)m→2N неперервний, якщо для всіх х(N, A((2N)m маємо х(((A) ( ( F ( A : х(((F).

ФО (: Fп→F неперервний, якщо для всіх х(Nп, y(N, f(Fп маємо (х, у)(((f) ( (( ( f : (х, у)(((().

Легко довести, що кожний неперервний оператор є монотонним.

7.1. Оператори переліку. Частково рекурсивні та рекурсивні оператори
Ефективність множинного оператора ( : 2N→2N означає можливість ефективно задати множину ((A), якщо ефективно задається множина А. 
Ефективні множинні оператори називаються [16] операторами переліку (скор. ОП).

Для кожного z(N оператор переліку (z : 2N→2N задається так: 
(z(A) = {x | (u(Fu ( А ( C(x, u)(Dz)}.

Інакше кажучи, x((z(A) ( (u(Fu ( А ( C(x, u)(Dz).

Теорема 7.1.1. Кожний ОП є неперервним та монотонним.

Множина А(N однозначна, якщо С–1(А) = {(l(x), r(x))} є функціональним відношенням. Зрозуміло, що A однозначнa ( (Сm+1)–1(A) є функціональним відношенням для кожного m(1. Отже, множина A однозначнa ( (m (1 ( f(Fm : A = Сm+1(f). Тому для множини всіх однозначних множин можна ввести таке позначення: 

CF = {С(f) | f(F1} = {Сm+1(f) | f(Fm}.
Кожний функціональний оператор ( : Fm→Fn задає множинний оператор ( : CF→CF та навпаки:
   ( : Fm 
  →
    Fn
 Сm+1(((Сm+1)–1  Сn+1(((Сn+1)–1
  ( : CF 
→
    CF 
Звідси ((f) = (Сn+1)–1(((Сm+1(f))) та ((A) = Сn+1((((Сm+1)–1(A))). 

ФО ( : Fm→Fn називається частково рекурсивним оператором (ЧРО), якщо існує z(N таке, що для всіх f(Fm маємо:

((f) = 
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В цьому випадку кажуть, що ОП (z визначає ЧРО (.

Тотальний ЧРО назвемо рекурсивним оператором (РО).

Інакше кажучи, ФО (: Fm→Fn – рекурсивний оператор, якщо 

існує z(N таке: для всіх f(Fm маємо ((f) = (Сn+1)–1((z(Сm+1(f))) 



(df1)
Дамо ще два визначення РО, не використовуючи поняття оператора переліку. 
Вживатимемо скорочення 
[image: image549.wmf]x

 для х1 , ..., хп.

ФО (: Fm→Fn – рекурсивний оператор, якщо:   

– існує z(N таке: для всіх f(Fm, (
[image: image550.wmf]x

, у)(Nп+1 маємо
(
[image: image551.wmf]x

, у)(((f) ( (и((
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(df2)   

– існує ЧРФ ( така: для всіх f(Fm, (
[image: image555.wmf]x

, у)(Nп+1 маємо

(
[image: image556.wmf]x

, у)(((f) ( (и((
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(df3) 
Теорема 7.1.2. Визначення df1, df2 та df3 еквівалентні.

Надалі для РО будемо, як правило, використовувати df3.

Теорема 7.1.3. Кожний РО є неперервним та монотонним.

Приклад 1. Нехай оператор ( : F1→F1 задається умовою
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Тоді ( немонотонний, отже, не РО. 
Візьмемо скінченну ( ( f( та нескінченну f ( (. Тоді ((() = ( ( f( та ((f) = f( . Маємо f ( ( та ((f) ( (((). Отже, ( не є монотонним. 
Приклад 2. Нехай оператор ( : F1→F1 задається співвідношеням
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Тоді ( не неперервний і не РО.
Візьмемо функцію f із нескінченною Еf (наприклад, f – тотожна функція). Тоді ((f) = f ( f( та ((() = f( для кожної скінченної ((f. Тому якщо (х, у)(((f), то не існує скінченної функції ((f такої, що (х, у)((((), бо ((() = f( = (. Отже, ( не є неперервним.

Корисним є наступний критерій рекурсивності операторів: 

Теорема 7.1.4. Оператор (: Fт→Fп рекурсивний ( ( неперервний та ЧРФ є функція
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Розглянемо приклади використання теореми 6.1.4. 

Приклад 3. Оператор ( : Fт→Fп задається умовою ((f) = g для всіх f(Fт, де g – фіксована ЧРФ. Тоді ( є РО.

( неперервний: умова (
[image: image562.wmf],
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у)(((f) ( (
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у)(((() виконується для довільної скінченної ( ( f, адже ((f) = ((() = g. Функція ((и,
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 є ЧРФ згідно ТЧ.

Приклад 4. Задамо оператор ( : F1→F1 таким співвідношенням: 

((f)(x) = f(f(x+2)) + 5x для всіх f(F1. Тоді ( є РО.

Оператор ( неперервний: (х, у)(((f) ( (х, у)(((() виконується для кожної скінченної ( ( f такої, що x+2(D( та f(x+2)(D(. 
Згідно ТЧ функція ((и, х) =
[image: image566.wmf]{
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 є ЧРФ. Звідси ( є РО.
Приклад 5. Оператор мінімізації М : Fп+1→Fп задається умовою М(f)(
[image: image567.wmf]x

) = (у(f(
[image: image568.wmf],

x

у) = 0) для всіх f(Fп+1. Такий М є РО.

Оператор М неперервний: у = (у(f(
[image: image569.wmf],
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у) = 0) ( у = (у(((
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у) = 0) виконується для кожної ( ( f такої, що (
[image: image571.wmf],
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1),..., (
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у)(D( ; тому y = М(f)(
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) для кожної такої ( ( f. Згідно ТЧ функція ((и,
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 є ЧРФ. 
Приклад 6. Нехай ФО (0 : F1→F1 задається так: (0({(0, 0)}) = {(0, 0)} та (0({(1, 0)}) = {(0, 1)}, для інших f(F1 (0(f) невизначене. Тоді (0 розширюється до ЧРО та не розширюється до жодного РО.

Позаяк {C(0, 0)} = {0} = F1 та {C(1, 0)} = {2} = F4, беремо z таке, що Dz = {C(0, 20), C(1, 22)}. Нехай ОП (z задається таким Dz , тобто x((z(A) ( (u(Fu ( А ( C(x, u)(Dz). Зрозуміло, що для кожних A(2N маємо (z(A) ( l(Dz) = {0, 1}. Звідси дістаємо:
– якщо ((А та ((А, то (z(A) = {0,1};
– якщо ((А та ((А, то (z(A) = {0}; 

– якщо ((А та ((А, то (z(A) = {1}; 

– якщо 0(А та 2(А, то (z(A) = (.
Для ЧРО (, який визначається таким ОП (z , маємо: 

1) Якщо (0, 0)(f та (1, 0)(f, то 0(C(f) та 2(C(f), звідки (z(C(f)) = (. Отже, для таких f ((f) = f( .
2) Якщо (0, 0)(f та (1, 0)(f, то 0(C(f) та 2(C(f), звідки (z(C(f)) = {0} = C(0, 0). Отже, для таких f ((f) = {(0, 0)};

3) Якщо (0, 0)(f та (1, 0)(f, то 0(C(f) та 2(C(f), звідки (z(C(f)) = {1} = C(0, 1). Отже, для таких f ((f) = {(0, 1)};

4) Якщо (0, 0)(f і (1, 0)(f, то 0(C(f) і 2(C(f), звідки (z(C(f)) = {0, 1} – неоднозначна. Для таких f ((f) невизначене, тому ( не РО. 

Із 2) та 3) випливає, що ЧРО ( є розширенням оператора (0 .

Нехай ( = {(0, 0), (1, 0)}. Для довільного ЧРО (, що є розширенням (0, якщо ((()(, то ((() ( (({(0, 0)}) = (0({(0, 0)}) = {(0, 0)} та ((() ( (({(1, 0)}) = (0({(1, 0)}) = {(0, 1)}. Але тоді ((() як множина не є функція, тобто ((()(. Отже, кожний такий ЧРО ( нетотальний, тобто не РО. Таким чином, (0 не можна розширити до РО.

Приклад 7. ЧРО ( із прикладу 6 немонотонний.
Для ( = {(0, 0), (1, 0)} маємо ((()(, але (({(0, 0)}) = {(0, 0)}. Тому з умови {(0, 0)} ( ( не випливає (({(0, 0)} ( (((). 

ЧРО ( назвемо загальнорекурсивним оператором (ЗРО), якщо Tт ( D( та ((Tт) ( Fn.

Теорема 7.1.5. Нехай ЧРО ( : Fт→Fп такий: Tт ( D( . Тоді ( є РО.

Наслідок. Для класів ЗРО, РО та ЧРО маємо: ЗРО ( РО ( ЧРО.
За теоремою 7.1.5 ЗРО ( РО. Але РО прикладу 3 не є ЗРО, якщо ЧРФ g взяти нетотальною, тобто не РФ. За визначенням РО ( ЧРО. Але ЧРО ( із прикладу 6 немонотонний, тому не РО.

Питання для самоконтролю 

1. Що таке функціональний оператор? 

2. Що таке множинний оператор? 

3. Що таке монотонний оператор? 

4. Що таке неперервний оператор? 

6. Дайте визначення оператора переліку.

7. Що таке однозначна множина? 

8. Який зв’язок між функціональними й множинними операторами? 

9. Дайте визначення частково рекурсивного оператора. 

10. Дайте визначення рекурсивного оператора. 

11. Наведіть еквівалентні визначення рекурсивного оператора.

12. Сформулюйте критерій рекурсивності оператора.

13. Дайте визначення загальнорекурсивного оператора.

14. Укажіть співвідношення між класами ЧРО, РО, ЗРО.

Вправи
 1. Нехай (z – оператор переліку. Дослідіть співвідношення:

1) між множинами (z(А(В) та (z(А)((z(В);

2) між множинами (z(А(В) та (z(А)((z(В).

 2. Нехай ( та ( – монотонні оператори (тут ( та ( – 1-арні МО або ФО вигляду ( : Fт→Fр та ( : Fр→Fп). Доведіть, що оператор 
[image: image578.wmf]ΦΨ

o

 теж монотонний 

 3. Нехай ( та ( – неперервні оператори (тут ( та ( – 1-арні МО або ФО вигляду ( :  Fт→Fр та ( : Fр→Fп). Доведіть, що оператор 
[image: image579.wmf]ΦΨ

o

 теж неперервний 

 4. Нехай ( та ( – рекурсивні оператори вигляду ( : Fт→Fр та ( : Fр→Fп. Доведіть, що оператор 
[image: image580.wmf]ΦΨ
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 теж рекурсивний 

 5. Доведіть рекурсивність оператора ( : F1→F1, заданого умовою:

1) ((f)(x) =
[image: image581.wmf](2)
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;




2) ((f)(x) =
[image: image582.wmf]2
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;
3) ((f)(x) = f(f(f(x+1))) + x; 



4) ((f)(x) = f(f(x2+3)) + 2x;

5) ((f)(x) = (f(f(3x)))2 + 3x; 



6) ((f)(x) = f(f(7x+5)) + f(f(f(x))).

 6. Доведіть рекурсивність оператора ( : F2→F1, заданого умовою: 
1) ((f)(x) = f(x, x);




2) ((f)(x) = f(f(2x, x), f(x, 3x));

3) ((f)(x) = f(f(x, x) +1, f(3x, x) +2)+3;
 
4) ((f)(x) = f(f2(x, 3x), 7x + f(x3, 5+x)).
 7. Встановіть, чи буде рекурсивним оператор ( : F1→F1, що задається наступною умовою:

1) 
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3) 
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4) 
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5) 
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6) 
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 8. Сформулюйте визначення п-арного неперервного функціонального оператора вигляду 
( : F
[image: image589.wmf]1
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 9. Сформулюйте визначення п-арного оператора переліку, п-арного ЧРО, п-арного РО, п-арного ЗРО.

10. Сформулюйте і доведіть для випадку п-арних операторів відповідні узагальнення теорем 7.1.1–7.1.5. 

11. Доведіть рекурсивність операторів примітивної рекурсії R та суперпозиції Sn+1.
7.2. Теорема Майхілла-Шепердсона. Теореми про нерухому точку
Кожний ОП при обмеженні на РПМ задає на їх індексах ефективну операцію, тобто РФ.

Теорема 7.2.1. Існує РФ s така, що (z(Dy) = Ds(x,y) для всіх z, y(N. 
Наслідок. Нехай А є РПМ. Тоді (z(A) є РПМ. 

Кожний РО при обмеженні на ЧРФ задає на їх індексах ефективну операцію, тобто РФ.

Теорема 7.2.2 (Майхілл, Шепердсон). Для кожного РО ( :  Fт→Fп існує РФ h така: для кожного k(N маємо ((
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Наслідок. Нехай ( є РО, f є ЧРФ. Тоді ((f) є ЧРФ.

Функція h m-n-екстенсійна, якщо з умови 
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1-1-екстенсійні функції назвемо просто екстенсійними.

Приклад 1. РФ h із теореми 7.2.2 m-n екстенсійна. 
Справді, з умови 
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Теорема 7.2.3 (Майхілл, Шепердсон). Для кожної m-n-екстенсійної РФ h існує єдиний РО ( : Fт→Fп такий, що ((
[image: image598.wmf]m
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) для кожного k(N. 
Множину А назвемо найменшою нерухомою точкою (ННТ) оператора ( : 2N→2N , якщо: 
1) ((A) = A, тобто A – нерухома точка (НТ) оператора ( ;
2) якщо ((B) = B, то A ( B; тобто A – найменша НТ оператора (.
Теорема 7.2.4 (С.Кліні). 1) Кожний неперервний множинний оператор ( : 2N→2N має ННТ;
2) якщо ( є оператором переліку, то його ННТ є РПМ.

ННТ оператора ( побудуємо методом послідовних наближень. Задамо послідовність множин {An}n(N так: A0 = (; An+1 = ((An) для n ( 0. Покладемо 
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Враховуючи неперервність, доводимо, що така А є ННТ оператора (. 
Якщо ( – оператор переліку, то доводиться, що A є РПМ.

Функція f – найменша нерухома точка оператора ( : Fп→Fп, якщо: 
1) ((f) = f, тобто f – нерухома точка оператора ( ;
2) якщо ((g) = g, то f ( g; тобто f – ННТ оператора (. 
Приклад 2. Нехай ННТ f оператора ( є тотальною функцією. Тоді функція f – єдина нерухома точка оператора (.

Приклад 3. Найменша нерухома точка тотожного оператора – це f(. Тотожний оператор є ЗРО. Отже, для ЗРО найменша нерухома точка може бути нетотальною функцією. 

Теорема 7.2.5 (С.Кліні). 1) Кожний неперервний ФО ( : Fп→Fп має ННТ; 
2) якщо ( є РО, то його ННТ є ЧРФ 

ННТ оператора ( побудуємо методом послідовних наближень..

Задамо послідовність функцій {fn}n(N так: f0 = f(; fn+1 = ((fn) для n(0. Покладемо 
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 Враховуючи неперервність, доводимо, що f є ННТ оператора (. 
Якщо ( є РО, то доводиться, що така ННТ f є ЧРФ.

Нехай РО ( : F1→F1 визначений ОП (z: для всіх f(F1 маємо ((f) = С–1((z(С(f))). Нехай множина А є НТ оператора (z : А = (z (А). Тоді функція f = С–1(А) є нерухомою точкою РО (: ((f) = С–1((z(С(f))) = = С ((z (А)) = С–1(А) = f . Нехай тепер f – НТ РО (: ((f) = f. Тоді множина А = С(f) – НТ оператора (z : (z(С(f)) = С(((f)) = С(f).
Приклад 4. Для ЧРО не РО ( може не існувати ННТ. Це буває тоді, коли множина А, що є ННТ відповідного ОП (z, неоднозначна. Тоді кожна В ( А неоднозначна, звідки такий ( взагалі не має нерухомих точок.

Приклад 5. Знайдемо ННТ оператора ( : F1→F1, заданого умовою 
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Оператор ( неперервний: (х, у)(((f) ( (х, у)(((() виконується при х = 0 для довільної скінченної ( ( f, при х > 0 ця умова виконується для кожної скінченної ( ( f такої, що x+1(D( . Отже, ( має ННТ fH , яку знайдемо методом послідовних наближень.

Маємо f0 = f(. Тепер знаходимо f1 та f2: 

f1(х) = ((f0)(х) = 
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f2(х) = ((f1)(х) = 
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Отже, f2 = f1. Маємо стабілізацію, тому fп = f1 для всіх n>0. Звідси ННТ fH
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 = f1 . Зауважимо, що всі інші нерухомі точки нашого оператора мають вигляд fТ(х) = 
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Приклад 6. Знайдемо ННТ оператора ( : F2→F2, заданого умовою 
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Оператор ( неперервний, адже умова (х, у, z)(((f) ( (х, у, z)(((() виконується:

– при х = 0 – для довільної скінченної ( ( f, 
– при х > 0 – для кожної скінченної ( ( f такої, що (х, у)(D( та (х–1, f(х, у))(D( . 
Таким чином, ( має ННТ fH , яку знайдемо методом послідовних наближень. 
Маємо f0 = f(. Тепер f1(х, у) = ((f0)(х, у)) = 
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 далі знаходимо f2(х, у) = ((f1)(х, у)) = 
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 адже f1(х, у) невизначене при x>0.

Отже, f2 = f1 . Маємо стабілізацію, тому fп = f1 для всіх n>0. Звідси ННТ fH 
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Приклад 7. Знайдемо ННТ оператора ( : F1→F1, заданого умовою 
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Оператор ( неперервний, адже умова (х, у)(((f) ( (х, у)(((() виконується: 
– при х = 0 – для довільної скінченної ( ( f, 
– при х > 0 умова виконується для кожної скінченної ( ( f такої, що x–1(D( . Отже, ( має ННТ. 

Метод послідовних наближень тут вимагає нескінченної кількості кроків, бо fп+1 ( fп для всіх n ( 0. Тому використаємо обхідні шляхи. Нехай fH – ННТ нашого оператора. Тоді для кожного х(N маємо fН(х) = ((fН)(х) = 2х–1 + fН(х–1) = 2х–1 + ((fН)(х–1) = 2х–1 + 2х–3 + fН(х–2) = … = 2х–1 +  … + 1 + fН(0) = = 2х–1 + 2х–3 + … + 1 + 0 = х2. Отже, для всіх х(N маємо fН(х) = х2. Тому така fH – єдина нерухома точка нашого (. 
Приклад 8. Знайдемо ННТ оператора ( : F1→F1, заданого умовою 
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Оператор ( неперервний: умова (х, у)(((f) ( (х, у)(((() виконується при х >55 для довільної скінченної ( ( f, при х (55 ця умова виконується для кожної скінченної ( ( f такої, що x+7(D( та f(x+7)(D( . Отже, ( має ННТ, нехай це функція fH . Для кожного х >55 маємо fН(x) = ((fН)(х) = х–6. Тепер fН(55) = ((fН)(55) = fН(fН(62)) = fН(56) = 50. Тоді fН(54) = ((fН)(54) = fН(fН(61)) = fН(55) = 50. Продовжуючи далі, аналогічно дістаємо fН(53) = fН(54) = 50, …, fН(0) = fН(1) = 50. Таким чином, fH – єдина НТ оператора (, причому fН(x) = 
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Питання для самоконтролю 

1. Сформулюйте теорему Майхілла – Шепердсона.

2. Що таке екстенсійна функція? 

3. Що таке нерухома точка оператора? 

4. Що таке найменша нерухома точка оператора? 

5. Як будується нерухома точка методом послідовних наближень? 

6. Сформулюйте теорему Кліні про нерухому точку для операторів переліку. 

7. Сформулюйте теорему Кліні про нерухому точку для рекурсивних операторів. 

8. Чи завжди існує нерухома точка для ЧРО?

Вправи
1. Сформулюйте і доведіть для випадку п-арних операторів відповідні узагальнення теорем 7.2.1 – 7.2.3. 

2. Доведіть рекурсивність та знайдіть ННТ оператора ( : F1→ F1, заданого наступною умовою:
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3. Доведіть рекурсивність та знайдіть ННТ оператора ( : F2→ F2, заданого наступною умовою:
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4. Доведіть рекурсивність та знайдіть ННТ оператора ( : F1→ F1, заданого наступною умовою:
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5. Нехай ( та ( – рекурсивні оператори F1(F1 → F1. Доведіть, що існує найменша пара функцій f, g така, що f = ((f, g) та g = ((f, g), причому функцїї f та g є ЧРФ.
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