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Викладено поняття і результати, які відносяться до основ математичної логіки. Наведено приклади розв'язків типових задач, запропоновано вправи і задачі для самостійного розв'язку. Матеріал подається у семантико-ситаксичному стилі на основі спільного для логіки та програмування композиційно-номінативного підходу.
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Логіка – наука про закони мислення. Зародження логіки відносять до 6 ст. до н.е. (Фалес, Парменід, Піфагор). Загальні принципи логічних міркувань розвинув Платон. Основоположником логіки як цілісної науки є Арістотель. Він виклав закони логічного виведення, розробив аксіоматичний метод, запропонував першу формально-аксіоматичну систему логіки – силогістику, заклав основи модальної логіки. Після Арістотеля принциповий крок в розвитку логіки був зроблений тільки в 17 ст. – Г. Лейбніц (1646–1716) розвинув ідею створення універсального логічного числення, яка далеко обігнала свій час. Подальші успіхи логіки пов'язані з іменами філософів, логіків і математиків 19 та 20 ст. 

Математична логіка є наукою про закони математичного мислення. Поняття і методи математичної логіки дають обгрунтування правильності тих чи інших способів отримання істинного знання. Предметом математичної логіки є математичні теорії в цілому, які вивчаються за допомогою логіко-математичних мов.
Математична логіка по суті є формальною логікою, що використовує математичні методи. Формальна логіка вивчає акти мислення (поняття, судження, умовиводи, доведення) з точки зору їх форми, логічної структури, абстрагуючись від конкретного змісту. Першу завершену систему власне математичної логіки на базі строгої логіко-математичної мови – алгебру логіки, – запропонував Дж.Буль (1815–1864). Логіко-математичні мови і теорія їх смислу розвинуті в роботах Г.Фреге (1848–1925), який ввів поняття предикату і кванторів. Це надало можливість застосувати логіко-математичні мови до вивчення основ математики. Виклад цілих розділів математики на мові математичної логіки та аксіоматизація арифметики зроблені Дж.Пеано (1858–1932). Г.Фреге та Б.Рассел (1872–1970) намагалися звести всю математику до логіки. Ця спроба не досягла основної мети, проте вона привела до створення багатого логічного апарату, без якого оформлення математичної логіки як повноцінного розділу математики було б неможливе. 

На межі 19-20 ст. були відкриті парадокси, пов'язані з основними поняттями теорії множин. Найвідомішими з них є парадокси Г.Кантора та Б.Рассела [6, 12]. Криза основ математики спонукала до пошуку шляхів виходу з такого стану. Для цього було запропоновано 2 основні подходи. 

Л.Брауер (1881–1966) висунув інтуїціоністську програму, в якій запропонував відмовитися від актуальної нескінченності та логічного закону виключеного третього, вважаючи допустимими в математиці тільки інтуїтивно переконливі, ефективні доведення. Виникнення теорії алгоритмів стало потужним імпульсом розвитку інтуїціоністської логіки і математики Зараз існує багато різновидностей інтуїціоністської логіки. Весь напрям в математиці, для якого основоположними є поняття задачі та побудови, а не істини та обгрунтування, називають конструктивізмом.
Програму обгрунтування математики на базі математичної логіки висунув Д.Гільберт (1862–1943). Програма Гільберта передбачала побудову формально-аксіоматичних моделей основних розділів математики та подальше доведення їх несуперечливості надійними засобами, які повинні уникати використання актуальної нескінченності. Такі засоби Гільберт назвав фінітними Таким чином, конкретна математична теорія стає предметом вивчення певної математичної науки, яку Д.Гільберт назвав метаматематикою, або теорією доведень. 

Величезний внесок в створення і розвиток теорії доведень зробили Г. Генцен, В.Аккерман, П.Бернайс та ін. Саме з розробки Д.Гільбертом та його учнями теорії доведень на базі розвинутої в роботах Г.Фреге та Б.Рассела логічної мови починається становлення математичної логіки як самостійної математичної дисципліни.
Програма Гільберта не може бути реалізована сповна. Принципову обмеженість формально-аксіоматичного методу засвідчують знамениті теореми К.Гьоделя (1906–1978) про неповноту. Згідно цих теорем, несуперечливість кожної досить багатої формальної теорії не може бути доведена засобами самої теорії. Проте існують досить переконливі доведення несуперечливості багатьох теорій, зокрема, формальної арифметики, хоча такі доведення проводяться засобами, що не можуть бути формалізовані в рамках самих теорій. 

До центральних понять математичної логіки належить поняття числення. Воно відбиває і узагальнює інтуїтивну уяву про індуктивне породження об’єктів, яке широко поширене в математиці. 

Під численням розуміють скінченну множину точно визначених породжувальних правил (ПП), які дозволяють із певних заданих об’єктів отримувати інші об’єкти. 
Породжувальні правила називають також правилами виведення. 
Об’єкти, до яких застосовуються правила виведення, називають засновками. Отриманий із засновків об’єкт називають  висновком.

Множину породжених численням об’єктів задають індуктивно. 
На першому кроці процесу породження (виведення) початкові об’єкти задаються ПП із порожньою множиною засновків. Об’єкт вважається породженим на певному кроці, якщо він отримується за допомогою певного ПП із об’єктів, породжених на попередніх кроках.
Якщо на першому кроці процесу породження дозволити брати початкові об’єкти із певної множини  А,  дістанемо числення з входом. Таке числення  (  перетворює множину  А  в множину об’єктів  В,  породжених із об’єктів множини  А  за допомогою числення  (. 

Визначним досягненням математичної логіки є розробка і дослідження формальних моделей алгоритму та алгоритмічно обчислюваної функції. 

Поняття алгоритму належить до первісних понять математики, таких, як поняття множини чи натурального числа. Обчислювальні процеси алгоритмічного характеру відомі з глибокої давнини, проте в явному вигляді поняття алгоритму сформувалося лише на початку 20-го століття. 

Під алгоритмом розуміють скінченну множину точно визначених правил для чисто механічного розв’язку задач певного класу. 

Таке формулювання можна розглядати тільки як пояснення, а не як визначення, адже поняття алгоритму в силу його первісності не можна виразити через інші поняття математики. 

Для подальшого уточнення поняття алгоритму звичайно вказують такі його характерні властивості: фінітність, масовість, дискретність, елементарність, детермінованість, результативність. 
На відміну від породжувальних правил числення, правила алгоритму наказові, вони однозначно визначають перехід від одних об’єктів до інших, а правила числення дозволяють робити такі переходи. 

Для опису алгоритму треба вказати множину його початкових, або вхідних даних, та множину даних, до яких належать результати, або вихідних даних. За допомогою алгоритму кожний конкретний результат отримується за скінченну кількість кроків із скінченної множини даних. Кажуть, що до таких даних алгоритм застосовний. Інколи процес виконання алгоритму для певних вхідних даних продовжується необмежено. Кажуть, що до таких даних алгоритм незастосовний. 

Той факт, що алгоритм  (  видає результат  b  при роботі над вхідним даним  d,  позначимо  b = ((d).  

Кожний алгоритм ( із множинами вхідних даних X  та вихідних даних Y  визначає часткову функцію  f : Х→Y.  
Кожне значення f(d) рівне ((d), якщо ( застосовний до d, та f(d) невизначене, якщо ( незастосовний до d.  В цьому випадку кажуть, що алгоритм ( обчислює функцію  f. 
Функція алгоритмічно обчислювана (АОФ), якщо існує алгоритм, який її обчислює. 

Множина L алгоритмічно перелічна, якщо L є множиною значень деякої АОФ, тобто існує алгоритм, який перелічує елементи множини L і тільки їх. 
Множина L алгоритмічно розв'язна  відносно множини U, якщо існує алгоритм, який дозволяє для кожного  x(U  визначати,  x(L  чи  x(L. 
Узагальненням поняття алгоритму є поняття відносного алгоритму, або алгоритму з оракулом. На деяких кроках такий алгоритм може звертатися до певного зовнішнього відносно алгоритму об’єкту – оракула. Видані оракулом відповіді трактуються як дані, вироблені на таких кроках звертання. 
Функція алгоритмічно обчислювана відносно оракула (, якщо існує алгоритм з оракулом (, який її обчислює.
Поняття числення і алгоритму тісно пов'язані. Кожний алгоритм можна трактувати як числення із входом, яке має такі ПП, що виконання кожного з них відповідає виконанню одного кроку алгоритму. 

Отже, поняття алгоритму можна звести до поняття числення в смислі зведення алгоритмічного процесу до процесу породження.

З іншого боку, поняття числення можна звести до поняття алгоритму в смислі зведення розгалуженого процесу породження до послідовного процесу переліку так, щоб алгоритм переліку відтворив усі породжені численням об’єкти і тільки їх. 
Загальні властивості алгоритмів вивчає окремий розділ математики – теорія алгоритмів. Вона виникла в рамках математичної логіки в 30-х роках 20 століття. 
Необхідність уточнення поняття алгоритму стала неминучою після усвідомлення неможливості існування алгоритмів розв’язку низки масових проблем, в першу чергу пов'язаних з арифметикою та математичною логікою. Для доведення неіснування алгоритму треба мати його точне математичне визначення, тому після сформування поняття алгоритму як нової та окремої сутності першочерговою стала проблема знаходження адекватних формальних моделей алгоритму та дослідження їх властивостей. Такі моделі були запропоновані як для первісного поняття алгоритму (машини Тьюрінга, регістрові машини, нормальні алгоритми Маркова та ін.), так і для похідного поняття АОФ ((-означувані функції, частково рекурсивні функції та ін.). Доведено, що кожна з цих моделей задає (з точністю до кодування) один і той же клас функцій. Тому є всі підстави вважати, що кожна з таких моделей дає строге математичне уточнення інтуїтивного поняття АОФ. Таке твердження стосовно АОФ та строго визначеного класу частково рекурсивних функцій сформулював у 1936 р. А.Чорч (теза Чорча). 

Теорія алгоритмів виникла як розділ математичної логіки, перші та найчисельніші застосування вона має саме в математичній логіці. Засобами тільки що створеної теорії алгоритмів була доведена алгоритмічна нерозв'язність проблеми вcюди істинності формул логіки предикатів 1-го порядку (А.Чорч, А.Тьюрінг). На жаль, це засвідчує принципову неможливість існування універсальної процедури пошуку доведень. Але, хоча універсального алгоритму пошуку доведень немає і бути не може, існують алгоритми, які дозволяють знайти доведення формули, якщо ця формула всюди істинна. Якщо ж формула не всюди істинна, такі алгоритми можуть роботу не завершувати. 
В наш час апарат теорії алгоритмів використовується всюди, де зустрічаються алгоритмічні проблеми (основи математики, теорія інформації, теорія керування, конструктивний аналіз, обчислювальна математика, економіка та ін.). Теорія алгоритмів є теоретичним фундаментом програмування.
Потужним імпульсом для розвитку математичної логіки стала поява комп'ютерів. Виявилося, що в рамках математичної логіки вже є готовий апарат для проектування обчислювальної техніки. 
До найважливіших застосувань математичної логіки належить aвтоматизація пошуку доведень теорем. Це конче необхідно для успішного розв'язку низки задач, що виникають в сучасних інтелектуальних інформаційних системах. Такими є, зокрема, задачі подання знань і роботи з ними в базах даних і базах знань, задачі логічного програмування і дедуктивних баз даних. Найважливішими методами пошуку доведень є метод семантичних таблиць, формальною основою якого є створене Г. Генценом (1909–1945) секвенційне числення, запропонований ним же метод натурального виведення, а також розроблений .Дж.A.Робінсоном метод резолюцій. 
Для адекватного опису динамічного світу, що змінюється та розвивається, видається доцільним використовувати модальні логіки. Виняткова гнучкість модальних логік дозволяє застосувати їх для аналізу та моделювання найрізноманітніших апектів діяльності людини. В першу чергу це стосується створення інтелектуальних інформаційних систем, зокрема, систем знань, експертних систем, задач опису та моделювання складних динамічних систем. 

Розширення сфери застосування математичної логіки висвітило обмеження класичної логіки предикатів. Такі обмеження ускладнюють її застосування в моделюванні та програмуванні. В класичній логіці функції та предикати трактуються як тотальні скінченно-арні відображення, в той час як в програмуванні та при моделюванні використовуються набагато потужніші класи часткових відображень над складними номінативними (іменними) даними. Класична логіка недостатньо враховує структурованість, неповноту, частковість інформації про предметну область.
Обмеження класичної логіки роблять особливо актуальною проблему розбудови нових логік, більше орієнтованих на потреби моделювання та програмування. Таку розбудову природно вести на основі єдиного для логіки та програмування композиційно-номінативного підходу [14]. Цей підхід базується на принципах композиційності та номінативності, він опирається на фундаментальний принцип розвитку як сходження від абстрактного до конкретного. 
Принцип композиційності трактує засоби побудови функцій та предикатів як алгебраїчні операції. Для логіки це означає зведення логічних зв'язок та кванторів до композицій предикатів. Принцип номінативності відбиває необхідність використання відношень іменування для побудови семантичних моделей та опису предикатів. 

Композиційно-номінативний підхід висуває на перший план смислові, інтенсіональні аспекти логічних понять. Застосування такого підходу дає змогу побудувати [17] широкий спектр логічних формалізмів, що знаходяться на різних рівнях абстрактності та загальності. 

Серед композиційно-номінативних логік виділяються логіки, які є найближчими до класичних і зберігають їх основні властивості при істотному розширенні класу семантичних моделей. Це логіки еквітонних квазіарних предикатів, їх природно назвати неокласичними. Еквітонність означає збереження значення функції (предикату) при роширенні даних. Такі логіки, з одного боку, дозволяють використовувати як теоретичні результати, так і багатий досвід застосування класичної логіки, а з іншого боку, вони адекватніше відбивають потреби моделювання та програмування. 
Сфера застосування математичної логіки дуже широка. Апарат математичної логіки належить до основних засобів моделювання різноманітних предметних областей, він є основою, ядром сучасних інформаційних і програмних систем. Ідеї та методи математичної логіки плідно використовуються в інформатиці, обчислювальній математиці, лінгвістиці, філософії. 
1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ ТА ВИЗНАЧЕННЯ

Вважаємо відомими базові математичні поняття множини, відношення, відображення, декартового добутку та ін. Будемо дотримуватись позначень посібників [15–17]. 

Для полегшення читання нагадаємо необхідні поняття та позначення.
Множини натуральних чисел, цілих чисел, раціональних чисел та дійсних чисел позначаємо відповідно N, Z, Q та R.

Множину всіх підмножин довільної множини A позначаємо 2A . 
Нехай A та R – довільні множини, f – довільна однозначна часткова функція вигляду f : A(R. 
Якщо значення f(a) визначене, то пишемо f(a)(. 
Якщо f(a) невизначене, то пишемо f(a)(. 
Якщо f(a) визначене та рівне b, то пишемо f(a)(b. 
Для довільних функцій f та g пишемо f(a)(g(b), якщо з f(a)( та g(b)( випливає f(a)=g(b). 
Функція  f : A(R  тотальна, якщо f(a)( для всіх a(A.

З кожною  f : A(R  зв'яжемо множини Df та Ef, де Df (A та Ef (R. 
Вважатимемо, що для кожного a(A\Df виконується умова f(a)(, та що з умови f(a)( випливає f(a)(Ef. 
Множини Df та Ef назвемо відповідно множиною визначення та множиною значень функції f. 
Пару (Df, Ef) назвемо типом функції f.

Множину  Argf ={a(Df | f(a)(} назвемо множиною визначеності функції f. 
Множину Resf ={b(Ef | для деякого a(Df f(a)(b} назвeмо множиною результатів функції f. 
Графіком функції f назвемо множину {(a, f(a)) | a(Argf }.

Основним поняттям логіки з семантичного погляду є поняття предикату. З цим поняттям тісно пов'язане поняття висловлення. 
Під висловленням розуміють речення, яке можна розглядати з погляду його істинності чи хибності. Під суб'єктом (суб'єктами) розуміють те, про кого або про що говориться у висловленні. Предикат виражає властивості суб'єкту (суб'єктів) та відношення між суб'єктами. 
Висловлення може приймати одне з двох значень – істина або фальш, тому з семантичного погляду предикат можна уточнити як функцію, що конкретним іменованим суб'єктам ставить у відповідність значення Т або F. Предикат стає висловленням, якщо вказати значення імен його суб'єктів. Наприклад, предикат "x є простим числом" стає висловленням "5 є простим числом", яке істинне, якщо значенням імені х є число 5. Той же предикат стає висловленням "8 є простим числом", яке хибне, якщо значенням імені х є число 8. Називаючи даним множину пар імен суб'єктів та їх значень, дістаємо, що висловлення є значенням предикату на конкретному даному. Предикат стає висловленням при фіксуванні конкретних значень імен даного, до якого предикат застосовується. Наприклад, застосувавши предикат "якщо х>y та y>z, то х>z" до даного [х(17, y(11, z(3], дістанемо висловлення "якщо 17>11 та 11>3, то 17>3". 
Поняття предикату та висловлення як математичні поняття можна розглядати тоді, коли виділені спеціальні істиннісні значення T та F, що інтерпретуються як "істина" та "фальш". 
У загальному випадку під предикатом на множині A розуміють довільну часткову функцію вигляду  P : A(Bool, де  Bool = {T, F}. 
Інакше кажучи, предикати на множині A - це функції типу (A, Bool). 
Для довільних предикатів P та Q введемо такі позначення.
P(a)(Q(b), якщо з P(a)( =T та Q(b)( випливає Q(b)=T.

P(Q, якщо P(d)(Q(d) для довільних d(А.

Предикат P на множині A (частково) істинний, якщо для довільних a(A із P(a)( випливає P(a)=T. 
Предикат P на множині A виконуваний якщо існує а(A таке, що P(а)(=T.

Областю істинності та областю хибності предикату Р на множині А назвемо множини IP = {d(A P(d)=T} та FP = {d(A P(d)=F}. 
Якщо P тотальний, то IP (FP = А. 
Нехай Fn – деяка множина функцій. Довільну функцію вигляду Fnn(Fn назвемо n-арною композицією, або n-арною операцією на множині функцій Fn. 
Поняття логіки можна уточнити через поняття логічної системи.

Під логічною системою розуміємо об'єкт вигляду (М, (, I, , ). 
Тут М  моделі логіки (світи розгляду), (  дескрипції (засоби опису світів), I  відношення денотації (інтерпретації) дескрипцій на моделях,   відношення семантичної істинності на множині дескрипцій;   відношення виведення (синтаксичної істинності) на множині дескрипцій. 
Побудову логічних систем природно вести на основі єдиного для логіки та програмування композиційно-номінативного підходу. Згідно з таким підходом спочатку фіксується рівень абстракції розгляду предметних областей. Потім будуються відповідні розглянутому рівню абстракції математичні моделі предметних областей, які задають семантичні аспекти композиційно-номінативних логік. Нарешті, будуються відповідні формально-аксіоматичні числення, що задають синтаксичні аспекти логік. 
У рамках композиційно-номінативного підходу моделі логіки задаються композиційними системами, дескрипції задаються дескриптивними системами, відношення денотації (інтерпретації) дескрипцій на моделях задається денотаційною системою. Для завдання відношення виведення найчастіше використовуються формально-аксіоматичні числення Гільбертівського типу (формальні системи) та Генценівського типу (секвенційні числення).

Композиційні системи визначають засоби побудови функцій та предикатів над деякою множиною даних. 

Дескриптивні системи задають дескрипції, що є описами функцій та предикатів. 

Денотаційні системи задають денотати (значення) дескрипцій. 
Під композиційною системою (КС) розуміємо трійку (D, Fn, C). Тут D  множина даних, Fn  множина функцій і предикатів над D, С  множина композицій (операцій) над Fn. Для логіки, враховуючи наявність предикатів, множина даних мусить включати множину Bool. 
Якщо множину D явно не вказувати, вважаючи, що вона неявно задається множиною Fn, композиційні системи набувають вигляду (Fn, C). Такі об'єкти назвемо композиційними алгебрами.
Дескриптивні системи (ДС) визначають дескрипції індуктивно, використовуючи імена базових функцій і предикатів та імена композицій. Інакше кажучи, ДС задають синтаксис мови логіки, дескрипціями є терми та формули. 
Трійку (Сs, Ds, Dns), де Сs  композиційна система, Ds  дескриптивна система, Dns   денотаційна система, назвемо композиційно-номінативною системою (КНС). 
Відношення  уточнюється за допомогою поняття істинного предикату. 
Відношення  уточнимо за допомогою поняття формальної системи. 
Фундаментальними властивостями логіки, що задаються за допомогою відношень  та , є несуперечливість (коректність)   (   та  повнота   (  . 
Під формальною системою (ФС) розуміють трійку (L, A, P), де L  мова, A  множина аксіом, P  множина правил виведення. 
Мова задається алфавітом та правилами побудови слів мови, які називаються формулами. Кожна аксіома є формулою. 
Правила виведення (ПВ) діють на множині формул. Записуватимемо ПВ у вигляді Р1, Р2 ,..., Рп | Р, де Р1, Р2 ,..., Рп   засновки, Р – висновок. 
Формула, отримана із аксіом за допомогою ПВ, називається теоремою. 
Під виведенням будемо розуміти скінченну послідовність формул (1, ..., (т , де кожна із формул такої послідовності або аксіома, або отримана із попередніх формул цієї послідовності за допомогою деякого правила виведення. 
Неважко переконатись, що  ( є теоремою  (  ( має виведення. 
Згідно з композиційно-номінативним підходом, побудову логік починаємо з гранично абстрактних рівнів, поступово їх конкретизуючи. Такі рівні відрізняються трактуванням рівня абстракції множини даних. 
На пропозиційному рівні дані трактуються гранично абстрактно як "чорні" скриньки. Це означає, що жодна властивість даних не є доступна. На цьому рівні предикати мають вигляд A({T, F}, де A – множина абстрактних даних. Базовими композиціями пропозиційного рівня є диз'юнкція ( та заперечення (.

Сингулярний рівень може трактуватися як гранична конкретизація пропозиційного рівня. У цьому випадку дані розглядаються гранично конкретно як "білі" скриньки. На сингулярному рівні фіксується єдиний клас даних, що пояснює його назву. 

На номінативному рівні дані розглядаються як "сірі" скриньки, побудовані з "білих" і "чорних" скриньок. Такі дані називаються номінативними, вони будуються індуктивно із множини предметних імен та множини предметних значень. 

Номінативний рівень є дуже багатим, він розпадається на низку підрівнів. У даному посібнику обмежимося розглядом підрівня іменних множин (однорівневих однозначних номінативних даних).
Функції, задані на іменних множинах, називають квазіарними.

Будемо розглядати тільки фінітарні логіки відповідних рівнів (це означає, що в таких логіках композиції скінченно-арні). 
В логіках номінативного рівня функції та предикати застостовуються до структурованих даних. Такі дані є множинами пар, 1-ю компонентою яких є ім’я, а 2-ю компонентою – значення цього імені. При цьому одне ім’я не може іменувати два різних значення. Дані такого вигляду називаються (однозначними) іменними множинами. Кожну множину пар можна трактувати як функцію, звідки отримуємо наступне визначення.

V-іменною множиною (V-ІМ) над A  назвемо [2, 15] довільну однозначну функцію  ( : V( A. 
Множини  A  та  V  трактуємо як множину предметних імен та множину предметних значень.
Множину всіх V-ІМ над A позначимо VA. 
Кожна V-ІМ як функція задається своїм графіком, тому V-ІМ будемо звичайно подавати у вигляді  [v1(a1,...,vn(an,...]. Тут  vі(V, aі(A, причому vі (vj при і(j. Замість  [v1(f1(d),...,vn(fn(d) | і({1,...,n} та fі(d)(]  для спрощення пишемо [v1(f1(d),...,vn(fn(d)]. Це означає, що в такому записі V-ІМ вказуємо тільки ті компоненти vі(fі(d), для яких fі(d)(.
Для V-ІМ вводимо функції іm : VA(2V та den : VA(2A :
іm(() = Argδ = {v(V | v(a(( для деякого a(A}; 
den(() = Resδ ={a(A | v(a(( для деякого v(V}.
V-ІМ ( скінченна, або фінітна, якщо іm(() скінченна. 
Множину всіх фінітних V-ІМ над A позначаємо VAF . 
V-ІМ ( V-повна, якщо іm(()=V. 
Інакше кажучи, V-повна ІМ над A  це тотальна однозначна функція V(A. 
Множину всіх V-повних ІМ над A будемо позначати AV. 
Зрозуміло, що AV ( VA.

Для V-ІМ вводимо теоретико-множинні операції ( та \. 
Введемо параметричну операцію ║Х звуження V-ІМ за множиною Х(V: 
(║Х = {v(a((  v(X

Визначимо операцію ( накладки V-ІМ (2 на V-ІМ (1: 
(1(2 = (2(((1║(V\іm((2))).
Параметричну операцію реномінації  r
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Операція r
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 монотонна в такому розумінні: 
якщо  (1((2,  то  r
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Довільну функцію вигляду  f : VA(R  назвемо V-квазіарною функцією. 
Довільну функцію вигляду  f : VAF (R  назвемо V-фінарною функцією
Довільну функцію вигляду  f : AX (R  назвемо X-арною функцією.
Зауважимо, що традиційні n-арні функції, тобто функції вигляду f : An(R, можуть трактуватися як {1,...,n}-арні функції. Тому {1,...,n}-арні функції будемо називати n-арними функціями. 
Найабстрактнішими серед логік номінативного рівня є реномінативні логіки. Починаючи з цього рівня, можна перейменовувати компоненти даних. Це дає змогу ввести нову композицію реномінації (перейменування) R
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На кванторному рівні можна застосовувати предикати до всіх предметних значень, що дозволяє ввести композиції квантифікації x та (x. Базовими композиціями логік кванторного рівня є (, (, R
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На кванторно-екваційному рівні з'являються можливості ототожнення і розрізнення значень предметних імен з використанням спеціальних предикатів рівності =ху. Логіки кванторно-екваційного рівня названі кванторними логіками з рівністю. Базовими композиціями таких логік є (, (, R
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На функціональному рівні маємо розширені можливості формування нових аргументів для функцій та предикатів. Це дає змогу ввести композицію суперпозиції S
[image: image10.wmf]x

. Для роботи з окремими компонентами даних природно виділити спеціальні функції деномінації (розіменування). Тоді реномінації можна промоделювати за допомогою суперпозиції. 
При введенні функцій розіменування базовими композиціями логік функціонального рівня є  (, (, x, S
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. 
На функціонально-екваційному рівні можна ототожнювати і розрізняти предметні значення. На цьому рівні вводимо спеціальну композицію рівності =. Базовими композиціями функціонально-екваційних логік є  (, (, x, S
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, =. 
Клас квазіарних функцій дуже потужний, тому для збереження основних властивостей класичної логіки його варто обмежити. 
Дуже природне обмеження задається властивістю еквітонності, яка означає, що значення відображення не змінюється при розширенні даних. Таке обмеження справджується і для класичної логіки. Друге важливе обмеження, яке теж вірне для класичної логіки, є повнототальність. Повнототальність означає визначеність функції на максимальних даних, тобто на V-повних ІМ. 
Класична логіка є логікою скінченно-арних тотальних предикатів. Логіки повнототальних еквітонних предикатів є найближчими до класичної логіки. Вони названі [18] неокласичними (НКЛ), оскільки зберігають основні закони класичної логіки при істотному розширенні класу семантичних моделей. 

Логіки еквітонних предикатів теж можна віднести до неокласичних, адже вони зберігають основні закони класичної логіки. Проте для логік еквітонних предикатів не діють деякі правила виведення класичної логіки (modus ponens та споріднене з ним правило перетину). 

Клас моделей логіки еквітонних предикатів істотно ширший за клас моделей логіки повнототальних еквітонних предикатів.

V-квазіарна функція f : VA(R еквітонна, якщо для довільних d, d'(VA із f(d)( та d'(d випливає f(d')(=f(d). 
V-квазіарна функція f повнототальна, якщо f(d)( для всіх d(AV. 
Умова повнототальності означає визначеність функції на всіх V-повних даних. 
Eквітонні повнототальні V-квазіарні функції назвемо V-повними функціями.

Предметне ім'я x неiстотне для V-квазіарнoї функцiї f, якщо для довільних d(VA та a, b(A маємо f(d(x(a) ( f(d(x(b). 
У випадку еквітонних функцій x неiстотне для f ( для довільних d(VA та a(A  маємо  f(d) ( f(d(x(a). 
У випадку V-повних функцій x неiстотне для f ( для довільних d(AV та a(A  маємо  f(d) ( f(d(x(a).

Кожну еквітонну V-квазіарну функцію можна розширити до V-повної функції. 
Кожну еквітонну Х-арну функцію f можна трактувати як Y-квазіарну для довільного Y(Х. При цьому всі імена із Y\Х неістотні для функції f. 
Справді, для кожного d(YA покладемо f(d)=f(d║Х), якщо Х(іm(d), інакше f(d)(.

Для випадку логіки природно розглядати квазіарні функції двох типів. 
Функцію вигляду Р : VA({T, F} назвемо V-квазіарним предикатом на A. 
Функцію вигляду f : VA( A назвемо V-квазіарною функцією на A. 
Множини V-квазіарних функцій та V-квазіарних предикатів на A відповідно позначимо FnА та PrA.
Множини еквітонних V-квазіарних функцій (ЕФ) та еквітонних V-квазіарних предикатів (ЕП) на A позначимо ЕFnА та ЕPrА. 
Множини V-повних функцій та V-повних предикатів на A позначимо СFnА та СPrА.
Для загального випадку еквітонних функцій частково істинний предикат може не бути виконуваним. Таким є всюди невизначений предикат. Проте кожний істинний V-повний предикат є виконуваним.

Композиційну систему (A, PrА, C), де C – множина композицій вигляду (PrА)n(PrА, назвемо композиційною системою V-квазіарних предикатів. 
Композиційну систему (A, FnА(PrА, C), де C – множина композицій вигляду (FnА(PrА)n(FnА(PrА, назвемо композиційною системою V-квазіарних функцій і предикатів.

Множину A можна явно не вказувати, вважаючи, що вона неявно задається множиною PrА чи FnА(PrА. Тоді композиційні системи (A, PrА, C) та (A, FnА(PrА, C) набувають вигляду (PrА, C) та (FnА(PrА, C). Такі об'єкти відповідно назвемо композиційними алгебрами V-квазіарних предикатів та композиційними алгебрами V-квазіарних функцій і предикатів.

2. ПРОПОЗИЦІЙНА ЛОГІКА

Пропозиційний рівень розгляду характеризується тим, що на цьому рівні ми не проникаємо у внутрішню, суб'єктно-предикатну структуру об'єктів дослідження (висловлень чи предикатів). Hа пропозиційному рівні предикати розглядаються як функції вигляду P : A{T, F}, де A – абстрактна множина, тобто її елементи неструктуровані. На такому рівні засобом утворення складніших висловлень чи предикатів із простіших є логiчнi операцiї (композиції), які не враховують стуктурованості даних – пропозиційні композиції, або логiчнi зв'язки. Такі зв’язки відповідають певним зворотам природної мови, але, на відміну від них, є однозначними.
2.1. Пропозиційні композиції. Мова пропозиційної логіки

Основними пропозиційними композиціями є диз'юнкція (, кон'юнкція &, заперечення (, імплікація  та еквіваленція ( . 
У загальному випадку часткових предикатів визначення 1-арної композиції ( та бінарних композицій (, (, &, ( подібні до визначень класичних логічних зв'язок для тотальних предикатів та висловлень [6, 12], але при цьому враховуємо частковість предикатів. 
Предикати ((P), ((P,Q) ((P,Q), &(P,Q) та ((P,Q) звичайно будемо позначати відповідно (P, P(Q, P(Q, P&Q, та P(Q. 
Зазначені предикати задамо так:

(P)(d) =
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(PQ)(d) =
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(P(Q)(d) =
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(P&Q)(d) = 
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(P(Q)(d) =
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Семантичними моделями пропозиційної логіки є пропозиційні композиційні системи. Це композиційні системи вигляду (A, Pr, C), де Pr – множина абстрактних предикатів на A, множина C композицій над Pr визначається множиною базових пропозиційних композицій. Враховуючи, що A фактично задана множиною предикатів Pr, пропозиційні композиційні системи набувають вигляду (Pr, C). Такі об'єкти назвемо композиційними алгебрами абстрактних предикатів. 
Для точного дослідження предикатів та висловлень на пропозиційному рівні треба ввести мову пропозиційної логіки (ПЛ). Фактично така мова визначається семантичними моделями ПЛ. Множину базових пропозиційних композицій можна задавати різними способами, головне, щоб така множина визначала повний клас усіх пропозиційних композицій. Ми вибрали множину базових композицій {, }.

Алфавіт мови ПЛ складається із символів логічних зв'язок  і  та множини Ps пропозиційних символів (імен). Така множина Ps звичайно нескінченна. 
Правильно побудовані вирази мови ПЛ називають пропозиційними формулами (ПФ). Для запису ПФ виберемо префіксну форму, коли символ операції передує аргументам. Множину всіх ПФ позначимо Fр. 
Дамо індуктивне визначення пропозиційної формули.

1) кожний A(Ps є ПФ; такі ПФ назвемо атомарними;

2) якщо ( та ( є ПФ, то ( та ((( є ПФ. 
Для бiнарних операцiй звичнiше користуватися iнфiксною формою, коли символ операцiї записується мiж аргументами, але тодi потрiбнi додатковi символи – дужки "(" i ")". Записи формул в iнфiкснiй формi вважаємо скороченнями ПФ. Наприклад, вираз ((()  скорочення "справжньої" ПФ ((.

Пропозиційні композиції &,  та ( можна виразити через  та . Тому вирази (&(, (( та ((( вважатимемо відповідно скороченнями ПФ ((, (( та ((((.

Для зменшення кількості дужок задамо в порядку спадання такий пріоритет символів логічних зв'язок: , &, , ,  (. Введемо правило розставлення дужок справа наліво. Наприклад, ABCAD означає A(B(C((A)D))). Скорочення ПФ надалі також називатимемо ПФ. 
Розглянемо традиційну інтерпретацію ПФ на множині висловлень за допомогою істиннісних оцінок. 
Істиннісною оцінкою мови ПЛ назвемо довільне відображення ( : Ps {T, F}. Для визначення значення усіх ПФ таке відображення ( : Ps {T, F} продовжимо до (  : Fр{T, F}. Для цього покладемо 
(()=T   (()=F; 
(()=T   (()=T або (()=T.

Кожна ПФ з множиною пропозиційних імен X задає певну X-арну функцію на 2-елементній множині {T, F}, тобто булеву функцію. З іншого боку, кожна X-арна булева функція задається деякою ПФ, причому для фіксованої булевої функції множина таких ПФ нескінченна. 
ПФ тавтологія, якщо вона має істиннісне значення T при кожній істиннісній оцінці мови ПЛ. 
Отже, ПФ тавтологія, якщо вона істинна на кожному наборі значень її пропозиційних імен. 
Суперечністю називають ПФ, якщо вона має істиннісне значення F при кожній істиннісній оцінці мови ПЛ. 

Отже, ПФ суперечність, якщо вона хибна на кожному наборі значень її пропозиційних імен. 
Кожна тавтологія задає тотальну булеву функцію, що приймає тільки значення 1, тобто константу 1.

Кожна суперечність задає тотальну булеву функцію, що приймає тільки значення 0, тобто константу 0. 
Зрозумiло, що ( тавтологія  ​( суперечність.

Тавтології називають також законами пропозиційної логіки. Деякі тавтології мають власні назви. 
Основоположні закони логіки виражають такі тавтології:

 закон тотожності: P(P; 
 закон виключеного третього (tertіum non datur): ((P)(P; 
 закон суперечливості (lex contradіctіonіs): (P&((P)).

До важливих законів пропозиційної логіки належать, зокрема, записані на мові ПЛ основні властивості пропозиційних композицій. 
1) Закони комутативності для (, & та (:

P(Q ( Q(P; 
P&Q ( Q&P; 
(P(Q) ( (Q(P).

2) Закони асоціативності для  (, & та (: 
(P(Q)(R ( P((Q(R);

(P&Q)&R ( P&(Q&R);

((P(Q)(R) ( (P((Q(R)).

3) Закони дистрибутивності для ( та &: 
(P(Q)&R ( (P&R)((Q&R);

(P&Q)(R ( (P(R)&(Q(R).

4) Закон зняття подвійного заперечення: 
((P(P.

5) Закони ідемпотентності для ( та &: 
Р(Р(Р; 
Р(Р&Р.
6) Закони де Моргана:

(P(Q) ( (P)&((Q);

(P&Q) ( (P)(((Q).

7) Закони поглинання:

Р(P(Q; 
P&Q(P. 
8) Закон контрапозиції: 
(РQ) ((Q Р).

Задамо інтерпретацію ПФ на семантичних моделях ПЛ – пропозиційних композиційних системах. 
При зафіксованій множині композицій C пропозиційна композиційна система (A, Pr, C) однозначно визначається об'єктом вигляду (A, Pr). Такі об'єкти назвемо абстрактними алгебраїчними системами (ААС), їх теж будемо трактувати як семантичні моделі ПЛ.

Для завдання відображення інтерпретації J : Fр (Pr спочатку визначимо відображення І : Ps Pr, яке задає базові предикати системи (A, Pr). Тому інтерпретаціями мови ПЛ природно вважати об'єкти вигляду ((A, Pr), І). Такі об'єкти назвемо ААС з доданими ПС і будемо їх позначати у вигляді A = (A, І). 
Відображення J : Fр ( Pr визначається за допомогою І  так. 
1. J(B)=І(В) для кожного В(Ps.

2. Нехай J(=P. Тоді J()= P. 
3. Нехай J(=P та J(=Q. Тоді J()=PQ. 
Предикат J(, який є значенням формули   при інтерпретації A = (A, І), позначатимемо A або ()A. 
Формула  істинна при інтерпретації A = (A, І), або A-істинна, якщо A – істинний предикат. Цей факт позначатимемо A .

Формула  істинна, якщо  істинна при кожній інтерпретації. 
Зрозуміло, що пропозиційна формула   істинна     тавтологія. Отже, інтерпретація за допомогою істиннісних оцінок та інтерпретація на абстрактних алгебраїчних системах еквівалентні.

На множині ПФ введемо такі відношення: 
 логічного (тавтологічного) наслідку ╞ ; 
 логічної (тавтологічної) еквівалентності  т . 
Формула  є логічним (тавтологічним) наслідком формули , що позначимо ╞ , якщо формула  – тавтологія.

Пропозиційні формули  та   логічно (тавтологічно) еквівалентні, що позначимо  т, якщо ╞  та ╞ .

ПФ  є логічним (тавтологічним) наслідком множини ПФ {1,...,n}, що позначимо {1,...,n}╞ , якщо 1&…&n╞ . 
Замість (╞  писатимемо ╞ . 
Вкажемо основні властивості відношень ╞ та т . 
1) відношення ╞ рефлексивне і транзитивне;

2) відношення т рефлексивне, транзитивне і симетричне. 
3)   тавтологія   ╞ 

4)  т  ╞ (    ( тавтологія.

Зауважимо, що вже на пропозиційному рівні проявляється відмінність логіки еквітонних предикатів від логіки повнототальних еквітонних предикатів та логіки класичної. 
Приклад 2.1.1. Існують еквітонні предикати P та Q такі, що P та Р(Q частково істинні, але Q не істинний. Справді, нехай А={0, 1}. Покладемо Р(0)(, Р(1)=Т, Q(0)=F, Q(1)=Т. Тоді (Р(Q)(0)( та (Р(Q)(1)=Т. Отже, P та Р(Q частково істинні, але Q не істинний.

Приклад 2.1.2. На АС A задамо предикат pA як усюди невизначений, предикат qA – як тотожно хибний. Тоді предикат (p(q)A теж усюди невизначений. Отже, предикати pA та (p(q)A частково істинні. Таким чином, A p та A p(q, але A (q. 
Отже, якщо для еквітонних предикатів не виконується умова повнототальності, то для конкретних семантичних моделей можливо A , A  та A ( 
Поняття логічного наслідку можна поширити на довільні множини формул. 
Нехай  ((Fp та ((Fp  деякі множини формул. 
Для спрощення запису замість {(}(( будемо звичайно писати (, ( або  (, (. 
Скажемо, що із ( випливає (, або ( є логічним наслідком (, якщо для кожної істиннісної оцінки ( : Fp({T, F} із того, що ()=T для всіх ((, випливає, що (Ψ)=T для деякої Ψ((. 
Те, що ( є логічним наслідком (, будемо позначати ( (. 
Звідси маємо: ( (( ( існує істиннісна оцінка ( : Fp({T, F} така, що для всіх (( маємо ()=T та для всіх Ψ(( маємо (Ψ)=F. 
Відношення логічного наслідку для множин формул рефлексивне, але нетранзитивне. Справді, очевидно ( (, але із ( ( та ( ( не мусить випливати ( (. Останнє засвідчує такий 
Приклад 2.1.3. {( ( (( ((} {( ( (, (( ((} та {( ( (, (( ((}  (, але {( ( (( ((} ( (. 
Приклад 2.1.4. Властивості відношення   на пропозиційному рівні.

G1) Якщо (((((, то ( ( . 
G2) Нехай (  ( та (((. Тоді ( ( . 
П1) ((, (  ( ( (  (, (. 
П2) (  (,(( ( (, (  ( . 
П3) (((, (  ( ( (, (  ( та (, (  (. 
П4) (  (, ((( ( (  (, (,(. 
П5) (&(, (  ( ( (,(, (  (. 
П6) (  (, (&( ( (  (, ( та (  (,(. 
П7) (((, (  ( ( (  (, ( та (, (  (. 
П8) (  (, ((( ( (, (  (, (. 
П9) (((, (  ( ( (,(, (  ( та (  (, (,(. 
П10) (  (, ((( ( (, (  (,( та (, (  (, (. 
Властивості П1–П4, в яких фігурують тільки базові композиції, назвемо базовими властивостями відношення  на пропозиційному рівні.

Теорема 2.1.1 (семантичної еквiвалентностi). Нехай ' отримана iз формули  замiною деяких входжень формул 1, ..., n на 1, ..., n вiдповiдно. Якщо 1 т1, ..., n тn, то  т'.

Теорема 2.1.2 (заміни еквівалентних). Нехай  (.  Тоді 
(, (  (  (  (, (  (  та  (  (, (  (  (  (,(. 
ВПРАВИ
1. Доведіть, що пропозиційні композиції зберігають властивості еквітонності та повнототальності. 

2. Доведіть, що наведені в 2.1 закони ПЛ є тавтологіями. 

3. Доведіть наведені в 2.1 властивості відношень ╞ , т ,  та теореми. 
4. Доведіть: 

1) A╞ A(B;
2) A&B╞ A; 
3) {AB, (AC}╞ BC;
4) {А(В, C(D}╞ AС(ВD; 
5) {А(В, C(D}╞ AС(В&D. 

5. Встановіть, чи вірно: 

1) {A, A(B}╞ B ? 
2) {B, A(B}╞ A ?

3) {(A, A(B}╞ (B ? 
4) {(B, A(B}╞ (A ? 
5) {А(В, C(D, AD}╞ ВС ? 
6) {АВ, B(C, A(С}╞ (AD ? 
7) {АВ(C(D, A&(B}╞ C&(D ? 
8) {А(C, B(D, AB}╞ D&C ?

9) {А(В, C(D, (B(D}╞ (A(C.

10) {А(В, C(D}╞ AС(ВD; 
11) {А(В, C(D}╞ AС(ВD; 
12) A&D(BC╞ (А(В)(A(C)(D(В). 
6. В якому відношенні щодо ╞ перебувають ПФ 
A&B(C&D, AB(C&D, A&B(CD, AB(CD ? 
7. Знайдіть ПФ ( таку, щоб зазначена нижче ПФ була тавтологією:

1) ((&А((В)(((В((А)((); 
2) ((C((A&B)(()((&С&(B(A). 
8. Доведіть, що для конкретних семантичних моделей логіки еквітонних предикатів можливо А (, А (( та А (((.
2.2. Пропозиційне числення 
Аксіоматичні системи гільбертівського типу базуються на понятті формальної системи. У випадку пропозиційної логіки вони називаються пропозиційними численнями, або численнями висловлень. 
Під пропозиційним численням (ПЧ) розуміємо формальну систему (L, A, P), де L  мова ПЛ, A  множина аксіом ПЧ, P  множина правил виведення ПЧ. 
Множина A задається єдиною схемою аксіом , тобто складається із всіх ПФ вигляду , які назвемо пропозиційними аксіомами.
Множина P складається з таких правил виведення:
П1)  |  правило розширення.  
П2)  |  правило скорочення.

П3) () |()  правило асоціативності.

П4) , ( |  правило перетину.

Теоремою ПЧ називають ПФ, яка виводиться із пропозиційних аксіом за допомогою скінченної кількості застосувань правил виведення П1–П4. 

Те, що ПФ (  теорема, позначатимемо (.

Різні варіанти ПЧ можуть відрізнятися мовами та наборами аксіом і правил виведення.

Наведемо приклади виведень в ПЧ.

Приклад 2.2.1. Якщо |AB, то |BA. 
AB за припущенням,  AA як аксіома, тому BA за П2. 
Приклад 2.2.2. Якщо A та AB, то B.

A за припущенням, BA за П1, звідки AB. За припущенням AB, тобто AB, тому BB за П4, звідки B за П2. 
Приклад 2.2.3. Якщо A1, ..., An та A1...AnB, то B. 
Справді, застосуємо n раз твердження прикладу 2.2.2.
Твердження прикладів 2.2.1 та 2.2.2 можна iнтерпретувати як новi, похiднi правила виведення:

AB BA  правило комутативності (скорочено ПК);

A, AB B  правило modus ponens (скорочено МР).

Приклад 2.2.4. Якщо (AB)C, то A(BC).

Із (AB)C за ПК C(AB), звідки (CA)B за П3. Далі B(CA) за ПК та (BC)A за П3. Тепер за ПК A(BC). 
Твердження прикладу 2.2.4 та П3 в сукупності iнтерпретуємо як нове, узагальнене правило виведення:

(AB)C ( A(BC)  повна асоціативність (скорочено АС).

Розглянемо приклади виведень у пропозиційному численні.

Приклад 2.2.5. Якщо AB, то AB.

Маємо AA (аксіома), тому AA за ПК. Звідси та з умови AB маємо BA за П4, тому AB за ПК. 
Приклад 2.2.6. A(B(A.

Із аксіоми AA за ПК AA. Зa П1 (B(AA), за АС ((BA)A, звідки A((BA) за ПК, тобто A(B(A. 
Приклад 2.2.7. Якщо A(B(А(С, то В(А(С. 
ПФ B(А(С позначимо Х. Із умови AХ за ПК ХA. Зa П1 С((Х(A), за АС (СХ)A, звідки A(С(Х) за ПК. За АС (AС)(Х, за П1 B(((AС)(Х), за АС (B((A(С))(Х, тобто Х(Х. Тепер за П2 X, тобто В(А(С. 
Коректність та повноту ПЧ гарантує 

Тeорeма тавтології (ТТ) для ПЧ. Множина теорем ЧВ співпадає з множиною тавтологій.

Теорема тавтології ПЧ засвідчує адекватність семантичної та синтаксичної істинності, тобто повноту логічних засобів ПЧ. 

Із ТТ безпосередньо випливає розв'язність ПЧ: множина теорем ПЧ алгоритмічно розв'язна відносно множини всіх ПФ.

На практиці найчастіше використовується такий 
Наслідок ТТ. Якщо {A1, ..., An} ╞ A та A1,..., An, то A. 
Iз наслідку ТТ, зокрема, випливають окремі наслідки:

1) A&B  A та B.

2) AB  BA.

3) Якщо AB та BC, то AC.

4) AB  AB та BA.

5) Якщо A(B, то ( A ( B ).

Розглянемо приклади використання ТТ.

Приклад 2.2.8. Якщо AB та СD, то AСВD. 
Неважко переконатись, що {А(В, C(D}╞ AС(ВD. Звідси і з умови AB та СD дістаємо AСВD за ТТ.

Приклад 2.2.9. Якщо AСВ&D, то AB та СD. 
Маємо AC(В&D╞ (А(В)&(C(D). Тепер скористуємось ТТ. 
Приклад 2.2.10. Чи вірно: якщо AСВD, то AB та СD ? 
Нехай із AСВD випливає AB та СD. Звідси необхідно AС(ВD╞ (А(В)&(C(D). При ((А) =((С) =((D)=T та ((В)=F маємо ((AС(ВD)=T та (((А(В)&(C(D))=F. 
Отже, з умови AСВD не випливає AB та СD.

ВПРАВИ
1. Доведіть в пропозиційному численні без використання ТТ:

1) |(A(А(В; 
2) |B(A(B; 
3) |A((A(B; 
4) |(A(B)A;
5) |А(А(A;

6) |А(В)(((В((А); 
7) якщо |A(C, то |A(BC; 
8) якщо |AВ, то | A(CB; 
9) якщо |A(A(В, то |A(В; 
10) якщо |AВ, то |С(А(В, |А(С(В та |AВ(С; 
11) якщо |AВ(С, то |С(А(В та |А(С(В; 
12) якщо |AВ(С, то |С(В(А, |В(С(А та |В(А(С; 
13) якщо |A(С та |В(С, то |AB(С; 
14) якщо |–A((В(С) та |–В, то |–A(С; 
15) якщо |A(В(С та |В, то |A(С; 
16) якщо |A(В(С та | A(В, то |A(С;
17) якщо |A(В, то |A(С(В(С. 
2. Чи вірно: якщо ( A ( B ), то A(B ? 
3. Встановіть, які з наведених тверджень вірні: 
1) якщо A&СВ&D, то AB та СD; 
2) якщо A(СВ&D, то AB та СD; 
3) якщо A&СВ(D, то AB та СD; 
4) якщо AB та СD, то A&СВ&D; 
5) якщо AB та СD, то A&СВ(D; 
6) якщо AB та СD, то A(СВ&D.
4. Встановіть, які з наведених тверджень вірні: 
1) a) якщо |(А(В)(С, то |A(C;

b) якщо |А(C, то |(А(В)(С.
2) a) якщо |А(В&С, то |A(В;

b) якщо |А(В, то |А(В&С.

3) a) якщо |А&B(C, то |A(C;

b) якщо |А(C, то |А&B(C.
4) a) якщо |АС(В, то |А(В;

b) якщо |А(В, то |AС(В.

2.3. Секвенційні числення пропозиційної логіки

Властивості відношення   дозволяють звести логічний наслідок складної формули (разом із множиною інших формул) до логічних наслідків простіших формул, що утворюють складнішу. Таким чином, питання про відношення логічного наслідку між двома множинами формул, в одну з яких входить складна формула, зводиться до питання про відношення логічного наслідку між двома множинами формул, в які вже входять компоненти складної формули. Це дуже важлива властивість підформульності. 
Формально-аксіоматичні системи, які формалізують відношення логічного наслідку між двома множинами формул, називають секвенційними численнями. Основними об'єктами таких систем є секвенції, роль правил виведення грають секвенційні форми. 
В традиційному, Генценівському варіанті [6], секвенціями називають об'єкти вигляду  (( (, де  ( та (  множини формул, (  новий символ, що не входить до алфавіту мови логіки. 
Така форма запису секвенцій цілком відповідає формі запису логічного наслідку для множин формул. Проте зручнішою є форма запису секвенцій за допомогою специфікованих формул, подібна до форми запису семантичних таблиць Бета [6, 13]. 

Кожну формулу секвенції відмітимо (специфікуємо) зліва одним з двох символів    чи . Формулу зліва від ( відмічаємо символом  , формулу справа від ( – символом  . Така відмітка однозначно вказує на місце формули в секвенції  зліва чи справа від (. Тому в записі секвенції символ ( можна опустити. 
Секвенцію, утворену з секвенції  (( (  описаною вище відміткою формул, позначимо ((. Не деталізуючи, секвенції відмічених формул також позначатимемо (. 
Секвенційне числення будується так, що секвенція (( ( вивідна  (  (  (. 
Секвенція ( замкнена, якщо існує формула ( така, що ((( та (((. 
Якщо ( = ( (, це означає ((( ( (. Але з умови ((((( випливає (  (, тому замкнені секвенції грають роль аксіом. 
Семантичним властивостям П1–П4 зіставимо синтаксичні аналоги  секвенційні форми. Такі форми є правилами виведення секвенційних числень. Секвенційні форми звичайно записують у вигляді 
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. Тут (, (, (  секвенції. 
Секвенції над рискою називають засновками, секвенції під рискою  висновками. У нас засновки  це секвенції, зіставлені правим частинам відповідних семантичних властивостей, висновки  це секвенції, зіставлені їх лівим частинам. 
Згідно з властивостями П1–П4 введемо такі базові секвенційні форми (зліва записуємо назву форми): 
(( 
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Враховуючи властивості П1–П4 , дістаємо 
Теорема 2.3.1. Нехай 
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  секвенційні форми, причому (= ( (, ( =  (  (  та  ( = ( (.  Тоді: 
1) якщо  (  (,  то  (  (; 
2) якщо  (  (  та  (  (, то  (  (. 
Враховуючи наявність похідних композицій & та (, згідно з властивостями П5–П8 введемо такі похідні секвенційні форми: 
(( 
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Виведення у секвенційних численнях має вигляд дерева, вершинами якого є секвенції. Такі дерева називають секвенційними. 
Формально поняття секвенційного дерева введемо індуктивно. 
1) Секвенція ( утворює тривіальне секвенційне дерево з єдиною вершиною (, яка є коренем дерева. 
2) Нехай ( – секвенційне дерево з коренем (, ( – секвенційне дерево з коренем (, 
[image: image30.wmf]W

S

 та 
[image: image31.wmf]W

U

S

   

  секвенційні форми. Тоді 
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  секвенційне дерево з коренем (, 
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  секвенційне дерево з коренем (.

Тривіальне секвенційне дерево замкнене, якщо це замкнена секвенція. Нетривіальне секвенційне дерево замкнене, якщо кожний його лист (кінцева вершина, відмінна від кореня)  замкнена секвенція. 
Секвенційне дерево з коренем ( називають також секвенційним деревом секвенції (. 
Секвенція (  вивідна, або має виведення, якщо існує замкнене секвенційне дерево з коренем (. Таке дерево назвемо виведенням секвенції (. 
Побудова дерева для секвенції ( починається з кореня дерева, яке "росте" догори, в процесі побудови від складніших формул переходимо до простіших, тому секвенційні форми застосовуються знизу догори. 
Процедуру побудови секвенційного дерева розіб'ємо на етапи. Кожне застосування секвенційної форми проводиться до скінченної множини доступних на даний момент формул. На початку кожного етапу виконується крок доступу: до списку доступних формул додаємо по одній формулі зі списків -формул та -формул. Якщо недоступних -формул чи -формул немає (відповідний список вичерпаний), то на подальших кроках доступу додаємо по одній формулі невичерпаного списку. На початку побудови дерева доступна лише пара перших формул списків. 
Нехай виконано k етапів процедури. 

На етапі k+1 перевіряємо, чи є кожен з листів дерева замкненою секвенцією. Якщо всі листи замкнені, то процедура завершена позитивно, маємо замкнене секвенційне дерево. 

Якщо ні, то для кожного незамкненого листа ( робимо наступний крок доступу, після чого добудовуємо скінченне піддерево з вершиною ( таким чином. 
Активізуємо всі доступні неатомарні формули (. По черзі до кожної активної формули застосовуємо відповідну секвенційну форму. Після виконання секвенційної форми формула пасивна, до пасивних та утворених на даному етапі формул секвенційні форми не застосовуються. Повтори формул усуваються. 
При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки: 
1) Процедура завершена позитивно, маємо замкнене дерево. 

2) Процедура завершена негативно, маємо скінченне або нескінченне незамкнене дерево. Тоді в дереві існує незамкнений шлях (=(1, …, (n , … , всі вершини якого – незамкнені секвенції. Кожна з формул секвенції (  зустрінеться на цьому шляху і стане доступною, тому кожен із пропозиційних символів, що входять до складу формул секвенції (, зустрінеться на такому шляху як відмічена атомарна формула. 
Теорема 2.3.2. Нехай (  незамкнений шлях у секвенційному дереві, Н  множина всіх відмічених формул секвенцій цього шляху. Тоді існує істиннісна оцінка ( : Fp({T, F} така, що: 
1) з умови ((Н випливає () =T ; 
2) з умови ((Н випливає () = F.

Побудову секвенційних дерев зручніше вести зверху-вниз, тоді секвенційні форми перевертаються на 180(, їх висновки – над рискою, засновки – під рискою. Замкнені секвенції будемо відмічати справа символом (.
Приклад 2.3.1. Для встановлення вірності A(B(C╞ A&B(C  будуємо виведення секвенції (A(B(C, (A&B(C. 
(A(B(C, (A&B(C
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(C, (A&B, (C (
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Ми збудували замкнене секвенційне дерево, тому A(B(C╞ A&B(C.
Приклад 2.3.2. Для встановлення вірності A&B(C╞ A(B(C  будуємо виведення секвенції ( A&B(C, (A(B(C. 
(A&B(C, (A(B(C
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(B, (A(B, (C

(A, (A, (C (
 (A, (B, (C
(B, (A, (C
(B, (B, (C (
Отримали незамкнене дерево, тому невірно, що A&B(C╞ A(B(C. При цьому за двома незамкненими листами можна прочитати контрприклади: ((A) =F, ((B) =T, ((C) =F  та  ((A) =T, ((B) =F, ((C) =F. 
Вкажемо теореми коректності та повноти для пропозиційних секвенційних числень:
Теорема 2.3.3 (коректності). Нехай секвенція  ( (  вивідна. Тоді  (  (. 
Теорема 2.3.4 (повноти). Нехай  (  (. Тоді секвенція  ( (  вивідна.

ВПРАВИ
1. Використовуючи властивості П5–П10 відношення  введіть похідні секвенційні форми ((, ((, (&, (&, ((, ((. 
2. Доведіть теореми, сформульовані в розділі 2.3.
3. Побудова в пропозиційному секвенційному численні виведення формули ( означає побудову виведення секвенції (. Збудуйте виведення чи доведіть його відсутність, вказавши контрприклад, для таких формул: 
1) (A(B(C)((A(C);

2) (A(B&C)((A(C); 
3) (A(C)((B(C)((A(B(C); 
4) (A(C)((B(C)((C(A(B); 
5) (A(B)((A(C)((A&B(C);

6) (A(B)((A(C)((B&C(A);

7) ((A(B)(C)((A(C); 
8) (A(B)&(B(C)(((A(C); 
9) ((A(C)(D)&(D(A&(C;

10) (A(B)&(A(C)&(A(D)((A;

11) (A&B(C)((A(C)((B(C);

12) ((A(B)((C(D))((A(C)&(D(B). 

4. Використовуючи пропозиційне секвенційне числення, встановіть, чи вірно: 

1) {AB, (AC}╞ BC ?

2) {А(В, C(D}╞ AС(ВD ? 
3) {А(В, C(D}╞ AС(В&D ? 
4) {А(В, C(D, AD}╞ ВС ? 
5) {АВ, B(C, A(С}╞ (AD ? 
6) {АВ(C(D, A&(B}╞ C&(D ? 
7) {А(C, B(D, AB}╞ D&C ?

8) {А(В, C(D, (B(D}╞ (A(C ?

9) {А(В, C(D}╞ AС(ВD ? 
10) {А(В, C(D}╞ AС(ВD ? 
11) A&D(BC╞ (А(В)(A(C)(D(В) ? 
3. РЕНОМІНАТИВНА ЛОГІКА

Композиційно-номінативні логіки реномінативного рівня назвемо реномінативними. Розглядатимемо реномінативні логіки еквітонних предикатів – реномінативні неокласичні логіки (РНКЛ). Семантичними моделями таких логік є композиційні системи еквітонних квазіарних предикатів реномінативного рівня.
3.1. Мова реномінативної логіки
Нехай FnА  множина V-квазіарних функцій вигляду VA(R. 
Під композицією реномінації будемо розуміти 1-арну параметричну композицію R
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: FnА(FnА, що кожній V-квазіарній функції f ставить у відповідність V-квазіарну функцію R
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 значення якої для кожного d(VA обчислюється так: 
R
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Зрозуміло, що тоді 
R
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Введемо позначення вигляду 
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 для y1,..., yn . Замість r
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Для логік реномінативного рівня можна розглядати успадковані з пропозиційного рівня логічні зв'язки ( ( (, &, ( та композицію реномінації. 
Композиції , , R
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 назвемо базовими композиціями логік реномінативного рівня. 
Композиції (, ( та R
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 зберігають фінарність, повнототальність та еквітонність V-квазіарних предикатів.

Семантичними моделями РНКЛ є композиційні системи (A, EPrА, C) еквітонних квазіарних предикатів реномінативного рівня. У таких системах множина C визначається базовими композиціями ,  та R
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x

. Вважаючи, що A неявно задається множиною EPrА, композиційну систему (A, EPrА, C) трактуватимемо як об'єкт вигляду (EPrА C) – композиційну алгебру квазіарних еквітонних предикатів реномінативного рівня. Побудова такої алгебри фактично визначає мову РНКЛ. При зафіксованій множині базових композицій мови РНКЛ відрізняються множинами імен базових предикатів (сигнатурою) та способами запису основних об'єктів мови  формул. 
Будемо використовувати префіксну форму запису формул.

Алфавіт мови РНКЛ складається із множини Ps предикатних символів (ПС) – імен базових предикатів, символів базових композицій (, (, R
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 та множини V предметних імен. 
Множину Ps назвемо сигнaтурою мови РНКЛ.

Поняття формули мови РНКЛ вводимо індуктивно 
1. Кожний ПС є формулою. Такі формули назвемо атомарними.

2. Нехай Ф – формула. Тоді Ф та 
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 – формули.

3. Нехай Ф та  – формули. Тоді Ф – формула.

Як і для мови пропозиційної логіки, формули Ф , ,  будемо позначати відповідно Ф (, &, ( Такі вирази формул також назвемо формулами Тому можна вважати, що для побудови формул мови РНКЛ додатково використовуються символи похідних композицій (, &, ( і допоміжні символи "(" та ")". Не будемо також писати зайвих дужок, вводячи такий пріоритет символів композицій: R
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. , &, , (, (. Множину всіх формул позначимо Fr. 
Інтерпретуємо мову РНКЛ на семантичних моделях РНКЛ  композиційних системах еквітонних предикатів реномінативного рівня. При зафіксованій множині композицій C  така система (A, ЕPrA, C) однозначно визначається об'єктом вигляду (A, EPrA). Такі об'єкти назвемо алгебраїчними системами (АС) із еквітонними предикатами реномінативного рівня. Отже, при зафіксованій множині базових композицій інтерпретація мови РНКЛ на семантичних моделях РНКЛ є інтерпретацією мови РНКЛ на АС із еквітонними предикатами реномінативного рівня (A, ЕPrA).
Конкретна інтерпретація мови РНКЛ визначається АС (A, ЕPrA) та конкретними значеннями ПС на A. Задамо тотальне однозначне відображення I : Ps( ЕPrA, яке визначає значення ПС як базові предикати такої АС. Тоді інтерпретаціями мови РНКЛ сигнатури (=Ps є об'єкти вигляду ((A, ЕPrA), I). Такі об'єкти назвемо АС з доданою сигнатурою і будемо їх звичайно позначати у вигляді A = (A, І). 
Відображення інтерпретації J : Fr( ЕPrA визначається за допомогою відображення I таким чином.

1. J(р) = I(p) для кожного р(Ps.
2. J() = (J()). 
3. J() = (J(, J()).

4. J(R
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(J()).
Предикат J(), який є значенням формули  при інтерпретації A = (A, І), позначаємо A. 
Формула  істинна при інтерпретації A = (A, І), або A-істинна, якщо A – істинний предикат. Цей факт позначатимемо A .

Формула  всюди істинна, якщо  істинна при кожній інтерпретації. Цей факт позначаємо .

Формула  виконувана при інтерпретації A = (A, І), або A-виконувана, якщо A – виконуваний предикат. 
Формула  виконувана, якщо  виконувана при деякій інтерпретації. 
Ім'я x(V неістотне для формули , якщо для кожної інтерпретації A = (A, І) ім'я x неістотне для предикату A .

Успадкування властивостей пропозиційної логіки для РНКЛ відбувається перенесенням на рівень РНКЛ поняття і властивостей тавтології, тавтологічного наслідку і тавтологічної еквівалентності.

Формула пропозиційно нерозкладна, якщо вона атомарна або має вигляд R
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Множину пропозиційно нерозкладних формул позначимо Fr0. 
Істиннісною оцінкою мови РНКЛ назвемо довільне відображення ( : Fr0 {T, F}. 
Таке відображення продовжимо до відображення ( : Fr {T, F}: 
(()=T    (()=F; 
(()=T    (()=T або (()=T.

Формула тавтологія, якщо вона має істиннісне значення T при кожній істиннісній оцінці мови. 
Кожна тавтологія є всюди істинною формулою. Проте не кожна всюди істинна формула є тавтологією. Наприклад, формула вигляду 
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 всюди істинна, але не тавтологія.

Формула  є тавтологічним наслідком формули , що позначатимемо ╞ , якщо формула  – тавтологія. 
Формули  та   тавтологічно еквівалентні, що позначатимемо т, якщо ╞  та ╞ . 
На множині формул мови РНКЛ, крім успадкованих від ПЛ відношень ╞ та т , введемо відношення логічного наслідку , слабкого логічного наслідку  та логічної еквівалентності . 
Формула  є логічним наслідком формули , що позначимо , якщо формула  всюди істинна.

Формула  є слабким логічним наслідком формули , що позначимо , якщо для кожної інтерпретації A = (A, І) із умови A    випливає A .

Формули  та   логічно еквівалентні, що позначимо , якщо  та . 
Формула   є логічним наслідком множини формул {1,...,n}, що позначатимемо {1,...,n }, якщо 1&…&n . 
Аналогічно визначаємо {1,...,n }╞  та {1,...,n }.

Замість (╞ , ( та ( пишемо відповідно ╞ ,  та 
Приклад 3.1.1. Вкажемо основні властивості для ╞ , т , ,  та :

1)    тавтологія   ╞ 

2)    всюди істинна       
3) якщо ╞, то ; але не завжди із  випливає ╞;

4) якщо , то  але не завжди із  випливає ;

5) т     тавтологія
6)     ; 
7) відношення ╞,  та  рефлексивні і транзитивні;

8) відношення т  та  рефлексивні, транзитивні і симетричні. 
Семантичні властивості пропозиційного рівня переносяться на рівень РНКЛ. 

Приклад 3.1.2. Вкажемо специфічні властивості формул РНКЛ, пов'язані з композицією реномінації. 
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()  згортка тотожної пари імен в реномінації. Зокрема, 
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  згортка реномінацій. 
Тут кожне (і =sі(v1,...,vn,w1,...,wm / x1,...,xn, y1,...,ym),
кожне (j =zj(v1,...,vn,w1,...,wm / x1,...,xn, y1,...,ym), 
де використане позначення 
r(b1,...,bq / c1,...,cq) =
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RN) Нехай предметне ім'я y неістотне для формули . Тоді R
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RП) Якщо , то  R
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Визначимо відношення логічного наслідку для множин формул РНКЛ. 
Нехай  ( та (  множини формул мови певної сигнатури Ps. 
Скажемо, що  ( є логічним наслідком (, якщо для всіх АС A = (A, І) сигнатури Ps для всіх d(VA із того, що А(d)=T для всіх ((, випливає, що неможливо ΨА(d)=F для всіх Ψ((. 
Те, що ( є логічним наслідком (, позначаємо ( (. 
Як і для пропозиційної логіки, таке відношення рефлексивне, але нетранзитивне.
Теорема заміни еквівалентних справджується на реномінативному рівні: 
Теорема 3.1.1. Нехай (. Тоді маємо: (, (  (  (  (, (  (  та  (  (, (  (  (  (,(.

Властивості пропозиційного рівня для відношення  успадковуються на реномінативному рівні. 
Приклад 3.1.3. Вкажемо властивості відношення , пов'язані з реномінацією. Такі властивості безпосередньо відтворюють відповідні властивості формул. Кожна властивість формул розщеплюється на дві властивості для , коли еквівалентні формули знаходяться зліва від  та справа від . 
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Із пропозиційного рівня на реномінативний переноситься теорема семантичної еквівалентності: 
Теорема 3.1.2. Нехай ' отримана із формули  заміною деяких входжень формул 1, ..., n на 1, ..., n відповідно. Якщо 11, ..., n n,  то  '. 
Формула РНКЛ ( нормальна, або знаходиться в нормальній формі, якщо всі символи 
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 в формулі ( застосовуються тільки до ПС, причому всі такі символи не мають тотожних перейменувань. 
Символ 
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 не має тотожних перейменувань, якщо vi ( xi для всіх i({1,…,n}. 
Використовуючи властивості R, R, RR, RT i теорему еквівалентності, отримуємо: 

Теорема 3.1.3. Для кожної формули ( можна збудувати нормальну формулу   таку, що . 
Формулу  в нормальній формі, утворену із формули  за допомогою перетворень на основі властивостей R R RR та RТ, назвемо нормалізантою формули .

Наслідок 1. Нехай   нормалізанта формули . Тоді 
Наслідок 2. Нехай    та      нормалізанти формули . Тоді  
Формула  субтавтологія, якщо її нормалізанта – тавтологія.

Теорема 3.1.4. Формула  субтавтологія  . 
ВПРАВИ
1. Нехай відсутнє обмеження  z({
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2. Зведіть до НФ та встановіть, чи це субтавтологія: 
1) 
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3. Доведіть, що для логік повнототальних еквітонних предикатів справджується таке твердження: для кожної A = (A, І) якщо A  та A , то A . Чи вірне це твердження для загального випадку логік еквітонних предикатів ?
4. Як наслідок твердження вправи 3 отримуємо: якщо  та , то  Доведіть, що це твердження вірне для загального випадку логік еквітонних предикатів.
5. Доведіть наведені в розділі властивості РНКЛ. 
6. Доведіть теореми 3.1.1–3.1.4. 

3.2. Реномінативні числення

Під реномінативним неокласичним численням (РНКЧ) будемо розуміти формальну систему вигляду T = (Fr, A, P). Тут Fr  множина формул мови РНКЛ, яку назвемо мовою РНКЧ, A(Fr – множина аксіом, P – множина правил виведення. Множина A розбита на множину Aлог логічних аксіом та множину спеціальних аксіом Aн неістотності імен.

РНКЧ, в яких Aн =(, назвемо вільними. 

РНКЧ, в яких Aн ((, назвемо [15] стандартними. 
Надалі обмежимось розглядом вільних РНКЧ.

Множина аксіом Aлог задається такими схемами аксіом: 
АхПР)    пропозиційні аксіоми.

АхRT) R
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(()((  аксіоми елімінації тотожних перейменувань.

АхR() R
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()  аксіоми R-дистрибутивності. 
АхR() R
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(())  аксіоми R(-дистрибутивності. 
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() – аксіоми згортки реномінацій.
Множина Р правил виведення РНКЧ складається з таких правил: 
П1)     правило розширення. 
П2)     правило скорочення.

П3) () ()    правило асоціативності.

П4) ,      правило перетину.

П5)   R
[image: image124.wmf]v

x

()   правило реномінації (ПР).

Теоремою РНКЧ назвемо формулу, яка виводиться із аксіом за допомогою скінченної кількості застосувань правил виведення. 

Той факт, що формула ( є теоремою РНКЧ, позначимо (. 
Теорема 3.2.1. 1) Логічні аксіоми є всюди істинними формулами;
2) Висновки правил П1–П4 – логічні наслідки засновків;

3) Висновок правила П5 – слабкий логічний наслідок засновку.

Теорема 3.2.2 (теорема істинності). Кожна теорема вільного РНКЧ  всюди істинна формула. 
З пропозиційного рівня успадковується теорема тавтології (ТТ): 
Теорема 3.2.3 (теорема тавтології РНКЧ). Кожна тавтологія є теоремою.

Наслідок. Якщо {Ф1,...,Фn}╞  та Ф1,..., Фn , то . 
Теорема 3.2.4 (синтаксичної еквівалентності). Нехай формула ' отримана із формули  заміною деяких входжень формул 1,...,n на 1,...,n відповідно. Якщо 11, ..., n n, то '.

Теорема 3.2.5. Нехай   нормалізанта формули (. Тоді ((Ψ

Наслідок. Нехай (   субтавтологія, тоді (

Теорема 3.2.6. Для кожного вільного РНКЧ маємо (   ( .
Теорема 3.2.7. Для кожного вільного РНКЧ множина його теорем розв'язна відносно множини всіх формул його мови.
Задамо вільні секвенційні числення РНКЛ. 

Базовими секвенційними формами таких числень є успадковані з пропозиційного рівня форми ((, ((, ((, ((, а також такі форми:

(RT 
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Процедура побудови секвенційного дерева для випадку секвенційних числень РНКЛ цілком аналогічна відповідній процедурі для випадку пропозиційних секвенційних числень. При цьому враховуємо наявність нових секвенційних форм (RT, (RT, (RR, (RR, (R(, (R(, (R(, (R( 
Для секвенційних числень РНКЛ справджуються теореми коректності та повноти: 

Теорема 3.2.8 (коректності). Нехай секвенція ( ( вивідна. Тоді (  (. 
Теорема 3.2.9 (повноти). Нехай (  (. Тоді секвенція ( ( вивідна.

ВПРАВИ
1. Збудуйте в секвенційному численні РНКЛ виведення чи доведіть його відсутність для таких формул: 
1) 
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2. Доведіть наведені в розділі теореми. 
4. ЛОГІКИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

На рівні логік предикатів 1-го порядку функції та предикати в загальному випадку розглядаємо як квазіарні, композиціями таких логік є логічні зв'язки, операції квантифікації, а також реномінації, суперпозиції та рівності. Назва "логіка 1-го порядку" пов'язана з тим, що квантори застосовуються тiльки до імен компонентів даних (предметних iмен). 

Будемо розглядати логіки еквітонних предикатів кванторного, функціонального та функціонально-екваційного рівня. Логіки еквітонних предикатів зберігають основні властивості класичної логіки, тому названі неокласичними (НКЛ). Семантичними моделями НКЛ є композиційні системи еквітонних квазіарних предикатів відповідного рівня. 

На кванторному рівні до пропозиційних композицій та реномінації додаються 1-арні параметричні композиції квантифікації (x тa  x. 
Дамо визначення композицій (x тa  x. Предикати (x(P) та x(P) позначаємо (xP та xP. Зазначені предикати задамо так:

(xP)(d) =
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(xP)(d) =
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На функціональному рівні до композицій кванторного рівня додаються параметричні композиції суперпозиції. 
Композиція суперпозиції S
[image: image140.wmf]n
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 V-квазіарним функціям f, g1, ..., gn зіставляє V-квазіарну функцію S
[image: image141.wmf]n
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(f, g1,...,gn), значення якої для кожного  d(VА  обчислюється так: 
S
[image: image142.wmf]n

v

v

,...

1

(f, g1,..., gn)(d) = f([v1(g1(d),...,vn(gn(d)]((d║(V\{v1,...,vn}))).
Нехай FпА та PrА  множини V-квазіарних функцій та V-квазіарних предикатів на A. Будемо розглядати дві різновидності суперпозицій: (FnA)n+1(FnA та PrA((FnA)n(PrA.
Ввівши позначення вигляду 
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 для y1,..., yn , замість S
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 також писатимемо S
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Для роботи з окремими компонентами даних на функціональному рівні природно виділити спеціальні функції деномінації (розіменування). 
Для кожного v(V маємо функцію 'v, значення якої для кожного d(VА визначається так: 'v(d) = v(d). 
Нехай FnА містить множину функцій розіменування NfА = {'v | v(V}. 
Тоді композицію реномінації можна промоделювати за допомогою композиції суперпозиції. 

Справді, для довільної f(FnA(PrA маємо 

R
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(f, 'x1,..., 'xn) 
При введенні функцій розіменування базовими композиціями логік функціонального рівня будемо вважати (, (, x, S
[image: image148.wmf]x

. 

На функціонально-екваційному рівні можна ототожнювати і розрізняти предметні значення. що дає змогу ввести спеціальну бінарну композицію рівності = : FnA(FnA(PrA. 

Композиція рівності кожним V-квазіарним функціям f та g зіставляє V-квазіарний предикат = (f, g), значення якого для кожного d(VA обчислюється так: 
= (f, g)(d) =
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Базовими композиціями логік функціонально-екваційного рівня є (, (, x, S
[image: image150.wmf]x
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Композиції (, (, x зберігають фінарність, повнототальність, еквітонність V-квазіарних предикатів. Композиції R
[image: image151.wmf]v

x

, S
[image: image152.wmf]x

, = зберігають фінарність, повнототальність, еквітонність V-квазіарних функцій та предикатів. Таким чином, класи ЕFnA(EPrA та СFnA(CPrA замкнені відносно (  (, (, &, (, R
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4.1. Моделі та мови класичних логік 1-го порядку

У класичній логіці [6, 12, 23] функції та предикати по суті розглядаються як тотальні фінарні. Операції реномінації та суперпозиції в явному вигляді не визначаються. Квантори звичайно вводяться на синтаксичному рівні, при визначенні формули, їх семантична роль як логічних операцій розкривається при інтерпретації формул.
Будемо розглядати логіку з фінарними функціями та предикатами, яка по суті є класичною логікою 1-го порядку. При цьому операції суперпозиції задаються неявно. Моделями такої логіки є класичні алгебраїчні системи з тотальними фінарними функціями та предикатами. 

Алгебраїчні системи. Алгебраїчною системою назвемо об'єкт вигляду A = (A, FnA(PrA), де A  непорожня множина, яку називають носієм, або основою АС, FnA та PrA  множини функцій та предикатів, заданих на A. 
Нехай    довільна множина така, що існує тотальне однозначне відображення І : ((FnA(PrA. Елементи множини  трактуємо як імена деяких функцій та предикатів із FnA(PrA. 
Такі імена називають функціональними символами (ФС) та предикатними символами (ПС), іменовані ними функції та предикати називають базовими. 
Нехай Fs – множина функціональних символів, Ps – множина предикатних символів. Множину  = Fs(Ps називають сигнатурою. 
АС із носієм A та сигнатурою =Fs(Ps назвемо АС з доданою сигнатурою. Такі АС позначаємо у вигляді A = (A, I, (), або A = (A, (), якщо I мається на увазі.
Для кожного g(Fs функцію G(FnA таку, що I(g)=G, назвемо значенням ФС g при інтерпретації I на АС A = (A, FnA(PrA). Таку функцію позначатимемо gA . Предикат P(PrA такий, що I(p)=P, назвемо значенням ПС p при інтерпретації I на АС A. Такий предикат позначатимемо pA . 
Якщо функція gA є функція-константа на A, то ФС g називають константним символом.
Для класичних алгебраїчних систем [10] базові функції та предикати п-арні. Тому вважаємо, що з кожним ФС та ПС зв'язане натуральне число  арність такого символа. При цьому для кожного h( арність hA pівна арності символу h. 
АС B = (B, () назвемо розширенням АС A = (A, (), якщо A(B і для всіх h( та а(А маємо hA ( hВ . У цьому випадку АС A називають підсистемою АС B, а B називають надсистемою АС A. Цей факт позначатимемо A ( B. 
Нехай A = (A, (). Множина С(А утворює підсистему C = (C, () алгебраїчної системи A = (A, (), якщо C замкнена відносно базових функцій fA , де f(. 
Hе для кожної С(А можна говорити про підсистему (C, ().
Приклад 4.1.1. Для АС (N, (), де (={+, =}, а символи + та = інтерпретуються як відповідні функції на N, множина непарних чисел Nн (N  незамкнена відносно +, тому Nн не утворює підсистеми. В той же час множина парних чисел Nп (N  утворює власну підсистему (Nп, () системи (N, ().
Нехай множини А1 ( А та А2 ( А замкнені відносно всіх базових функцій АС (A, (). Тоді А1(А2 теж замкнена відносно всіх базових функцій АС (A, (), якщо тільки А1(А2 ((. Отже, якщо (A1, () та (A2, ()  підсистеми системи (A, (), то або (А1(А2, ()  підсистема системи (A, (), або А1(А2 = (. 
Підсистему (А1(А2, () назвемо перетином підсистем (A1, () та (A2, ().
Теорема 4.1.1. Перетин М носіїв всіх підсистем системи (A, () або утворює підсистему (М, (), або є (.
Таку (М, () назвемо найменшою підсистемою системи (A, (). 
Зрозуміло, що якщо сигнатура ( містить константні символи, то АС (A, () має найменшу підсистему. 
Нехай {A(}((J  множина носіїв всіх підсистем системи A = (A, (). Для довільної В(А множина С =
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, де ( = {((J | В(А(}, є найменшою множиною, замкненою відносно всіх базових функцій системи A = (A, (). Така С визначає АС (С, (), яку називають підсистемою системи (A, (), породженою множиною В. Якщо при цьому С = A, то АС (A, () породжується підмножиною В(А. 
Різні підмножини можуть породжувати одну і ту ж підсистему.
Приклад 4.1.2. Підсистема (Z+, {1, +, =}) системи (N, {1, +, =}) породжується довільною підмножиною множини Z+, яка містить 1. Найменшою такою підмножиною є {1}.
Приклад 4.1.3. Система (N, {+, =}) породжується множиною {0, 1}. 
Приклад 4.1.4. Система (N, {0, 1, +, (, =}) породжується множиною {0, 1}. Наявність константних символів 0 та 1 веде до того, що в кожній підсистемі такої системи носій містить 0 та 1, але тоді підсистема збігається з усією системою. Отже, така система власних підсистем не має.
Приклад 4.1.5. Система (Z+, {+, =}) має підсистеми (kZ+, {+, =}), де kZ+={kx | x(Z+}, для довільних k(Z+. 
Мови 1-го порядку. Засобами опису алгебраїчних систем є мови класичної логіки 1-го порядку, або просто мови 1-го порядку. 
Алфавіт мови 1-го порядку складається із таких символів:
– множина V предметних імен (змінних); 
– множина Fs функціональних символів заданої арності;
– множина Ps предикатних символів заданої арності;
– символи логічних операцій ,  та (x.
У множині Fs може виділятися підмножина константних символів Сn(Fs. Символ рівності = завжди інтерпретуємо як предикат рівності, причому таку рівність трактуємо як тотожність. 
Символи , , , = та предметні імена назвемо логічними символами. Функціональні та предикатні символи, окрім =, назвемо нелогічними символами. 
Множину  = Fs(Ps назвемо сигнатурою мови 1-го порядку.
Основними конструкціями мови 1-го порядку є терми та формули. 

Терми використовують для позначення суб'єктів, формули  для запису тверджень про суб'єкти. 
Індуктивне визначення терма таке:
1) кожне предметне ім'я та кожна константа є термом; такі терми назвемо атомарними;
2) якщо t1,..., tn  терми, f   n-арний функціональний символ, то ft1...tn  терм.
Атомарною формулою називається вираз виду pt1...tn, де p  n-арний предикатний символ, t1, ..., tn  терми.
Індуктивне визначення формули таке:
1) кожна атомарна формула є формулою;
2) якщо ( та (  формули, то ( та (((  формули;
3) якщо (  формула, то x(  формула.
Як і у мові ПЛ, вирази (&(, (( та ((( вважаємо скороченнями формул ((, (( та ((((. Користуємося також символом (x, вважаючи вираз (x( скороченням формули x(. 
Для бінарних ФС та ПС і символів , &,  та ( звичайно застосовуємо інфіксну форму запису. Пріоритет символів логічних зв'язок вважаємо нижчим за пріоритет предикатних символів, а пріоритет предикатних символів нижчим за пріоритет функціональних символів. Використовуючи додаткові символи  кому "," і дужки "(" та ")", терми вигляду ft1...tn записуємо f(t1...tn), або t1ft2, якщо символ f бінарний. Те ж для атомарних формул. Атомарні формули вигляду =t1 t2 також записуємо t1(t2.
Скорочення термів та формул теж називатимемо термами та формулами. 
Множини термів та формул позначаємо відповідно Тr та Fr. 
Формули мови 1-го порядку сигнатури  назвемо формулами 1-го порядку сигнатури .
Можна вказати два рівні відмінності мов 1-го порядку:
1) варіанти мови однієї сигнатури, що відрізняються наборами символів логічних операцій та способами запису термів і формул;
2) істотно різні мови, що відрізняються сигнатурами.
Мова 1-го порядку L' сигнатури (' назвемо розширенням мови 1-го порядку L сигнатури , якщо '(.
У формулі вигляду x( або (x( формулу ( називають областю дії квантора x чи (x. 

Вираз вигляду x або (x називають кванторним префіксом. 
Входження імені (змінної) x в формулу  зв'язане, якщо воно знаходиться в області дії деякого квантора по x, інакше таке входження x в  вільне. 
Якщо існує вільне входження імені x в формулу , то x  вільне ім'я (вільна змінна) формули . 
Формулу  із вільними іменами x1,.., xn позначаємо (x1,.., xn).
Формула замкнена, якщо вона не має вільних імен.
Терм, який не містить входжень предметних імен, називається замкненим термом. Зокрема, таким є кожний константний символ.
Наведемо кілька прикладів мов 1-го порядку.
Приклад 4.1.6. Мова арифметики Lar визначається сигнатурою ar = {0, 1, +, (, =}, де 0 та 1  константні символи, + та (  бінарні функціональні символи, =  бінарний предикатний символ.
Терм мови арифметики назвемо арифметичним термом.
Формулу мови арифметики назвемо арифметичною формулою. 
Наприклад, 1+1  замкнений арифметичний терм; x((y+z)  арифметичний терм; z(x+z=y)  арифметичнa формула.
Приклад 4.1.7. Мова теорії множин Lset визначається сигнатурою set = {(, =}, де ( та =  бінарні предикатні символи.
Наприклад, z(x  атомарна формула, (z(z(x(z(y)  формула, x(y(y(x)  замкнена формула мови Lset . Зауважимо, що останні дві формули відповідно означають "x(y" та "існує (". 
Приклад 4.1.8. Мова теорії впорядкованих множин Lord визначається сигнатурою ord={<, =}, де < та =  бінарні предикатні символи.
Наприклад, x<y  атомарна формула, z<x(x<y(z<y  формула, (xy(y<x)  замкнена формула мови Lord. 
Зв'язані імена в формулах можна замінювати іншими предметними іменами, але при цьому може виникнути колізія  ситуація, коли вільні імена стали зв'язаними. 

Приклад 4.1.9. Iз формули z(x+z=y) можна отримати формулу t(x+t=y), коли колізії нема, та формулу x(x+x=y), коли колізія змінила смисл формули. 
Вільні входження предметних імен в формулу або терм можна замінювати термами. Позначимо 
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[t1, ..., tn] формулу, отриману із формули ( заміною всіх вільних входжень імен x1, ..., xn на терми t1, ..., tn відповідно. 
Для термів аналогічно вводимо позначення 
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У загальному випадку формули (x,y[a, b] та ((x[a])y[b] різні. 
Наприклад, якщо (  це формула x(y, то (x,y[y, z]  це формула y(z, ((x[y])y[z]  це формула  z(z.
При заміні вільних входжень предметних імен термами можливі колізії, коли вільне ім'я стає зв'язаним. 
Приклад 4.1.10. Нехай (  це формула z(x+z=y). Тоді (x[u]  це формула z(u+z=y); (x[z]  це формула z(z+z=y); отже, маємо колізію. 
Звідси маємо таке визначення. 

Терм t допустимий для заміни вільного імені x в формулі (, якщо x не лежить в області дії ніякого квантора за деяким іменем, яке входить до складу терма t.
Інтерпретацією, або моделлю мови L сигнатури ( будемо називати АС з доданою сигнатурою вигляду A = (A, I, (). 
Множину A називають областю інтерпретації. 
Значення символів та виразів мови L задамо на A природним чином.
Предметні імена інтерпретуємо як імена елементів (змінні) множини A. Символи логічних операцій інтерпретуємо як відповідні логічні операції. Константні символи інтерпретуємо як конкретні елементи множини A, тобто як функції-константи на A. Предикатні та функціональні символи інтерпретуємо як предикати та функції відповідної арності на A, причому бінарний предикатний символ = завжди інтерпретуємо як предикат рівності на A. 
Конкретна інтерпретація мови L на АС A = (A, I, () визначається відображенням I : ((FnA(PrA. Значення символів с, f , p позначаємо відповідно сA , fA , pA : I(c)=cA , I(f)=fA , I(p)=pA .
Для інтерпретації термів і формул мови L задамо відображення J : Tr (Fr(FnA (PrA, яке індуктивно визначається за допомогою I. 
Для термів маємо:
– J(х) = 'x;
– J(ft1...tn) = I(f)(J(t1), ..., J(tn)) = fA (J(t1), ..., J(tn)).
Для атомарних формул маємо
– J(рt1...tn) = I(р)(J(t1), ..., J(tn)) = рA (J(t1), ..., J(tn)).
Для формул маємо:
– нехай J(P. Тоді J()=P, J(x)=xP.
– нехай J(P та J(Q. Тоді J()=PQ .
Зауважимо, що тут неявно використовуємо операції суперпозиції: fA(g1, ..., gn) по суті означає 
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Кожний терм з вільними іменами v1, ..., vn інтерпретуємо як {v1, ..., vn}-арну функцію на A, кожну формулу з вільними іменами v1, ..., vn інтерпретуємо як {v1, ..., vn}-арний предикат на A. Зокрема, кожний замкнений терм інтерпретуємо як функцію-константу на A, кожну замкнену формулу – як предикат-константа на A.
Функцію, що є значенням терма t на АС A = (A, I, (), позначаємо tA . Предикат, що є значенням формули  на АС A = (A, I, (), позначаємо A . Це означає, що J(t)=tA , J()=A . 
Формула  істинна при інтерпретації A, або істинна на A, або A-істинна, якщо предикат A є істинним. 
Це означає: Х-арний предикат A такий, що A(d)=T для всіх d(AX. 
Те, що формула  істинна на AC A, позначаємо A . 
Формула  всюди істинна, якщо вона істинна при кожній інтерпретації. 
Те, що  всюди істинна, позначимо .
Формула  виконувана при інтерпретації A, або виконувана на AC A, або A-виконувана, якщо предикат A є виконуваним. 
Це означає: Х-арний предикат A такий, що A(d)=T для деякого d(AX. 
Формула  виконувана, якщо   виконувана при деякій інтерпретації. 
Приклад 4.1.11. Формула x=x всюди істинна.
Приклад 4.1.12. Формула (x(y(x=y) істинна на всіх 1-елементних АС і тільки на них; формула ((x(y(x=y) істинна на всіх k-елементних АС, де k>1, і тільки на них.
Замиканням формули  з вільними іменами x1, ..., xn назвемо замкнену формулу (x1...(xn, яку звичайно позначатимемо 
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Із визначень випливає семантична теорема замикання: 
Теорема 4.1.1. Для кожних АС A та формули   A   A 
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.
Приклад 4.1.13. Кожна формула вигляду (x[t]x( всюди істинна. 
Нехай X – множина вільних імен формули (x[t]x(. Припустимо супротивне: існує A = (A, ) така, що A ( (x[t]x(. Тоді існує d(AX таке, що ((x[t]x()А(d)=F, звідки ((x[t])А(d)=T та (x()А(d)=F. Нехай tА(d)=b(A; в силу ((x[t])А(d) = T тоді (А(d(x(b) = T. Але (x()А(d)=F, тому (А(d(x(a)=F для всіх a(A, зокрема, (А(d(x(b)=F. Маємо суперечність.
Окремим випадком всюди істинних формул є тавтології, тобто формули, які мають структуру тавтологій мови ПЛ. 
Формула пропозиційно нерозкладна, якщо вона атомарна або має вигляд x(.
Нехай Fr0  множина всіх пропозиційно нерозкладних формул мови L. 
Істиннісна оцінка мови L – це довільне відображення (  : Fr0 {T, F}. 
Продовжимо ( до відображення ( : Fr{T, F} таким чином:
 (()=T    (()=F; 
 (()=T    (()=T або (()=T.
Формула  мови L тавтологія, якщо для кожної істиннісної оцінки ( мови L маємо (()=T. 
Кожна тавтологія є всюди істинною формулою, але зворотне невірне. Наприклад, всюди істинна формула вигляду x=x  не тавтологія.
На множині формул введемо відношення тавтологічного наслідку ╞ , логічного наслідку , слабкого логічного наслідку  , тавтологічної еквівалентності  т та логічної еквівалентності .
Формула  є тавтологічним наслідком формули , що позначатимемо ╞ , якщо формула  – тавтологія.
Формули  та   тавтологічно еквівалентні, що позначатимемо т, якщо ╞  та ╞ .
Формула  є логічним наслідком формули , що позначатимемо , якщо формула  всюди істинна.
Формули  та   логічно еквівалентні, що позначатимемо , якщо  та .
Зрозуміло, що   формули  та  всюди істинні.
Формула  є слабким логічним наслідком формули , що позначаємо , якщо для кожної інтерпретації A із умови A  випливає A .
Формула   є логічним наслідком множини формул {1,...,n}, що позначатимемо {1,...,n }, якщо 1&…&n . 
Аналогічно визначаємо {1,...,n }╞  та {1,...,n }.
Замість (╞ , ( та ( пишемо відповідно ╞ ,  та 
Вкажемо основні властивості для ╞ , т , ,  та :
1)   тавтологія   ╞ 

2)   всюди істинна       
3) якщо ╞, то ; але не завжди із  випливає ╞;
4) якщо , то  але не завжди із  випливає ;
5) т    тавтологія
6)   ; 
7) відношення ╞,  та  рефлексивні і транзитивні;
8) відношення т  та  рефлексивні, транзитивні і симетричні.
Враховуючи 2), той факт, що  всюди істинна, позначаємо .
Для 3) та 4) маємо такі контрприклади: 
Приклад 4.1.14. xy(x=y)yx(x=y), але невірно xy(x=y)╞ yx(x=y). 
Приклад 4.1.15. (x=0)(x(x=0) але невірно (x=0)(x(x=0). 
Справді, за теоремою замикання (x=0)(x(x=0). Але (x=0)N (0)=T та ((x(x=0))N =F, тому (x=0((x(x=0))N (0)=F, звідки (x=0)((x(x=0). 
Приклад 4.1.16. Якщо x не вільне в , то x. 
Нехай X  множина вільних імен формули . Припустимо супротивне: існує A = (A, ) така, що A   та A ( x. Тоді існує d(AX таке, що (x)А(d) = F, звідки (x)А(d) = Т та А(d) = F. Згідно (x)А(d) = T маємо (А(d(x(b) = Т для деякого b(A. Але x не вільне в , тому А(d(x(b) = А(d) = F. Звідси ()А(d(x(b)=F, що суперечить A  . 
Формула ( мови L k-істинна, якщо A  для кожної k-елементної інтерпретації A мови L.
Формула ( скінченно-істинна, якщо  k-істинна для кожного k>0. 
Отже, скінченно-істинна формула є істинною при кожній скінченній інтерпретації.
Приклад 4.1.17. Формула x1...xk((x1(x2)&...&(x1(xk)&(x2(x3)&...&(xk1(xk)), яку позначимо Ek, стверджує, що існує (k різних елементів області інтерпретації. Отже, Ek є n-істинною для всіх n(k.
Приклад 4.1.18. Формула x1x2...xk(y((y=x1)(...((y=xk)), яку позначимо Gk, cтверджує, що існує (k різних елементів області інтерпретації. Отже, Gk є n-істинною для всіх 1(n(k.
Приклад 4.1.19. Формула Ek&Gk k-істиннa, причому така Ek&Gk не є n-істинною для кожного n(k.
Еквівалентні перетворення формул. Основою еквівалентних перетворень формул є семантична тeорeма еквiвалeнтностi.

Теорема 4.1.2. Нехай A' отримана із формули A заміною деяких входжень формул B1, ..., Bn на P1, ..., Pn відповідно. Якщо B1  P1, ..., Bn  Pn , то A  A'.  
Формула A' називається варіантою формули A, якщо A' можна отримати із A послідовними замінами такого типу: підформулу xB замінюємо на yBx [y], де y не вільна в B.
Теорема 4.1.3 (про варіанту). Якщо A'  варіанта формули A, то A  A'.
Формула A знаходиться в пренексній формі, якщо вона має вигляд Qx1 ...Qxn B, де Qxk  кванторний префікс xk або (xk , B  безкванторна формула, яку називають матрицею формули A.
Формулу в пренексній формі називають пренексною формулою.
Зауважимо, що коли мовиться про пренексну форму, то ( не прийнято виражати через  та .
Теорема 4.1.4. 1) (xB  xB та xB  (xB;
2) xBC  x(BC) та (xBC  (x(BC), якщо x не вільна в C;
3) BxC  x(BC) та B(xC  (x(BC), якщо x не вільна в B.
Введемо пренексні операції над формулами, які дозволять кожну формулу перетворити до еквівалентної їй пренексної формули. Ці операції грунтуються на теоремах 4.1.3 та 4.1.4. 
Під пренексними операціями над формулою A розуміємо такі операції:
a) заміна A деякою її варіантою;
b) заміна в A підформул вигляду xB та (xB на (xB та xB відповідно;
c) заміна в A підформул вигляду QxBC на Qx(BС), якщо x не вільне в C; заміна в A підформул вигляду BQxC на Qx(BC), якщо x не вільне в B.
Пренексною формою формули A назвемо пренексну формулу A', утворену із A за допомогою пренексних операцій.
Теорема 4.1.5. Кожна формула має пренексну форму, причому якщо A'  пренексна форма формули A, то A  A'.
Розглянутий метод побудови пренексної форми передбачає роботу в системі логічних операцій {, , х, (х}. Для уникнення елімінації логічних зв'язок & та  можна ввести додаткові пренексні операціі:
d) заміна в A підформул вигляду QxB&C на Qx(B&C), якщо x не вільне в C, та підформул вигляду B&QxC на Qx(B&C), якщо x не вільне в B;
e) заміна в A підформул вигляду BQxC на Qx(BC), якщо x не вільне в B;
f) заміна в A підформул вигляду xBC на (x(BC), та підформул вигляду (xBC на x(BC), якщо x не вільне в C.
Виконання кожної з операцій типу d), e) чи f) зводиться до виконання певної послідовності операцій b) та с). У той же час для ( подібних операцій нема. 
Приклад 4.1.20. Знайдемо пренексну форму для формули z(x=y+z)(x=y)z((x=y+z)&(z=0)):
z(x=y+z)(x=y)t((x=y+t)&(t=0))  операція a);
z(x=y+z)t(x=y)(x=y+t)&(t=0)  операція c);
(z((x=y+z)t(x=y)(x=y+t)&(t=0))  операція f);
(zt((x=y+z)(x=y)(x=y+t)&(t=0))  операція e).
ВПРАВИ

1. Дослідіть властивості композицій реномінації та суперпозиції щодо пропозиційних композицій та композицій квантифікації. 

2. Доведіть, що система (Z, {+, , (, =}) має найменшу підсистему ({0}, {+, , (, =}).
3. Доведіть, що система (N, {(, =}) не породжується жодною скінченою підмножиною B(N. 
4. Чи має найменшу підсистему системa (Z+, {+, =}) ?
5. Наведіть приклади "природних" 2-елементних інтерпретацій Lar .
6. Вкажіть формули Lset, які означають:
1) "X(Y";
2) "X=Y(Z";
3) "X=(Y(Z)\S";
4) "X=Y\(Z(S)";
5) "X=Y((Z\S)";
6) "X(Y=Z\S";
7) "X=2Y ";

8) "Z(S=2X\Y".
7. Доведіть чи спростуйте такі твердження:
1) |= x(yA((yxA;
2) |= (yxA(x(yA; 
3) |= xAxB(x(AB);

4) |= x(AB)(xAxB; 
5) |= (xA(xB((x(AB);
6) |= (x(AB)((xA(xB;
7) |= xA&xB(x(A&B);

8) |= x(A&B)(xA&xB; 
9) |= (xA&(xB((x(A&B);

10) |= (x(A&B)((xA&(xB;
11) |= xAB(AxB;


12) |= A&xB(xА&B; 
13) |= xAxB(xAxB;

14) |= xAxB(xAxB; 
15)  (A(B)((хA(xB);

16)  (A(B)((xA(xB).
8. Чи вірно: 
1) a) |=x(P&Q)(xP&Q ? 
b) |=xP&Q(x(P&Q) ? 
c) xP(xQ||=xP(Q ?

2) a) P(Q|=xP(xQ ? 
b) xP(xQ|=P(Q ? 
c) xP(xQ||=xP(xQ ?

3) a) xP(Q|=x(P(Q) ?

b) x(P(Q)|=xP(Q ? 
c) xP(xQ||=P(xQ ?
4) a) |=x(P(Q)(xP(Q ? 
b) |=xP(Q(x(P(Q) ?

c) xP(xQ||=xP(xQ ?
9. В якому відношенні щодо |═ та  формули вигляду:
1) A(B та (xA((xB ?

2) A(B та (xA((xB ?

3) x(AB) та xAxB ?

4) xA&xB та x(A&B) ?

5) x(AB) та xAB ?

6) xAB та x(AB) ?

7) x(A&B) та xA&B ?

8) xA&B та x(A&B) ?

9) x(A(B) та xA(B ?

10) x(A(B) та хA(B ? 
11) xA(xB та A(B ? 
12) xA(xB та A(B ? 
13) A(B та xA((xB ?

14) A&B та xA&(xB ?
10. Вкажіть відмінні від наведеного в розділі приклади скінченно-істинних, але не всюди істинних формул 1-го порядку.
11. Вкажіть пренексну форму для таких формул:
1) xA(x)(y((zB(x,y,z)( ((xA(x)&(xC(x,y)); 
2) x((yA(x,y)((xB(x)( ((yA(x,y);
3) (xA(x)&(xB(x)((x((yC(x,y)(A(y));
4) xA(x)(y((zB(x,y,z)( ((xA(x));
5) xyA(x,y)&(xB(x)( ((xA(x,y).
6) (x(yA(x, y)(((xB(x, y)((yA(x, y).
7) (xA(x)(((xB(x)((x((yC(x, y, z)(A(y)).
8) (xA(x, y)(y((zB(x, y, z)(((xyA(x, y)).
9) x(yA(x, y, z)&((xB(x, y)( xC(x, y).
10) (xA(x)((y(хB(x, y)(((zC(x, z)(((xC(x, y)).
11) z(x=y+z)(x=y)z((x=y+z)&(z=0)).
4.2. Виразність в АС. Арифметичні предикати, множини, функції 
Нехай A = (A, I, ()  деяка АС. Предикат Р на A виразний формулою  сигнатури (, якщо Р  суть предикат A . 
Предикат Р на A виразний в АС A = (A, I, (), якщо Р виразний деякою формулою  сигнатури (. 
Інакше кажучи, предикат Р на A виразний в АС A = (A, I, (), якщо існує така формула   сигнатури (, що Р  суть предикат A . 
Множина, що є областю істинності предикату, виразного в АС A, називається виразною в АС A множиною.
Функція, графік якої  виразна в АС A множина, називається виразною в АС A функцією.
Приклад 4.2.1. Предикат "x=0" в АС (N, {(, =}), (Q, {(, =}), (R, {(, =}) виражається формулою  (y(x(y=x). 
Приклад 4.2.2. Предикат "x=1" в АС (N, {(, =}), (Z, {(, =}), (R, {(, =}) виражається формулою  (y(x(y=y). 
Приклад 4.2.3. Предикат "x=0" в АС (N, {+, =}), (Z, {+, =}), R, {+, =}) виражається формулою  x+x=x. 
Приклад 4.2.4. Предикат "x=1" в АС (N, {+, =}) виражається формулою  (u(v(x=u+v ( u=u+u ( v=v+v) & (x=x+x. 
Приклад 4.2.5. Предикат "y=x+4" в АС (R, {y=x+2, =}) виражається формулою  (z(y=z+2&z=x+2). 
Приклад 4.2.6. Предикат "|xy|=2" в АС (Z, {|xy|=1, =}) виражається формулою  (z(|xz|=1&|zy|=1&(x=y. 
Приклад 4.2.7. Предикат "|xy|=3" в АС (Q, {y=x+3, =}) виражається формулою  y=x+3 ( x=y+3. 
Приклад 4.2.8. Предикат "z=x+1" виражається в AC (Z, {< =}) формулою  (x<z)&((v(x<v&v<z).
Множину натуральних чисел N з виділеними константами 0 та 1, визначеними на N стандартними бінарними функціями додавання + і множення ( та стандартним предикатом рівності назвемо стандартною інтерпретацією, або стандартною моделлю мови арифметики. 
Інакше кажучи, стандартна інтерпретація Lar - це АС N = (N, ar). 
Арифметична формула, яка істинна на N, називається істинною арифметичною формулою (ІАФ).
Кожна всюди істинна арифметична формула є ІАФ, але не кожна ІАФ всюди істинна. Наприклад, формула (x(x+1=0) є ІАФ, але вона не істинна на Z = (Z, ar) та на R = (R, ar).
Предикати, множини та функції, виразні в N = (N, ar), назвемо арифметичними. 
Отже, функція f арифметична, якщо її графік (f є арифметичною множиною. Звідси маємо: арифметична формула ( виражає функцію f, якщо ( виражає предикат "y=f(x1, …, xn)". 
Приклад 4.2.9. Предикати "x є парним числом" та "x ділиться на у". арифметичні, вони виражаються формулами y(x=y+y) та z(x=y(z). 
Приклад 4.2.10. Предикат "x є простим числом" арифметичний. Він виражається арифметичною формулою (y(z(x=y(z(y=1( z=1)&(x=1. 
Приклад 4.2.11. Предикати "x(y" та "x<y" арифметичні, бо вони виражаються арифметичними формулами z(x+z=y) та z(x+z=y&x(y). 
Використовуючи приклад 4.2.11, в записах арифметичних формул надалі вживатимемо скорочення вигляду x(y та x<y.
Приклад 4.2.12. Предикат "x(y" в АС N = (N, ar), R = (R, ar) та Z = (Z, ar) виражається різними арифметичними формулами. Справді, для N маємо z(x+z=y); для R маємо z(x+z(z=y), для Z маємо zuvw(x+z(z+u(u+v(v+w(w=y). 
Приклад 4.2.13. Арифметичними є такі функції: 
1) Функції x+y, x(y та x-y виражаються відповідно арифметичними формулами z=x+y, z=x(y та y+z=x.
2) Функція [x/y] виражається арифметичною формулою 
z(y (x & x<(z+1)(y. 
3) Функція mod(x, y) виражається арифметичною формулою 
u(x=z+u(y & z<y). 
4) Функція [
[image: image161.wmf]х

] виражається арифметичною формулою 
z(z (x & x<(z+1)((z+1).
Приклад 4.2.14. Клас арифметичних множин замкнений вiдносно операцiй (, ( та доповнення.
Нехай множини A та B виражаються арифметичними формулами ( та (. Тоді A(B, A(B та 
[image: image162.wmf]А

 виражаються відповідно арифметичними формулами ((, (&( та ( .
ВПРАВИ
1. Вкажіть формули відповідної мови, що виражають предикати: 
1) "mod(x,3)=0" та "x=2" в АС (N; {+, =}); 
2) "x парне" та "x непарне" в АС (Z; {+, =}); 
3) "y=x+9" в АС (N, {y=x+3, =}); 
4) "|xy|=6" в АС (R; "|xy|=2, =}); 
5) "x=0" та "x=1" в АС (N; <, =}); 
6) "x=1" та "x=1" в АС (Z; {(, =}); 
7) "x=1" та "x=z(y" в АС (R; {+, "y=x2", =}). 
2. Вкажіть формули Lar, що виражають предикати: 

1) "існує більше чотирьох парних чисел";

2) "існує не менше чотирьох непарних чисел";

3) "існує не більше двох повних кубів";
4) "існує менше трьох повних квадратів";
5) "не існує простих чисел, кратних 4";

6) "існують прості числа, кратні 5";

7) "існує рівно 2 непростих чисел, кратних 4";
8) "існує менше чотирьох повних квадратів, кратних 5";
9) "існує принаймні 3 непарних простих чисел";
10) "існує рівно 3 парних чисел, що є точними кубами";
11) "існує більше двох простих чисел, не кратних 3";
12) "невірно, що існує рівно 2 чисел, що є сумою 4-х квадратів";
13) "існує менше чотирьох парних непростих чисел";
14) "існує більше двох чисел, що є сумою трьох кубів";
15) "множина непарних чисел нескінченна";

16) "існує єдине парне просте число";

17) "кожне парне число, більше за 2, є сумою двох простих чисел".

3. Вкажіть формули Lar, що виражають функції: 
1) 
[image: image163.wmf]y

x

-

&

; 

2) |x – y|;
3) [
[image: image164.wmf]x

y

];
4) mod(х, [y/z]); 
5) НСD (x, y); 
6) НСК (x, y);
7) НСD (x, [y/z]);
8) [x / НСK(y, z)]); 
9) [
[image: image165.wmf])
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];
10) mod (х,
[image: image166.wmf]]

[

y

); 
11) НСD ([
[image: image167.wmf]х

], y); 
12) НСK (x, [
[image: image168.wmf]]

/
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z
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]);

13) [НСD (x, y) / [
[image: image169.wmf]z

] ]; 
14) [
[image: image170.wmf])
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].
4.3. Гомоморфізми алгебраїчних систем. Метод автоморфізмів

Для класичних алгебраїчних систем однієї сигнатури введемо поняття гомоморфізму. 
Нехай A = (A, I, () та B = (B, I, ().
Гомоморфізмом АС A в АС B назвемо відображення ( : А→В таке, що: 
 для кожного f(Fs арності n для всіх a1 , ..., an (A  маємо 
((fA(a1 , ..., an)) = fВ(((a1) , ..., ((an))








(HF)
 для кожного р(Рs арності n для всіх a1 , ..., an (A  маємо 
якщо рA(a1 , ..., an) =Т, то рВ(((a1), ..., ((an)) =Т





(HР)
Гомоморфізм ( АС A в АС B назвемо повним гомоморфізмом, якщо (HP) замінюється сильнішою умовою:
 для кожного р(Рs арності n для всіх a1 , ..., an (A маємо 
рA(a1 , ..., an) = рВ(((a1), ..., ((an))









(ЕР)

Повний гомоморфізм ( назвемо сильним гомоморфізмом, якщо відображення ( сюр'єктивне. 
Повний гомоморфізм ( назвемо ізоморфізмом, якщо ( бієктивне. 
Якщо сигнатура ( містить символ рівності =, то сильний гомоморфізм стає ізоморфізмом. Справді, тоді (ЕР) гарантує ін'єктивність відображення (, що за умови сюр'єктивності дає бієктивність (. 
Скажемо, що АС A та АС B ізоморфні, що будемо позначати A 
[image: image171.wmf]@

B, якщо існує ізоморфізм АС A в АС B. 
Таке визначення коректне, бо відношення 
[image: image172.wmf]@

 на множині АС одної сигнатури є відношенням еквівалентності.
Ізоморфізм АС A в АС A назвемо автоморфізмом АС A. 
Приклад 4.3.1. Нехай A = ({5x | x(N}, (), B = ({2x | x(N}}, (), де (={+, =}. Тоді ((x) =
[image: image173.wmf]x

2

5

 є бієкцією B→А, причому для + та = виконуються (HF) та (EP). Отже, ( є ізоморфізмом  A  в  B.
Відображення ((x) =
[image: image174.wmf]x

5
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 є бієкцією А→В, причому для + та = виконуються (HF) та (EP). Отже, ( є ізоморфізмом  B  в  A. 
Приклад 4.3.2. Задамо ( : N→{0, 1} так: 
[image: image175.wmf]î
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. Тоді (  гомоморфізм АС (N, {+, =}) в АС ({0, 1}, {+, =}), бо для + та = виконуються (HF) та (HP). 
Приклад 4.3.3. Нехай A = (Z, {+, =}). Тоді ((x) = -х є бієкцією Z→Z, причому для + та = виконуються умови (HF) та (EP). Отже, ( є автоморфізмом АС A = (Z, {+, =}). 
Відношення еквівалентності ( на множині A називають відношенням конгруентності на АС A = (A, (), якщо ( стабільне відносно базових функцій АС A. Це означає: для кожного f(Fs арності n якщо a1 (b1 , ..., an (bn , то fA(a1, ..., an) ( fA(b1, ..., bn).
Нехай A = (A, (), (  відношення конгруентності на A. Фактор-система B = (B, () системи A за відношенням ( задається так. 
Для кожного a(A позначимо [a] = {c(A | a(c}. Задамо множину B = {[a] | a(A}. Таку множину B позначатимемо також 
[image: image176.wmf]»

A

.
Для кожного f(Fs арності n задамо fB([a1],..., [an]) = [fA(a1 ,..., an)].
Для кожного p(Ps арності n визначимо: pB([a1], ..., [an]) = T 
[image: image177.wmf]Û

 знайдуться c1([a1], ..., cn([an] такі, що pA (c1, ..., cn)=T.
Таке визначення функцій fB коректне, бо відношення ( конгруентне. 
Справді, для довільних c1, ..., cn таких, що [a1]=[c1], ..., [an]=[cn], маємо a1 ( c1 , ..., an ( cn , звідки fA(a1, ..., an) ( fA(c1, ..., cn) за конгруентністю (, тому [fA(a1, ..., an)] = [fA(c1, ..., cn)]. 
Задамо канонічне відображення ( : A →
[image: image178.wmf]»

A

 таким чином: для кожного a(A покладемо ((a)=[a].
Канонічне відображення ( : A →
[image: image179.wmf]»

A

  гомоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Такий гомоморфізм називається канонічним.
Приклад 4.3.4. Нехай N = (N, (ar). Задамо відношення ( на N таким чином: m ( n ( mod(m, 2) = mod(n, 2). Таке ( є відношенням конгруентності на N. 
Покладемо 
[image: image180.wmf]=

»

N

{[0], [1]}. Тут [0] та [1] є відповідно множинами парних та непарних натуральних чисел. 
ФС + та ( інтерпретуються на (
[image: image181.wmf]»

N

, (ar) таким чином :
+([0], [0])=[0];




(([0], [0])=[0];
+([0], [1])=[1];




(([0], [1])=[0];
+([1], [0])=[1];




(([1], [0])=[0];
+([1], [1])=[0];




(([1], [1])=[1].
Константні символи 0 та 1 інтерпретуються як [0] та [1].
Таку фактор-систему (
[image: image182.wmf]»

N

, (ar) позначимо Nmod2 . 
Задамо канонічне відображення ( : N→
[image: image183.wmf]»
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: ((n) =
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Надалі у визначеннях імена & та (x похідних логічних операції & та (x трактуємо як символи розширеного алфавіту. Точне визначення формули мови розширеного алфавіту цілком зрозуміле.
Формулу, утворену з атомарних формул за допомогою символів логічних операцій (, & та (x, назвемо (-позитивною формулою.
Формулу, утворену з атомарних формул за допомогою символів логічних операцій (, &, (x та (x, назвемо позитивною формулою.
Кожне ( : А→В можна розширити до відображення ( : АХ →ВХ : 
(([xі (aі] і(() = [xі (((aі)] і((). 
Зокрема, (((a1, ..., an)) = (((a1), ..., ((an)).
Теорема 4.3.1. Нехай ( : А→В  гомоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Тоді: 1) для кожного терма t сигнатури ( з множиною предметних імен X для довільних d(AХ маємо ((tA(d)) = tB(((d)); 
2) для кожної (-позитивної формули ( сигнатури ( з множиною вільних імен X для довільних d(AХ якщо (А(d)=T, то (В(((d)) = T.
Теорема 4.3.2. Нехай сюр'єкція ( : А→В – гомоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Тоді виконується твердження 1) теореми 4.3.1 та 
2) для кожної позитивної формули ( сигнатури ( з множиною вільних імен X для довільних d(AХ якщо (А(d)=T, то (В(((d)) = T. 
Наслідок. Нехай (  сюр'єктивний гомоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Тоді для кожної позитивної формули ( сигнатури ( якщо A ((, то B ((.
Теорема 4.3.3 (про ізоморфізм). Нехай ( : А→В  ізоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Тоді виконується твердження 1) теореми 4.3.1 та 
2) для кожної формули ( сигнатури ( з множиною вільних імен X для довільних d(AХ маємо (А(d) = (В(((d)). 
Приклад 4.3.5. Умова позитивності в формулюванні теорем 4.3.1 та 4.3.2 істотна. Справді, канонічне відображення ( : N→
[image: image185.wmf]»

N

, де 
[image: image186.wmf]»

N

= {[0], [1]}, є сюр'єктивним гомоморфізмом АС N в АС Nmod2 . Розглянемо формулу ((1+1)=0, яку позначимо (. Тоді маємо N ((, але N mod2 ((, адже +([1], [1])=[0]. 
АС A = (A, () та B = (B, () елементарно еквівалентні, якщо для кожної формули ( сигнатури ( A (( ( B ((.
Те, що АС A та B елементарно еквівалентні, позначимо A 
[image: image187.wmf]»

B. 
Елементарна еквівалентність алгебраїчних систем означає, що вони мають однакові властивості на рівні логіки 1-го порядку, тобто їх ніяк не можна відрізнити, використовуючи мову 1-го порядку.
Приклад 4.3.6. (R; {(, =})
[image: image188.wmf]»

/

(Q; {(, =}). Справді, нехай (  формула (x(y(x=y(y(y). Тоді (R; {(, =}) (( та (Q; {(, =}) ((.
Приклад 4.3.7. (Z; {+, =})
[image: image189.wmf]»

/

(Q; {+, =}). Справді, нехай (  формула (x(y(x=y+y). Тоді (Q; {+, =}) (( та (Z; {+, =}) ((.
Приклад 4.3.8. (N, {(, =})
[image: image190.wmf]»

/

(Z, {(, =}). Справді, нехай (  формула (m(x(m(x). Тоді (N, {<, =}) (( та (Z, {<, =}) ((.
Із теореми 4.3.3 (теореми про ізоморфізм) випливає: 
Теорема 4.3.4. Нехай (  ізоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Тоді для кожної формули ( сигнатури ( маємо A (( ( B ((.
Теорема 4.3.5 Нехай (  автоморфізм АС A = (A, (). Тоді для кожної формули ( сигнатури ( з множиною вільних імен X для довільних d(AХ маємо (А (d)=(А(((d)).
Із теореми 4.3.4 дістаємо, що з ізоморфізму АС A та B випливає їх елементарна еквівалентність. Зворотне, взагалі кажучи, невірне, бо елементарно еквівалентні АС можуть мати носії різної потужності. Наприклад, в [12] доводиться (Q, {<, =})
[image: image191.wmf]»

(R, {<, =}), але ці АС неізоморфні, бо множина Q зліченна, а множина R має потужність континууму.
Таким чином, якщо A 
[image: image192.wmf]@

B, то A 
[image: image193.wmf]»

B ; якщо A 
[image: image194.wmf]»

/

B, то A 
[image: image195.wmf]@

/

B. 
Для доведення виразності предикату P в АС A достатньо вказати таку формулу (, що P – це (A. Проте для доведення невиразності предикатів в АС доводиться використовувати потужніші засоби. 
Розглянемо метод доведення невиразності предикатів в АС за допомогою автоморфізмів.
Теорема 4.3.6. Нехай (  автоморфізм АС A = (A, (). Якщо предикат P : AX →{T, F} виразний в A, то P(d)=P(((d)) для всіх d(AХ. 
Нехай P виразний в A формулою ( сигнатури (, тобто P  це (A. Згідно з теоремою 4.3.5 P(d)=(А(d)=(А(((d))=Р(((d)) для кожного d(AХ.
Отже, для доведення невиразності P в A досить знайти автоморфізм ( системи A такий, що порушується умова P(d)=P(((d)).
Приклад 4.3.9. Предикат "z=x+y" не виразний в АС Z< = (Z, {<, =}). 
Відображення ((x)=x+1 є автоморфізмом Z< , бо бієктивне і зберігає значення предикатів < та =. Але ((0)=1, тому вірно 0=0+0 та невірно ((0)=((0)+((0).
Приклад 4.3.10. Предикат "x<y" не виразний в АС Z+ = (Z, {+, =}). Справді, відображення ((х)=-х є автоморфізмом Z+ , бо бієктивне і зберігає значення функції + та предикату =. Але ((0)=0 та ((1)=-1, тому вірно 0<1 та невірно ((0)<((1).
Приклад 4.3.11. Предикат "y=x+1" не виразний в АС (N, y=x+2, =}). 
Відображення ((x)=
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 є автоморфізмом такої АС, бо бієктивне і зберігає значення базових предикатів. Предикат "y=x+1" позначимо Р(x, y). Тоді маємо Р(1, 0)=T та Р(((1), ((0)) = Р(0, 1)=F.
Приклад 4.3.12. Предикат "x=2" не виразний в АС (N, {(, =}). 
Відображення, задане умовою ((2a(3b(c)=2b(3a(c,  автоморфізм такої АС, бо бієктивне і зберігає значення функції ( та предикату =. Предикат "x=2" позначимо Р(x). Тоді Р(2)=T та Р(((2))=Р(3)=F.
ВПРАВИ
1. Доведіть: відношення 
[image: image197.wmf]@

 на множині АС одної сигнатури є відношенням еквівалентності.
2. Нехай ( : A→B  гомоморфізм АС A = (A, () в АС B = (B, (). Нехай множина D(B утворює підсистему системи B. Доведіть, що множина (1(D) ( A утворює підсистему системи A. 
3. У якому відношенні щодо ізоморфізму такі АС: 
1) (N; {+, =}), (Z; {+, =}), (Q; {+, =}, та (R; {+, =}) ?

2) (N; {<, =}), (Z; {<, =}), (Q; {<, =}) та (R; {<, =}) ?

3) (N; {(, =}), (Z; {(, =}), (Q; {(, =}) та (R; {(, =}) ?

4. У якому відношенні щодо елементарної еквівалентності такі АС: 
1) (N; {(, =}), (Z; {(, =}), (Q; {(, =}), (R; {(, =}) та (C; {(, =}) ? 
2) (N; {+, =}), (Z; {+, =}) та (R; {+, =}) ?

3) (N; {<, =}), (Z; {<, =}) та (Q; {<, =}) ?

4) (N; {(, =}), (Z; {(, =}) та (R; {(, =}) ?

5. Опишіть всі автоморфізми таких АС:
1) (R; {<, =});

2) (Z; {<, =});
3) (Z; {+, =}); 

4) (N; {+, =});
5) (N; {y=x+1, =}); 

6) (N; {|xy|=1, =}).
6. Встановіть, чи виразні в АС предикати:

1) В AC (Z; {+, =}) предикати 
a) "mod (x, 3)=0"; "mod (x, 2)=1"; "mod (x, 5)=2" ?

b) "mod (x, 4)=0"; "mod (x, 3)=2"; "mod (x, 4)=3"; "z=x(y" ? 
2) В AC (Z; {(, =}) предикати 
a) "x=3"; "x= 2"; " z=x+y" ?
b) "x=1"; "x= 1"; "x=5" ? 
c) "x=0"; "x=7"; "x=y+6"; "z=x+y+1" ?

7. Встановіть, чи виразні в АС предикати:

1) В AC (N; {+, =}) предикати "x=3"; "mod(x, 3)=0", "mod(x, 3)=2"; "z=x(y" ?

2) В AC (N; {(, =}) предикати "x=10"; "mod(x, 3)=0", "mod(x, 2)=1"; "z=x+y" ?

3) В AC (N; {<, =}) предикати "x=0"; "x=2"; "x=3"; "z=x+1" ?

4) В AC (N; {y=x+1, =}) предикати "x=0"; "x=1"; "x=2" ?

5) B AC (N; {y=x+2, =}) предикати " x=1"; "x=6"; "y=x+6"; "y=x+1" ? 
6) В AC (N; {y=x+3, =}) предикати: "x=3", "y=x+2"; "y=x+6"; "x=2" ? 
7) В AC (Z; {y=x+2}) предикати "x=2"; "|xy|=2"; "y=x+4" ? 
8) B AC (Z; {x–y = 3, =}) предикати "x=4"; "x–y = 4"; "|xy| = 6" ?

9) B AC (N; {y=x+4, =}) предикати "x=3"; "y = x+3"; "|xy| = 12" ?
10) В AC (R; {|xy|=1, =}) предикати "x=0"; "xy=1"; "y=x+2" ? 
11) B AC (Z; {|xy|=1, =}) предикати "|xy|=2"; "yx=2"; "z=x+y" ?
12) В AC (Z; {|xy|=2, =}) предикати "x=2"; "|xy|=3"; "z=x+y" ? 
13) B AC (Q; {|xy|=2, =}) предикати "xy=2"; "z=x+y"; "|xy|=4"; "y=x+2" ? 
14) В AC (Q; {|xy|=3, =}) предикати "x=1"; "|xy|=6"; "z=x(y" ? 
15) B AC (Z; {|xy|=3, =}) предикати "x=3"; "хy=3"; "|xy| = 12" ?

16) B AC (Z; {|xy| = 4, =}) предикати "x=4"; "xy = 4"; "|xy| = 8" ?
17) В AC (Z; {x/y, =}) предикати "x=0"; "x=1"; "z=x+y" ? 
18) В AC (N; {x/y, =}) предикати "x=1"; "x=5"; "x  просте" ? 

5. ЛОГІКИ КВАЗІАРНИХ ПРЕДИКАТІВ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ
У цьому розділі розглянемо семантичні властивості першопорядкових композиційно-номінативних логік еквітонних квазіарних предикатів. 

5.1. Чиста неокласична логіка

Семантичними моделями неокласичної логіки кванторного рівня, або чистої неокласичної логіки (ЧНКЛ) є композиційні системи еквітонних квазіарних предикатів кванторного рівня (А, EPrA, C), де C визначається множиною базових композицій {, , R
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, x}. Ураховуючи, що множина А фактично задана множиною предикатів EPrA, зазначені композиційні системи набувають вигляду (EPrА, C). Такі об'єкти назвемо композиційними алгебрами еквітонних предикатів кванторного рівня. 
Побудова композиційної алгебри еквітонних предикатів кванторного рівня дає змогу визначити мову ЧНКЛ. За фіксованої множини базових композицій мови ЧНКЛ відрізняються множинами імен базових предикатів (сигнатурою) і способами запису формул мови. Будемо використовувати префіксну форму запису формул мови.

Алфавіт мови ЧНКЛ складається з множини Ps предикатних символів, множини предметних імен V та символів базових композицій , , R
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, x. Множину Ps назвемо сигнатурою мови ЧНКЛ. 
Індуктивно вводимо поняття формули мови ЧНКЛ.
1. Кожний ПС є формулою. Такі формули назвемо атомарними.

2. Нехай  – формула. Тодi , x та 
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3. Нехай  та  – формули. Тодi  – формула.
Як і для випадку РНКЛ та класичних логік, для запису формул використовуємо також символи похідних композицій (, &, (, x та допоміжні символи – дужки "(" і ")". Зайві дужки опускатимемо, вводячи такий пріоритет символів композицій: R
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Множину всіх формул мови ЧНКЛ позначимо Fr.
Для кожної формули ( позначимо ((() множину всіх тих p(Рs, які входять до складу формули (.
Позначимо nm() множину всіх імен із множини V предметних імен, які фігурують у символах реномінації та квантифікації, що входять до складу формули . Таку nm() назвемо множиною імен формули .
Позначимо q() множину всіх імен з V, які фігурують у символах квантифікації, що входять до складу . Таку q() назвемо множиною кванторних імен формули . 
Множину nq() = nm()\q() назвемо множиною некванторних імен формули  .
Природним чином розширимо nm, q, nq, ( на множини формул: 
nт(() =
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Інтерпретуємо мову ЧНКЛ на семантичних моделях ЧНКЛ – композиційних системах еквітонних квазіарних предикатів кванторного рівня. За фіксованої множини композицій C така композиційна система (A, ЕPrA, C) однозначно визначається об'єктом вигляду (A, EPrA). Об'єкти зазначеного вигляду назвемо неокласичними алгебраїчними системами з еквітонними предикатами кванторного рівня. 

За фіксованої множини базових композицій {, , R
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, x} інтерпретація мови ЧНКЛ на семантичних моделях ЧНКЛ є інтерпретацією мови ЧНКЛ на АС з еквітонними предикатами (А, ЕPrA). Вважаємо також фіксованою множину предметних імен V. 

Конкретна iнтерпретацiя мови ЧНКЛ визначається АС (A, ЕPrA) та конкретними значеннями ПС на А. Задамо тотальне однозначне відображення I : Ps(ЕPrA, яке визначає значення ПС як базові предикати такої АС. Тому інтерпретаціями мови ЧНКЛ сигнатури (=Ps будемо вважати АС з доданою сигнатурою вигляду ((A, FnA(PrA), I), які скорочено позначатимемо (A, I). 

Символи композицiй iнтерпретуємо як вiдповiднi композицiї.

Для інтерпретації формул задамо відображення J: Fr(EPrA, яке визначається за допомогою I таким чином: 
1. J(p) = I(p) для кожного p(Ps.
2. J() = (J()). 
3. J() = (J(, J()).
4. J
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5. J(x) = x(J()).
Предикат J(, який є значенням формули  при інтерпретації A=(А, I), будемо позначати A . 
Формулу  назвемо істинною при інтерпретації A=(A, I), або 
A-істинною, якщо A – істинний предикат. Цей факт позначатимемо A.
Формулу  назвемо виконуваною при інтерпретації A=(A, I), або 
A-виконуваною, якщо A – виконуваний предикат.
Формула   всюди істинна, якщо  iстинна при кожнiй iнтерпретацiї. 

Формула  виконувана, якщо   виконувана при деякiй iнтерпретацiї.
Для формул мови ЧНКЛ вводимо поняття тавтології, відношення тавтологічного наслідку ╞, тавтологічної еквівалентності т , логічного наслідку , слабкого логічного наслідку  і логічної еквівалентності . Поняття тавтології, тавтологічного наслідку, тавтологічної еквівалентності для ЧНКЛ успадковуються з реномінативного рівня. Єдиною відмінністю є визначення пропозиційно нерозкладної формули. 
Формулу мови ЧНКЛ назвемо пропозиційно нерозкладною, якщо вона атомарна або має вигляд x чи R
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Визначення і властивості відношень ╞, т, ,  та  цілком аналогічні відповідним визначенням і властивостям для РНКЛ і класичної логіки предикатів.

Семантичні властивості формул чистої неокласичної логіки багато в чому аналогічні відповідним властивостям формул класичної логіки. Зокрема, справджуються властивості пропозиційного рівня. 

Приклад 5.1.1. Властивості кванторного рівня, які не використовують реномінації. Вони аналогічні властивостям класичної логіки: 
S1) x та x
S2)     x.
S3) x та x, але не завжди x.
S4) Якщо , то x, x та x.
S5) Якщо , то xx та xx.
S6) Якщо  та x, то x.
S7) Якщо  та x, то x.
S8) xyyx та xyyx.
S9) xxx; xxx  xxx; xxx.
S10) yxxy, але не завжди xyyx

S11) xx та xx.
S12) x    x    x    x.
S13) xxx() та x&xx(&).
S14) x(&)x&x та xxx().
Основою еквівалентних перетворень формул ЧНКЛ є теорема семантичної еквiвалентостi. 

Теорема 5.1.1. Нехай формула ' отримана з формули   заміною деяких входжень формул 1,..., n на 1,..., n відповідно. Якщо 11,..., n n, то '. 
Критерій неістотності предметних імен для формул установлює
Теорема 5.1.2. Ім'я x(V неістотне для   (  x. 
Ураховуючи S12, дістаємо
Наслідок. Ім'я x(V неістотне для  ( x  ( (x  ( x(  ( x
Теорема 5.1.3. Нехай ім'я y(V неістотне для формули . Тоді xy
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Для ЧНКЛ успадковуються властивості формул, пов'язані з композицією реномінації, які справджуються на рівні реномінативної неокласичної логіки. 
Приклад 5.1.2. Укажемо властивості формул ЧНКЛ, пов'язані з композиціями квантифікації та реномінації. 
Rх) 
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хR) v1...vn(
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 при x({y, u1,...,un} – аналітична неістотність верхніх імен у реномінаціях.
Зокрема, при х(у маємо (x
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RZ) Нехай (x  тобто x неістотне для . Тоді для всіх y(V 
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 – згортка за неістотним ім'ям. 
Зокрема, (
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Приклад 5.1.3. Умова x({
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Для формул класичної логіки істотними є тільки їх вільні предметні імена, від яких може залежати значення відповідних предикатів. Це зумовлене тим, що в класичній логіці для кожного базового предиката за допомогою спеціальної функції арності ar : Ps(N визначається скінченна стандартна множина істотних імен: для n-арного предиката істотними є саме імена 1, …, n. Для НКЛ важлива не лише істотність, але в першу чергу, неістотність предметних імен. Тому для базових предикатів неокласичної логіки будемо вказувати множину неістотних імен, від яких не залежить значення таких предикатів. 
Предметні імена, неістотність яких постулюється, називатимемо синтетично неістотними. 
Предметне ім'я x(V тотально неістотне, якщо x неiстотне для кожного p(Ps.
Для кожного предикатного символу p(Ps множину синтетично неістотних предметних імен визначимо за допомогою тотальної функції ( : Ps(2V. Таку функцію продовжимо до функції ( : Fr(2V таким чином:
(() = ((); 
(() = (()((();
((x) = (()({x};
(
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Пару (Ps, () назвемо сигнатурою синтетичної неістотності. Така сигнатура є аналогом сигнатури класичної логіки (Ps, ar). 
Можливість виконання еквівалентних перетворень довільних формул вимагає наявності нескінченної множини тотально неістотних імен. Таким чином, для ЧНКЛ розглядаємо тільки такі мови та інтерпретації, для яких задана функція (, що гарантує нескінченність множини тотально неістотних предметних імен 
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Інтерпретацію A = (A, I) назвемо (-інтерпретацією, якщо для кожного р(Ps імена із ((р) неістотні для предиката рA. 
Формула  (-істинна, якщо  iстинна при кожній (-інтерпретації. 
Якщо функція ( зафіксована, звичайно опускаємо символ (, розуміючи під істинністю та виконуваністю саме (-істинність та (-виконуваність.
Теорема 5.1.4. Нехай  x(((). Тоді  x неістотне для  
Враховуючи теорему 5.1.2, дістаємо важливий 
Наслідок. Якщо x(((), то (x  та x(

Приклад 5.1.4. Якщо для формули R
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} не виконується, то візьмемо тотально неістотне z таке, що z(nm(R
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Таким чином, отримуємо загальну R(-дистрибутивність: 
R(() R
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Тут z тотально неістотне та  z(nm(R
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Розглянемо еквівалентні перетворення формул у ЧНКЛ. 

Формула Ψ знаходиться в різнокванторній формі, якщо всі входження кванторних префіксів у формулу Ψ, коли вони є, – за різними тотально неістотними іменами, причому кожне ім'я у(q(Ψ) не може лежати в області дії символу 
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Формулу в різнокванторній формі назвемо різнокванторною.
Формула Ψ знаходиться у нормальній формі, якщо всі символи реномінації формули Ψ, коли вони є, застосовані тільки до предикатних символів, і всі входження кванторних префіксів у формулу Ψ, коли вони є, – за різними тотально неістотними іменами.
Формулу в нормальній формі назвемо нормальною формулою.
Теорема 5.1.5. Для кожної формули  можна збудувати різнокванторну формулу ( таку, що (.

Теорема 5.1.6. Для кожної формули  можна збудувати нормальну формулу Ψ таку, що Ψ. 
Для довільної формули  визначимо множину fr() усіх квазівільних імен формули  Для цього задамо функцію fr: Fr(2V таким чином. 
Для кожного р(Ps покладемо fr(р) = (. 
Далі значення функції fr визначатимемо індуктивно:
fr() = fr();
fr() = fr()(fr(); 
fr((x) = fr()\{x};
fr(
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n

n

v

v

x

x

R

,...,

,...,

1

1

) = (fr()\{v1,...,vn})({x1,...,xn}. 
Звідси fr((x) = fr((x) = fr()\{x} та fr((y
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Природно розширимо fr на множини формул: fr(() =
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Входження нижнього імені х символу реномінації зв'язане, якщо воно знаходиться в області дії кванторного префікса x, інакше таке входження вільне. 

Для нормальних формул x(fr() ( існує вільне входження x у формулу .

Формулу  назвемо квазізамкненою, якщо fr()=(. 
Теорема 5.1.7. Для кожної формули  можна побудувати квазізамкнену нормальну формулу ( таку, що    (  (.

Квазізамкнені формули є синтаксичними аналогами замкнених формул класичної логіки предикатів, проте семантичними аналогами замкнених формул їх вважати не можна. Справа в тому, що до складу формули можуть входити предикатні символи, для яких множини істотних імен нескінченні. 
Можливість для формули бути залежною від нескінченної множини предметних імен є визначальною властивістю логіки квазіарних предикатів, зокрема, неокласичної логіки, що істотно її відрізняє від класичної логіки. 
Для логіки квазіарних предикатів квазізамкнені формули необов'язково інтерпретуються як константні предикати. У той же час для випадку класичної логіки кожна замкнена формула на кожній АС відповідної сигнатури завжди інтерпретується як тотожна істина або тотожна фальш.
Визначення логічного наслідку для множин формул НКЛ першого порядку різних рівнів (ЧНКЛ, ФЕНКЛ) цілком аналогічне відповідному визначенню для множин формул РНКЛ. 

Теорема заміни еквівалентних справджується для ЧНКЛ: 

Теорема 5.1.8. Нехай (. Тоді маємо: (, (  ( ( (, (  (  та  (  (, ( (  (  (, (. 
Розглянуті вище для відношення  властивості пропозиційного та реномінативного рівнів успадковуються на кванторному рівні. 
Приклад 5.1.5. Властивості відношення , пов'язані з дистрибутивністю кванторів і реномінації та перейменуванням кванторних імен: 
R() 
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R(() 
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Для R(( та R(( така умова: z тотально неістотне та z(nm(
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((R ) x, (  (  (  y
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((R ) (  (, x  (  (  (, y
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Приклад 5.1.6. Властивості відношення , пов'язані з правилами де Моргана для кванторів: 
(() x(, (  (  (  (  (, (x 
(() (x(, (  (  (  (  (, x 
(() (  (, x(  ( (x, (  (; 
(() (  (, (x(  (  x, (  (. 
Приклад 5.1.7. Властивості відношення  , пов'язані з елімінацією кванторів. 
() x, (  ( ( 
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Для ( та ( умови: y тотально неістотне та y(nm((, (, ). 
Властивості П1–П4 та RT, RT, RR, RR, R(, R(, R(, R(, PsN, PsN , N, N , R(, R(, R((, R((, ( , ( , в яких фігурують тільки базові композиції кванторного рівня, назвемо базовими властивостями відношення  на кванторному рівні. 

ВПРАВИ

1. Доведіть наведені в прикладі 5.1.1 властивості кванторного рівня. 

2. Доведіть теорему еквівалентності для випадку ЧНКЛ.

3. Доведіть критерій неістотності предметних імен для випадку ЧНКЛ. 

4. Встановіть, чи вірно:
1) ((x)((
[image: image266.wmf]«

F

)

(

,...,

,...,

1

1

n

n

v

v

u

u

R



EMBED Equation.3[image: image267.wmf]))

(

,...,

,

,...,

,

1

1

F

n

n

v

v

х

u

u

у

R

?

2) ((x)(((
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5. Нехай АС однієї сигнатури A=(А, IА) і В=(А, IВ) та формула ( такі, що для всіх р(((() та для всіх ((VA з умови рA(()( випливає рВ(()(=рA((). Доведіть, що тоді для довільного d(VA з умови (A(d)( випливає (В(d)(=(A(d).

6. Доведіть достатню умову неістотності імені (теорема 5.1.4), 

7. Нехай формула Ψ утворена з формули Ξ послідовними замінами підформул вигляду x на підформули y
[image: image269.wmf])
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 за умови y(((). Таку формулу Ψ назвемо варіантою формули Ξ. Доведіть, що ΨΞ.
8. Доведіть теореми 5.1.5–5.1.6 про зведення до нормальних форм. 
9. Доведіть: 

1) якщо y(((р) для кожного ПС р формули  та y(fr(), то y((();
2) якщо ім'я y(V тотально неістотне та y(nm(), то y((().

10. Доведіть теорему 5.1.7. 
11. Пропозиційною схемою формули  назвемо пропозиційну формулу Prop(), отриману з  опусканням усіх символів, окрім ПС і символів пропозиційних зв'язок. Нехай формула  квазізамкнена, Prop() не тавтологія і не суперечність, причому  не містить спеціальних предикатних символів з явно виділеними істотними іменами (напр., спеціальних символів рівності =ху). Доведіть, що тоді існують АС A=(A, I) та d1, d2(VA такі: А(d1) = T та А(d2) = F.
12. Для нормальної формули  позначимо 
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 формулу, утворену заміною всіх вільних входжень символів z1,…, zn на символи у1,…, yn відповідно. При цьому жодне з таких нових імен не може знаходитися в області дії кванторних префіксів у1,…, yn. Нехай  – нормальна формула, нехай x(((р) для кожного ПС р(((). Доведіть:
1)  x [y] (
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 та  yx [y] (y
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;
2) якщо ((y, то x yx [y];

3) якщо y(((), то x yx [y].

13. Нехай нормальна формула Ψ утворена з нормальної формули Ξ послідовними замінами підформул вигляду x на підформули yx[y] за умов x(((р) для кожного ПС р((() та y(((). Таку формулу Ψ назвемо С-варіантою формули Ξ. Доведіть, що ΨΞ. 

14. Сформулюйте та доведіть властивості R(, R(, ((R , ((R  . 
15. Доведіть, що для логіки еквітонних повнототальних предикатів справджується твердження: нехай A=(A, I) – довільна АС, y(nm((, (,) та y тотально неістотне; тоді з 
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16. Покажіть, що для загального випадку логіки еквітонних предикатів твердження вправи 15 невірне (наведіть відповідний контрприклад).
17 Доведіть, що для логіки еквітонних предикатів вірні твердження: 

1) Нехай ( – формула, нехай y(V тотально неістотне та y(nm((), нехай A=(A, IА) – АС. Тоді існує АС В=(A, IВ) така: з умови (A(d)( випливає (В(d║-y)( = (В(d)( = (A(d).
2) Нехай ( – множина формул, y тотально неістотне та y(nm((), нехай A=(A, IА) – АС. Тоді існує АС В=(A, IВ) така, що для довільної формули ((( з умови (A(d)( випливає  (В(d║-y)( = (В(d)( = (A(d).
3) Нехай ( – множина формул,   (; нехай АС A = (A, IА) та d(VA такі, що для всіх ((( маємо (A(d)(, (A(d)( та (A(d)(. Тоді існують АС В = (A, IВ) та ((AV такі, що для всіх ((( маємо (B(()(=(A(d), (B(()(=(A(d)  та  (B(()(=(B(().
18. Вводячи спеціальні предикати рівності =ху , спробуйте описати неокласичну логіку кванторно-екваційного рівня. 

5.2. Неокласичні логіки функціонально-екваційного рівня

На функціонально-екваційному рівні за допомогою явно заданих (базових) функцій маємо розширені можливості формування нових аргументів для функцій і предикатів, а також можливості ототожнювати й розрізняти предметні значення. Це дає змогу ввести композиції суперпозиції S
[image: image274.wmf]x

 та рівності =.
Семантичними моделями неокласичної логіки функціонально-екваційного рівня (ФЕНКЛ) є композиційні системи еквітонних функцій і предикатів (A, EFnA(EPrA, C), де множина C визначається множиною базових композицій {, , x, S
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, =}. Множина A фактично задана множиною EFnA(EPrA, тому зазначені композиційні системи набувають вигляду (EFnA(EPrА, C). Такі об'єкти – композиційні алгебри еквітонних функцій та предикатів функціонально-екваційного рівня – теж природно вважати семантичними моделями ФЕНКЛ. 
Побудова композиційної алгебри дає змогу визначити мову ФЕНКЛ. За фіксованої множини базових композицій мови ФЕНКЛ відрізняються множинами імен базових функцій і предикатів (сигнатурою) та способами запису термів і формул мови. Як і в попередніх випадках, будемо використовувати префіксну форму запису. 
Алфавіт мови ФЕНКЛ складається з множини предметних імен V, множин Dns, Fns, Ps відповідно деномінаційних, функціональних, предикатних символів, а також множини символів базових композицій    x, S
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Множину Fns(Dns позначимо Fs. 
Множину Fns(Ps назвемо сигнатурою мови ФЕНКЛ.
Основними конструкціями мови ФЕНКЛ є терми та формули. 
Множини термів Тr і формул Fr вводимо індуктивно.
Т1. Кожний ФС і кожний ДНС є термом. Такi терми атомарні.
Т2. Нехай t, t1,..., tn – терми. Тодi S
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t t1...tn – терм. 
Ф1. Кожний ПС є формулою. Такі формули атомарні.
Ф2. Нехай t та s – терми. Тоді =ts – формулa.
Ф3. Нехай  – формула, t1,..., tn – терми. Тоді S
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t1...tn – формула. 
Ф4. Нехай  та  – формули. Тодi ,  та x – формули.
Формули =ts,  , ,  x позначаємо відповідно t=s,  (, &, (  x  Зазначені скорочення також називатимемо формулами. 
Для запису термів і формул вживатимемо допоміжні символи "(", ")" та ",". Не пишемо зайвих дужок, вводячи такий пріоритет символiв композицій: =, S
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, x та x, , &, , ( та (. 
Позначаємо ((() множину всіх тих символів сигнатури, які входять до складу терма чи формули (. 
Позначимо nm(() множину всіх v(V, які фігурують у символах суперпозиції та квантифікації, що входять до складу терма чи формули (. Таку nm(() назвемо множиною явних імен (.
Позначимо q() множину всіх v(V, які фігурують у символах квантифікації, що входять до складу формули . Таку q() назвемо множиною кванторних імен формули . 
Позначимо dnm(() множину всіх імен, відповідних до деномінаційних символів, що входять до складу терма чи формули (. 
Множину nm(()(dnm(() позначимо ndn(() і назвемо множиною імен (. 
Множину некванторних імен формули  задамо так:  nq() = (ndn())\ q().
Визначення множини fr() квазівільних імен формули  для випадку ФЕНКЛ таке.
Для кожного f(Fns і кожного p(Ps покладемо  fr(f) = fr(p) = (. 
Для кожного ДНС 'x покладемо  fr('x) = {x}. 
Далі визначаємо індуктивно:
fr(
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( t1...tn ) = (fr(()\{v1,...,vn})(
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; 
fr(=ts) = fr(t)(fr(s); 
fr() = fr(); 
fr() = fr()(fr(); 
fr((x) = fr()\{x};
fr(
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t1...tn ) = (fr()\{v1,...,vn})(
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Входження ДНС 'y у формулу   вільне, якщо 'y не знаходиться в області дії y чи 
[image: image284.wmf]v

S

 такого, що y({
[image: image285.wmf]v

}. 
Зрозуміло, що y(V – квазівільне ім'я (або просто вільне ім'я) формули   (  існує вільне входження  'y  у формулу .
Формула ( квазізамкнена, якщо fr()=(.
Множини  dfr() = {'y | y(fr()}  та  dnq() = {'y | y(nq()}  назвемо множиною вільних ДНС і множиною неквантифікованих ДНС формули  
Множину  dndn(() = {'y | y(ndn(()}  назвемо множиною ДНС-дублів імен терма чи формули (.
Природно (за об'єднанням) розширюємо (, nm, ndn, q, fr, dnm, dndn, dfr та nq, dnq на множини формул.
Інтерпретуємо мову ФЕНКЛ на семантичних моделях ФЕНКЛ – композиційних системах еквітонних квазіарних функцій і предикатів. За фіксованої множини композицій C така композиційна система однозначно визначається неокласичною АС з еквітонними функціями та предикатами (A, EFnA(EPrA). Конкретна інтерпретація мови ФЕНКЛ визначається АС (A, EFnA(ЕPrA) і конкретними значеннями ФС та ПС на A. Задамо тотальне однозначне відображення I : Fs(Рs(ЕFnA(ЕPrA, яке визначає значення ФС і ПС як базові функції та предикати такої АС. При цьому I('v) = 'v для кожного 'v(Dns. Тому інтерпретаціями мови ФЕНКЛ сигнатури ( = Fns(Рs будемо вважати АС з доданою сигнатурою вигляду ((A, EFnA(EPrA), I), які скорочено позначатимемо (A, I).
Для інтерпретації термів і формул I продовжимо до відображення J : Fr(Тr(ЕFnA(ЕРrА: 
1. J(f) = I(f) для кожного f(Fs.
2. J(S
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t t1...tn) = S
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(J(t), J(t1),..., J(tn)).
3. J(p) = I(p) для кожного p(Ps.
4. J(=ts) = =(J(t), J(s)). 
5. J(S
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t1...tn) = S
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(J(), J(t1),..., J(tn)). 
6. J() = (J()). 
7. J() = (J(, J()).
8. J(x) = x(J()).
Функцію J(t), яка є значенням терма t при інтерпретації A=(A, I), позначаємо tA. 
Предикат J(, який є значенням формули  при інтерпретації A=(A, I), позначаємо A. 
Поняття істинності та виконуваності формул вводимо аналогічно випадку ЧНКЛ. 
Поняття тавтології, тавтологічного наслідку, тавтологічної еквiвалентностi для ФЕНКЛ успадковуються з реномінативного та кванторного рівнів. Єдиною істотною відмінністю є визначення пропозиційно нерозкладної формули. 
Формулу назвемо пропозиційно нерозкладною, якщо вона атомарна або має вигляд =ts,  x чи S
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t1...tn.
Визначення та властивості відношень логічного наслiдку , слабкого логiчного наслiдку , логiчної еквiвалентності  для ФЕНКЛ цілком аналогічні відповідним визначенням і властивостям для класичної логіки, реномінативної та чистої неокласичних логік. 

Семантичні властивості формул ФЕНКЛ індуковані відповідними властивостями композицій. Для пропозиційних композицій і кванторів такі властивості аналогічні відповідним властивостям формул класичної логіки. 

Зокрема, для ФЕНКЛ справджуються властивості пропозиційного рівня і властивості кванторного рівня S1–S14. 
Приклад 5.2.1. Властивості ФЕНКЛ, пов'язані із суперпозицією: 
S)  S
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(((,
[image: image292.wmf]t

) ( (S
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)  S-дистрибутивність. 
S)  S
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)  S-дистрибутивність. 
Sb)  S
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(x,
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)  xS
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) за умови x({
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} та x неістотне для t1,..., t n – обмежена S-дистрибутивність. 
S)  S
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(x, Sx(t1, 'v1),..., Sx(tn, 'vn)) xS
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(, Sx(t1, 'v1),..., Sx(tn, 'vn)) при  x({v1,..., vn} – спеціальна S-дистрибутивність. 
SQ)  S
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(, t1,..., tn) v1...vn та 

v1...vn S
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(, t1,...,  tn) – підстановка. 
SSФ) Згортка суперпозицій для формул. 

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Тут позначення: 
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 для u1,..., un ; 
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 для t1,..., tn ; 
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 для x1,..., xk ; 
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 для r1,..., rk ; 
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 для w1,..., wk ; 
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 для v1,...,vm ; 
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 для s1,..., sm. 
ZФ) 
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((, 'x1,..., 'xт, t1,..., tn) (
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((, t1,..., tn) – згортка імен для формул. 
Зокрема, 
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((, 'x1,..., 'xт) ((.
ZNФ) 
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((, t1,..., tn) за умови, що x неістотне для ( – згортка за неістотним ім'ям для формул. 
Зокрема,  Sx((, t) ( (;
NS) (x
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((, t, t1,..., tn) за умови x неістотне для t, t1,..., tn – неістотність імен у суперпозиції. 
Зокрема, при x(y маємо (xSx((, 'y) ( Sx((, 'y).
ПП) Нехай . Тоді 
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((, t1,..., tn) (правило підстановки).
Приклад 5.2.2. Пов'язані з рівністю властивості суперпозиції: 
SSТ) Згортка суперпозицій для термів: 

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Тут позначення: 
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 для u1,..., un ; 
[image: image366.wmf]t

 для t1,..., tn ; 
[image: image367.wmf]x

 для x1,..., xk ; 
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 для r1,..., rk ; 
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 для w1,..., wk ; 
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 для v1,...,vm; 
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 для s1,..., sm.
ZT)
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((, 'x1,..., 'xт, t1,..., tn) =
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((, t1,..., tn) – згортка імен для термів. 
Зокрема, 
[image: image374.wmf]m
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((, 'x1,..., 'xт) = (. 
DD) 
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('x, t1,..., tn) = 'x  при  х({v1,...,vn} – спрощення для cуперпозицій у функції розіменування. 
DS) 
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('x, (, t1,..., tn) = ( – спрощення при спільному імені для cуперпозицій у функції розіменування.
Зокрема,  Sx('x, () = (. 
ZNT) 
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((, t, t1,..., tn) =
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((, t1,..., tn) за умови, що x неістотне для ( – згортка за неістотним ім'ям для термів.
Зокрема,  Sx((, t) = (. 
Приклад 5.2.3. Специфічні властивості рівності. 
Rf) рефлексивність:  t=t; 
Sm) cиметричність:  s=t ( t=s; 
Tr) транзитивність:  s=t ( t=h ( s=h; 
EФ)  t1=s1(...( tn =sn (
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ET)  t=s( t1=s1(...( tn =sn (
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(t, t1,..., tn) =
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(s, s1,..., sn). 
SЕ)  S
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) – S=-дистрибутивність. 
Основою еквівалентних перетворень формул ФЕНКЛ є теореми еквівалентності та рівності. Теорема еквiвалентностi справджується ще на реномінаційному та кванторному рівнях. Теореми рівності з'являються тільки на функціонально-екваційному рівні. 

Теорема 5.2.1 (рівності для термів). Нехай терм (' отриманий з терма ( заміною деяких входжень термів s1, ..., sn на терми t1, ..., tn відповідно. Якщо s1=t1,..., sn =tn , то  ( = ('. 
Теорема 5.2.2 (рівності для формул). Нехай формула ' отримана з формули  замiною деяких входжень термів s1, ..., sn на терми t1, ..., tn вiдповiдно. Якщо s1=t1,..., sn =tn , то '.
Ім'я x(V неiстотне для терма t, якщо для кожної інтерпретації A=(A, I) ім'я x неістотне для функції tA . 
Ім'я x(V неiстотне для формули (, якщо для кожної інтерпретації A=(A, I) ім'я x неістотне для предиката A . 
Теорема 5.2.3. Ім'я x(V неістотне для формули    ( (x  ( ( x(  ( x ( x 
Теорема 5.2.4. Нехай y(V неістотне для . Тоді xySx(, 'y) та xySx(, 'y). 
Ім'я x тотально неістотне, якщо x неістотне для кожного g(Fns(Ps.
На рівні ФЕНКЛ маємо критерій неістотності предметних імен для термів: 
Теорема 5.2.5. Ім'я x(V неістотне для терма ( ( (y(( =Sx((, 'y)) ( (( =Sx((, 'y)). 
Звідси маємо властивості: 

NТ) Ім'я x(V неістотне для терма ( ( (y((=Sx((, 'y)); 
N() Ім'я x(V неістотне для формули ( ( ((x ( (x((. 
Приклад 5.2.4. Використовуючи NТ і N(, дістаємо правила згортки за неістотним ім'ям – ПН для формул і ПНТ для термів:
ПH) Нехай (x Тоді 
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ПHТ) Нехай (y(( =Sx((, 'y)) Тоді 
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На рівні ФЕНКЛ для кожного g(Fs(Ps множину синтетично неістотних предметних імен визначимо за допомогою тотальної функції ( : Fs(Ps(2V. При цьому для кожного 'x(Dns покладемо (('x) = V\{x}. Продовжимо таку функцію до функції  ( : Tr(Fr(2V так: 
((
[image: image393.wmf]n

v

 

v

S

,...,

1

t t1...tn) = (((t({v1,...,vn})(
[image: image394.wmf]{|()}

 ()

i

i

ivt

t

Ïm

m

I

; 
((=ts) = ((t)(((s);
(() = ((); 
(() = (()(((); 
((x) = (()({x};
((
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Пару (Fs(Ps, () назвемо сигнатурою синтетичної неістотності. 
Тотальна неістотність імені x означає, що  x(
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gFnsPs

g

ÎÈ

m

I

. Тому при заданні синтетично неістотних імен за допомогою функції ( множиною тотально неістотних імен буде множина  VТ =
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Для виконання еквівалентних перетворень довільних формул ФЕНКЛ треба мати достатній запас тотально неістотних імен. Тому семантичною основою ФЕНКЛ є композиційні системи еквітонних функцій і предикатів з додатковою вимогою наявності нескінченної множини тотально неістотних предметних імен. За фіксованої множини базових композицій такою основою є неокласичні АС із зазначеною вище вимогою. 

Інтерпретацію A = (A, I) назвемо (-інтерпретацією, якщо:
– для кожних f(Fs імена із ((f) неістотні для функції fA ; 
– для кожних p(Ps імена із ((p) неістотні для предиката рA . 
Формула  (-iстинна, якщо А при кожній (-iнтерпретацiї А. 
Якщо функція ( зафіксована, то опускаємо символ (, розуміючи під істинністю та виконуваністю саме (-істинність та (-виконуваність.
Теорема 5.2.6. 1) Нехай x((((). Тоді х неістотне для терма ( 
2) Нехай x(((). Тоді x неістотне для формули 
Теорема 5.2.7. Нехай x(((g) для кожного g((() та x(fr(). Тоді  x((().
Наслідок 1. Нехай x(((g) для кожного g((()  та x(dnm(). Тоді  x((().
Наслідок 2. Нехай ім'я x(V тотально неістотне та x(dnm(). Тоді  x((().
Приклад 5.2.5. Властивість загальної S(-дистрибутивності:
S)  S
[image: image399.wmf]v

(x, 
[image: image400.wmf]t

)  yS
[image: image401.wmf]x

,

v

(, 
[image: image402.wmf]t

, 'y). 
Тут y(nm(S
[image: image403.wmf]v

(x, 
[image: image404.wmf]t

)) ( dnm(S
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Кожну формулу ФЕНКЛ можна звести до класичноподібної нормальної форми. 

Формула Ψ знаходиться в різнокванторній формі, якщо: 

– усі входження кванторних префіксів у Ψ, якщо вони є, – за різними тотально неістотними іменами; 
– для кожної підформули вигляду 
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), якщо A містить x, то x({
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). 
Формулу в різнокванторній формі назвемо різнокванторною формулою. 
Формула Ψ знаходиться в нормальній формі, якщо:
– усі входження кванторних префіксів у Ψ, якщо вони є, – за різними тотально неістотними іменами;

– усі символи суперпозиції формули Ψ, якщо вони є, застосовані тільки до ФС чи ПС.

Формулу в нормальній формі назвемо нормальною формулою (НФ). 
Неважко переконатись, що кожна різнокваторна формула є нормальною. 

Терм мови ФЕНКЛ нормальний, якщо всі його символи суперпозиції застосовані тільки до ФС, згорнуті неістотні імена й виконані спрощення на основі SST, ZNT, ZT, DS, DD.
Нормальна формула ФЕНКЛ стандартна, якщо для її термів і підформул згорнуті неістотні імена, виконані спрощення згідно з ZNФ, ZФ та всі її терми нормальні.
Атомарні формули та формули вигляду 
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) чи t=s назвемо елементарними. 
Елементарна формула примітивна, якщо вона атомарна, або в її символах суперпозиції згорнуті неістотні імена та всі її терми нормальні. 
Теорема 5.2.8. Для кожної формули  можна збудувати різнокванторну формулу ( таку: (. 
Теорема 5.2.9. Для кожної формули  можна збудувати нормальну (стандартну нормальну) формулу ( таку: (. 
Теорема 5.2.10. Для кожної формули   можна збудувати нормальну квазізамкнену формулу ( таку, що  ( (.
Розглянемо властивості відношення  логічного наслідку для множин формул ФЕНКЛ. 
Семантичні властивості відношення логічного наслідку для множин формул НКЛ кванторного рівня справджуються і для ФЕНКЛ. Це, зокрема, теорема про заміни еквівалентних.
Наведемо ще один приклад, який засвідчує нетранзитивність відношення  
Приклад 5.2.6. Маємо {'x=0 ( 'x=1 ( 'x=2}{'x=0 ( 'x=1, 'x=1 ( 'x=2} та 
{'x=0 ( 'x=1, 'x=1 ( 'x=2}{'x=1}, але {'x=0 ( 'x=1 ( 'x=2}({'x=1}. 
Властивості відношення  логічного наслідку для множин формул ФНКЛ безпосередньо відтворюють семантичні властивості формул. Таким чином, для відношення  маємо властивості П1–П4, властивості S(, S(, S(, S(, S(, S(, S((, S((, SSФ, SSФ, ZФ, ZФ, ZNФ , ZNФ , властивості кроку нормалізації термів SST, SST, ZNT, ZNT, ZT, ZT, DS, DS, DD DD . 
Властивості кроку нормалізації термів індукують властивості нормалізації термів TrN( та TrN( . 
Нехай ( отримана з ( нормалізацією термів на основі еквівалентних перетворень. Тоді маємо: 
TrN() (, (  ( ( (, (  (. 
TrN() (  (, ( ( (  ((. 
Аналогічний вигляд мають властивості, пов'язані із суперпозицією, дистрибутивністю суперпозиції й пропозиційних композицій, спрощенням суперпозицій у формулах. 
Нехай ( отримана з ( на основі властивості FrN, де FrN – одна з властивостей  S(, S(, S(, S(, S(, S(, S((, S((, SSФ, SSФ, ZФ, ZФ, ZNФ , ZNФ . Для   тоді маємо: 
FrN() (, (  ( ( (, (  (. 
FrN() (  (, ( ( (  ((.

Властивості відношення  для множин формул ФЕНКЛ безпосередньо відтворюють семантичні властивості формул пропозиційного і кванторного рівня, властивості для суперпозиції та рівності. Кожна така властивість розщеплюється на дві властивості для , коли еквівалентні формули знаходяться зліва від  та справа від . Отже, для  маємо властивості пропозиційного рівня П1–П4, властивості S(, S(, S(, S(, SSФ, SSФ, SЕ, SЕ, S(, S(, S((, S((, ZФ, ZФ, ZNФ , ZNФ , властивості кроку нормалізації термів SST, SST, ZNT, ZNT, ZT, ZT, DS, DS, DD DD  та властивості ( , (. 
Приклад 5.2.7. Властивості відношення  , пов'язані з елімінацією кванторів. 
() (  (, x  (  (  (, Sx((, t1), …, Sx((, tn), x.
() x, (  ( (  Sx((, 'y), (  (. 
Для ( умови: y тотально неістотне та  y(nm((, (, ) ( dnm((, (, ) 
ВПРАВИ

1. Доведіть наведені в розділі 5.2 властивості ФЕНКЛ, пов'язані із суперпозицією. 

2. Доведіть наведені в розділі 5.2 властивості ФЕНКЛ, пов'язані з рівністю. 

3. Доведіть теореми еквівалентності та рівності для ФЕНКЛ.

4. Доведіть теореми 5.2.3–5.2.5 про неістотність імен.

5. Доведіть теореми 5.2.6 та 5.2.7. 

6. Доведіть теореми 5.2.8–5.2.10 про зведення до нормальних форм. 

7. Нехай формула Ψ утворена з формули Ξ послідовними замінами підформул вигляду x на підформули ySx(, 'y) за умови y(((). Таку формулу Ψ назвемо варіантою формули Ξ. Доведіть, що ΨΞ.
8. Для нормальної формули ( позначимо 
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 формулу, утворену заміною всіх вільних входжень ДНС 'z1,…, 'zn на ДНС 'y1,..., 'yn відповідно. При цьому жодне з таких нових ДНС не може знаходитися в області дії кванторних префіксів y1...yn. Нехай  – нормальна формула, нехай x(((р) для кожного g(((). Доведіть:
1) (x[y](Sx((, 'y) та y(x[y](ySx((, 'y); 
2) якщо ((y, то x yx[y];

3) якщо y(((), то x yx[y].

9. Нормальну формулу Ψ назвемо С-варіантою нормальної формули Ξ, якщо Ψ утворена з Ξ послідовними замінами підформул вигляду x( на підформули вигляду y(x[y] за умов x(((g) для кожного g((() та y(((). Доведіть, що ΨΞ.

10. Запропонуйте аксіоматизацію ЧНКЛ та ФЕНКЛ. 

11. Випишіть в явному вигляді всі зазначені в розділі 5.2 семантичні властивості відношення логічного наслідку для множин формул ФЕНКЛ. 

12. Доведіть теорему про заміну еквівалентних для випадку ФЕНКЛ.
6. АКСІОМАТИЧНІ СИСТЕМИ ЛОГІК 1-го ПОРЯДКУ

Формально-аксіоматичні системи гільбертівського типу класичних логік 1-го порядку називають численнями 1-го порядку, або теоріями 1-го порядку. 
Під теорією 1-го порядку розуміємо формальну систему T=(L, A, P), де L  мова 1-го порядку, A  множина аксіом, яка розбита на множину логічних аксіом і множину власних аксіом, P  множина правил виведення. 
6.1. Теорії 1-го порядку

Множина логічних аксіом задається такими схемами аксіом:
Ах1)   пропозиційні аксіоми;
Ах2) x[t]x  аксіоми підстановки;
Ах3) x=x  аксіоми тотожності;
Ах4) x1=y1...xn = yn fx1...xn = fy1...yn та 
x1=y1...xn = yn  px1...xnрy1...yn  аксіоми рівності.
Множина ПВ P складається з таких правил виведення:
П1)  |  правило розширення.  
П2)  |  правило скорочення.
П3) () |()  правило асоціативності.
П4) ,  |  правило перетину.
П5)  x, якщо x не вільна в ,  правило -введення.
Логічні аксіоми присутні у всіх теоріях 1-го порядку, власні аксіоми визначають специфіку тієї чи іншої теорії.
Теоремою теорії 1-го порядку T називають формулу, яка виводиться із аксіом за допомогою скінченної кількості застосувань ПВ. 

Множину теорем теорії T позначатимемо Th(T). Те, що A  теорема, позначаємо T A, або A, якщо T мається на увазі. 
Абстрагуючись від наборів символів логічних операцій, способів запису термів та формул, наборів логічних аксіом і правил виведення, можна стверджувати, що теорія 1-го порядку визначається сигнатурою мови та множиною власних аксіом.
Сигнатурою теорії 1-го порядку називають сигнатуру мови цієї теорії. 
Формулу мови теорії називатимемо також формулою теорії.
Теорія T' називається розширенням теорії T, якщо кожна формула теорії T є формулою теорії T' та Th(T) ( Th(T').
В цьому випадку теорію T називають звуженням теорії T'.
Розширення (звуження) T' теорії T називають простим, якщо T та T' мають однакові мови.
Теорії 1-го порядку T1 та T2 називаються еквівалентними, якщо в них однакові мови та множини теорем.
Потужністю теорії T називають потужність множини Th(T). Зокрема, теорія 1-го порядку із зліченною сигнатурою зліченна, теорія 1-го порядку з сигнатурою потужності ( має потужність (.
Розглянемо кілька прикладів теорій 1-го порядку.
Приклад 6.1.1. Теорія 1-го порядку, яка не містить власних аксіом, називається численням предикатів 1-го порядку (скорочено ЧП-1). 

Приклад 6.1.2. Особливе місце серед формальних теорій займає теорія натуральних чисел – формальна арифметика. Позначимо її Ar. Мовою Ar є мова Lar. Власні аксіоми Ar такі:
Ar1) (x+1=0);
Ar2) x+1=y+1x=y;
Ar3) x+0=x;
Ar4) x+(y+1)=(x+y)+1;
Ar5) x(0=0;
Ar6) x((y+1)=x(y+x;
Ar7) Ax[0] &(x(AAx[x+1]) (xA  аксіоми індукції. 
Кожна власна аксіома формальної арифметики є ІАФ.
Приклад 6.1.3. Елементарною теорією груп називається теорія 1-го порядку Gr сигнатури {(, е, =}, де е – константний символ, (  бінарний функціональний символ. Власні аксіоми Gr такі:
G1) x( (y(z)=(x(y)(z;
G2) (x(е(x=x);
G3) (xy(y(x=е).
Приклад 6.1.4. Елементарною теорією полів називається теорія 1-го порядку Fl сигнатури {0, 1, +, (, =}, де 0 та 1 – константні символи, + та (  бінарні ФС. Власні аксіоми Fl такі:
Fl1) x+y=y+x;
Fl2) x+(y+z)=(x+y)+z;
Fl3) x(y=y(x;
Fl4) x((y(z)=(x(y)(z;
Fl5) x((y+z)=x(y+x(z;
Fl6) (x(x+0=x);
Fl7) (x(x(1=x);
Fl8) (xy(x+y=0);
Fl9) (x((x=0)y(x(y=1));
Fl10) (0=1).

Теорема 6.1.1. 1) Логічні аксіоми є всюди істинними формулами.

2) Висновки правил П1–П4 – тавтологічні наслідки засновків.

3) Висновок правила П5 – слабкий логічний наслідок засновку.

Наслідок. Кожна теорема ЧП-1 є всюди істинною формулою.
Справді, логічні аксіоми всюди істинні, правила виведення зберігають властивість всюди істинності. 

Приклад 6.1.5. Умова "x не вільне в " істотна для П5. 
Справді, x=0x=0 ( x(x=0)x=0, бо x=0x=0 всюди істинна, a в силу  (x(x=0)x=0)N(1)=F  маємо  N ( x(x=0)x=0. 
Приклад 6.1.6. Для П5  не можна посилити до |=. 
Справді, маємо x=01=0 x(x=0)1=0, але ((x=01=0)(x(x=0)1=0))N (1)=F, тому  x=01=0 |( x(x=0)1=0.
Моделлю теорії 1-го порядку T називається інтерпретація мови теорії, на якій істинні всі власні аксіоми теорії T.
Приклад 6.1.7. Моделлю ЧП-1 є кожна інтерпретація його мови.

Приклад 6.1.8. Моделлю елементарної теорії груп Gr є кожна група.
Приклад 6.1.9. Моделлю формальної арифметики Ar є N  стандартна інтерпретація Lar. Таку модель називають стандартною моделлю формальної арифметики.
Приклад 6.1.10. Моделлю елементарної теорії полів Fl є кожне поле.
Формула ( називається істинною в теорії T, якщо ( істинна на кожній моделі теорії T.
Теорема 6.1.2 (теорема істинності). Кожна теорема теорії 1-го порядку T істинна в T.
Теорема 6.1.3 (теорема тавтології). Кожна тавтологія є теоремою. 
Наслідок. Якщо {(1, ..., (n}╞ ( та (1, ..., (n , то (. 
ВПРАВИ

1. Доведіть незалежність кожної схеми логічних аксіом та кожного правила виведення від інших схем аксіом та правил виведення числення предикатів.

2. Визначіть, вказавши мову та власні аксіоми, теорії 1-го порядку таких математичних структур: 

1) комутативної групи;

2) кільця; 

3) кільця з одиницею; 

4) комутативного кільця; 

5) тіла (некомутативного поля); 

6) поля;

7) частково впорядкованої множини; 

8) лінійно впорядкованої множини; 

9) решітки; 

10) булевої решітки; 

11) повної групи;

12) групи без кручень;

13) алгебраїчно замкненого поля; 

14) впорядкованого поля дійсних чисел. 

6.2. Приклади виведень в теоріях 1-го порядку

У наведених прикладах використовуємо теорему тавтології (ТТ). 
Приклад 6.2.1. (xAA.
Маємо AxA (аксіома Ах3), звідси за ТТ xAA, тобто (xAA.

Приклад 6.2.2 (правило (-введення).  Якщо AB  та  x не вільне в A, то  A(xB.
Якщо AB, то BA за TT, звідки xBA за П5. Тоді AxB за ТТ, отже, A(xB. 
Приклад 6.2.3 (правило дистрибутивності). Якщо AB, то xAxB  та  (xA(xB.
Маємо AB (умова) та BxB (аксіома Ах3), звідки за ТТ AxB, тому за П5 дістаємо xAxB.
З умови маємо BA за TT, маємо AxA (аксіома Ах3), звідси за ТТ BxA. За П5 маємо xBxA, тому за ТТ  xAxB , тобто (xA(xB.

Приклад 6.2.4 (правило узагальнення). Якщо A, то (xA.
Якщо A, то за П1 (xAA, звідки за ТТ A (xA. Тоді xA(xA за П5, тобто (xA(xA. Тепер (xA за П2. 
Приклад 6.2.5 (правило уособлення). Якщо (xA, то A.
За теоремою 6.2.1 (xAA. Звідси і з умови (xA за MP A.
Приклад 6.2.6 (теорема замикання). A  A.
Випливає з правил узагальнення та уособлення. 
Приклад 6.2.7 (правило підстановки). Якщо A, то 
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Тоді згідно з Ax[t] послідовно маємо 
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На основі прикладів 6.2.2, 6.2.3, 6.2.7 вводимо похідні правила виведення:
правило (-вв:  AB  A(xB, якщо x не вільне в A;

правило (-дис:  AB  xAxB; 
правило (-дис:  AB  (xA(xB;
правило підстановки (ПП):  A 
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Приклад 6.2.8 (теорема підстановки). 
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Використовуючи приклад 6.2.1 замість аксіоми Ах3, аналогічно попередньому маємо (x1...(xnAA, звідки (x1...(xnA
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Приклад 6.2.9 (правило симетрії). Для довільних термів a та b маємо  a=bb=a.
Маємо x=yx=xx=xy=x (аксіома рівності для ПС =), звідки x=xx=xy=xy=x за ТТ. Але x=x (аксіома тотожності), тому послідовно x=xy=xy=x та x=yy=x за MP. Аналогічно y=xx=y, тому x=yy=x за ТТ. Звідси за ПП a=bb=a. 
Приклад 6.2.10 (правило транзитивності). Для довільних термів a, b та c  маємо  a=bb=ca=c.
Маємо y=xy=zy=yx=z (аксіома рівності для ПС =), звідки y=yy=xy=zx=z за ТТ. Але y=y (аксіома тотожності), тому за MP y=xy=zx=z. Згідно з правилом симетрії маємо  x=yy=x, тому x=yy=zx=z за ТТ. За ПП дістаємо a=bb=ca=c. 
Нехай ( – деяка множина формул, T – теорія 1-го порядку. Теорію, утворену із T додаванням формул множини ( як нових власних аксіом, позначаємо T [(]. Якщо (={(1,...,(n}, то замість T [{(1,...,(n}] пишемо T [(1,...,(n].  При  (={(} пишемо T [(] (.

Теорема 6.2.2 (теорема дедукції). Нехай A  замкнена формула. Тоді для довільної формули B маємо: T AB  T [A] B.
Наслідок. Нехай A1, ..., An  замкнені формули. Тоді для довільної формули B маємо T A1...AnB  T [A1, ..., An] B.
Приклад 6.2.11. Якщо не вимагати замкненості формули A, теорема дедукції невірна. Справді, Ar [x=0] x=0, тому Ar [x=0] y=0 за ПП. Але формула x=0y=0 не є ІАФ, тому невірно Ar x=0y=0.
Теорема 6.2.3 (теорема редукції). Нехай  (  деяка множина формул. Тоді  T [(] A    T B1...BnA  для деяких  B1, …, Bn , де кожна формула Bk є замиканням деякої формули із (. 
Приклад 6.2.12 (теорема про варіанту). Якщо A'  варіанта формули A, то |AA'.
Покажемо xByBx[y], якщо y не вільна в B. Тоді наше твердження випливатиме з теореми еквівалентності та TT. Маємо Bx[y]xB (аксіома Ах3), звідки yBx[y]xB за П5. Але (Bx[y])y[x] співпадає з B, адже y не вільне в B. Тому ByBx[y] як Ах3, звідки xByBx[y] за П5. Звідси та з yBx[y]xB за TT xByBx[y]. 
ВПРАВИ

1. Вкажіть виведення в численні предикатів таких формул: 
1) |xA&Bx(A&B), якщо x не вільна в B;
2) |(xA&B(x(A&B), якщо x не вільна в B;
3) |xyA(yxA;
4) |хA&xВ(x(А&В);

5) |x(A&B)(xA&B;

6) |(A(xB)((xA(B);

7) |(хA(xB)(x(A(B);
8) |(xA(хB)(x(A(B);
9) |x(A(B)((xA(xB);
10) |x(A(B)((xA((xB);
11) |x(A(B)(((xA((xB);
12) |(xA((xB)(x(A(B); 
13) |((xA((xB)(x(A(B).

2. Встановіть, чи вірно:
1) |xA&B(x(A&B) ? 
2) |x(A&B)(xA&B ? 

3) |xА&xB(x(А&В) ? 
4) |x(А&B)(xА&xВ ? 
5) |хAxВ(x(АВ) ? 
6) |x(АВ)(хAxВ ? 
7) якщо |xA&B, то |x(A&B) ?

3. Доведіть теореми про дедукцію та про редукцію.

4. Доведіть синтаксичні варіанти теорем про пренексні операції:

1) |(xBxB та |xB(xB;
2) |xBCx(BC) та |(xBC(x(BC), якщо x не вільна в C;
3) BxCx(BC) та |B(xC(x(BC), якщо x не вільна в B.
5. Доведіть синтаксичні варіанти теореми еквівалентності:

Нехай ' отримана із формули  заміною деяких входжень формул B1, ..., Bn на P1, ..., Pn відповідно. Якщо |B1(P1, ..., |Bn (Pn , то |'. 
6. Доведіть синтаксичні варіанти теорем рівності:

1) Нехай ' отримана із формули  заміною деяких входжень термів t1,..., tn на терми s1,..., sn відповідно. Якщо t1=s1, ..., tn = sn , то |'. 

2) Нехай терм (' отриманий із терма ( заміною деяких входжень термів t1,..., tn на терми s1,..., sn відповідно. Якщо t1=s1, ..., tn = sn , то (  ('.
7. Нехай '  пренексна форма формули . Доведіть |'.
6.3. Несуперечливість, повнота, розв'язність теорій 1-го порядку. Теорема Гьоделя про повноту та її наслідки

Вважаємо відомими поняття частково-рекурсивної та рекурсивної функції, рекурсивно перелічної та рекурсивної множини [5, 9, 19].
Теорія 1-го порядку T називається несуперечливою, якщо не існує формули ( такої, що T |( та T | (.
Несуперечлива теорія 1-го порядку T називається повною, якщо для кожної замкненої формули ( маємо T |( або T | (.
Приклад 6.3.1. Числення предикатів 1-го порядку неповне.
Позначимо S замкнену формулу (x(y(x=y), істинну тільки на 1-елементних інтерпретаціях. Тоді S істинна на всіх n-елементних інтерпретаціях, де n>1. Якщо S, то |=S, що неможливо; якщо ж  S, то |= S, що теж неможливо. 
Розглянемо поняття розв'язності та перелічності аксіоматичних теорій. 

Розв'язність теорії означає алгоритмічну розв'язність множини її теорем відносно множини всіх формул мови теорії. 

Перелічність означає: множина теорем теорії алгоритмічно перелічна. 
Зафіксуємо певну ефективну нумерацію множини формул мови теорії. 
Теорія T розв'язна, або рекурсивна, якщо множина ((Th(T)) номерів теорем теорії T рекурсивна. 
Найпростішим прикладом розв'язної теорії є розглянуте в розділі 2 пропозиційне числення. 

Приклад 6.3.2. Вкажемо алгоритм розв'язку множини теорем ПЧ відносно множини всіх пропозиційних формул. За даною ПФ A із п пропозиційними іменами будуємо задану нею булеву функцiю f. Тодi ╞ A  f є константа 1. За теоремою тавтологiї ╞ A  A, тому для перевiрки умови A треба перевiрити, чи f є константа 1. Для цього обчислюємо значення f на кожному iз 2п наборiв значень її аргументів. 
Теорія T перелічна, якщо множина ((Th(T)) рекурсивно перелічна. 
Кожна теорія 1-го порядку із алгоритмічно перелічною множиною аксіом перелічна.
Теорія T рекурсивно аксіоматизована, якщо множина ((Ax) номерів її власних аксіом рекурсивна. 
Це означає, що множина її власних аксіом Ax алгоритмічно розв'язна відносно множини всіх формул мови теорії.
Теорія T рекурсивно аксіоматизовна, якщо T еквівалентна деякій рекурсивно аксіоматизованій теорії.
Кожна перелічна теорія 1-го порядку рекурсивно аксіоматизовна.
Таким чином, теорія T перелічна  T рекурсивно аксіоматизовна.
Теорема 6.3.1 (про розв'язність). Нехай T  повна теорія 1-го порядку із алгоритмічно перелічною множиною аксіом. Тоді T розв'язна.
Наслідок. Кожна повна перелічна теорія 1--го порядку розв'язна.
Теорема Гьоделя про повноту засвідчує повноту логічних засобів логік 1-го порядку. Вона стверджує, що логічних засобів теорії 1-го порядку., тобто її аксіом та правил виведення, достатньо для виведення кожної істинної в теорії формули. Інакше кажучи, теорема про повноту засвідчує адекватність семантичної та синтаксичної істинності. 
Для доведення теореми Гьоделя про повноту можна використати теорему про існування моделі:
Теорема 6.3.2 (Гьодель-Генкін). Нехай T – несуперечлива теорія 1-го порядку потужності (. Тоді T має модель потужності ((.
Наслідок. Кожна несуперечлива зліченна теорія 1-го порядку має зліченну або скінченну модель.
Теорема 6.3.3 (теорема Гьоделя про повноту, 1-е формулювання). Нехай T  теорія 1-го порядку. Тоді формула ( істинна в T    T (.
Теорема 6.3.4 (теорема Гьоделя про повноту, 2-е формулювання). Теорія 1-го порядку T несуперечлива  T має модель.
Виведемо теорему 6.3.4 із теореми 6.3.2. Якщо T несуперечлива, то T має модель. Якщо T має модель M, то кожна формула вигляду A&A на M хибна, тому T  A&A неможливо, звідки T несуперечлива ▄ 
Розглянемо приклади використання теореми Гьоделя про повноту.
Приклад 6.3.3 (теорема Льовенгейма-Сколема про спуск). Нехай теорія 1-го порядку T потужності ( має модель, тоді T має модель потужності ((.
Якщо T має модель, тоді T несуперечлива. За теоремою 6.3.2 T має модель потужності ((. 
Наслідок. Якщо зліченна теорія 1-го порядку має нескінченну модель, тоді вона має зліченну модель.
Теорія T скінченно аксіоматизована, якщо множина її власних аксіом скінченна. 
Теорія T скінченно аксіоматизовна, якщо T еквівалентна деякій скінченно аксіоматизованій теорії.
Скінченно аксіоматизованою частиною (САЧ) теорії T називають просте скінченно аксіоматизоване звуження теорії T.
Приклад 6.3.4 (теорема компактності, 1-е формулювaння). Формула ( істинна в T  ( істинна в деякій САЧ К(T. 
Нехай ( істинна в T. За теоремою 6.3.3 T (. Таке виведення використовує тільки скінченну кількість аксіом, тому може бути проведене в рамках деякої САЧ К(T. Отже, К (, звідки ( істинна в К. 
Кожна модель теорії T є моделлю кожного її звуження, тому якщо ( істинна в деякій САЧ К(T, то ( істинна в T. 
Приклад 6.3.4 (теорема компактності, 2-е формулювання). Теорія 1-го порядку T має модель  кожна САЧ теорії T має модель.
Якщо T має модель M, то всі аксіоми T істинні на M. Отже, кожна аксіома із довільної скінченної підмножини аксіом T істинна на M. Тому M є моделлю кожної САЧ теорії T.
Якщо кожна САЧ теорії T має модель, то T несуперечлива, бо виведення кожної суперечності (формули вигляду A&A) використовує скінченну кількість аксіом. Тому за теоремою 6.3.4 T має модель. 
На основі теореми компактності доводиться 

Теорема 6.3.5 (теорема Льовенгейма-Сколема про підйом) Нехай теорія 1-го порядку T потужності ( має нескінченну модель. Тоді T має модель довільної потужності (((.
Теорія 1-го порядку категорична, якщо всі її моделі ізоморфні. 
Приклад 6.3.5. Теорія 1-го порядку T, сигнатура якої не має нелогічних символів, а множина власних аксіом складається з формул вигляду х=у, категорична. Справді, всі моделі теорії T 1-елементні. Такі моделі ізоморфні, бо сигнатура мови має тільки логічний символ =.
Якщо теорія 1-го порядку T має нескінченні моделі, вона не може бути категоричною, бо в силу теореми 6.3.5 T має моделі різних нескінченних потужностей, а такі моделі неізоморфні. 
Нехай ( - деяка нескінченна потужність. 
Зліченну потужність позначаємо (. 
Теорія 1-го порядку T (-категорична, якщо всі її моделі потужності ( ізоморфні. 
Приклад 6.3.6. ЧП-1, сигнатура якого не містить нелогічних символів (містить тільки ПС =), є прикладом теорії, (-категоричної для довільної (.
Приклад 6.3.7. ЧП-1, сигнатура якого містить єдиний 1-арний ПС як нелогічний символ – це теорія, яка для довільної ( не є (-категоричною. 
Приклад 6.3.8. Нехай T  теорія 1-го порядку, сигнатура якої містить єдиний 1-арний ПС Р як нелогічний символ. Нехай власні аксіоми T стверджують: для кожного k(N існує (k елементів з властивістю Р та існує (k елементів з властивістю (Р. Тоді T (-категорична, але не (-категорична для кожної незліченної (.
Приклад 6.3.9. Нехай T  теорія 1-го порядку, нехай її нелогічними символами будуть константні символи с1, с2, …, сп, … , які утворюють нескінченну послідовність. Нехай власні аксіоми T мають вигляд сi(сj для всіх i(j. Тоді T (-категорична для кожної незліченної (, але не (-категорична. 
Для зліченних теорій інших можливостей, крім названих в прикладах 6.3.6–6.3.9, не існує. Це засвідчує 
Теорема 6.3.6 (Морлі). Якщо зліченна теорія (-категорична для деякої незліченної (, то вона (-категорична для всіх незліченних (. 
Прикладом використання поняття категоричності є 

Теорема 6.3.7 (Лось-Воот). Нехай (  деяка нескінченна потужність. Нехай T  несуперечлива теорія потужності (, всі моделі якої нескінченні, причому T (-категорична.. Тоді T  повна теорія. 
ВПРАВИ

1. Доведіть: теорія 1-го порядку T суперечлива  T |S для кожної формули S мови теорії T. 
2. Доведіть теорему несуперечливості: нехай T  теорія 1-го порядку, A  замкнена формула така, що (Th(T); тоді T [A] несуперечлива.
3. Доведіть теорему суперечливості: нехай T  теорія 1-го порядку, A  замкнена формула; тоді T A  T [A] суперечлива. 
4. Доведіть теорему Лінденбаума: кожне несуперечлива теорія 1-го порядку має несуперечливе просте повне розширення.
5. Нехай T  теорія 1-го порядку із алгоритмічно перелічною множиною аксіом. Доведіть, що тоді T перелічна.

6. Нехай T  перелічна теорія 1-го порядку. Доведіть, що тоді теорія T рекурсивно аксіоматизовна.

7. Доведіть теорему про розв'язність.
8. Доведіть, що чисте числення 1-арних предикатів розв'язне (його сигнатура містить тільки 1-арні ПС і не містить ФС та символу = ). 
9. Доведіть, що проблема всюди істинності формул мови 1-го порядку зліченної сигнатури частково розв'язна.
10. Видалимо з теорії Ar функціональний символ ( і аксіоми Ar5 та Ar6. Доведіть, що отримана таким чином теорія повна і розв'язна. 

11. Доведіть, що числення предикатів сигнатури (ar є нерозв'язним (зведіть проблему зупинки до проблеми всюди істинності формул такого числення). 

12. В аксіоматичній теорії множин Tset (див. [23]) можна строго довести теорему Кантора про неіснування взаємно-однозначного відображення множини  на її булеан (множину всіх підмножин) 2A. За наслідком теореми 6.3.2 Tset має зліченну модель, тобто кількість всіх можливих множин зліченна, звідки 2N теж зліченна ("парадокс Сколема"). Поясніть, чому справжнього парадоксу тут немає. 
13. Використовуючи теорему компактності, доведіть теорему Льовенгейма-Сколема про підйом.
14. Використовуючи теорему компактності, доведіть: 

1) якщо теорія 1-го порядку T має скінченні моделі як завгодно великої потужності, то T має нескінченну модель.

2) нехай зліченна теорія 1-го порядку T має нескінченну модель. Тоді T має модель довільної потужності (((.

3) існує зліченна модель формальної арифметики, яка неізоморфна її стандартній моделі

15. Визначіть елементарні теорії Fl(p) полів характеристики р (р – просте число) та елементарну теорію Fl(0) полів характеристики 0. Використовуючи теорему компактності, доведіть:
1) теорія Fl(0) не є скінченно аксіоматизовною.
2) не існує простого розширення теорії Fl, моделями якого є скінченні поля і тільки вони.
16. Вкажіть приклади категоричних теорій, відмінних від теорії прикладу 6.3.5.

17. Наведіть приклад (-категоричної, але не (-категоричної для кожної незліченної ( теорії, відмінної від теорії прикладу 6.3.8.

18. Наведіть приклад (-категоричної для кожної незліченної (, але не (-категоричної теорії, відмінної від теорії прикладу 6.3.9.

19. Доведіть теорему Лося–Воота. 
6.4. Аксіоматичні системи неокласичних логік 1-го порядку
Формально-аксіоматичними системами логік повнототальних еквітонних предикатів кванторного рівня є чисті неокласичні числення (ЧНКЧ) [15, 17]. Кожна така система визначається як трійка T = (L, A, P), де L  мова логіки із заданою множиною формул Fr, яку назвемо також мовою ЧНКЧ, A(Fr  множина аксіом, P  множина правил виведення. 

Множина A розбита на множину Aлог логічних аксіом та множину Aвл власних аксіом. 
ЧНКЧ, в яких Aвл=(, назвемо стандартними. 
ЧКНЧ, в яких Aвл((, назвемо спеціалізованими, або прикладними. 
Множину Aлог можна задати такими схемами аксіом:
АхПР)   пропозиційні аксіоми.
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(v1...vn  аксіоми підстановки.
Ах) xyyx   комутативність -префіксів.
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АхR() R
[image: image438.wmf]v

u

((x) ( (xR
[image: image439.wmf]v

u

()  при  x({
[image: image440.wmf]v

, 
[image: image441.wmf]u

}  обмежена R(-дистрибутивність
АхRT) 
[image: image442.wmf]«

F

)

(

z

z

R

.
АхN) xxx   аналітична неістотність квантифікованих імен.
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 при x(z  аналітична неістотність верхніх імен в реномінаціях. 
АхNP) px p  синтетична неістотність імен для базових предикатів. 
Такі аксіоми, записані для всіх p(Ps, визначають множини ((p). 
Множина P складається з таких правил виведення:
П1)    правило розширення. 
П2)     правило скорочення.
П3) () ()   правило асоціативності.
П4) , (    правило перетину.
П5)  x x   правило (( .
П6) y 
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  правило згортки по неістотному імені.
Те, що формула ( є теоремою в численні T, позначаємо T |(, або просто |(, якщо T мається на увазі.
Інтерпретацію A = (A, I) мови ЧКНЧ T назвемо моделлю ЧНКЧ T, якщо кожна аксіома числення T  істинна при A. 
Беручи до уваги властивості аксіом та правил виведення, отримуємо теорему коректності ЧНКЧ: 
Теорема 6.4.1. Кожна теорема ЧНКЧ T істинна на кожній моделі T. 
Зокрема, кожна теорема стандартного ЧНКЧ – всюди істинна формула. 

До аксіом та правил виведення ЧНКЧ входять АхПР та П1–П4. Тому кожне виведення пропозиційного числення буде виведенням ЧНКЧ. Зокрема, це теорема тавтології (ТТ) та її наслідок. 
Теорема 6.4.2. Нехай x(((). Тоді (x та x( 
Звідси та з П5 і П6 дістаємо такі похідні правила виведення:

Правило -введення: Нехай  x(((()  та  (( Тоді  x((

УзП6: Нехай  y(((Ф). Тоді  |
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Для ЧНКЧ справджується [18] теорема повноти: 
Теорема 6.4.3. Для кожної формули  ЧНКЧ Т маємо Т  ( Т . 
ВПРАВИ

1. Сформулюйте і доведіть твердження R(, R&, R(, (R, які можна розглядати як узагальнення відповідних логічних аксіом ЧНКЧ. 
2. Доведіть синтаксичну теорему еквiвалентностi ЧНКЧ. 

3. Доведіть, що в ЧНКЧ справджуються синтаксичні аналоги відповідних семантичних теорем ЧНКЛ: 
1) Нехай (y. Тоді  x(
[image: image448.wmf])
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2) Для кожної формули  можна побудувати нормальну формулу Ψ таку, що Ψ. 
3) Для кожної формули   можна побудувати квазізамкнену нормальну формулу ( таку, що  ( (. 
4) Для кожної формули   можна збудувати пренексну формулу (' таку, що (('. 
5) Нехай   нормальна формула та x(((р) для кожного р(((). Тоді 
[image: image449.wmf])
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6) Нехай   нормальна формула, x(((р) для кожного ПС р((() та ((y. Тоді x
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7) Нехай Ψ  С-варіанта формули Ξ. Тоді ΨΞ. 
4. Формально-аксіоматичними системами логік еквітонних повнототальних функцій та предикатів функціонально-екваційного рівня є функціонально-екваційні неокласичні числення (ФЕНКЧ) [15, 17]. Випишіть в явному вигляді множини логічних аксіом та правил виведення ФЕНКЧ. 

5. Для ФЕНКЧ сформулюйте і доведіть теореми рівності, теорему еквівалентності, теореми про зведення до пренексної форми та до нормальної форми, теореми про варіанту та про С-варіанту.
7. АРИФМЕТИЧНІСТЬ. ТЕОРЕМИ ПРО НЕПОВНОТУ

Вважаємо відомими поняття рекурсивної та частково рекурсивної функції (РФ та ЧРФ), рекурсивної та рекурсивно перелічної множини (РМ та РПМ), рекурсивного та частково-рекурсивного предикату (РП та ЧРП), креативної та простої множини. Невизначені в розділі поняття розуміємо в смислі робіт [9, 15]. 

7.1. Арифметичність ЧРФ та РПМ. Теорема Тарського. 
Теореми Гьоделя про неповноту

При iнтерпретацiї арифметичних формул на стандартній моделі N =(N, ar) іменами натуральних чисел можуть бути замкнені терми 0, 1, 1+1, ..., 1+...+1, ... Таке ім'я натурального числа n позначатимемо 
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Зрозуміло, що ці імена можна визначити так: 
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=0, 
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+1 для n(1. 
Використовуючи введені імена, можна визначити виразність на N предикатів, множин та функцій, використовуючи тільки замкнені арифметичні формули. Зокрема, для п-арних арифметичних функцій та предикатів і для арифметичних множин вигляду L(Nk можна дати класичні [23] визначення. Неважко довести, що такі визначення цілком узгоджені з наведеними в розділі 4.2 визначеннями виразних в АС предикатів, множин та функцій.
Предикат Р : N k→{T, F} арифметичний, якщо існує арифметична формула ((x1, ..., xk) з вільними іменами x1, ..., xk така: Р(n1, ...,  nk) = T  N (
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Така формула ( виражає предикат Р.
Множина L(N k арифметична (АМ), якщо існує арифметична формула ((x1, ..., xk) з вільними іменами x1, ..., xk така: (n1, ..., nk)(L  N (
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Така формула ( виражає множину L.
Класи арифметичних множин і предикатів позначаємо AМ і AП.
Функція f : N k→N арифметична, якщо її графік (f є арифметичною множиною. 
Арифметична формула ( виражає функцію f, якщо формула ( виражає (f.
Приклад 7.1.1. Арифметичними є такі функції: 
1) Функція x+y виражається арифметичною формулою z=x+y. 
2) Функція x(y виражається арифметичною формулою z=x(y.
3) Функція o(x)=0 виражається арифметичною формулою z=0&x=x.
4) Функція  s(x) = x+1  виражається арифметичною формулою  z=x+1.
5) Функція  I
[image: image463.wmf]п

т

(x1, ..., xn) = xm  виражається арифметичною формулою (z=xm)&(x1=x1)&...&(xn=xn).
6) Функція 
[image: image464.wmf]y
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 виражається арифметичною формулою (v(x+v=y) z=0)&(v(y+v=x)y+z=x).
Приклад 7.1.2. Нехай функції g, g1, ..., gn арифметичні, тоді функція f = Sn+1(g, g1, ..., gn)  арифметична.
Нехай функції g(x1, ..., xn), g1(x1, ..., xт), ..., gn(x1, ..., xт) виражені формулами G(x1, ..., xn, z), G1(x1, ..., xт, z), ..., Gn(x1, ..., xт, z) відповідно. Тоді формула z1...zn(
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[z1,..., zn]&(G1)z[z1] &...& (Gn)z[zn]) виражає функцію  z = f(x1, ..., xт). 
Приклад 7.1.3. Нехай функція g арифметична, тоді функція f = M(g) арифметична.
Нехай g(x1, ..., xn, y) виражена арифметичною формулою G(x1, ..., xn, y, z). Але  z = (y(g(x1, ..., xn, y)=0)    (g(x1, ..., xn, z)=0) & ((u(u<zg(x1, ..., xn, u)(0),  тому формула Gy,z[z,0]&(u(u<zt(Gy,z[u,t]&(t(0))) виражає функцію z = (y(g(x1, ..., xn, y)=0).
Кожна ЧРФ отримується із функцій о, s, I
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 за допомогою операцій Sn+1 та M. Функції о, s, I
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 арифметичні, операції Sn+1 та M зберігають арифметичність функцій. Отже, справджується

Теорема 7.1.1. Кожна ЧРФ арифметична.
Приклад 7.1.4. Кожна РПМ арифметична. 
Нехай L(Nk є РПМ. Тоді L=Df для деякої ЧРФ f. Але кожна ЧРФ арифметична, тому f арифметична. Нехай функція f виражається арифметичною формулою ((x1, ..., xn, z). Тоді Df виражається арифметичною формулою z(. 
Теорема 7.1.2. Клас арифметичних множин замкнений відносно операцій (, ( та доповнення.
Нехай множини A та B виражаються арифметичними формулами ( та (. Тоді A(B, A(B та 
[image: image470.wmf]А

 виражаються відповідно арифметичними формулами ((, (&( та ( ▄
Наслідок. Для класів РПМ і АМ маємо строге включення РПМ(АМ.
Приклад 7.1.5. Множина 
[image: image471.wmf]D

 – арифметична, але не РПМ.

Множина D = {x|(x(x)(} є РПМ [5, 8], тому D арифметична, звідки 
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 арифметична, але ж [5, 8] 
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 не є РПМ.  
Нехай задана деяка ефективна нумерацiя арифметичних формул. Нехай T – множина номерiв всiх істинних арифметичних формул (ІАФ). 

Тeорeма 7.1.3 (Тарський). Множина T неарифметична.
Теорема Тарського засвідчує, що не iснує "унiверсальної" ІАФ, яка дозволяла б отримувати довiльну ІАФ за її номером.

Фундаментальне значення теореми Тарського полягає в тому, що вона доводить неможливiсть повної формалiзацiї поняття істини в достатньо багатих мовах, які включають або можуть моделювати мову арифметики. 

Тeорeми Гьодeля про неповноту засвідчують принципову обмeжeнiсть формально-аксiоматичного методу побудови достатньо складних матeматичних тeорiй. Перша тeорeма Гьодeля про неповноту встановлює для широкого класу формальних систем, які включають або в яких можна виразити формальну арифметику (причому навіть не всю формальну арифмeтику, а її певний фрагмент, в якому виразимі всі рекурсивні функції), існування твeрджeнь, нeрозв'язних в тому смислi, що твeрджeння та його запeрeчeння нeвивiднi в систeмi. Друга теорема про нeповноту ствeрджує, що нeсупeрeчливiсть таких систем не можна встановити внутрiшнiми засобами самих систем. 

Тeорeма 7.1.4 (перша тeорeма Гьодeля про нeповноту). Якщо формальна арифмeтика Ar нeсупeрeчлива, то Ar нeповна. 

Приклад 7.1.6. Як наслідок теорем Гьоделя про повноту та неповноту отримуємо існування нестандартних модeлeй формальної арифметики. 
Справді, нехай N  єдина (з точністю до ізоморфізму) модель Ar. Тоді множина істинних в Ar формул співпадає з множиною ІАФ. За теоремою про повноту ця множина співпадає з множиною Th(Ar), тому Th(Ar) = ІАФ. Маємо суперечність, тому необхідно існують моделі Ar, які неізоморфні N  нестандартні моделі. 
Таким чином, навіть ті властивості натуральних чисел, які виражаються на мові арифметики, не можуть адекватно описуватися теорією 1-го порядку з алгоритмічно перелічною множиною аксіом. Справді, множина теорем такої теорії алгоритмічно перелічна, в той же час множина ІАФ неперелічна. Тому кожне перелічне розширення формальної арифметики з необхідністю неповне і має неізоморфні моделі.
Неповнота Ar має принциповий характер [6, 12, 23], її не можна усунути послідовними розширеннями Ar шляхом поступового приєднання до системи нових аксіом. 
Доведення 1-ї теореми Гьоделя можна провести для кожної формальної системи, в якій моделюється Ar. Таким чином, кожна достатньо багата несуперечлива аксіоматична система необхідно неповна, причому така неповнота має принциповий характер. 
Теорема 7.1.5. Нехай T  довільне несуперечливе розширення Ar. Тоді T нерозв'язна. 
Звідки дістаємо узагальнення першої теореми Гьоделя про неповноту.
Наслідок. Нехай T  довільне несуперечливе розширення Ar, причому T перелічна. Тоді теорія T неповна.
Справді, якщо T повна, то за теоремою розв'язності теорія T розв'язна. Але це суперечить теоремі 7.1.5.
Гьодель побудував арифметичну формулу Сon, яка виражає несуперечливість Ar. 
Тeорeма 7.1.6 (друга тeорeма Гьодeля про нeповноту). Якщо Ar нeсупeрeчлива, то Сon не є теоремою Ar. 

Друга теорема Гьоделя про неповноту справджується для кожної формальної системи, в якій моделюється Ar. Тому для кожної достатньо багатої системи доведення її несуперечливості з необхідністю вимагає засобів, які лежать за межами самої системи. 
ВПРАВИ

1. Доведіть арифметичність таких множин та предикатів:
1) {x | Dх скінченна};
2) {x | Eх нескінченна}; 
3) {x | Eх є РМ}; 
4) {x | (х є РФ};

5) "Dх (N";
6) "Eх =N";
7) "Dх =D";
8) {x | (х неін'єктивна}; 
9) {x | Eх креативна}; 
10) {С(x, у) | х(Dу}. 
2. Доведіть, що множина T номерiв усiх ІАФ продуктивна.
3. Встановіть:

1) Чи існують неарифметичні креативні множини?

2) Чи існують неарифметичні продуктивні множини?

4. Доведіть арифметичність таких функцій:

1) функції С(х, у); 
2) функції r(x); 
3) функції l(x); 

4) функції Гьоделя ((х, у). 
5. Виведіть 1-у теорему Гьоделя про неповноту із теореми Тарського.

6. Доведіть, що множина Th(Ar) та множина Sp(Ar) = { | Ar } спростовних в Ar формул рекурсивно нероздільні. 

7.2. Арифметична ієрархія

Розглянемо класифікацію арифметичних множин та предикатів, яка зв'язує теорію рекурсивних функцій [19] з математичною логікою. 

(n-префіксом назвемо послідовність кванторних префіксів із n1 зміною однотипних кванторів, який починається квантором (. 
(n-префіксом назвемо послідовність кванторних префіксів із n1 зміною однотипних кванторів, який починається квантором (. 
Наприклад, (x(y(u(v(w(t(z  (3-префікс; (x(y(z  (2-префікс; (x(y(u(v  (2-префікс; (x(y(u  (1-префікс; (u(z  (1-префікс. 
Нехай (  множина арифметичних формул, значеннями яких є рекурсивні предикати. 
Для всіх n(0 введемо класи предикатів (n , (n та (n . 
Покладемо (0 = (0 = (0 = множина всіх РП. 
Для n(1 маємо: 
(n складається з всіх предикатів, виразних формулами вигляду ((, де (((n та (((. 
(n складається з всіх предикатів, виразних формулами вигляду ((, де (((n та (((. 
(n = (n((n .
Відомо [11], що для n(1 маємо :
 Р((n  (  Р=((()N  для деяких (((n та атомарної формули (; 
 Р((n  (  Р=((()N  для деяких (((n та атомарної формули (. 
Введені класи предикатів (n , (n та (n індукують відповідні класи множин (n = {IP | Р((n}, (n ={IP | Р( (n}, (n = (n((n . 
Зрозуміло, що (0 = (0 = (0 = множина всіх РМ, (1  це множина всіх РПМ, , (1  це множина всіх доповнень до РПМ. Згідно теореми Поста (1 = (1((1  це множина всіх РМ. Отже, (1 = (0 . 
Вкажемо елементарні властивості введених класів предикатів.
Теорема 7.2.1. Р((n ( (Р((n .
Нехай Р=((()N , де (((n та (((. Використовуючи пренексні операції пронесення ( через квантори, дістанемо формулу ('((, де ('((n , таку: ('(( ( (((. Але ((((, тому (Р=(('(()N ((n .
Теорема 7.2.2. (n((n ( (n+1 .
Нехай Р((n . Тоді Р=((()N для деяких (((n та (((. Візьмемо предметне ім'я и(((. Ім'я и неістотне для ((, тому (и(((((. Звідси Р =((и(()N . Але (и (((n+1 , тому Р((n+1 . 
Ім'я и неістотне для (, тому (и((( та (и(((. Звідси ((и(((( та ((и((((. Отже, Р=(((и()N=(((и()N . Але при n непарному ((и((n+1 , при n парному ((и((n+1 . Тому Р((n+1 . Отже, (n ( (n+1 та (n ((n+1 , звідки (n ( (n+1((n+1 = (n+1 .
Нехай Р((n . Тоді Р=((()N для деяких (((n та (((. Візьмемо предметне ім'я u(((. Ім'я и неістотне для ((, тому (и(((((. Звідси Р=((и(()N . Але (и(((n+1 , тому Р((n+1 . 
Ім'я и неістотне для (, тому (и((( та (и(((. Звідси ((и(((( та ((и((((. Отже, Р=(((и()N=(((и()N . Але при n парному ((и((n+1 , при n непарному ((и((n+1 . Тому Р((n+1 . Отже, (n ( (n+1 та (n ( (n+1 , звідки (n ( (n+1((n+1 = (n+1 .
Теорема 7.2.3. 
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Нехай Р(
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За теоремою 7.2.2 Р((n+1 , тому Р(
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Нехай Р(AП. Тоді Р =(A)N для деякої арифметичної формули A. Звівши A до пренексної форми, дістанемо пренексну формулу ( таку, що A((. Така ( має вигляд (( для деяких (((n((n та атомарної формули (. Якщо (((n, то Р(
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Теорема 7.2.4 (теорема Кліні про ієрархію). Для кожного n>0 існує арифметичний предикат ( такий, що  (((n\(n  та ((((n\(n .
Твердження теорем 7.2.1–7.2.4 повністю переносяться на відповідні класи арифметичних множин. 
Крім того, справджується 
Теорема 7.2.5 (сильна теорема про ієрархію). Для кожного n>0 М((n+1  (  М є ((n)-РПМ  та  М((n+1  (  М є ((n)-РМ. 
Наслідок. М((n ( М (1 ((n) та М((n ( 
[image: image488.wmf]M

(1((n). 
Позначимо (Тп та (Тп множини номерів тих ІАФ, що мають пренексну форму з (n-префіксом та (n-префіксом відповідно. 
Теорема 7.2.6. (Тп (1 ((n). 
Для Т-степенів звідси дістаємо 
Наслідок. (Тп (0(n) та (Тп (0(n).
Bстановлення належності множини до класів (n чи (n, тобто визначення її місця в арифметичній ієрархії, можна здійснити алгоритмом Тарського-Куратовського [19]. 
Суть алгоритму: використовуючи пренексні операції, подаємо предикат "x(M" у вигляді ((()N , після чого встановлюємо (((n чи (((n для деякого n>0.

Наведемо приклади використання алгоритму Тарського-Куратовського.

Приклад 7.2.1. М = {x | Dx =(}((1 . 
Маємо Dx=( ( (y((x(y)() ( (y((k(Px(y)( за k кроків) ( (y(k((Px(y)( за k кроків). Предикат ((Px(y)( за k кроків) є РП.
Приклад 7.2.2. М = {x | Dx нескінченна}((2 . 
Dx нескінченна ( (z(y(y>z & y(Dx) ( (z(y(y>z & (k(Px(y)( за k кроків) ( (z(y(k(y>z & Px(y)( за k кроків). 
Предикати y>z та (Px(y)( за k кроків) є РП.
Приклад 7.2.3. М = {x | (x не є РФ}((2 . 
x(M ( (x не є РФ ( (y((x(y)() ( (y((k(Px(y)( за k кроків) ( (y(k((Px(y)( за k кроків). 

Предикат ((Px(y)( за k кроків) є РП.
Приклад 7.2.4. М = {x | Dx є РМ}((3 . 
Предикат (Pu(v)( за w кроків) позначимо Р(u,v,w). 
Використаємо співвідношення А((В ( ((A((B)&(A(B). 
Tепер маємо Dx є РМ ( (z(Dx=
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) ( 
(z(y(y(Dx (((y(Dz)) ( (z(y((kР(x, y, k) (((nР(z, y, n)) ( 
(z(y( (((kР(x, y, k)(((nР(z, y, n)) & ((kР(x, y, k)((nР(z, y, n) ) ( 
(z(y((k(n((Р(x, y, k)((Р(z, y, n)) & (k(n(Р(x, y, k)(Р(z, y, n)) ) ( 
(z(y(k(n(l(m( ((Р(x, y, k)((Р(z, y, n)) & (Р(x, y, l)(Р(z, y, m)) ).
Предикат в дужках після кванторних префіксів є РП.

ВПРАВИ

1. Визначіть місце в арифметичній ієрархії таких множин та предикатів:
1) {x | (х є РФ};

2) "(х ін'єктивна";

3) {x | Ex =(};

4) {x | Dх ((}; 
5) {x | Dх скiнчeнна};

6) {x | Ех нескiнчeнна}; 
7) {x | (х є ПРФ};
8) {x | Eх є ПРМ}; 
9) {x | (х cюр'єктивна}; 
10) {x | (х бієктивна};
11) {x | Eх =D};

12) {x | Eх не проста};
13) {x | Dх креативна}; 
14) "Dх (Ey";
15) "Eх=Ey";
16) "Eх не креативна";
17) "Dх проста";
18) "Eх (m D"; 
19) "Dх (Т D". 
2 Дайте повне доведення теорем 7.2.5 та 7.2.4. 

3 Сформулюйте та доведіть релятивний варіант теореми 7.2.5:

4 Доведіть, що T(0(().
8. CЕКВЕНЦІЙНІ ЧИСЛЕННЯ 1-го ПОРЯДКУ

Розглянемо формально-аксіоматичні системи секвенційного типу для класичних та неокласичних логік кванторного та функціонального рівня. Такі системи будуємо на основі властивостей відношення   логічного наслідку для множин формул. 
8.1. Cеквенційні числення НКЛ кванторного рівня 
Розглянемо випадок логік еквітонних квазіарних предикатів кванторного рівня – чистих неокласичних логік (ЧНКЛ). 
Враховуючи семантичні властивості відношення   пропозиційного рівня П1–П4, реномінативного рівня RT, RT, RR, RR, R(, R(, R(, R(, N, N  та кванторного рівня R(, R(, R(((, R(((. ( , ( , для секвенцій відмічених формул вводимо такі базові секвенційні форми: 
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Для ( R( та (R( умова: y({
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Для (R(( та (R(( умови: y({
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Таким чином, при умові y({
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При застосуванні форми (   {z1,…, zт} – це множина усіх імен множини доступних формул секвенції ((xA, ( та її наступників. 

При застосуванні форми ( y тотально неістотне та y(nm((, A).
Секвенційні числення кванторного рівня з наведеними вище базовими секвенційними формами назвемо QZN-численнями. 

Враховуючи наявність похідних композицій (, & та x, можна ввести похідні секвенційні форми ((, ((, (&, (&, R, R, R, R, ,  . Наведемо секвенційні форми  та  :

 
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При застосуванні форми    {z1,…, zт} – це множина усіх імен множини доступних формул секвенції (xA, ( та її наступників. 

При застосуванні форми   y тотально неістотне та y(nm((, A).
Враховуючи семантичні властивості відношення  , отримуємо: 
Теорема 8.1.1. Нехай ( = ( (, ( = (  (, ( = ( (, нехай 
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  секвенційні форми. Тоді: 
1) якщо  (  (, то  (  (; 
2) якщо  (  (  та  (  ( , то  (  (. 
Процедура побудови секвенційного дерева для секвенції ( розбивається на етапи. При цьому застосування секвенційних форм можливе лише до доступних формул. На початку кожного етапу виконується крок доступу: до списку доступних формул додається по одній формулі зі списків  -формул та -формул. Якщо в секвенції немає недоступних -формул чи -формул (відповідний список вичерпаний), то на подальших кроках доступу додаємо по одній формулі невичерпаного списку. Перед побудовою секвенційного дерева для  (  зафіксуємо деякий список TN (взагалі кажучи, нескінченний) тотально неістотних імен такий, що імена із TN не зустрічаються в формулах секвенції  (. 
На початку побудови секвенційного дерева доступна лише пара перших формул списків (або єдина -формула чи -формула, якщо один із списків порожній). 
Нехай виконано k етапів процедури. 
На етапі k+1 перевіряємо, чи буде кожен з листів дерева замкненою секвенцією (беремо до уваги тільки доступні формули секвенцій). Якщо всі листи дерева замкнені, то процедура завершена позитивно, отримане замкнене секвенційне дерево. 
Нехай існують незамкнені листи секвенційного дерева. 

Для кожного такого листа ( робимо наступний крок доступу, після чого виконуємо такі дії, добудовуючи скінченне піддерево з вершиною (: 
(1) Активізуємо всі доступні непримітивні формули (. 
(2) По черзі до кожної активної формули застосовуємо відповідну секвенційну форму. Секвенційні форми RT та RT допоміжні: перед застосуванням однієї з форм (N N, RR, RR, R(, R(, R(, R(, R(, R(, R((, R((, ми усуваємо в разі наявності тотожні перейменування, застосовуючи належну кількість раз RT чи RT. Після застосування недопоміжної форми формула дезактивується. 
Спочатку виконуємо всі (-форми. При застосуванні ( беремо y як перше незадіяне ім'я списку TN. Після ( виконуємо R((-форми, при цьому беремо z(nm(
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()) із задіяних імен списку TN, якщо це можливо, інакше беремо z як перше незадіяне ім'я списку TN. Потім до кожної з решти активних формул застосовуємо відповідну їй форму (, ( , (, (, (N, N, RR, RR, R(, R(, R(, R(, R(, R(, (. При застосуванні ( множина {z1,…, zт} складається з усіх імен доступних формул листа та його наступників. Всі повтори формул в секвенції усуваємо. 
При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки: 
1) процедура завершена позитивно, отримане скінченне замкнене секвенційне дерево; 
2) процедура завершена негативно, отримане скінченне незамкнене дерево; 
3) процедура не завершується, і тоді маємо нескінченне секвенційне дерево. Нескінченне дерево зі скінченним розгалуженням має хоча б один нескінченний шлях. Вершини цього шляху не можуть бути замкненими секвенціями, бо при появі замкненої секвенції до неї вже не застосовується жодна секвенційна форма, і процес побудови для цього шляху обривається. 
Отже, у випадках 2) і 3) в дереві існує скінченний або нескінченний шлях, всі вершини якого – незамкнені секвенції. Такий шлях ( назвемо незамкненим. Кожна із формул секвенції (  зустрінеться на цьому шляху і стане доступною. 

Для QZN-числень справджуються теореми коректності та повноти.

Теорема 8.1.2 (коректності). Нехай секвенція  ( ( вивідна. Тоді ( (. 
Для доведення теореми повноти QZN-числень використаємо метод модельних множин. 
Множина Н відмічених формул модельна, якщо виконуються такі умови (тут W = nm(Н) – множина предметних імен формул Н):
1) Для кожної примітивної формули ( лише одна з формул ( чи ( може належати до Н. 
2) Якщо 
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3) Якщо (((Н, то ((Н; 
якщо (((Н, то ((Н.
4) Якщо ((((Н, то ((Н або ((Н; 
якщо ((((Н, то ((Н та ((Н. 
5) Якщо 
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6) Якщо  
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7) Якщо  
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8) Якщо  
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9-1) Якщо  
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9-2) Якщо  
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10) Якщо x(Н, то існує y(W таке, що 
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Теорема 8.1.3. Нехай (  незамкнений шлях у секвенційному дереві, Н  множина всіх відмічених формул секвенцій цього шляху, W=nm(Н). Тоді існують АС А=(A, I) з |A|=|W| та ін'єктивна ((VA з im(()=W такі: 
1) з умови ((Н випливає (А(()=T ; 
2) з умови ((Н випливає (А(()=F. 
Множина Н  модельна. 
Справді, для переходу від нижчої вершини шляху до вищої використовується одна з базових секвенційних форм. Переходи згідно з такими формами точно відповідають визначенню модельної множини. Кожна непримітивна формула, що зустрічається на шляху (, рано чи пізно буде розкладена чи спрощена згідно з відповідною секвенційною формою. Всі секвенції шляху ( незамкнені, тому виконується п.1 визначення модельної множини. Отже, Н  модельна множина 

Візьмемо деяку множину A таку, що |A|=|W|, та деяку ін'єктивну ((VA з im(()=W. Така A продубльовує множину W всіх предметних імен із Н.
Задамо значення базових предикатів на ( та на ІМ вигляду r
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Якщо р(Н, то рА(()=T ; якщо  р(Н, то рА(()=F. 
Якщо  
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Задані таким чином значення базових предикатів продовжимо за еквітонністю, враховуючи умови неістотності імен, на відповідні h(VA. 
В усіх інших випадках d(VA значення рА(d) задаємо довільним чином, враховуючи еквітонність та таке обмеження стосовно неістотності імен: для всіх d, h(VA таких, що d||-((p) = h||-((p), необхідно рА(d)=рА(h). 
Неважко переконатись, значення базових предикатів задані коректно. 
Далі доведення проводиться індукцією за складністю формули згідно з побудовою модельної множини ▄
Теорема 8.1.4 (повноти). Нехай  (  (. Тоді секвенція  ( ( вивідна. 
Припустимо супротивне: (  ( та секвенція  ( ( невивідна. Тоді секвенційне дерево  (  для  ( = ( (  незамкнене. Отже, в ( існує (скінченний чи нескінченний) незамкнений шлях (. 
Нехай Н  це множина всіх відмічених формул секвенцій цього шляху. За теоремою 8.1.3 існують АС А = (A, I) та ((VA такі: з ((Н випливає (А(()=T  та з ((Н випливає (А(()=F. Згідно з ( (Н із ((( випливає (А(()=T  та з ((( випливає (А(()=F. Але це суперечить  (  ( ▄ 
АС А=(A, I), збудована згідно з доведенням теореми 8.1.3, називається контрмоделлю для секвенції  ( (.
Розглянемо приклади побудови секвенційних дерев у QZN-численнях. 
Приклад 8.1.1. Для встановлення вірності (x(P(Q) P((xQ будуємо виведення секвенції ((x(P(Q), (P((xQ. 
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Отримали незамкнене секвенційне дерево, тому невірно, що (x(P(Q) P((xQ. За двома незамкненими шляхами дерева можна задати дві контрмоделі. Для шляху що закінчується лівим листом, маємо контрмодель A, для якої ( = [x(a, u(b, v(c], PA(r
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Побудова в секвенційному численні виведення формули ( означає побудову виведення секвенції (. 
Приклад 8.1.2. Побудуємо виведення формули (x(P((xQ) ( (x(P. 
((x(P((xQ) ( (x(P

((x(P((xQ), ((x(P

(
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(P, ((xQ, (P, ((x(P((xQ), ((x(P (
Отримали замкнене дерево – виведення секвенції ((x(P((xQ) ( (x(P.
Розглянемо приклади використання теореми повноти. 
Приклад 8.1.3 (принцип компактності ПК_1). Нехай (  (. Тоді існують скінченні секвенції (0 (( та (0 (( такі, що (0  (0 . 
Нехай (  (. За теоремою 8.1.4 секвенція ( =  ( (  вивідна. Тоді ( має скінченне замкнене секвенційне дерево (. У кожній вершині дерева доступні тільки скінченна кількість формул секвенції. Нехай нд(  множина всіх формул секвенції (, недоступних у вершинах дерева (. Тоді при побудові ( використовуються лише формули скінченної cеквенції (0 = (\нд(. Відкинувши з кожної вершини дерева ( всі формули нд(, дістанемо дерево (0 з коренем (0 = (0  (0 , всі вершини якого  скінченні секвенції. Отже, (0 = (0 (0 вивідна, звідки (0  (0 .
Множина формул (  семантично несуперечлива, або сумісна, якщо існують АС А = (A, I)  та d(VA такі, що  А(d)=T  для всіх  ((. 
Моделлю сумісності множини формул ( назвемо довільну АС A=(A, I) таку: для деякого d(VA  маємо  А(d)=T  для всіх  ((. 
Таким чином, множина формул ( семантично несуперечлива (  (  має модель сумісності. 

Можна довести, що множина формул (  семантично несуперечлива ( для кожної формули ( маємо ( ((&((.
Множина формул ( синтаксично несуперечлива, якщо для кожної формули ( секвенція   (((&(() невивідна. 
Приклад 8.1.4 (існування моделі). Нехай ( синтаксично несуперечлива. Тоді ( має зліченну або скінченну модель сумісності. 
Нехай ( синтаксично несуперечлива. Тоді для кожної ( секвенція ( = (((&(() невивідна, звідки секвенційне дерево для (((&(() незамкнене. Отже, в цьому дереві існує незамкнений шлях (. Нехай Н  множина всіх відмічених формул секвенцій цього шляху. За теоремою 8.1.3 існують АС А=(A, I) із скінченною або зліченною A та ((VA такі: з ((Н випливає (А(()=T та з ((Н випливає (А(()=F. В силу ((Н це вірно і для формул з ( =  (((&((), звідки для всіх ((( маємо (А(()=T. Отже, А=(A, I)  модель сумісності для (.
Як наслідок отримуємо:
Приклад 8.1.5. ( семантично несуперечлива ( ( синтаксично несуперечлива.
Із прикладу 8.1.4 маємо: якщо ( синтаксично несуперечлива, то ( семантично несуперечлива. Нехай тапер ( семантично несуперечлива та ( синтаксично суперечлива. Це означає, що ( ((&(( для кожної формули ( та секвенція (((&(() вивідна для деякої формули (. Із останнього за теоремою коректності маємо ( (&((  суперечність.
Отже, надалі можна просто говорити про несуперечливість множини формул (, не конкретизуючи, семантичну чи синтаксичну несуперечливість. 
Приклад 8.1.6 (принцип компактності ПК_2). Нехай кожна скінченна (0 ( ( несуперечлива. Тоді ( несуперечлива.
Припустимо супротивне: кожна скінченна (0 ( ( несуперечлива та ( суперечлива. Тоді для кожної ( секвенція (((&(() вивідна, звідки вона має скінченне замкнене секвенційне дерево (. В кожній вершині дерева доступні тільки скінченна кількість формул секвенції, тому при побудові ( використовуються лише формули деякої скінченної cеквенції (1 ( (. Таким чином, дістаємо дерево (1 з коренем (1 ((&((), всі вершини якого  скінченні секвенції. Отже, секвеція  (1 ((&(() вивідна, звідки скінченна (1 ( ( суперечлива. Отримали суперечність. 
Приклад 8.1.7 (принцип компактності ПК_3). Нехай кожна скінченна (0 ( ( має модель сумісності. Тоді ( має модель сумісності. 
Якщо кожна скінченна (0 ( ( має модель сумісності, то кожна така (0 несуперечлива. Згідно з ПК_2 ( несуперечлива, тому ( має модель сумісності. 

ВПРАВИ
1. Запишіть в явному вигляді похідні секвенційні форми R, R, R, R. 
2. Збудуйте в QZN-численні виведення чи доведіть його відстутність (вказавши контрмодель) для таких формул:
1) x(A(B)((xA( xB); 
2) x(A(B)((xA(xB);
3) (x(A(B)((xA( (xB);
4) (xA(xB)(x(A(B);
5) (xA(xB)(x(A(B);
6) хA(B(х(A(B);

7) х(A(B)(хA(B;

8) (x(A(B)((xA(B;
9) (хA(B((х(A(B);

10) (х(A&B)((хA&B; 
11) (хA&B((х(A&B); 
12) xA&B(x(A&B);
13) х(A&B)(хA&B;

14) (yxA(x(yA;
15) x(yA((yxA;
16) (x(A(B)((xA((xB;
17) x(A&B)(xA&xB;
18) (x(A((xB)((x(A;

19) xy(B(P)(y(x(P(x(B);
20) uv(
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3. Дайте повне доведення теорем 8.1.1–8.1.3.

4. Доведіть, що множина формул ( семантично несуперечлива ( для кожної формули ( маємо  ( ((&((.
5. Доведіть: якщо множина формул ( семантично суперечлива, то для довільної формули (  маємо  ( (. 

6. Доведіть аналог теореми Левенгейма-Сколема про спуск: нехай множина формул ( має модель сумісності; тоді ( має зліченну або скінченну модель сумісності. 
7. Доведіть теорему про взаємну суперечливість: нехай (1 і (2 несуперечливі та (1((2 суперечлива; тоді існують скінченні (01 ((1 та (02 ((2 такі, що (01((02 суперечлива. 

8. Доведіть теорему про взаємну несуперечливість: нехай (1 і (2 несуперечливі та для довільних (01 ((1 та (02 ((2 множина (01((02 несуперечлива; тоді (1((2 несуперечлива.
8.2. Cеквенційні числення функціонально-екваційних неокласичних логік
Формально-аксіоматичні системи, які формалізують відношення логічного наслідку між двома множинами формул ФЕНКЛ, назвемо неокласичними функціонально-екваційними секвенційними численнями (ФЕНСЧ). ФЕНСЧ можна розглядати як окремий випадок неокласичних прикладних секвенційних числень (ПСЧ). Виведення в ПСЧ – це виведення збагачених секвенцій, тобто секвенцій з доданими власними аксіомами. Виведення в ПСЧ з множиною власних аксіом Ах секвенції ( означає виведення збагаченої секвенції (R = (( Ах, де Ах = {A | A(Ах}. Для визначеності будемо вважати, що в -списку секвенції (R чергуються -формули початкової секвенції ( та -аксіоми, тобто -список секвенції (R має вигляд (0 , А0 , …, (n , Аn , … . Тут (0 , …, (n , … – це -список секвенції (, А0 , …, Аn , … – список всіх аксіом із Ах. 
ФЕНСЧ будемо трактувати як неокласичні функціональні ПСЧ, в яких множина Ах складається з таких схем аксіом для рівності:
– тотожності (x('x='x); 
– симетричності (x(y('x='y('y='x); 
– транзитивності (x(y(z('x='y('y='z('x='z); 
– заміни рівних в термах (для всіх t(Tr, при цьому x, y(((t) ) 
(x(y('x='y ( Sv(t, 'x) = Sv(t, 'y)); 
– заміни рівних в формулах (для всіх  ((Fr, при цьому  x, y(((() )  
(x(y('x='y ((Sv((, 'x)(Sv((, 'y))). 
Секвенційними формами ФЕНСЧ є форми (( , (( , ((, ((, (SS(, (SS(, (S( , (S( , (S(, (S(, (S(, (S(, (S((, (S((, (, (, (ZN(, (ZN(, (Z(, (Z(, (SЕ, (SЕ, а також секвенційні форми, призначена для нормалізації термів. Замість секвенційних форм для нормалізації термів можна вживати похідні форми (TrN та (TrN. 

ФЕНСЧ із такими секвенційними формами назвемо FEZN-численнями.
Визначимо секвенційні форми для нормалізації термів. 
Нехай B отримана iз A виконанням кроку нормалізації термів на основі властивостей SST, ZNT, ZT, DS, DD. Отримуємо базові секвенційні форми (SST, (SST, (ZNT, (ZNT, (ZT, (ZT, (DS, (DS, (DD, (DD. Ці форми мають такий вигляд (тут тип означає SST, ZNT, ZT, DS, DD): 
(тип 
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Нехай B отримана iз A нормалізацією термів на основі властивостей SST, ZNT, ZT, DS, DD. Тоді секвенційні форми (SST та (SST, (ZNT та (ZNT, (ZT та (ZT, (DS та (DS, (DD та (DD індукують похідні секвенційні форми (TrN та (TrN:
(TrN 
[image: image590.wmf]S

S

,

,

|

A

B

|

-

-








(TrN 
[image: image591.wmf]S

S

,

,

|

|

A

B

-

-

 
Для елімінації неістотних імен та спрощення формул використовуємо: 
(ZN 
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(Z( 
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Для (ZN та (ZN умова:  x(((p).
Нехай B отримана iз A згорткою суперпозицій згідно з SS(. Відповідні форми:
(SS( 
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Секвенційні форми для пронесення суперпозиції через (, (, =, x:

(S( 
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(SE 
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Для (S( та (S( умови:  x({
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} та  x(((
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Для (S(( та (S(( умови: x({
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), причому y тотально неістотне та y(ndn(S
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Секвенційні форми для елімінації кванторів:
( 
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Для ( умова: y тотально неістотне та y(ndn((, A). 
Для ( терми t1,…, tn нормальні, побудовані з ФС і ДНС-дублів імен доступних формул секвенції ((xA, ( та її наступників. 
Для FEZN-числень можна також ввести похідні секвенційні форми ((, ((, (&, (&, S, S, S, S, ,  .
Враховуючи зазначені вище семантичні властивості відношення    для ФЕНКЛ, для FEZN-числень отримуємо твердження теореми 8.1.1. 
Процедура побудови секвенційного дерева для FEZN-числень розбита на етапи. Кожне застосування секвенційної форми проводиться до скінченної множини доступних формул. На початку кожного етапу виконується крок доступу: до списку доступних формул додається по одній формулі з  -списку та -списку. Якщо відповідний список вичерпаний, то на подальших кроках доступу додаємо по одній формулі невичерпаного списку. 
Зафіксуємо деякий нескінченний список TN "нових" тотально неістотних імен, такі імена та відповідні "нові" ДНС не зустрічаються в (. На початку побудови доступна лише пара перших формул списків (або єдина формула, якщо один із списків порожній). Із кожним листом дерева пов'язуємо списки ATr, AFs, ADn активних термів, ФС, ДНС-дублів імен. Терми будуються з ФС та ДНС-дублів імен доступних формул секвенції та її наступників.
Нехай виконано k етапів процедури. 

На етапі k+1 перевіряємо, чи всі листи – замкнені секвенції. 
Якщо так, то маємо замкнене секвенційне дерево, процедура завершена позитивно. 
Якщо ні, то для кожного незамкненого листа ( робимо наступний крок доступу, відповідно розширюємо AFs та ADn, після чого добудовуємо скінченне піддерево з вершиною ( наступним чином. 
Активізуємо всі доступні непримітивні формули (. 
По черзі до кожної активної формули застосовуємо відповідну секвенційну форму. Після виконання секвенційної форми формула пасивна, до пасивних та утворених на даному етапі формул секвенційні форми не застосовуються. Повтори формул усуваються. 
Спочатку виконуємо всі (-форми. Після кожного такого виконання беремо новий v(TN та відповідно розширюємо ADn. Потім розширюємо ATr, будуючи із наявних AFs та ADn всеможливі терми в нормальній формі із вкладеністю суперпозицій (k. На даному етапі довжини списків імен суперпозицій (k, в них для кожного ФС f можна використати тільки перші k ненеістотних для f предметних імен (якщо f має (k ненеістотних імен, то використовуємо тільки їх).
Після виконання (-форм виконуємо всі можливі (S((-форми та (S((-форми. При цьому беремо y тотально неістотне таке, що y(ndn(S
[image: image616.wmf]v
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)). Вибираємо його із наявних імен доступних формул. Якщо такого y серед наявних імен немає, то беремо як y нове ім`я із TN. Після цього, як і для випадку (-форм, розширюємо ADn та ATr. 
До кожної з решти активних формул застосовуємо відповідну їй форму типу (, ( , (, (, (SS(, (SS(, (S(, (S(, (S(, (S(, (SE, (SE, (S(, (S(, (. При застосуванні ( використовуємо терми ATr. До кожної так отриманої нової формули як допоміжні застосовуємо при можливості форми типу Z(, Z(, ZN(, ZN(. Якщо нова формула елементарна, але не примітивна, додатково застосовуємо форми типу TrN, TrN. 
При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки: 
1) Процедура завершена позитивно, маємо скінченне замкнене дерево. 

2) Процедура завершена негативно або не завершується, маємо скінченне незамкнене дерево або нескінченне дерево. В такому дереві існує скінченний або нескінченний незамкнений шлях (. Множина Н всіх відмічених формул секвенцій шляху ( – модельна (детальніше див. [17]). 
Теорема 8.2.2. Нехай (  незамкнений шлях в секвенційному дереві для (, Н  множина всіх відмічених формул секвенцій шляху (, W   множина імен, відповідних множині Dn ДНС-дублів імен формул Н. Тоді існують АС А = (A, I)  та функція  ((VA  з im(()=W такі: 
1) якщо ((Н, то (А(()=T; 
2) якщо ((Н, то (А(()=F. 

Формулювання і доведення теорем коректності та повноти для випадку FEZN-числень такі ж [17], як і для випадку QZN-числень.

ВПРАВИ
1. Вкажіть похідні секвенційні форми S, S, S, S, , .
2. Збудуйте в FEZN-численні виведення для таких формул:
1) t=t; 
2) t=s(s=t; 
3) t=s(s=r(t=r;

4) t=s(Sv((, t) = Sv((, s); 
5) t=s((Sv((, t) ( Sv((, s)). 
3. Збудуйте в FEZN-численні виведення чи доведіть його відсутність для таких формул: 
1) (xA(xB)(x(A(B);
2) (xA(xB)(x(A(B);
3) xA&B(x(A&B);
4) (x(A(B)((xA(B;
5) (yxA(x(yA;
6) x(yA((yxA;
7) (x(A(B)((xA((xB;
8) x(A&B)(xA&xB;
9) (x(A((xB)((x(A;

10) xy(B(P)(y(x(P(x(B).
4. Доведіть теорему 8.2.2. 
5. Доведіть теореми коректності та повноти для FEZN-числень. 
6. Опишіть FZN-числення (числення НКЛ функціонального рівня). Доведіть для них теореми коректності та повноти
8.3. Cеквенційні числення чистих логік предикатів 1-го порядку 
Розглянемо секвенційні числення класичних логік кванторного рівня – чистих логік предикатів 1-го порядку. Такі числення можна трактувати як окремий випадок секвенційних числень НКЛ кванторного рівня.
Враховуючи, що для класичних логік на кванторному рівні базовими є композиції (, ( та x, для секвенцій відмічених формул можна ввести базові секвенційні форми ((, ((, ((, (( та  (  і ( : 
( 
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. 
Для ( умова: вільна змінна y(Σ({xA}.

При застосуванні ( {z1,…, zт} – множина вільних імен множини доступних формул секвенції ((xA, ( та її наступників. 
Процедура побудови секвенційного дерева для секвенції ( аналогічна відповідній процедурі для QZN-числень. Вкажемо тільки її особливості. 
Список TN складається з предметних імен, що не зустрічаються в формулах (. При застосуванні ( беремо y як перше незадіяне на шляху від кореня до даного листа ім'я списку TN. При застосуванні ( множина {z1,…, zm} складається з усіх вільних імен доступних формул листа та його наступників. 
При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки: 
1) Процедура завершена позитивно, маємо замкнене дерево. 
2) Процедура завершена негативно або не завершується, тоді маємо незамкнене дерево. В такому дереві існує незамкнений шлях (, який дає змогу визначити контрмодель. 
Для секвенційних числень класичних логік кванторного рівня маємо повні аналоги теорем 8.1.1–8.1.4.
Секвенційні числення класичних логік функціонального рівня розглянуті в [6, 13].

Приклад 8.3.1. Виведення формули ((xP(x)(Q(x)) (P(x)((xQ(x).

(((xP(x)(Q(x)) (P(x)((xQ(x).

((xP(x)(Q(x), (P(x)((xQ(x) 
((xP(x), (P(x)((xQ(x) 



(Q(x), (P(x)((xQ(x)

((xP(x), (P(x), ((xQ(x)



(Q(x),  (P(x), ((xQ(x)

(P(x), (P(x), ((xQ(x), ((xP(x) (

(Q(x),  (P(x), (Q(x), ((xQ(x) (
Отримали замкнене секвенційне дерево.
Приклад 8.3.2. Для встановлення вірності P(x)((xQ(x)  (xP(x)(Q(x) будуємо виведення секвенції (P(x)((xQ(x), ((xP(x)(Q(x).

(P(x)((xQ(x), ((xP(x)(Q(x) 

(P(x), ((xP(x)(Q(x) 


((xQ(x), ((xP(x)(Q(x)

(P(x), ((xP(x), (Q(x)


((xQ(x),  ((xP(x), (Q(x)

(P(x), (P(u), (Q(x)


(Q(u),  ((xP(x), (Q(x)








(Q(u),  (P(v), (Q(x)

Отримали незамкнене секвенційне дерево, тому невірно, що P(x)((xQ(x) (xP(x)(Q(x). 
Для лівого незамкненого шляху отримуємо контрмодель A, для якої ( = [x(a, u(b],  PA(a)=F,  PA(b)=T,  QA(a)=F. 
Для правого незамкненого шляху маємо контрмодель B, для якої ( = [x(a, u(b, v(c],  QB(b)=T,  PB(c)=T,  QB(a)=F.
Приклад 8.3.3. Для встановлення вірності (x(yP(x, y)  (y(xP(x, y) будуємо виведення секвенції ((x(yP(x, y), ((y(xP(x, y).
((x(yP(x, y), ((y(xP(x, y)

((yP(u, y), ((y(xP(x, y)

((yP(u, y), ((xP(x, v)

(P(u, u), (P(u, v), ((yP(u, y), ((xP(x, v)

(P(u, u), (P(u, v), ((yP(u, y), (P(u, v), (P(v, v) ((xP(x, v) (
Отримали замкнене секвенційне дерево.
ВПРАВИ
1. Для секвенційних числень класичних логік кванторного рівня вкажіть похідні секвенційні форми  та .
2. Збудуйте в секвенційному численні класичних логік кванторного рівня виведення чи доведіть його відстутність для таких формул:
1) x(A(B)((xA( xB); 
2) x(A(B)((xA(xB);
3) (x(A(B)((хA((хB);

4) (x(A(B)((xA( (xB);
5) (x(A(B)(((хA((хB);

6) x(A(B)((хA(хB);

7) (xA(xB)(x(A(B);
8) ((xA(xB)(х(A(B);

9) (xA(xB)(x(A(B);
10) (xA(xB)(х(A(B);

11) xA&B(x(A&B);
12) (x(A(B)((xA(B;
13) x(yA((yxA;
14) (x(A(B)((xA((xB;
15) x(A&B)(xA&xB;
16) (х(A&B)((хA&(хB; 
17) (x(A((xB)((x(A.
3. Доведіть теореми коректності та повноти для секвенційних числень класичних логік кванторного рівня. 
9. МЕТОД РЕЗОЛЮЦІЙ

Найпоширенішим методом пошуку доведень є метод резолюцій. На момент виникнення він дуже добре підійшов для реалізації на тогочасних комп'ютерах, тому і донині метод резолюцій найчастіше використовується у системах пошуку доведень. Семантичні таблиці (секвенції) та натуральний вивід, взагалі кажучи, ефективніші за метод резолюцій. Відомо [13], що натуральний вивід може бути як завгодно коротшим за метод резолюцій, але метод резолюцій і зараз посідає панівне становище серед методів пошуку доведень. Це пов'язано, зокрема, з тією обставиною, що семантичні таблиці та натуральний вивід були незручні для реалізації на відносно примітивній обчислювальній техніці 60-х років ХХ ст., адже вони вимагають використання складних структур даних та розвинутих методологій програмування, чого в часи створення методу резолюцій ще не було. Проте певні недоліки ні в якій мірі не применшують позитивні якості методу резолюцій та його практичне значення. 
Метод резолюцій [4, 22], базується на зведенні формул до певної стандартної форми. В процесі розвитку було розроблено низку модифікацій та стратегій застосування методу резолюцій, що підвищують його ефективність. На основі методу резолюцій в 70-х роках ХХ ст. була створена мова логічного програмування Пролог. 
9.1. Mетод резолюцій пропозиційної логіки
Пропозиційну формулу вигляду  А  або (А,  де  А(Ps,  назвемо літерою (літералом). У загальному випадку літери (літерали) – це атомарні формули (пропозиційні символи для пропозиційної логіки) або заперечення атомарних формул. 
Пропозиційну формулу, яка має вигляд диз'юнкції кількох літер, назвемо диз'юнктом. Однолітерний диз'юнкт назвемо одиничним. 
Символ 0 будемо трактувати як диз'юнкт, що не має жодної літери. Назвемо його порожнім диз'юнктом. Порожній диз'юнкт можна інтерпретувати як суперечність – логічну константу F. 
Літери  А  та (А  назвемо контрарними. 
Нехай  D  та  D' – диз'юнкти. Нехай існують літера  L  в  D  та контрарна їй літера  L'  в  D'. 
Резольвентою диз'юнктів  D  та  D ' назвемо диз'юнкт R, утворений диз'юнкцією всіх літер  D,  відмінних від  L, та всіх літер  D', відмінних від  L'. 
Кажуть, що така резольвента R побудована за диз'юнктами  D та D' згідно з правилом резолюцій. 

Отже, правило резолюцій (ПР) має вигляд  D, D'  R. 
Зокрема, якщо  D  та  D' – контрарні літери, то  R – порожній диз'юнкт, тобто  R  суть  0. 
Правило резолюцій коректне. Справді, неважко переконатись, що якщо  R – резольвента диз'юнктів  D  та  D',  то {D, D'}╞ R. 
Нехай  S – множина диз'юнктів. 
Послідовність диз'юнктів  D1, D2, …, Dn – резолютивне виведення диз'юнкту  Dn  із  S,  якщо кожний  Dі  або належить до  S,  або отриманий із попередніх диз'юнктів цієї послідовності за допомогою ПР.
Диз'юнкт  D  виводиться із  S,  якщо існує резолютивне виведення  D  із  S. 
Резолютивне виведення  0  із  S  назвемо спростуванням  S,  або доведенням суперечливості множини диз'юнктів  S. 
Справді, множина  S  суперечлива   (   існує резолютивне виведення  0  із  S. 
Позаяк  {D1, …, Dm}╞ D  (  {D1, …, Dm, ( D}  суперечлива, то для доведення  {D1, …, Dm}╞ D  достатньо вказати резолютивне виведення 0 із {D1, …, Dm, ( D}. 
Без обмежень загальності можна вважати, що жоден з диз'юнктів множини S  не містить пари контрарних літер, тобто не є тавтологією. Справді, якщо  D – тавтологія, то  {D1, …, Dm, D}  суперечлива  (  {D1, …, Dm}  суперечлива. 
Розглянемо приклади резолютивних виведень. 

Приклад 9.1.1. Чи вірно  {P(Q, (P(R, (Q(S, (R(S(P, (S(P}╞ P ? 
Виведемо  0  із множини  {P(Q, (P(R, (Q(S, (R(S(P, (S(P, (P}. 
Із  P(Q  та  (P(R  за ПР маємо  Q(R. 
Із  Q(R  та  (Q(S  за ПР маємо  R(S.

Із  R(S  та  (R(S(P  за ПР маємо  S(P. 
Із  S(P  та  (S(P  за ПР маємо  P.

Із  P  та  (P  за ПР маємо  0. 
Отже, множина  {P(Q, (P(R, (Q(S, (R(S(P, (S(P, (P} суперечлива, тому твердження про наявність ╞   вірне. 
Приклад 9.1.2. Чи суперечлива  {P((Q, (Q(S((P, (S, Q, R(S}? 
Виведемо  0  із зазначеної множини. 
Із  P((Q  та  (Q(S((P  за ПР маємо  (Q(S. 
Із  (Q(S  та  (S  за ПР маємо  (Q.

Із  (Q  та  Q  за ПР маємо  0. 
Отже, множина  {P((Q, (Q(S((P, (S, Q, R(S}  суперечлива. 
Зауважимо, що для виведення 0 не використовувались всі диз'юнкти множини, а саме, диз'юнкт  R(S. 
Приклад 9.1.3. Чи суперечлива  {P(Q, Q(S((P, (Q}? 
Із  P(Q  та  (Q  за ПР маємо  P. 
Із  P  та  Q(S((P  за ПР маємо  Q(S.

Із  Q(S  та  (Q  за ПР маємо  S. 
Із  (Q  та  Q(S((P  за ПР маємо  S((P. 
Із  S((P  та  P(Q  за ПР маємо  Q(S.

Переконаємось, що  0  вивести неможливо. Для пропозиційних символів, що входять до складу диз'юнктів нашої множини ми вивели літери  P  та  S, маємо в множині літеру  (Q  як одиничний диз'юнкт. Розглянемо таку оцінку:  ((P)=T, ((S)=T, ((Q)=F.  При такій оцінці всі диз'юнкти множини приймають значення T, тому множина несуперечлива. 
ВПРАВИ
1. Доведіть чи спростуйте методом резолюцій пропозиційної логіки:
1) {A(B, C(D, A(C}╞ B(D; 
2) {АВ, B(C, A(С}╞ (AD; 
3) {B(A, C(D, B&(D}╞  A&(C;

4) {А(C, B(D, AB}╞ D&C;
5) {A(B, C(D, (B(D&C}╞ (A((C;

6) {(A(B, Q(D, (B((D}╞  A((Q; 
7) {A(C, (D(B, (A((B}╞ (C(D;

8) {A(B(C, (A(C, (B }╞ (C;
9) {АВ(C(D, A&(B}╞ C&(D; 
10) {А(В, C(D, (B(D}╞ (A(C;

11) {А(В, C(D}╞ AС(ВD; 
12) { А(В, C(D}╞ AС(В&D; 

13) {А(В, C(D}╞ AС(ВD; 
14) {А(В, C(D}╞ AС(ВD. 
2. Використовуючи метод резолюцій пропозиційної логіки, встановіть, в якому відношенні щодо ╞ перебувають ПФ A&B(C&D, AB(C&D, A&B(CD, AB(CD. 
9.2. Mетод резолюцій логіки 1-го порядку

Ідейною основою методу резолюцій для логіки предикатів 1-го порядку є теорема Ербрана. 
Комбінацію кванторів  (х(у  можна трактувати як твердження про існування певної функції, значення  у  якої залежить від  х.  Алгоритмічним уточненням такого принципу для класичної логіки предикатів можна вважати теорему Ербрана 
Нехай Q
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M(
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) – замкнена пренексна формула. Тут  Q
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 – кванторні префікси (всі ці кванторні префікси – за різними предметними іменами), 
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 – всі вільні предметні імена (змінні) безкванторної формули  M, причому 
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 складається з  (-кванторних імен  y1, …, yn  та  (-кванторних імен  x1, …, xm . Зіставимо кожному кванторному префіксу  (yі  із  Q
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 {
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}-арну функцію fі ,   де  
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 – всі ті  (-кванторні імена із  
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, що передують  yі  в  Q
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. Функції  fі зіставимо новий функціональний символ  fі , арність якого рівна кількості змінних в  
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x

.  Якщо  yі  не передує в  Q
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  жодний (-кванторний префікс, то  fі – константа,  fі – константний символ. Замінимо всі входження  yі  в  М  на терм fі(
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), і({1,… n}. В результаті отримаємо формулу  (х1…(хm M (x1, …, xm, f1(
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), …, fn(
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x

)). Таке перетворення називається сколемізацією [4, 6, 13], а самі формули зазначеного вигляду – сколемівськими, або формулами в сколемівській формі.  
Приклад 9.2.1. Нехай початкова формула має вигляд (х p(x, x) & (х(y(q(y)(p(x, y)) & (y(x(p(x, y)). Зводячи її до пренексної форми, отримуємо  (х(z(y(u(v(p(x, x) & (q(y)(p(z, y)) & p(v, u)).  Тепер  (y зіставимо 2-арний функціональний символ  f,  (v зіставимо 3-арний функціональний символ  g,  замінимо входження  y  термом  f(x, у),  входження  v – термом  g(x, у, u). В результаті отримаємо сколемівську формулу  (х(z(u(p(x, x) & (q(f(x, у))(p(z, f(x, у))) & p(g(x, у, u), u)). 
Приклад 9.2.2. Нехай формула має вигляд (x p(x) & (х(p(x)((y(p(y)). Зводячи її до пренексної форми, отримуємо   (x(z(y(p(x) & (p(z)(p(y)).  Тепер (x зіставимо константний символ  с,  (у  зіставимо 1-арний функціональний символ  f,  замінимо входження  x  константним символом  с,  входження  у – термом  f(z).   У результаті отримаємо сколемівську формулу  (z(p(c) & (p(z)(p(f(z))).

Для формули в сколемівській формі збудуємо універс із замкнених термів, отриманих всіма можливими застосуваннями сколемівських функціональних символів до сколемівських константних символів. Якщо таких константних символів немає, як у прикладі 9.2.1, беремо довільний новий константний символ. Такий універс вперше увів до розгляду французький математик Ж. Ербран (1909–1931), тому його називають ербранівським універсом. 

Приклад 9.2.3. Для сколемівської функції прикладу 9.2.1 беремо новий константний символ  а,  тоді ербранівський універс – це множина термів {a, f(a, a), g(a, a, a), f(f(a, a), a), f(a, f(a, a)), g(f(a, a), a, a), g(a, f(a, a), a), g(a, a, f(a, a)), f(g(a, a, a), a), f(a, g(a, a, a)), g(g(a, a, a), a, a), g(a, g(a, a, a), a), g(a, a, g(a, a, a)), f(f(a, a), f(a, a)), f(g(a, a, a), f(a, a)), f(f(a, a), g(a, a, a)), f(g(a, a, a)), g(a, a, a)), … }. 
Приклад 9.2.4. Для сколемівської функції прикладу 9.2.2 ербранівський універс – це множина термів  {с, f(с), f(f(с)), f(f(f(с))), f(f(f(f(с)))), … }. 
Прикладом замкненої формули  (х1…(хm((x1, …, xm), де ( – безкванторна формула, назвемо формулу  
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[t1, …, tm], де  t1, …, tm – замкнені терми. 
Теорема 9.2.1 (Ербран). Пренексна формула  Q
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)  є суперечністю  ( існують системи термів 
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 ербранівського універсу сколемівської формули  (х1…(хm(,  де  ( – це формула   M(x1, …, xm, f1(
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] – кон'юнкцію прикладів формули  ( – С.Кліні назвав ербранівською розгорткою формули Q
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Розглянемо дуальне формулювання теореми Ербрана. Для цього зробимо інверсію сколемизації замкненої пренексної формули  Q
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 – із (-кванторних імен  y1, …, yn  та (-кванторних імен  x1, …, xm . Зіставимо з кожним  (хі   із Q
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  новий функціональний символ  gі ,  арність якого рівна кількості (-кванторних імен, що передують  хі   в  Q
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  жодний  (-кванторний префікс, то  gі – константний символ. Замінимо всі входження  хі  в  М  на терм gі(
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При інверсній сколемiзації теж будується ербранівський універс та справджується 
Теорема 9.2.2 (Ербран, дуальна форма). Пренексна формула Q
[image: image668.wmf]v

M(
[image: image669.wmf]v

) всюди істинна ( існують системи термів 
[image: image670.wmf]1

1

t

,…,
[image: image671.wmf]1

n

t

, …, 
[image: image672.wmf]k

t

1

,…,
[image: image673.wmf]k

n

t

 ербранівського універсу сколемівської формули  (у1…(уn(,  де ( – це формула M (g1(
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На теоремі Ербрана базується метод спростування Ербрана. 
Маємо (  (  ( (де ( – замикання ()  (  (( суперечність  (   існує ербранівська розгортка, що є суперечністю. 
Таким чином, для встановлення  |=(  будуємо сколемівську форму для пренексної форми формули ((, далі поступово породжуємо терми ербранівського універсу та перевіряємо ербранівські розгортки на суперечність. 
Істотним для методу резолюцій є пошук контрарних пар літер для диз'юнктів. Це нескладно для пропозиційної логіки, але на кванторному рівні такий пошук стає проблематичним. 
Приклад 9.2.5. Нехай D1 = A(x)(B(x) та D2 = (A(f(у))(C(у) –диз'юнкти. Зрозуміло, що в D1 та D2  немає контрарних літер. Але можна зробити підстановкy терма f(y) замість  х  в  D1.  
Розглянемо диз'юнкти  D'1 = A(f(у))(B(f(у)) та D2. В цих диз'юнктах літери A(f(у)) та (A(f(у)) вже контрарні. 
Отже, із D'1 та D2 можна отримати резольвенту R = B(f(у))(C(у). 
Зрозуміло, що, підставляючи різні терми замість  у  в  R,   отримаємо інші резольвенти, які можна отримати із D1 та D2  правилом резолюцій. У цьому плані  R – найзагальніша, інші резольвенти є її конкретизаціями. Таким чином, для отримання резольвент необхідно робити певні підстановки термів. 
Нехай L – мова 1-го порядку з множиною предметних імен (змінних)  V  та множиною термів  Tr. 
Підстановкою назвемо довільне однозначне відображення  ( : V(Tr. 
Інакше кажучи, підстановка – це іменна множина  ((VTr. 
Якщо така іменна множина порожня, підстановка тотожна. 
Якщо така іменна множина скінченна, підстановка скінченна. 
Надалі будемо опускати в підстановках компоненти вигляду  x(х,   що відповідають тотожним замінам. 
Прикладом терма  t  за підстановкою  (, або  (-прикладом терма  t, назвемо терм  ((t), отриманий із терма  t  паралельними замінами всіх входжень предметних імен  х(nm(t)   на терми  ((х)   при умові  ((х)(. Якщо  ((х)(, заміни імені  х  немає. Це можна трактувати як тотожну заміну. 
Приклад 9.2.6. Нехай  t = g(x, h(x, y, z)),  ( = [x(a, y(f(b), y(c]. Тоді  ((t) = g(a, h(a, f(b), c)). 
Нехай  ( = [xi(ti]i(I  та  ( = [yj(sj]j(J – підстановки. Добутком (композицією) підстановок  (  та  (  назвемо підстановку  ((( = (([xi(((ti)]i(I . 
Приклад 9.2.7. Нехай  ( = [x(f(y), y(z],  ( = [x(a, y(b, z(y].  Тоді маємо ((( = [x(a, y(b, z(y]([x(((f(у)), y(((z)] = [x(f(b), z(y].   Тут опущена компонента  у(у. 
Підстановка ( називається уніфікатором для множини термів  {t1, …, tn}, якщо  ((t1) = ((t2) =…= ((tn). У цьому випадку кажуть, що множина термів {t1, …, tn} уніфікується підстановкою  (. 
Множина термів уніфікується, якщо для неї існує уніфікатор. 
Уніфікатор ( – найзагальніший уніфікатор (НЗУ) множини термів {t1, …, tn}, якщо для кожного уніфікатора  (  цієї множини існує підстановка  ( така, що  ( = (((. 
Приклад 9.2.8. Нехай маємо множину термів {х, f(у)}. Тоді  ( = [x(f(y)] – найзагальніший уніфікатор цієї множини. Справді, уніфікатори даної множини мають вигляд  ( = [x(f(t), y(t]. Але тоді для  (  підходить підстановка  ( = [y(t]. 
Справді,  ( =[y(t]([x(f(t)] = [y(t]([x(((f(y))] = [x(f(y)]([y(t]. 
Поняття уніфікатора можна узагальнити на множини пар термів, що дозволяє побудувати алгоритм уніфікації – алгоритм знаходження найзагальнішого уніфікатора. На даний час відомі досить ефективні алгоритми уніфікації. Детальніше про це написано в [4, 22].

Поняття прикладу, підстановки та НЗУ природним чином продовжується на літери (атомарні формули чи їх заперечення) та диз'юнкти – диз'юнкції літер. 
Метод резолюцій логіки предикатів 1-го порядку базується на зведенні формул до сколемівської форми та перетворенні матриці до кон'юнктивної нормальної форми (КНФ). Така КНФ є кон'юнкцією диз'юнктів. При цьому використовуються такі семантичні властивості: 
– |=(
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(K1&…&Kn)  (  |=(
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K1 &…&(
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Kn  (  |=K1&…&Kn ; 
– правило підстановки  |=( ( |=(х[t]  (дає змогу робити уніфікацію).
Основою методу резолюцій є правило бінарної резолюції.
Нехай  D1 та  D2 – диз'юнкти, в яких  nm(D1)(nm(D2) = (.  Нехай  L1 – літера D1,  L2 – літера D2, причому  L1 та  L'2,  де  L2 =(L'2,  або  L2  та  L'1,  де  L1 =(L'1, мають НЗУ  (.  Тоді диз'юнкт  (((D1) \ ((L1))((((D2) \ ((L2))  називають бінарною резолюцією  диз'юнктів D1 та D2 .  
Літери  L1  та  L2 називають відрізними. 
Тут позначення  D \ D'  означає диз'юнкт, що є диз'юнкцією тих літер  D,  які не входять до  D'. 
Крім правила бінарної резолюції, використовується правило склеювання. 
Нехай в диз'юнкті  D  не менше 2-х літер з однаковими предикатними символами мають НЗУ (. Диз'юнкт  ((D)  називають склеюванням диз'юнкта  D.

У загальному вигляді правило резолюцій має два диз'юнкти-засновки та один диз'юнкт-висновок – резольвенту засновків. 
Диз'юнкт D – резольвента диз'юнктів D1 та D2, якщо D є однією з бінарних резольвент:
1) D1 та D2;

2) D1 та склеювання чи прикладу D2;

3) склеювання чи прикладу D1 та D2;

4) склеювання чи прикладу D1 та склеювання чи прикладу D2. 
Приклад 9.2.9. Нехай маємо диз'юнкт D = p(x)( p(g(y))((q(x).  Його літери p(x) та  p(g(y))  мають НЗУ ( = [x(g(y)].  
Диз'юнкт  ((D) = p(g(y))((q(g(y)) – склеювання диз'юнкта D. 
Приклад 9.2.10. Нехай задані диз'юнкти D1 = (p(x, f(y))( r(y) та D2 =  p(g(a), x)( q(x).  Mаємо  х(nm(D1)(nm(D2), тому візьмемо (-приклад ((D2) = p(g(a), u)( q(u),  де  ( = [x(u].  Позаяк  p(x, f(y))  та  p(g(a), u)  мають НЗУ ( = [x(g(a), u(f(y)], то маємо  ((D1) = (p(g(a), f(y))( r(y),  ((((D2)) = p(g(a), f(y))( q(f(y)).  Бінарною резольвентою диз'юнктів  D1 та  ((D2)  буде  D = r(y)( q(f(y)).  
Отже,  диз'юнкт D – резольвента диз'юнктів-засновків  D1  та  D2. 
Приклад 9.2.11. Нехай маємо диз'юнкти D1 = p(x)( p(g(y))( q(f(y)) та  D2 = (p(g(f(a)))( p(b).  Cклеюванням диз'юнкта D1 по НЗУ [x(g(y)] буде  D'1 = p(g(y))( q(f(y)).  Бінарною резольвентою диз'юнктів D'1 та D2 по НЗУ [у(f(а)]  буде  D = q(g(f(a)))( p(b).  
Отже,  D – резольвента диз'юнктів-засновків D1 та D2. 
Теоретично обґрунтовує метод резолюцій 
Теорема 9.2.3 (теорема повноти методу резолюцій). Множина диз'юнктів S  суперечлива  (  існує резолютивне виведення  0  із  S. 
Практичне використання методу резолюцій передбачає використання допоміжних правил та стратегій (наприклад, стратегія поглинання), які роблять метод ефективнішим. Детальніше при це можна прочитати в [4, 22]. 
ВПРАВИ
1. Зведіть до сколемівської форми із матрицею в КНФ такі формули:
1) (х(p(x, x) & (x(y p(x, y) & (х(z(y(p(x, z)& p(z, y)(p(x, y));

2) (х(q(x, x) & (x(z(y(q(x, y)(q(x, z)& q(z, y)) & (х(y(z(q(x, y)& q(y, z)(q(x, z));
3) (x(p(x)&(y(q(y)(h(x, y))& (x(p(x)((y(r(y)((h(x, y))) ( (x(q(x)( (r(x)).

2. Доведіть, що   (((()(( = ((((((). 
3. Які з наведених множин мають НЗУ? Знайдіть такі НЗУ, якщо вони є: 
1) {p(x), p(y)}; 
2) {q(x, y), q(x, x)}; 
3) {q(x, y, f(y)), q(x, z, z)}; 
4) {p(x, y, z), p(u, f(u, v), v)};

5) {q(x, y, f(y), z, g(y, z), v), q(a, h(a), b, s(a, b), u, h(a, b, u))}. 
4. Побудуйте всі можливі резольвенти (якщо вони є) для таких пар 
1) D1 = p(x, y)((q(x)  та  D2 = p(z, y)( q(z);

2) D1 = (p(x)( q(x, x)  та  D2 = (q(y, f(y)); 
3) D1 = (p(x, y, a)( (p(y, z, b)((p(x, b, v)((p(a, z, v)  та  D2 = p(f(x, y), x, y).

5. Доведіть чи спростуйте методом резолюцій: 
1) х(G(х)(L(х))&((x(K(x)&L(х))&х((G(х)((E(х)) |= ((x(K(x)&E(х));

2) хyz(R(х, y)&R(y, z)(R(x, z)) |= хyzu(R(х, y)&R(y, z)&R(z, u)(R(x, u)); 
3) хy(B(х, y)(P(x, y)) |= y(x(P(х, y)(x(B(x, y));
4) х(L(х)(T(х)) |= хy(L(х)&S(х, y)(z(T(z)&S(z, y))); 
5) хy(B(х, y)(A(х)&A(y)) |= хy(B(х, y)(B(y, x)).

10. МОДАЛЬНІ ЛОГІКИ

Властивості тверджень, які в тому чи іншому аспекті характеризують міру їх істинності чи наше відношення до них, називають модальностями. Модальності "необхідно" та "можливо" називають загальними, або алетичними. Такі модальності звичайно позначають ( та ( відповідно. 
Модальності, які мають часовий зміст, називають часовими, або темпоральними. До часових звичайно відносять модальності "завжди було", "колись було", "завжди буде", "колись буде". Їх називають основними часовими модальностями. Міркування з твердженнями, що містять часові модальності, вивчає часова, або темпоральна логіка. 
Модальності, які характеризують міру обґрунтованості знання, називають епістемічними. Такими є модальності "достовірно", "доведено", "підтверджено", "обґрунтовано", "вірогідно", "спростовно". Міркування з твердженнями, що містять епістемічні модальності, вивчає епістемічна логіка, або логіка знання. 
Модальності "обов'язково", "дозволено", "заборонено" характеризують норми та нормативні поняття. Такі модальності називаються деонтичними. Логіка, в якій вивчаються міркування з деонтичними модальностями, називаюється деонтичною, або прескриптивною. 
10.1. Алетичні модальні логіки
На початкових етапах дослідження модальної логіки велика увага приділялась вивченню суперпозицій модальностей, таких, наприклад, як "необхідно, що необхідно", "необхідно, що можливо", "можливо, що необхідно, що можливо" і т.п. Були запропоновані аксіоми що дозволяють зводити складні модальності до модальностей певної форми. В найсильнішій формі така звідність реалізована в системі S5, де кожна суперпозиція модальностей еквівалентна модальності без суперпозицій. Це означає, що для предиката Р маємо 6 таких різних предикатів: Р, (Р, (Р, (Р, ((Р, ((Р. Можна використати слабші редукції модальностей. Найприродніша з них зводить повторення однакових модальних операторів ( чи ( до єдиного такого оператора. У відповідній системі S4 існує 14 різних модальностей:  Р, (Р, (Р, ((Р, ((Р, (((Р, (((Р  та 7 дуальних модальностей, коли замість  Р беремо (Р. Для ще слабшої системи S3 існує 42 різних модальностей, а для систем  S2  та  S1  кількість різних модальностей нескінченна. 
Розглянемо приклади аксіоматичних систем традиційної, або алетичної модальної логіки на пропозиційному рівні. 

Мова таких систем – розширення мови пропозиційної логіки. 

Алфавіт мови складається з множини  Ps  предикатних символів, символів пропозиційних композицій  (, ( та символу  (  модальної композиції (модального оператора) "необхідно". 
Множина формул  Fm  визначається індуктивно: 
1) Кожний  P(Ps  є формулою. Такi формули атомарні.
2) Нехай    та   – формули. Тодi  ,  ( – формули. 
Символ  (  трактується як скорочення для ( 
Приклад 10.1.1. Система К. Множина аксіом системи складається з аксіом пропозиційної логіки та аксіом, що задаються такою схемою: 
АхNr) (((((((( 
Приклад 10.1.2. Система Т. Множина аксіом складається з аксіом системи К та аксіом, що задаються такою схемою: 
Ах() (. 
Приклад 10.1.3. Система B (Брауерова система). Множина аксіом складається з аксіом системи T  та аксіом, що задаються такою схемою:
АхВ) ((  
Приклад 10.1.4. Система S4. Множина аксіом складається з аксіом системи T та аксіом, що задаються схемою:
АхS4) (((  
Приклад 10.1.5. Система S5. Множина аксіом складається з аксіом системи T  та аксіом, що задаються схемою:
АхS5) (((.  
Для усіх наведених систем правила виведення складаються з правил виведення пропозиційної логіки, до яких додається правило модалізації : 
ПM)  ( 
Системи модальної логіки, які включають схему аксіом АхNr та правило ПМ, називаються нормальними. 
Той факт, що формула  є теоремою системи К, системи Т, системи В, системи S4, системи S5, позначаємо відповідно  K, T, B, S4, S5. 
Приклад 10.1.6. Вкажемо повний опис пропозиційної системи S4. 
Аксіоми: 
АхПР)   (пропозиційні аксіоми). 
АхNr) ((((((((). 
Ах() (.

АхS4) (((  
Правила виведення: 
П1)    – правило розширення. 
П2)    – правило скорочення.
П3) () ()  – правило асоціативності.
П4) , (   – правило перетину. 
ПM)  ( – правило модалізації.
Семантику описаних аксіоматичних систем модальної логіки можна задавати різними способами. Спочатку були запропоновані алгебраїчні семантики. Але такі семантики виявились не зовсім прийнятними з інтуїтивної точки зору, що змусило шукати іншу, змістовнішу інтерпретацію модальних систем. Такими виявились реляційні семантики, або семантики можливих світів. 
Моделлю можливих світів, або реляційною моделлю, назвемо трійку М = (S, (, I). Тут  S – множина світів, ( – бінарне відношення на  S,  I – відображення  I : Ps(S({T, F}  інтерпретації атомарних формул на світах. 
Нехай  (, ((S.  Традиційно  ( ((  трактуємо так: світ  (  можливий відносно світу  (, або світ ( досяжний із світу (. Це означає, що всяке твердження, істинне в світі (, можливе в світі (. Тому відношення  (  називають відношенням досяжності. 
При такому розумінні відношення ( кожне твердження, істинне в  (,  можливе в  (,  звідки ( ((.  Це означає, що відношення   (  рефлексивне. 
Відображення  I : Ps(S({T, F}  індуктивно продовжимо до відображення  J : Fm(S({T, F}:

1) J(A, ( ) = I(A, ( )  для всіх  А(Ps; 
2) J(, ( ) = ( J(, ( )); 
3) J(, ( ) = (J(, ( ), J(, ( )); 
4) J((, ( ) = Т  (  J(, ( ) = Т  для всіх  ((S  таких, що  ( ((, інакше J((, ( ) = F. 
Останнє означає: (  необхідна в світі  (, якщо    істинна в усіх світах, досяжних із (. 
Формула    істинна в моделі  М,  що позначаємо  М |=, якщо для всіх ((S  маємо  J(, ( ) = Т. 
Модель можливих світів  М  називають:
1) Т-моделлю, якщо відношення  (  рефлексивне;
2) B-моделлю, якщо відношення  (  рефлексивне і симетричне; 
3) S4-моделлю, якщо відношення  (  рефлексивне і транзитивне;
4) S5-моделлю, якщо відношення  (  рефлексивне, транзитивне і симетричне. 
Формула   Т-істинна (В-істинна, S4-істинна, S5--істинна), що позначаємо  Т|=  (відповідно  В|=, S4|=, S5|=),  якщо    істинна на кожній Т-моделі (В-моделі, S4-моделі S5-моделі). 
Між аксіомами АхВ, АхS4, АхS5 та характерними властивостями В-моделей, S4-моделей, S5-моделей існує [4, 20, 21] безпосередній зв'язок: аксіома АхВ дає умову симетричності, АхS4 – умову транзитивності, АхS5 – умову транзитивності та симетричності відношення   (. 
Використовуючи аксіоми з модальностями, можна описати інші властивості відношення  (,  наприклад, функціональність, щільність, зв'язність та інші (див. [4]). У той же час деякі властивості відношення  (, зокрема, іррефлексивність, асиметричність, антисиметричність, описати аксіомами такого типу неможливо. 
Теорема 10.1.1 (коректності та повноти). Для кожної формули   :

1) T  (  Т|=; 
2) B  (  В|=;

3) S4  (  S4|=;

4) S5  (  S5|=.

ВПРАВИ
1. Дайте повні описи  B-числення та S5-числення. 
2. В якому відношенні щодо логічного наслідку перебувають предикати  Р,  (Р та  (Р ?
3. Поясніть зв'язок аксіоми  Ах(  із рефлексивністю відношення  (. 
4. Поясніть зв'язок аксіом АхB, АхS4, АхS5 із відповідними властивостями відношення  (  для  В-систем, S4- систем, S5-систем.
5. Покажіть, що формули вигляду  (A(А, A((А, (A(((А, ((A(B)(((A((B)  істинні не на всіх реляційних моделях. Наведіть відповідні приклади таких моделей. 
6. Які властивості відношення  (  описують такі схеми аксіом:
1) (( ? 
2) (( ? 
3) ((( ? 
4) ((( ? 
5) (((( ? 
7. Доведіть в  Т-численні:
1) якщо  A(B,  то  (A((B  та  (A((B;

2) якщо  A(B,  то  (A((B  та  (A((B;

3)  ((AB((A((B;

4)  ((A(B)(((A((B); 
5)   ((A&B)(((A&(B); 
6)   ((A( (B)(((A(B);

7)  ((A&B)(((A&(B); 
8)   ((A((B(С)) ( ((B ((A((B).

10.2.Темпоральні, деонтичні, епістемічні модальні логіки 
Темпоральні логіки. Основними модальностями часової, або темпоральної логіки, є модальності "завжди було", "колись було", "завжди буде", "колись буде". Відповідно до таких модальностей введемо такі модальні композиції (модальні оператори) темпоральної логіки:  (( (завжди буде),  (( (завжди було),  (( (колись буде)  та  (( (колись було). 
Модальні оператори ((, ((, ((, (( називають базовими часовими операторами. Tакі оператори пов'язані співвідношеннями: 
 (((Р = (((Р, 
(((Р = (((Р, 
 (((Р = (((Р, 
 (((Р = (((Р. 
Для темпоральних модальних систем можна вважати базовими оператори ((  та  (( . Тоді оператори  ((  та  ((  є похідними часовими операторами, ці оператори визначатимуться так: 
((Р  означає  ((((Р, 
((Р  означає  ((((Р. 
Розглянемо приклади аксіоматичних систем темпоральної модальної логіки на пропозиційному рівні. Мова таких систем є розширенням мови пропозиційної логіки. Алфавіт мови складається з множини  Ps  предикатних символiв, символів пропозиційних композицій (, (  та символів  ((, ((  відповідних часових операторів. 
Множина формул  Fm  визначається індуктивно: 
1) Кожний  P(Ps  є формулою. Такi формули атомарні.
2) Нехай    та   – формули.  Тодi  ,  ((, (( – формули. 
Символи ((  та  (( – це скорочення для  ((  та  (( . 
Приклад 10.2.1. Мінімальне темпоральне числення є аналогом системи К. Таке числення позначають  Кt .  Аксіомами системи  Кt  є аксіоми пропозиційної логіки і аксіоми, що задаються такими схемами:
АхNr() ((((((((((( 
АхNr() ((((((((((( 
АхТ() ((((  
АхТ() ((((  
Дві перші аксіоми є стандартними модальними аксіомами для  ((  та  ((. Аксіоми  АхТ(  та  АхТ(  відображають принципи змішування часів.
Приклад 10.2.2. Темпоральне числення Тt є аналогом системи Т. Для такого числення множина аксіом складається з аксіом числення Кt та аксіом, що задаються такими схемами: 
Ах(() (( 
Ах(() ((. 
Приклад 10.2.3. Темпоральне числення Вt  є аналогом системи В. Множина аксіом Вt складається з аксіом числення Тt та аксіом, що задаються такими схемами: 
АхВ() ((((  
АхВ() ((((  
Приклад 10.2.4. Темпоральне числення S4t є аналогом системи S4. Множина його аксіом складається з аксіом числення Тt та аксіом, що задаються такими схемами: 
АхS4()  ((((((  
АхS4()  ((((((  
Приклад 10.2.5. Аналогом системи S5 є темпоральне числення S5t . Множина аксіом S5t складається з аксіом числення Тt та аксіом, що задаються такими схемами: 
АхS5() ((((((.  
АхS5() ((((((.  
Правила виведення темпоральних числень Кt., Тt, Вt, S4t, S5t  складаються з правил виведення пропозиційної логіки, до яких додаються правила модалізації для ((  та  (( : 
ПM()  ((
ПM()  ((
Реляційна семантика темпоральної логіки задається так, як і для алетичної модальної логіки. 
Аналогічно поняттю моделі можливих світів вводимо поняття темпоральної моделі, але тепер  (  фактично вказує напрям часу – від минулого до майбутнього. Визначення відображення інтерпретації  J : Fm(S({T, F} відрізняється від відповідного визначення для алетичної модальної логіки тільки тим, що замість пункту 4) маємо два пункти 4() та 4() для формул вигляду  (( та  (( : 
4() J(((, ( ) = Т  (  J(, ( ) = Т  для всіх  ((S  таких, що  ( ((, інакше J(((, ( ) = F.

4() J(((, ( ) = Т  (  J(, ( ) = Т  для всіх  ((S  таких, що  (((,  інакше J(((, ( ) = F.

Деонтична логіка. Розділ модальної логіки, в якому вивчаються міркування з термінами "обов'язково", "дозволено", "заборонено", називається деонтичною логікою. Предметом такої логіки є нормативні міркування. Термін "деонтична" походить від давньогрецького deontis, що означає "так, як має бути", "належним чином". 
Побудову деонтичної логіки природно вести на базі семантики можливих світів. Для деонтичної логіки таку концепцію можна конкретизувати у двох аспектах:
1) можливий світ – це деонтичний (належний, ідеальний) світ;
2) відношення досяжності – це відношення між світом, в якому будується деонтичний світ, та цим деонтичним світом.
У мінімальному (стандартному) варіанті деонтичної логіки маємо базовий деонтичний оператор  О – "обов'язково". 
Похідні деонтичні оператори визначаються так (тут  Q – предикат): 
1) Оператор  Р – "дозволено":  РQ  означає  (О(Q ; 
2) Оператор  F – "заборонено":  FQ  означає  О(Q ;

3) Оператор  I – "байдуже":  IQ  означає РQ & P(Q . 
Cтандартним чином вводимо мову деонтичної логіки та аксіоматичні системи. На пропозиційному рівні отримуємо деонтичну систему DS. Множина аксіом і правил виведення системи DS складається з аксіом і правил виведення пропозиційної логіки, до яких додаються аксіоми, що є аналогами аксіом АхNr і Ах(. та правило виведення ПО, що є аналогом правила модалізації. Такі аксіоми задаються схемами: 
АхDNr)  О(((О(О(
АхD()  OР.

Правило виведення  ПО  має вигляд
ПО)   О
Властивості оператора  О  подібні до властивостей оператора  (. Але в деонтичній логіці формула  O  в загальному випадку не є істинною. Вона означає: "якщо має бути  ,  то  ". 
На відміну від алетичної модальної логіки, в деонтичній логіці відношення досяжності  (  мусить бути:
1) іррефлексивним, тобто невірно  ( ((; 
2) мати властивість незавершеності, тобто для кожного світу  (  існує світ  ( такий, що  ( ((. 
Ці властивості можна трактувати як незбіг належного і реального, та як існування для кожного світу свого деонтичного світу.
В деонтичній логіці існують твердження, інтуїтивно неприйнятні, але які можна формально довести в описаній системі. Це засвідчує не зовсім адекватну формалізацію деонтичної логіки. Зокрема, А. Прайор показав, що формула  О((О(((  є теоремою, але вона інтуїтивно несприйнятна. Тому сумнівно трактувати формулу  О((( як твердження про похідний обов'язок: зробити  (  у разі виконання  . A. Прайор запропонував визначити похідний обов'язок формулою  (О(, але тоді теоремою буде  ((((О(  яка парадоксальна, бо означає: те, що не існує, зобов'язує робити все, що завгодно. Парадоксальною є також формула  F(F(&(. Ця формула означає: із заборони дії випливає заборона поєднувати її з іншою дією. Це вірно, зокрема, і для дії, що компенсує порушення заборонної дії. Наприклад, якщо заборонено лаятися, то заборонено лаятися і вибачатися. 
Приклад 10.2.6. Варіантом деонтичної логіки є [3] логіка санкцій А. Андерсона, в якій деонтичний оператор  О  випражається за допомогою оператора  (  та константного предикату  S,  який означає санкцію (штраф). Андерсон визначає  ОQ  як  (((Q(S),  тоді  FQ  означає  ((Q(S),  IQ означає  ((Q&(S).  Відповідне числення  Sd  логіки санкцій включає аксіому ((S,  яка означає, що кари можна уникнути. 
Приклад 10.2.7. Різновидністю логіки санкцій є [3] деонтична логіка з предикатною константою N  (нормативний кодекс). Тоді  ОQ  задається як  ((N(Q),  FQ  задається як ((N((Q),  РQ – як  N&Q. Відповідне числення включає аксіому  (N,  яка означає можливість дотримання нормативного кодексу.
Епістемічна логіка. Розділ модальної логіки, в якому досліджуються міркування з такими модальностями, як "відомо", "вірно", "доведено", "спростовано", називавється епістемічною логікою. Засновником епістемічної логіки як науки є фінський логік Я. Хінтікка. В 1962 р. в своїй роботі "Знання і опінія" він вирішив застосувати аппарат модальної логіки для порівняльної логічної характеристики того, що є змістом знання і що є змістом опінії, віри. Для епістемічної логіки він запропонував семантику можливих світів, назвавши такі світи епістемічними. 
Основними модальностями епістемічної логіки є  К  та  В,  які відповідають знанню та опінії, вірі. 
КQ  можна трактувати так: "відомо, що  Q". 
ВQ можна трактувати так: "вірую, що  Q". 
У більш загальному вигляді вводять параметричні модальні оператори  Кх та  Вх.  Це відповідає наявності множини суб'єктів знання – експертів.
У цьому випадку  КхQ  трактується так: "експерт  х  знає, що  Q". 
ВхQ  трактується так: "експерт  х  вірить, що  Q". 
Приклад 10.2.8. Для логіки знання і віри маємо: 
КхQ ( ВхQ;

ВхQ ( КхВхQ;

КхQ ( ВхКхQ;.

Вх(Q ( (ВхQ;

Вх(ВхQ ( (ВхQ;

ВуКхQ ( Ву(ВхQ (Q).

Розглянемо епістемічну логіку знання пропозиційного рівня. У цьому випадку вводимо тільки модальні оператори знання. 

У найпростішому варіанті маємо один такий оператор  К,  що відповідає наявності єдиного суб'єкта знання (експерта). 
Алфавіт мови пропозиційної епістемічної логіки з одним експертом складається з множини  Ps  предикатних символiв, символів пропозиційних композицій  (, (  та символу  К  модального оператора знання. 
Множина формул  Fе  визначається індуктивно: 
1) Кожний  P(Ps  є формулою. Такi формули атомарні.
2) Нехай    та   – формули. Тодi  ,  К – формули.
Множина аксіом пропозиційної епістемічної логіки складається з аксіом пропозиційної логіки та аксіом, що задаються такими схемами: 
АхЕN) К(((К(К( 
АхRe) К.

АхPR) ККК
АхNR) ККК.
Аксіома  АхRe  називається аксіомою реальності знання. Вона є аналогом аксіоми  Ах(  алетичної модальної логіки. 
Аксіома  АхPR  називається аксіомою позитивної рефлексії (якщо я знаю, то я знаю, що знаю). Вона є аналогом аксіоми  АхS4  алетичної модальної логіки.
Аксіома  АхNR  називається аксіомою негативної рефлексії (якщо я не знаю, то я знаю, що не знаю). Вона є аналогом аксіоми  АхS5  алетичної модальної логіки.
Правила виведення складаються з правил виведення пропозиційної логіки, до яких додається правило знання: 
ПК)  К
Приклад 10.2.9. Система епістемічної модальної логіки, яка включає схеми аксіом  АхЕN  та АхRe, є аналогом системи Т алетичної модальної логіки. Таку систему називають Т(1). 
Приклад 10.2.10. Система епістемічної модальної логіки, яка включає схеми аксіом  АхЕN, АхRe та АхPR, є аналогом системи S4 алетичної модальної логіки. Таку систему називають S4(1). 
Приклад 10.2.11. Система епістемічної модальної логіки, яка включає схеми аксіом  АхЕN, АхRe та АхNR, є аналогом системи S5 алетичної модальної логіки. Таку систему називають S5(1). 
Реляційна семантика (семантика можливих світів) для систем пропозиційної епістемічної логіки вводиться аналогічно випадку алетичної модальної логіки. 
Відношення досяжності  (  трактується таким чином: ( (( означає, що експерт в ситуації  (  розглядає ситуацію  (  як можливу.
При цьому аксіома  АхRe  дає умову рефлексивності відношення досяжності  (.  Аксіома АхPR дає умову транзитивності  (.  Аксіома АхNR дає умову транзитивності та симетричності відношення  (. 
Узагальнюючи системи епістемічної логіки з одним експертом, вводимо скінченну множину операторів знання  К1, …, Кn .  Відповідно визначається мова епістемічної логіки, аксіоматичні системи замість однієї схеми аксіом АхЕN містять  n  схем аксіом такого ж типу для  К1, …, Кn .  Те ж стосується схем аксіом  АхRe, АхPR, АхNR. 
Системи пропозиційної епістемічної логіки з  n  експертами, відповідні системам  Т(1), S4(1), S5(1),  називають  Т(n), S4(n), S5(n) . 
При визначенні реляційної семантики таких систем замість єдиного відношення  (  маємо  n  таких відношень  (1 , …, (n .  При цьому  ( (k (  означає, що  k-й експерт в ситуації  (  розглядає ситуацію  (  як можливу.
Подальший розвиток епістемічної логіки привів до виникнення систем загального знання, систем внутрішнього (розподіленого) знання. Варто згадати епістемічну логіку Левеска, на базі якої створена мова  KL  опису систем знань з неповною інформацією, що дозволяє не тільки робити запити бази знань, але й отримувати інформацію про повноту чи неповноту отриманих знань. Детальніше про це див. [1]. 
ВПРАВИ
1. Вкажіть схеми аксіом та правила виведення:

1) пропозиційної темпоральної S4t-системи.

2) пропозиційної темпоральної S5t-системи.

3) пропозиційної темпоральної Bt-системи. 

2. Поясніть парадоксальність деонтичної формули  х=у ( 0 х=у. 
3. Дайте повний опис пропозиційного числення  Sd  логіки санкцій Андерсона.  

4. Покажіть, що в численні  Sd :
1)  OAРA; 
2)  О(АB(ОA(ОB
5. Дайте повний опис пропозиційних епістемічних систем  Т(1), S4(1), S5(1) .

6. Дайте повний опис пропозиційних епістемічних систем Т(n), S4(n), S5(n) . 
7. Визначіть реляційну семантику систем вправ 5 та 6. 

8. Вкажіть схеми аксіом та правила виведення:

1) пропозиційної епістемічної S4(2)-системи. 

2) пропозиційної епістемічної S4(3)-системи.

3) пропозиційної епістемічної S5(2)-системи.

4) пропозиційної епістемічної S5(3)-системи.

9. Опишіть синтаксис та реляційну семантику: 

1) мови епістемічної логіки знання з 2-ма експертами.

2) мови епістемічної логіки знання з 3-ма експертами.
10.3. Композиційно-номінативні модальні системи 
Центральним поняттям композиційно-номінативної модальної логіки (КНМЛ) [16, 17] є поняття композиційно-номінативної модальної системи (КНМС). Такі системи описують світи розгляду модальної логіки. 
Під композиційно-номінативною модальною системою в загальному випадку розуміємо об'єкт вигляду   = (Cms, Ds, Dns).  

Тут  Cms, Ds та Dns  означають таке. 
1) Cms = (D, R, Pr, C) – композиційна модальна система, яка задає семантичні аспекти світу. Її компоненти  D, R, Pr, C  визначаються таким чином.
Множину D  трактуємо як множину станів світу. 
Множина R – це множина відношень на станах світу вигляду  R(D(Dn. 
Множина Pr – це множина предикатів вигляду  D({T, F}. 
Множина C – це множина композицій на  Pr.
2) Ds – дескриптивна система КНМС; вона визначає множину стандартних дескрипцій – формул мови модальної логіки. 
3) Dns – денотаційна система КНМС; вона визначає значення кожної стандартної дескрипції. 
Композиції КНМС пропозиційного рівня визначаються базовими пропозиційними композиціями (, ( та базовими модальними композиціями. Кожна така модальна композиція ( кожному предикату Р(Pr ставить у відповідність предикат ((Р), значення якого на кожному d(D визначається значеннями предикату Р на певних станах світу таких, що  d  та ці стани перебувають у пов'язаних із ( відношеннях із  R. 
Композиції КНМС реномінативного рівня визначаються композиціями (, (, R
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 та базовими модальними композиціями пропозиційного рівня. 
Множина даних D конкретизується як множина V-іменних даних вигляду D = VA  для деякої множини A – множини базових даних світу. 
Множина Pr розглядається як множина еквітонних V-квазіарних предикатів вигляду  VA({T, F}. 
На кванторному рівні до композицій КНМС реномінаційного рівня додаємо композиції квантифікації (х та (х. 
Вибираючи ті чи інші базові модальні композиції та пов'язані з ними відношення із R,  дістаємо відповідні різновидності КHМС. 

Приклад 10.3.1. Взявши загальні модальні композиції ( (необхідно)  і  ( (можливо) та множину R із єдиного бінарного відношення, отримуємо загальні (алетичні) КНМС. 
На пропозиційному рівні поняття КНМС уточнимо таким чином. 
Множина Pr – це множина абстрактних предикатів вигляду D({T, F}.

Множина C – це множина композицій на Pr. Такі композиції визначаються композиціями (, (  та базовими модальними композиціями.
Для уточнення  Ds  введемо мову пропозиційної модальної логіки. 
Алфавіт мови складається з множини Ps предикатних символiв, символів базових композицій (, ( та множини Ms  символів базових модальних композицій. 

Множину  Ms  назвемо модальною сигнатурою КНМС. 
Задамо множину  FРт  формул мови пропозиційної модальної логіки: 
1) Кожний  p(Ps  є формулою.  Такi формули атомарні.
2) Нехай    та   – формули.  Тодi    та   – формули. 
3) Нехай   – формула,  ((Мs.  Тодi ( – формула. 
Для уточнення  Dпs  задамо:
– відображення інтерпретації атомарних формул на світах  Iт : Рs(Pr ;
– відображення інтерпретації символів модальних композицій  Iтc : Ms(C. 
Відображення  Iт  продовжимо до відображення  Jт : FРт(Pr, враховуючи відображення  Iтс : 
1) Jт(p) = I(p)  для кожного  p(Ps. 
2) Нехай  Jт(  P, Jт(  Q.  Тодi  Jт() = P, Jт() = PQ. 
3) Для формул вигляду ( значення Jт(()(d) визначається значеннями Jт()(()  для певних станів  (  таких, що  d  та ці  (  перебувають у відповідних пов'язаних із ( відношеннях із R. 
Тип пропозиційної КНМС визначається її модальною сигнатурою та однотипністю відношень із R для кожного символу базової модальної композиції. 
На кванторному рівні поняття КНМС уточнимо так. 
Алфавіт мови КНМЛ кванторного рівня складається з множини  V  предметних імен, множини Ps  предикатних символiв, символів базових композицій (, (, 
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, x  та множини Мs  символів базових модальних композицій. 
Множина  Fm  формул такої мови визначається індуктивно: 
1) Кожний  p(Ps  є формулою.  Такі формули назвемо атомарними.
2) Нехай    та   – формули. Тоді  та  – формули. 
3) Нехай   – формула. Тоді 
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() – формула. 
4) Нехай   – формула. Тоді  x – формула. 
5) Нехай   – формула, ( – символ базової модальної композиції. Тодi  ( – формула. 
Для кожного  p(Ps  визначається множина його синтетично неістотних предметних імен за допомогою тотального відображення  ( : Ps(2V. Продовжимо таку функцію до функції  ( : Fт(2V  так: 
– (() = ((); 
– (() = (()((();

– (
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= (((({v1,...,vn})((V\{xi | vi ((( i({1,…, n}}); 
– ((x) = (()({x}; 
– ((() = ((). 
Пару ( = (Ps, () назвемо сигнатурою синтетичної неістотності кванторної КНМС. Символи модальних композицій утворюють модальну сигнатуру кванторної КНМС. 
Як і для випадку пропозиційних КНМС, для уточнення  Dпs  задамо відображення інтерпретації атомарних формул на світах  Iт : Рs(Pr та відображення інтерпретації символів модальних композицій  Iтc : Ms(C. 
Відображення Iт продовжимо до відображення  Jт : Fт(Pr  із врахуванням відображення Iтс : 
1) Jт(p) = I(p)  для кожного  p(Ps. 
2) Нехай  Jт(  P,  Jт(  Q.  Тодi  Jт() = P,  Jт() = PQ. 
3) Jm(
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(Jm()). 
4) Нехай  Jm(  P.  Тодi  Jm(x) = xP. 
5) Для формул вигляду ( значення Jт(()(d) визначається значеннями  Jт()(()  для певних станів  (  таких, що  d  та ці  (  перебувають у відповідних пов'язаних із  (  відношеннях із  R. 
Тип кванторної КНМС визначається її модальною сигнатурою, однотипністю відношень із  R  для кожного символу базової модальної композиції  та  сигнатурою синтетичної неістотності. 
Предикат  Jт(), який є значенням формули  в КНМС , будемо позначати    
Формула    (частково) істинна в КНМС ,  якщо для довільних  d(D із умови   (d)(  випливає   (d) = T.  
Той факт, що формула    істинна в КНМС ,  позначаємо   . 
Формула  (  всюди істинна, якщо     для всіх КНМС   одного типу. 
Той факт, що формула    всюди істинна, позначаємо  |( 
Транзиційні модальні логіки. Важливим випадком КНМС є транзиційні модальні системи (ТМС). Такі системи лежать в основі транзиційних модальних логік. У рамках таких логік можуть природним чином розглядатися традиційні модальні логіки.
Для ТМС множина  R  відношень на станах світу складається з відношень вигляду  R(D(D, які природно назвати відношеннями переходу. 
Якщо  R  складається з єдиного бінарного відношення, яке позначатимемо  (,  то таку ТMС назвемо стандартною (СТMС). 
Відношення ( базоване, якщо воно визначене на множині базових даних А  та продовжене на множину  VA  таким чином: 
1) d (h  (  im(d)(im(h); 
2) для всіх  v(im(d)  якщо  v(a(d  і  v(b(h,  то  a (b. 
Для випадку базованого відношення  (  стандартні ТМС будемо називати базованими. 
СТМС із базовими модальними композиціями  (  і  (  називатимемо загальними ТМС. 
Для загальних ТMС відображення інтерпретації Jт   стосовно формул вигляду  (  та  (  уточнимо таким чином. 
Для кожних  d(D  визначимо: 
Jт(()(d) =
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Jт(()(d) =
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Композиції ( і ( пов'язані співвідношеннями:  ((Р = ((Р та  ((Р = ((Р.  Тому для випадку загальних ТМС обмежимося єдиною базовою модальною композицією  (.  Тоді  (Р  означає (((Р.

Залежно від умов, які накладаються на  (,  можна визначати різні типи загальних ТMС. 
Приклад 10.3.2. Якщо відношення  (  рефлексивне, дістаємо Т-систему, подібну до класичної Т-модельної структури. Таку систему назвемо  Т-КНМС. 
Приклад 10.3.3. Якщо відношення  (  рефлексивне і симетричне, маємо систему, подібну до класичної В-модельної структури. Назвемо її  В-КНМС.
Приклад 10.3.4. Якщо  (  рефлексивне і транзитивне, дістаємо S4-систему, подібну до класичної S4-модельної структури. Таку систему назвемо  S4-КНМС.
Приклад 10.3.5. Якщо  (  є відношенням еквівалентності, отримуємо систему, подібну до класичної S5-модельної структури. Назвемо її  S5-КНМС.
Якщо загальна ТМС базована, то для довільного Р(Pr  виконується співвідношення 
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Таким чином, умова базованості дозволяє проносити символи реномінації через символи модальних композицій, що при умові нескінченності множини 
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 тотально неістотних імен дає змогу перетворити формулу до класичноподібного вигляду, коли символи реномінації застосовуються тільки до символів базових предикатів.
Для випадку базованого відношення  (  описані вище загальні ТМС назвемо відповідно  ВТ-КНМС, ВВ-КНМС, ВS4-КНМС, ВS5-КНМС. 
Темпоральні КНМЛ. Важливим випадком транзиційних модальних логік є темпоральні композиційно-номінативні модальні логіки. 
СТMС із базовими модальними композиціями  ((  (завжди буде),  ((  (завжди було),  ((  (колись буде) та  ((  (колись було), назвемо темпоральними КНМС (ТмКНMС). 
Композиції  ((, ((, ((, ((  назвемо базовими часовими композиціями. Зазначені композиції пов'язані такими ж співвідношеннями, як і для випадку традиційної темпоральної логіки. 
Для темпоральних КНМС вважатимемо базовими композиції  ((  та  ((   Тоді композиції  ((  та  ((  є похідними часовими композиціями. 
Як і для випадку традиційної темпоральної логіки, визначаємо  ((  та  ((  таким чином:  ((Р  означає ((((Р,  ((Р  означає ((((Р. 
Для ТмКНMС відображення інтерпретації Jт стосовно формул вигляду  ((  та  ((  уточнимо так: 
Jт((()(d) =
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Jт((()(d) =
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Jт((()(d) =
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Jт((()(d) =
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Як і для випадку загальних ТМС, залежно від властивостей відношення  ( отримуємо відповідні темпоральні КНМС. 
Обмежимося розглядом ТмКНМС із рефлексивним відношенням  (.  Такі ТмКНМС назвемо нормальними, будемо їх позначати ТмМС.
Приклад 10.3.6. Якщо  (  рефлексивне і транзитивне, то дістаємо систему  S4-ТмМС. 
Приклад 10.3.7. Якщо  (  рефлексивне і симетричне, то маємо систему  В-ТмМС. 
Приклад 10.3.8. Якщо  (  є відношенням еквівалентності, отримуємо систему  S5-ТмМС.

Для випадку базованого відношення  (  зазначені вище темпоральні КНМС назвемо базованими. 
Розглянуті поняття можуть бути конкретизовані на кожному з рівнів абстракції розгляду. Зокрема, можна визначити пропозиційні, реномінаційні та кванторні стандартні ТМС, загальні ТМС, темпоральні КНМС.
Аксіоматичні системи КНМЛ визначимо на основі аксіоматичних систем НКЛ, додаючи аксіоми та правила виведення, які описують модальні композиції та відношення на світах. 
Транзиційні модальні числення. Для загальних ТМС визначимо аксіоматичні системи, відповідні класичним аксіоматичним модальним системам Т, B, S4 та S5. Такі аксіоматичні системи будемо називати КТ-численням, КВ-численням, КS4-численням, КS5-численням, або відповідно системою КТ, системою КB, системою КS4, системою КS5. 
Якщо загальні ТМС базовані, такі аксіоматичні системи назвемо ВТ-численням, ВВ-численням, ВS4-численням, ВS5-численням, або відповідно системою ВТ, системою ВB, системою ВS4, системою ВS5. 
Зазначені аксіоматичні системи КНМЛ визначаються на пропозиційному, реномінаційному та кванторному рівнях. 
Для кожної із таких аксіоматичних систем до множини аксіом НКЛ відповідного рівня додаємо cтандартні аксіоми модальності АхNr та Ах(. 
У випадку базованих систем додатково записуємо аксіоми АхR(. 
Для систем КВ та ВВ додатково записуємо аксіоми АхВ. 

Для систем КS4 та ВS4 додатково записуємо аксіоми АхS4. 

Для систем КS5 та ВS5 додатково записуємо аксіоми АхS5.
В усіх зазначених вище випадках до множини правил виведення додаємо правило модалізації ПM. 
Приклад 10.3.9. Повний опис ВS4-числення кванторного рівня. 
Множина логічних та модальних аксіом задається такими схемами аксiом:
АхПР)   – пропозиційні аксіоми.
АхRx) 
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Ах)  xyyx  – комутативність -префіксів. 
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()  – згортка реномінацій. 
АхRT) 
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  – згортка пар однакових імен в реномінаціях.
АхN)  xxx  – неістотність квантифікованих імен.
АхNR) 
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АхNР)  рxр – синтетична неістотність предметних імен. 
АхNr)  ((((((((). 
Ах()  (. 
АхR() 
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АхS4)  (((  
Множина правил виведення складається з таких правил: 
П1)    – правило розширення. 
П2)    – правило скорочення.
П3) () ()  – правило асоціативності.
П4) , (   – правило перетину.
П5)  x x  – правило (( .

П6) ФуФ 
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ПМ)  (  – правило модалізації. 
Для зазначених модальних систем справджуються теореми коректності та повноти:
Теорема 10.3.1 (істинності). Формула  (  є теоремою КТ-числення (КВ-числення, КS4-числення, КS5-числення)  (  (  істинна в кожній Т-КНМС (в кожній В-КНMC, S4-КНMC, S5-КНМC). 
Теорема 10.3.2 (повноти). Формула  (  є теоремою BТ-числення (BВ-числення, BS4-числення, BS5-числення)  (  (  істинна в кожній ВТ-КНMС (в кожній ВВ-КНМС, ВS4-КНМС, ВS5-КНМС).
Темпоральні композиційно-номінативні модальні числення. Аксіоматичні системи темпоральних КНМЛ назвемо темпоральними композиційно-номінативними модальними численнями. 
Обмежуючись нормальними ТмКНМС, для всіх таких числень на додаток до логічних аксіом неокласичної логіки відповідного рівня записуємо такі аксіоми для часових модальностей АхNr(,  АхNr(,  Ах((,  Ах((,  АхТ(,  АхТ(.
Для базованих систем додатково записуємо аксіоми АхR(( та АхR((.
В усіх зазначених системах до множини правил виведення додаємо правила модалізації ПM( та ПM(.  
Отримані аксіоматичні системи темпоральних композиційно-номінативних модальних логік назвемо  Тm-численням (в загальному випадку ТмMС) та ВТm-численням (у випадку базованих ТмMС).  Такі аксіоматичні системи визначаються на пропозиційному, реномінаційному та кванторному рівнях. 
Для темпоральних КНМЛ вводимо аксіоматичні системи, які назвемо ТmВ-численням, ТmS4-численням, ТmS5-численням. 

Якщо відношення  (  базоване, маємо відповідно  ВТmВ-числення, ВТmS4-числення, ВТmS5-числення.  
Для систем ТmВ та ВТmВ додатково записуємо аксіоми АхВ( та АхВ(. 
Для систем ТmS4 та ВТmS4 додатково записуємо аксіоми АхS4( та АхS4(.  
Для систем ТmS5 та ВТmS5 додатково записуємо аксіоми АхS5( та  АхS5(.  
Для розглянутих систем справджуються теореми коректності та повноти: 
Теорема 10.3.3 (коректності). Формула ( є теоремою Тm-числення (TmВ-числення, TmS4-числення, TmS5-числення)  (  (  істинна в кожній  ТмМС-системі (в кожній В-TмMC, S4-TмMC, S5-TмMC).
Теорема 10.3.4 (повноти). Формула  (  є теоремою BТm-числення (BТтВ-числення, BТтS4-числення, BТтS5-числення)  (  (  істинна в кожній  ВТмMС (в кожній ВВ-ТмМС, ВS4-ТмМС, ВS5-ТмМС). 
ВПРАВИ
1. Дайте визначення КНМС на реномінаційному рівні:
1) визначіть мову КНМЛ реномінаційного рівня; 

2) задайте відображення інтерпретації;

3) для реномінаційних КНМС дайте визначення формули, істинної в КНМС, та визначення всюди істинної формули.

2. Покажіть, що в KS5-численні виводиться формула Баркан [20, 21] (x(((((x(.  
3. Чи можна вивести формулу Баркан в KS4-численні?  
4. Покажіть, що в KS4-численні виводиться конверсія формули Баркан ((x(((x((. 
5. Дайте повні описи транзиційних модальних числень  КТ, КВ, КS4, КS5. 
6. Дайте повні описи базованих транзиційних модальних числень ВТ, ВВ, ВS5. 
7. Дайте повні описи темпоральних композиційно-номінативних модальних числень ТтВ, ТmS4, ТmS5.

8. Дайте повні описи базованих темпоральних композиційно-номінативних модальних числень ВТтВ, ВТmS4, ВТmS5.
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