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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Iз розвитком обчислювальної технiки виник новий на-
прям наукових дослiджень — комп’ютерне математичне моделювання, що передба-
чає побудову моделей дослiджуваного об’єкта та проведення серiй обчислювальних
експерементiв. Бiльшiсть задач занадто складнi для отримання точних розв’язкiв,
тому актуальною є розробка наближених методiв. Значний внесок у розвиток iте-
рацiйних методiв розв’язання операторних рiвнянь та оптимiзацiйних задач зробили
вiтчизнянi вченi М. Я. Бартiш, Ю. М. Данилiн, Ю. М. Єрмольєв, Б. М. Пшеничний,
П. I. Стецюк, С. М. Шахно, Н. З. Шор та iн.

Дана дисертацiя пов’язана з моделями вигляду варiацiйних нерiвностей та задач
рiвноважного програмування.

Варiацiйнi нерiвностi з монотонними операторами є максимально загальним кла-
сом задач з опуклою структурою. У цьому виглядi можна сформулювати задачi опу-
клого програмування, задачi пошуку сiдлових точок опукло-угнутих функцiй та рiзнi
актуальнi задачi пошуку рiвноваги (рiвновага Неша в некооперативних iграх; пита-
ння цiнової рiвноваги; транспортнi рiвноваги, що вiдповiдають поведiнковим прин-
ципам Вардропа). За останнi 50 рокiв теорiя варiацiйних нерiвностей сформувалася
в потужний iнструмент прикладної математики, що дозволяє з єдиних позицiй ви-
вчати багато проблем. Розробкою методiв дослiдження варiацiйних нерiвностей та
методiв для їх розв’язання займалось багато вiдомих вчених (А. С. Антiпiн, А. Б.
Бакушинський, Є. Г. Гольштейн, Ю. М. Данилiн, I. В. Коннов, Г. М. Корпелевич,
А. С. Немировський, Ю. Є. Нестеров, Є. О. Нурмiнський, Л. Д. Попов, Б. М. Пше-
ничний, H. Brezis, F. Browder, R. E. Bruck, S. Dafermos, J. L. Lions, A. Nagurney, P.
T. Harker, J.-S. Pang, G. B. Passty, R. T. Rockafellar, M. V. Solodov, W. Takahashi, P.
Tseng, I. Yamada та iн.). Найбiльш популярними методами розв’язання варiацiйних
нерiвностей є екстраградiєнтний метод, запропонований Г. М. Корпелевич в 1970-х
роках, та його модифiкацiї. Останнiм часом пожвавилася дослiдницька активнiсть,
пов’язана з пiдвищенням ефективностi та унiверсальностi екстраградiєнтних мето-
дiв (Ю. В. Малiцький, М. В. Меленьчук, А. С. Немировський, Ю. Є. Нестеров, В. В.
Семенов, Y. Censor, A. Gibali, A. Iusem, S. Reich, M. V. Solodov, B. Svaiter та iн.).

Задачi рiвноважного програмування (задачi про рiвновагу, нерiвностi Кi Фаня) є
ще одним популярним роздiлом сучасного прикладного нелiнiйного аналiзу. Форму-
лювання задачi про рiвновагу, яке вважають класичним, було наведено ще в роботах
Х. Нiкайдо та К. Iсоди, виконаних в 1950-х роках. Прiорiтетнi результати, повязанi з
iтерацiйними методами рiвноважного програмування, належать А. С. Антiпiну. Ва-
жливi результати отриманi I. В. Конновим, P. L. Combettes, S. D. Flam, G. Mastroeni,
A. Moudafi, J. J. Strodiot, W. Takahashi та iн. В «рiвноважнiй алгоритмiцi» велике
значення мають методи апроксимацiї нерухомих точок нерозтягуючих операторiв,
якi дозволяють регуляризовувати iснуючi методи або будувати новi. Але питання
про ефективнi методи розв’язання рiвноважних задач великої розмiрностi досi акту-
альне. Наприклад, останнiм часом збiльшився iнтерес до розробки алгоритмiв для
децентралiзованих розподiлених обчислювальних систем.
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Дисертацiя спрямована на розширення арсеналу методiв розв’язання варiацiйних
нерiвностей та задач рiвноважного програмування.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота ви-
конана у Державному унiверситетi iнфраструктури та технологiй на кафедрi вищої
та прикладної математики факультету управлiння i технологiй. Дослiдження прово-
дились у рамках плану наукових дослiджень кафедри обчислювальної математики
факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверси-
тету iменi Тараса Шевченка в межах науково-дослiдної теми «Розробка алгоритмiв
моделювання та оптимiзацiї динамiчних систем для оборони, медицини та екологiї»,
№ДР 0116U004777 (науковий керiвник — чл.-кор. НАН України С. I. Ляшко).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є розробка з теоретичним
обгрунтуванням нових ефективних методiв для розв’язання варiацiйних нерiвностей
та задач рiвноважного програмування. Досягнення мети пов’язано з розв’язком та-
ких конкретних задач:

— розробка модифiкацiй субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму, що не
вимагає лiпшицевостi операторiв;

— розробка нових варiантiв регуляризацiї слабко збiжних алгоритмiв розв’яза-
ння задач про рiвновагу в гiльбертовому просторi;

— розробка нових алгоритмiв розв’язання варiацiйних нерiвностей на множинi
нерухомих точок не бiльш нiж злiченної родини квазiнерозтягуючих (фей-
ерiвських) операторiв;

— розробка та теоретичне обгрунтування модифiкацiї двоетапного проксималь-
ного алгоритму з використанням вiдстанi Брегмана;

— розробка та теоретичне обгрунтування декомпозицiйних алгоритмiв для ва-
рiацiйних нерiвностей з максимальними монотонними операторами.

Об’єкт дослiдження. Варiацiйнi нерiвностi з монотонними операторами, задачi
про рiвновагу та проективнi алгоритми їх наближеного розв’язання.

Предмет дослiдження. Збiжнiсть iтерацiйних проективних алгоритмiв для мо-
нотонних варiацiйних нерiвностей та задач про рiвновагу.

Методи дослiдження. У роботi використовувалися методи функцiонального ана-
лiзу, опуклого аналiзу, теорiя варiацiйних нерiвностей, схеми дослiдження збiжностi
iтерацiйних методiв оптимiзацiї.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, що винося-
ться на захист, стосуються розробки нових iтерацiйних алгоритмiв розв’язання задач
нелiнiйного аналiзу. Зокрема, вперше:

— побудовано модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму з ди-
намiчним регулюванням величини кроку для розв’язання варiацiйних нерiв-
ностей з монотонними нелiпшицевими операторами i доведено його збiжнiсть;

— побудовано модифiкацiї субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму для
розв’язання варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з монотонними
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нелiпшицевими операторами та з апрiорною iнформацiєю про розв’язки у ви-
глядi включення в множину нерухомих точок заданого оператора;

— для розв’язання варiацiйних нерiвностей з багатозначними максимальними
монотонними операторами запропоновано алгоритм розщеплення та доведено
теорему про його слабку ергодичну збiжнiсть;

удосконалено:
— за допомогою схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota побудовано алгоритм розв’-

язання варiацiйних нерiвностей iз сильно монотонними операторами на мно-
жинi нерухомих точок квазiнерозтягуючих операторiв;

— за допомогою модифiкованої схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota побудовано
варiанти регуляризацiї слабко збiжних алгоритмiв розв’язання задач про рiв-
новагу та варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi;

набуло подальшого розвитку :
— побудовано та теоретично обгрунтувано модифiкацiю двоетапного прокси-

мального алгоритму з використанням вiдстанi Брегмана.

Практичне значення одержаних результатiв. Проведенi дослiдження ле-
жать в руслi сучасних дослiджень варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного
програмування, iнтерес до яких достатньо високий. Результати дисертацiї призначе-
нi для використання при створеннi спецiалiзованого програмного забезпечення для
моделювання в дослiдженнi операцiй, математичнiй економiцi та математичнiй фi-
зицi. Також розробленi алгоритми можуть бути використанi для розв’язання задач
машинного навчання, обробки зображень тощо. Окремi результати, одержанi в ро-
ботi, було впроваджено у навчальний процес кафедри обчислювальної математики
факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiонального унiверси-
тету iменi Тараса Шевченка при викладаннi дисциплiн «Метрична теорiя нерухомих
точок» та «Додатковi роздiли функцiонального аналiзу». Декiлька алгоритмiв було
використано при виконаннi науково-дослiдної теми «Розробка алгоритмiв моделю-
вання та оптимiзацiї динамiчних систем для оборони, медицини та екологiї» (№ДР
0116U004777) кафедри обчислювальної математики факультету комп’ютерних наук
та кiбернетики Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка.

Особистий внесок здобувача. Дисертацiя є самостiйною науковою працею, в
якiй висвiтленi власнi iдеї та розробки автора, що дозволили розв’язати поставленi
завдання. Теоретичнi положення та висновки, сформульованi в роботi, одержанi авто-
ром самостiйно та вiдображенi в опублiкованих працях. Робота [1] виконана здобува-
чем без спiвавторiв. У роботах, опублiкованих у спiвавторствi, здобувачу належить:
в [2] — леми 4–7 та теорема 1 про ергодичну збiжнiсть; в [3] — схема регуляризацiї
методiв екстраградiєнтного типу та теорема 1; в [4] — леми 1, 2; в [5] — алгоритм
розв’язання варiацiйних нерiвностей на множинi нерухомих точок не бiльш нiж злi-
ченної родини квазiнерозтягуючих операторiв та теореми 1, 2; в [6] — формулювання
алгоритмiв та теореми 1–3; в [7] — формулювання алгоритмiв, доведення лем 5–7 та
теорем 1, 2; в [8] — розробка алгоритму, доведення леми 4 та теореми 1. Науково-
му керiвнику В. В. Семенову належать постановки задач, загальне керiвництво та
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участь в обговореннi результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Матерiали дисертацiйної роботи доповiд-
ались та обговорювались на науковому семiнарi кафедри системного аналiзу та теорiї
прийняття рiшень факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка (2018), науковому семiнарi кафедри
обчислювальної математики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (2017), науковому семi-
нарi кафедри вищої та прикладної математики факультету управлiння i технологiй
Державного унiверситету iнфраструктури та технологiй (2017), науковому семiнарi
кафедри прикладної математики факультету управлiння i технологiй Київської дер-
жавної академiї водного транспорту iм. гетьмана Петра Конашевича-Сагайдачного
(2016), а також на мiжнародних наукових конференцiях:

— Мiжнародна математична конференцiя «Диференцiальнi рiвняння, обчислю-
вальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи механiки» до 100-
рiччя вiд дня народження члена-кореспондента НАН України Положого Геор-
гiя Миколайовича (Київ, 23–24 квiтня 2014);

— XXIII International Conference «Problems of decision making under uncertainti-
es» (PDMU–2014) (Мукачево, 12–16 травня 2014);

— VII Мiжнародна конференцiя «Обчислювальна та прикладна математика»
iменi академiка I. I. Ляшка (Київ, 9–10 жовтня 2014);

— Мiжнародна конференцiя «Сучаснi проблеми математичного моделювання та
обчислювальних методiв» (Рiвне, 19–22 лютого 2015);

— XXV International Conference «Problems of decision making under uncertainties»
(PDMU–2015) (Схiдниця, 11–15 травня 2015);

— VIII Мiжнародна конференцiя «Обчислювальна та прикладна математика»
iменi академiка I. I. Ляшка (Київ, 8–9 жовтня 2015).

— V Международная конференция «Математическое моделирование, оптимиза-
ция и информационные технологии» (Кишинэу, Молдова, 22–25 марта 2016).

Публiкацiї. Основнi результати викладено у 8 статтях [1–8], опублiкованих у
виданнях, що внесенi до перелiку наукових фахових видань України, та додатково
вiдображено в матерiалах конференцiй [9–15]. Статтi [6–7] опублiкованi у виданнях,
що входять до мiжнародної наукометричної бази даних Scopus.

Структура дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi вступу, чотирьох
роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел (148 найменувань на 15 сторiнках)
та трьох додаткiв (на 6 сторiнках). Загальний обсяг дисертацiї становить 150 сторi-
нок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми дисертацiї, формулюється мета та
задачi дослiдження, висвiтлюється наукова новизна та практична цiннiсть одержа-
них результатiв, описується особистий внесок здобувача, наводиться iнформацiя про
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апробацiю результатiв та публiкацiї.
Перший роздiл мiстить огляд лiтератури за темою дисертацiї. Пiсля нарису

iсторiї варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного програмування (пiдроздiл
1.1) придiлено увагу розвитку проективних алгоритмiв для монотонних варiацiй-
них нерiвностей (пiдроздiл 1.2). Зокрема, розглянуто субградiєнтний екстраградi-
єнтний алгоритм, для якого в дисертацiйнiй роботi запропоновано модифiкацiю, яка
не вимагає знання сталої Лiпшиця оператора A. Пiдроздiл 1.3 присвячено теорiї
нерухомих точок та розвитку алгоритмiв їхнього пошуку. У пiдроздiлi 1.4 розгляну-
то основнi алгоритми для задач рiвноважного програмування. Зокрема, iтерацiйний
двоетапний проксимальний метод, для якого в данiй дисертацiї запропоновано мо-
дифiкацiю з використанням вiдстанi Брегмана. Також акцентовано увагу на деяких
проблемних питаннях, вирiшенню яких присвячено дисертацiю.

У другому роздiлi розглядаються рiзнi варiанти модифiкованого екстраградi-
єнтного методу з динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання варiа-
цiйних нерiвностей з монотонними операторами, якi дiють у гiльбертовому просторi.
У пiдроздiлi 2.1 наведено необхiдний мiнiмум вiдомостей стосовно варiацiйних не-
рiвностей та факти, що вiдiграють важливу роль у доведеннях основних результатiв
роздiлу. Далi у пiдроздiлi 2.2 пропонуємо модифiкацiю субградiєнтного екстрагра-
дiєнтного алгоритму з динамiчним регулюванням величини кроку для варiацiйних
нерiвностей з монотонними нелiпшицевими операторами i доводимо його збiжнiсть.

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр iз заданим скалярним добутком (·, ·)
та нормою ‖·‖, що породжена цим скалярним добутком, C — непорожня опукла i
замкнена пiдмножина простору H та A : H → H – деякий оператор.

Означення 1. Варiацiйною нерiвнiстю називаємо таку задачу:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ C. (1)

Множину розв’язкiв варiацiйної нерiвностi (1) позначимо як V I (A,C).
Означення 2. Оператор A : H → H називаємо монотонним, якщо

(Ax− Ay, x− y) > 0 ∀x, y ∈ H.

Cкрiзь у другому роздiлi вважається, що виконуються такi умови:
• V I (A,C) 6= ∅;
• оператор A : H → H — монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених

множинах.
Нехай PC — оператор проектування на замкнену опуклу пiдмножину C ⊆ H.

Популярний екстраградiєнтний алгоритм Корпелевич для розв’язання варiацiйної
нерiвностi (1) з лiпшицевим оператором має вигляд:{

yn = PC (xn − λAxn) ,
xn+1 = PC (xn − λAyn) ,

де x0 ∈ H, λ ∈ (0, 1/L) — стала Лiпшиця оператора A.
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В 2011 р. для варiацiйних нерiвностей та задач про рiвновагу була запропонова-
на модифiкацiя алгоритму Корпелевич з одним метричним проектуванням на допу-
стиму множину — так званий, субградiєнтний екстраградiєнтний алгоритм, що має
вигляд: 

yn = PC (xn − λAxn) ,
Tn = {z ∈ H : (xn − λAxn − yn, z − yn) 6 0} ,
xn+1 = PTn (xn − λAyn) ,

де λ ∈ (0, 1/L) — стала Лiпшиця оператора A.
Очевидним недолiком субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму є припуще-

ння про те, що стала Лiпшиця оператора A вiдома або допускає просту оцiнку. Крiм
того, у багатьох задачах оператори можуть не задовольняти умовi Лiпшиця. За-
уважимо, що в бiльшостi робiт, присвячених алгоритмам розв’язання варiацiйних
нерiвностей, розглядаються саме лiпшицевi оператори.

Для розв’язання варiацiйної нерiвностi (1) пропонується такий алгоритм.
Алгоритм 1. Задаємо параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1) i x0 ∈ H.

Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j > 0 : ‖APC (xn − στ jAxn)− Axn‖ 6

6 θ
στ j
‖PC (xn − στ jAxn)− xn‖},

λn = στ j(n).
(2)

Якщо yn = xn, то закiнчуємо, в противному випадку обчислюємо

xn+1 = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) 6 0} .

Зрозумiло, що якщо yn = xn, то точка xn належить множинi C i є розв’язком
варiацiйної нерiвностi.

Процедура (2) завжди закiнчується за скiнченну кiлькiсть крокiв. Має мiсце
Лема 1. Правило (2) вибору параметра λn коректне, тобто j (n) < +∞.
Має мiсце
Теорема 1. Послiдовностi (xn) i (yn), породженнi алгоритмом 1, слабко збiга-

ються до деякої точки z ∈ V I(A,C).
Пiдроздiл 2.3 присвячений варiанту алгоритму для пошуку розв’язку варiацiй-

ної нерiвностi (1) з апрiорною iнформацiєю, що описана у виглядi включення до
множини нерухомих точок заданого квазiнерозтягуючого оператора.
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Означення 3. Оператор T : H → H називають квазiнерозтягуючим (фейерiв-
ським), якщо F (T ) = {x ∈ H : Tx = x} 6= ∅ та

‖Tx− y‖ 6 ‖x− y‖ ∀x ∈ H ∀y ∈ F (T ) .

Вiдомо, що множина нерухомих точок F (T ) квазiнерозтягуючого оператора за-
мкнена та опукла.

Означення 4. Оператор S : C → H називають демiзамкненим в y ∈ H якщо для
послiдовностi точок xn ∈ C iз xn ⇀ x i Sxn → y випливає Sx = y.

Нехай S : H → H — квазiнерозтягуючий оператор з множиною нерухомих точок
F (S) = {x ∈ H : Sx = x}. Припустимо, що оператор I − S — демiзамкнений в нулi.
Крiм того, нехай має мiсце:

• V I(A,C) ∩ F (S) 6= ∅.
Зауваження 1. Нехай g : H → R — опукла диференцiйовна функцiя. Якщо мно-

жина
D = {x ∈ H : g (x) 6 0}

непорожня, то її можна трактувати як множину нерухомих точок квазiнерозтягую-
чого оператора

Sx =

{
x− g(x)

‖∇g(x)‖2∇g (x) , якщо x /∈ D,
x, якщо x ∈ D,

де ∇g (x) ∈ H — похiдна g в точцi x ∈ H. Для демiзамкненостi в нулi оператора I−S
достатньо обмеженостi g на будь-якiй обмеженiй множинi.

Для пошуку елементiв V I(A,C) ∩ F (S) розглянемо наступний алгоритм.
Алгоритм 2. Задаємо числовi параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1), елемент

x0 ∈ H i послiдовнiсть (δn) ⊆ [a, b] ⊆ (0, 1).
Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j > 0 : ‖APC (xn − στ jAxn)− Axn‖ 6

6 θ
στ j
‖PC (xn − στ jAxn)− xn‖},

λn = στ j(n).

Обчислюємо
xn+1 = δnxn + (1− δn)SPTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) 6 0} .

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 2. Послiдовностi (xn) i (yn), що породженi алгоритмом 2, слабко збi-

гаються до деякої точки z ∈ V I(A,C) ∩ F (S).
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Далi алгоритм 2 застосовувався для побудови iтерацiйної схеми розв’язання опе-
раторного рiвняння з апрiорною iнформацiєю:

Ax = f, x ∈ F (T ) .

У пiдроздiлi 2.4 запропоновано сильно збiжний модифiкований екстраградiєн-
тний метод з динамiчним регулюванням величини кроку для розв’язання варiацiй-
них нерiвностей з монотонними операторами, що дiють у гiльбертовому просторi.
Вiдносно операторiв ми, як i ранiше, не припускаємо їх лiпшицевiсть. Також роз-
глянутi варiанти методу для варiацiйних нерiвностей i операторних рiвнянь з апрi-
орною iнформацiєю про розв’язок, яка задана у виглядi множини нерухомих точок
квазiнерозтягуючого оператора. Для регуляризацiї модифiкованого екстраградiєн-
тного алгоритму використовувалась проста схема Гальперна, яка по сутi спiвпадає
зi схемою iтеративної регуляризацiї. Також розглянута регуляризацiя за допомогою
проекцiйної CQ-схеми та схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota.

Наведемо для прикладу лише один алгоритми для розв’язання (1), отриманий за
допомогою CQ-схеми.

Алгоритм 3. Задаємо параметри σ > 0, τ ∈ (0, 1), θ ∈ (0, 1) та x0 ∈ H.
Iтерацiйний крок. Для xn ∈ H обчислюємо

yn = PC (xn − λnAxn) ,

де λn отримуємо iз умови
j (n) = min{j > 0 : ‖APC (xn − στ jAxn)− Axn‖ 6

6 θ
στ j
‖PC (xn − στ jAxn)− xn‖},

λn = στ j(n).

Обчислюємо
zn = PTn (xn − λnAyn) ,

де
Tn = {z ∈ H : (xn − λnAxn − yn, z − yn) 6 0} .

Обчислюємо
xn+1 = PCn∩Qnx0,

де
Cn = {z ∈ H : ‖zn − z‖ 6 ‖xn − z‖} ,
Qn = {z ∈ H : (xn − z, x0 − xn) > 0} .

Має мiсце
Теорема 3. Нехай множина C ⊆ H — опукла i замкнена, оператор A : H → H

— монотонний, рiвномiрно неперервний на обмежених множинах. Припустимо,
що V I (A,C) 6= ∅. Тодi послiдовностi (xn), (yn) i (zn), породженi алгоритмом 3,
сильно збiгаються до точки z̄ = PV I(A,C)x0.
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У третьому роздiлi розглядаються задачi про рiвновагу та варiацiйнi нерiвностi
з лiпшицевими монотонними операторами. Для цих задач запропоновано та обгрун-
товано декiлька нових алгоритмiв. Основною метою була побудова сильно збiжних
алгоритмiв та алгоритмiв, що дозволяють ефективно врахувати геометрiю допусти-
мих множин задач.

У пiдроздiлi 3.1 вивчено алгоритм розв’язання задачi рiвноважного програмува-
ння в гiльбертовому просторi, що базується на новому варiантi регуляризацiї вiдомої
«forward-backward» схеми. Варiант регуляризацiї, в свою чергу, є привабливою в об-
числювальному планi модифiкацiєю гiбридного методу Takahashi–Takeuchi–Kubota.

Для опуклої замкненої множини C ⊆ H, оператора A, що дiє в гiльбертовому про-
сторi H, та бiфункцiї Φ : C×C → R розглянемо задачу рiвноважного програмування
у такiй постановцi:

знайти x ∈ C : (Ax, y − x) + Φ(x, y) > 0 ∀ y ∈ C. (3)

Позначимо через S множину розв’язкiв задачi (3).
Зробимо такi припущення щодо бiфункцiї Φ : C × C → R:
A1) Φ(x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
A2) Φ(x, y) + Φ(y, x) 6 0 для всiх x, y ∈ C (монотоннiсть);
A3) для всiх x ∈ C функцiонал Φ(x, ·) напiвнеперервний знизу та опуклий;
A4) limt→+0Φ(x+ t(z − x), y) 6 Φ(x, y) для всiх x, y, z ∈ C.
Нагадаємо
Означення 5. Резольвентою бiфункцiї Φ : C × C → R називають оператор:

H 3 x 7→ JΦx = {z ∈ C : Φ(z, y) + (z − x, y − z) > 0 ∀y ∈ C} ∈ 2H .

За зроблених припущень резольвента JΦ є всюди визначеним однозначним та мi-
цно нерозтягуючим оператором, причому множина нерухомих точок F (JΦ) дорiвнює
множинi

{x ∈ C : Φ(x, y) > 0 ∀y ∈ C}

та є опуклою i замкненою
Нехай:
A5) A : H → H — L-обернено сильно монотонний оператор, тобто для числа L > 0

виконується нерiвнiсть

(Ax− Ay, x− y) > L ‖Ax− Ay‖2 ∀x, y ∈ H.

Для довiльної пари елементiв x, y ∈ H визначимо замкнений пiвпростiр

H(x, y) = {z ∈ H : ‖z − y‖ 6 ‖z − x‖} .

Зафiксуємо стискаюче вiдображення T : H → H. Для розв’язання задачi (3) розгля-
немо
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Алгоритм 4. Для x1 ∈ H генеруємо послiдовнiсть елементiв xn ∈ H за допомо-
гою iтерацiйної схеми{

zn = JλnΦ (xn − λnAxn) ,
xn+1 = αnTxn +

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞, αn → 0,
λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 2L).

Має мiсце
Теорема 4. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла

замкнена множина, виконуються умови A1)–A5) та S 6= ∅. Тодi згенерована алго-
ритмом 4 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до розв’язку z ∈ H задачi рiвнова-
жного програмування (3) такого, що z = PSTz.

У пiдроздiлi 3.2 наведена вище схема застосовується для регуляризацiї методiв
екстраградiєнтного типу розв’язання варiацiйних нерiвностей.

Розглядається задача:
знайти x ∈ V I(A,C), (4)

де C ⊆ H — замкнена опукла множина, A : H → H — монотонний та лiпшицевий (зi
сталою L > 0) на множинi C оператор.

Для апроксимацiї нормального розв’язку (розв’язку з найменшою нормою) варi-
ацiйної нерiвностi (4) пропонується

Алгоритм 5. Будуємо послiдовнiсть (xn) за схемою
yn = PC(xn − λnAxn),
zn = PC(xn − λnAyn),
xn+1 =

∑n
k=1(αk−1 − αk)PH(xk,zk)xn,

де x1 ∈ H, α0 = 1, (αn) — спадна послiдовнiсть чисел з (0, 1) та
∑∞

n=1 αn = +∞,
αn → 0, λn ∈ [λ∗, λ∗∗] ⊆ (0, 1/L).

Доведена
Теорема 5. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла

замкнена множина, A : H → H — монотонний та лiпшицевий на множинi C
оператор, V I(A,C) 6= ∅. Тодi згенерованi алгоритмом 5 послiдовностi (xn), (yn) i
(zn) сильно збiгаються до нормального розв’язку задачi (4).

Далi розглянуто ще декiлька схем, подiбних до алгоритму 5.
Пiдроздiл 3.3 присвячено дослiдженню нового iтерацiйного алгоритму для за-

дач рiвноважного програмування в скiнченновимiрному просторi. Алгоритм є роз-
виненням (з використанням вiдстанi Брегмана замiсть евклiдової) двоетапного про-
ксимального алгоритму. Вiдстань Брегмана дозволяє в деяких випадках ефективно
врахувати геометрiю допустимої множини задачi.
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Для опуклої замкненої множини C ⊆ Rd та бiфункцiї F : C × C → R ∪ {+∞}
розглядається задача рiвноважного програмування:

знайти x ∈ C : F (x, y) > 0 ∀ y ∈ C, (5)

де F (y, y) = 0 для всiх y ∈ C.
Дуальна (для задачi (5)) задача має вигляд:

знайти x ∈ C : F (y, x) 6 0 ∀ y ∈ C. (6)

Множини розв’язкiв задач (5) та (6) позначимо S та S∗. Множина S∗ опукла
та замкнена у випадку, коли функцiї F (x, ·) опуклi та напiвнеперервнi знизу на C.
Множина S взагалi може й не бути опуклою. Але, якщо функцiї F (x, ·) опуклi та на-
пiвнеперервнi знизу на C, а функцiї F (·, y) напiвнеперервнi зверху на C, то множина
S опукла та S∗ ⊆ S. Крiм того, якщо бiфункцiя F псевдомонотонна,1 то S = S∗.

В подальшому будемо припускати, що

S∗ 6= ∅.

Нехай ‖ · ‖ — деяка норма, а (·, ·) — стандартний скалярний добуток на Rd. Нехай
g : Rd → R — неперервно диференцiйовна та сильно опукла (з параметром σ > 0 вiд-
носно норми ‖ · ‖) на множинi C функцiя.2 Вiдстань Брегмана (породжена функцiєю
g) на множинi C задається формулою

D(a, b) = g(a)− g(b)− (∇g(b), a− b) ∀a, b ∈ C.

При
g(x) = 1

2
‖x‖2

2,

де ‖ · ‖2 — евклiдова норма, маємо

D(x, y) = 1
2
‖x− y‖2

2.

Для стандартного симплекса

∆d =

{
x ∈ Rd : xi > 0,

∑
i

xi = 1

}

та вiд’ємної ентропiї Больцмана–Шеннона

g(x) =
∑
i

xi lnxi

1Бiфункцiю F називають псевдомонотонною якщо для всiх x, y ∈ C з нерiвностi F (x, y) > 0
випливає F (y, x) 6 0.

2Для функцiї g має мiсце нерiвнiсть: g(a)− g(b) > (∇g(b), a− b) + σ
2 ‖a− b‖2 ∀a, b ∈ C.
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(вона сильно опукла вiдносно `1-норми на ∆d) одержимо вiдстань Кульбака–Лейблера
на ∆d:

D(x, y) =
∑
i

xi ln (xi/yi) ∀x, y ∈ ∆d.

З цього моменту будемо розглядати тiльки бiфункцiї F , що задовольняють умовi:
для всiх x ∈ C функцiя F (x, ·) опукла та напiвнеперервна знизу на множинi C. В
даному випадку задачi

λF (a, y) +D(y, b)→ min
y∈C

(a, b ∈ C, λ > 0)

завжди мають єдиний розв’язок. Припустимо можливiсть їх ефективного розв’яза-
ння. Наприклад, це можливо у випадку симплекса ∆d, лiнiйностi F за другим аргу-
ментом та вiдстанi Кульбака–Лейблера. Дiйсно, розв’язок задачi

λ
d∑
i=1

aixi +
d∑
i=1

xi ln (xi/yi)→ min
x∈∆d

(a ∈ Rd, y ∈ ∆d, λ > 0)

має вигляд

zi =
yi exp (−λai)∑d
k=1 yk exp (−λak)

, i = 1, ..., d.

Для наближенного розв’язання задачi (5) пропонуємо такий
Алгоритм 6. Для x1, y1 ∈ C генеруємо послiдовнiсть елементiв xn, yn ∈ C за

допомогою iтерацiйної схеми{
xn+1 = argminy∈C

{
F (yn, y) + 1

λ
D(y, xn)

}
,

yn+1 = argminy∈C
{
F (yn, y) + 1

λ
D(y, xn+1)

}
,

де λ > 0.
На кожному кроцi алгоритму 6 слiд розв’язати двi опуклi задачi з сильно опу-

клими функцiями. Правило вибору параметра λ вкажемо нижче.
Зауваження 2. Якщо g(·) = 1

2
‖ · ‖2

2 , то алгоритм 6 приймає вигляд:{
xn+1 = proxλ·F (yn,·)xn,

yn+1 = proxλ·F (yn,·)xn+1,

де proxg — проксимальний оператор, що вiдповiдає власнiй опуклiй напiвнеперервнiй
знизу функцiї g:

x 7→ proxgx = argminy∈dom g

(
g(y) + 1

2
‖y − x‖2

2

)
∈ dom g.

Це, так званий, двоетапний проксимальний алгоритм. У випадку варiацiйної нерiв-
ностi, тобто при F (x, y) = (Ax, y − x), вiн приймає вигляд:{

xn+1 = PC(xn − λAyn),
yn+1 = PC(xn+1 − λAyn),

де PC — оператор проектування на множину C.
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Ясно, що при виконаннi для деякого номера n ∈ N рiвностей

xn+1 = xn = yn (7)

має мiсце включення yn ∈ S та умова стацiонарностi: yk = xk = yn для всiх k > n.
Далi вважатимемо, що для всiх номерiв n ∈ N умова (7) не виконується.

Припустимо, що бiфункцiя F , задовольняє умовi типу лiпшицевостi G. Mastroeni:
для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F (x, y) 6 F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

де a, b — додатнi константи.
Має мiсце
Лема 2. Для породжених алгоритмом 6 послiдовностей (xn), (yn) та елемента

z ∈ S∗ виконується нерiвнiсть

D(z, xn+1) 6 D(z, xn)−
(
1− 2λbσ−1

)
D(xn+1, yn)−
−
(
1− 4λaσ−1

)
D(yn, xn) + 4λaσ−1D(xn, yn−1).

Додатково припустимо, що бiфункцiя F : C × C → R ∪ {+∞} напiвнеперервна
знизу на C × C та для всiх y ∈ C функцiя F (·, y) напiвнеперервна зверху на C.
Зауважимо, що за цих умов S∗ ⊆ S.

Має мiсце

Лема 3. Нехай λ ∈
(

0, σ
2(2a+b)

)
. Тодi всi частковi границi послiдовностi (xn)

належать множинi S.
Результат леми 3 можна уточнити.
Лема 4. Нехай, додатково, S = S∗. Тодi породженi алгоритмом 6 послiдовностi

(xn), (yn) збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S задачi (5).
Сумуючи викладене сформулюємо основний результат пiдроздiлу 3.3.
Теорема 6. Нехай C ⊆ Rd — непорожня опукла замкнена множина, для бiфун-

кцiї F : C × C → R ∪ {+∞} виконанi умови:
1) F (x, x) = 0 для всiх x ∈ C;
2) для всiх x, y ∈ C з F (x, y) > 0 випливає F (y, x) 6 0 (псевдомонотоннiсть);
3) F : C × C → R ∪ {+∞} напiвнеперервна знизу на C × C;
4) для всiх x ∈ C функцiя F (x, ·) опукла на C;
5) для всiх y ∈ C функцiя F (·, y) напiвнеперервна зверху на C;
6) для всiх x, y, z ∈ C має мiсце

F (x, y) 6 F (x, z) + F (z, y) + a ‖x− z‖2 + b ‖z − y‖2 ,

де a, b — додатнi константи (лiпшицевiсть).
Припустимо, що S 6= ∅ та λ ∈

(
0, σ

2(2a+b)

)
. Тодi породженi алгоритмом 6 послiдов-

ностi (xn), (yn) збiгаються до розв’язку z̄ ∈ S задачi (5).
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Наведемо одну з конкретних версiй алгоритму 6. Розглянемо варiацiйну нерiв-
нiсть на стандартному симплексi:

знайти x ∈ ∆d : (Ax, y − x) > 0 ∀y ∈ ∆d.

Обираючи вiдстань Кульбака–Лейблера, одержуємо наступну версiю алгоритму:

xn+1
i =

xni exp (−λ (Ayn)i)∑d
k=1 x

n
k exp (−λ (Ayn)k)

, yn+1
i =

xn+1
i exp (−λ (Ayn)i)∑d

k=1 x
n+1
k exp (−λ (Ayn)k)

, i = 1, d,

де (Ayn)i ∈ R — i-та координата вектора Ayn ∈ Rd, λ > 0.
Такого типу схеми цiкавi для транспортних застосувань, машинного навчання та

теорiї iгор, де доводиться працювати з варiацiйними нерiвностями на прямих добу-
тках масштабованих симплексiв.

У пiдроздiлi 3.4 розглядається варiацiйна нерiвнiсть на множинi нерухомих то-
чок родини фейерiвських операторiв, що дiють у нескiнченновимiрному гiльбертово-
му просторi. Вiдштовхуючись вiд вiдомого «гiбридного методу» Takahashi–Takeuchi–
Kubota пошуку нерухомих точок, ми пропонуємо, так звану, схему зовнiшнiх апро-
ксимацiй для розв’язання розглядуваної задачi з сильно монотонним та лiшицевим
оператором. Основний результат — теореми сильної збiжностi схеми зовнiшнiх апро-
ксимацiй.

При розв’язаннi складних задач дослiдження операцiй (наприклад, в моделюван-
нi транспортних та телекомунiкацiйних мереж) та оптимального керування велике
значення мають декомпозицiйнi пiдходи, що дозволяють зводити розв’язання вихi-
дної задачi до розв’язання послiдовностi задач бiльш простої структури. У четвер-
тому роздiлi дослiджується алгоритм розщеплення (декомпозицiї) для варiацiйних
нерiвностей з багатозначними монотонними операторами, що дiють у гiльбертовому
просторi. Цей метод узагальнує вiдомий «incremental subgradient method».

Нехай H — дiйсний гiльбертовий простiр з скалярним добутком (·, ·) та породже-
ною нормою ‖·‖. Нагадаємо деякi поняття. Нехай A : H → 2H — оператор з графiком
gr(A) = {(x, u) ∈ H2 : y ∈ Ax}.

Означення 6. Оператор A : H → 2H називають монотонним, якщо для всiх
(x, u), (y, v) ∈ gr(A) виконується нерiвнiсть (u− v, x− y) > 0.

Означення 7. Оператор A : H → 2H називають максимальним монотонним,
якщо для довiльного монотонного оператора B : H → 2H iз спiввiдношення gr(A) ⊆
gr(B) випливає gr(A) = gr(B).

Нехай:
• Ai : H → 2H — монотонний оператор, i = 1, p;
• A =

∑p
i=1Ai — максимальний монотонний оператор;

• C ⊆
⋂p
i=1 dom(Ai) — замкнена опукла множина.

Варiацiйна нерiвнiсть з оператором A на множинi C формулюється таким чином:

знайти x ∈ C : ∃u ∈ Ax та (u, y − x) > 0 ∀y ∈ C. (8)
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Множину розв’язкiв задачi (8) позначимо V I(A,C). Множина V I(A,C) опукла
та замкнена.

Алгоритм розщеплення для (8) має такий вигляд.
Алгоритм 7. Задано послiдовнiсть додатнiх чисел (λn) ∈ `2 \ `1.

Крок 1. Задаємо x1 ∈ C; n := 1.
Крок 2. Починаючи з y(n,0) = xn послiдовно знаходимо елементи:

y(n,i) = argminy∈C
{
λn
(
u(n,i), y − y(n,i−1)

)
+ 1

2
‖y − y(n,i−1)‖2

}
,

u(n,i) ∈ Aiy(n,i−1), i = 1, p.

Крок 3. Якщо y(n,i) = y(n,i−1) для всiх i = 1, p, то СТОП та xn ∈ V I(A,C). Iнакше
переходимо на Крок 4.

Крок 4. Покладаємо
xn+1 = y(n,p),

n := n+ 1, переходимо на Крок 2.
У пiдроздiлах 4.3, 4.4 доводиться слабка збiжнiсть в H послiдовностi чезарiв-

ських середнiх

zn =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

.

Результати такого типу називають теоремами чезарiвської або ергодичної збiжностi.
Зробимо вiдносно операторiв Ai наступне припущення:

множини
p⋃
i=1

Aiy(n,i−1) рiвномiрно обмеженi.

Мають мiсце
Лема 5. Для породженої алгоритмом 7 послiдовностi (xn) та елемента y ∈ C

виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − y‖2 6 ‖xn − y‖2 − 2λn (v, xn − y) +

+ λ2
n

p∑
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2
+ 2λ2

n

p∑
i=2

‖vi‖
i∑

k=1

∥∥u(n,k)

∥∥ ,
де v =

∑p
i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.

Лема 6. Для породженої алгоритмом 7 послiдовностi (xn), послiдовностi сере-
днiх (zn) та елемента y ∈ C виконується нерiвнiсть

‖xm+1 − y‖2 − ‖x1 − y‖2∑m
n=1 λn

6 2 (v, y − zm) +

+

∑m
n=1 λ

2
n

∑p
i=1

∥∥u(n,i)

∥∥2∑m
n=1 λn

+
2
∑m

n=1 λ
2
n

∑p
i=2 ‖vi‖

∑i
k=1

∥∥u(n,k)

∥∥∑m
n=1 λn

,

де v =
∑p

i=1 vi, vi ∈ Aiy, i = 1, p.
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Доведено таку теорему слабкої ергодичної збiжностi алгоритму 7
Теорема 7. Справедливi твердження:
1) якщо V I(A,C) 6= ∅, то послiдовнiсть середнiх за Чезаро (zn) слабко збiгає-

ться до деякого елемента x ∈ V I(A,C);
2) якщо V I(A,C) = ∅, то ‖zn‖ → +∞.
У пiдроздiлi 4.4 додаткових умовах сильної монотонностi одного з операторiв

Ai або intV I(A,C) 6= ∅ доведено сильну збiжнiсть послiдовностi (xn).
У пiдроздiлi 4.5 розлянуто конкретний варiант алгоритму 7 для опукло-угнутої

задачi пошуку сiдлової точки.

ВИСНОВКИ

В данiй роботi розроблено та теоретично обгрунтовано ефективнi алгоритми для
розв’язування варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного програмування. Зокре-
ма, отримано такi новi результати:

— побудовано модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму з ди-
намiчним регулюванням величини кроку для розв’язування варiацiйних не-
рiвностей з монотонними нелiпшицевими операторами i доведено його збi-
жнiсть;

— побудовано модифiкацiї субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму для
розв’язування варiацiйних нерiвностей та операторних рiвнянь з монотонни-
ми нелiпшицевими операторами та з апрiорною iнформацiєю про розв’язки у
виглядi включення в множину нерухомих точок квазiнерозтягуючого (фейе-
рiвського) оператора;

— за допомогою модифiкованої схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota побудовано
варiанти регуляризацiї слабко збiжних алгоритмiв розв’язання задач рiвнова-
жного програмування та варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi;

— за допомогою схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota побудовано алгоритм розв’я-
зання варiацiйних нерiвностей iз сильно монотонними операторами на мно-
жинi нерухомих точок квазiнерозтягуючих (фейерiвських) операторiв;

— побудовано та теоретично обгрунтувано модифiкацiю двоетапного прокси-
мального алгоритму з використанням вiдстанi Брегмана замiсть евклiдової;

— для розв’язування варiацiйних нерiвностей з максимальними монотонними
операторами запропоновано алгоритм розщеплення та доведено теорему про
його слабку ергодичну збiжнiсть.

Окремi результати були впровадженi у навчальний процес кафедри обчислюваль-
ної математики факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiо-
нального унiверситету iменi Тараса Шевченка. У подальшому одержанi результати
можуть бути використанi для розробки нових алгоритмiв розв’язання актуальних
задач дослiдження операцiй, таких як пошук рiвноваги Неша в некооперативних
iграх.
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АНОТАЦIЯ

Чабак Л. М. Проективнi алгоритми для варiацiйних нерiвностей та задач рiвно-
важного програмування. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.05.02 —математичне моделювання та обчислювальнi ме-
тоди. —Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка Мiнiстерства
освiти i науки України, Київ, 2018.

Дисертацiя присвячена розробцi та теоретичному обгрунтуванню нових алгори-
тмiв для варiацiйних нерiвностей та задач рiвноважного програмування.

В роботi побудовано модифiкацiю субградiєнтного екстраградiєнтного алгоритму
з динамiчним регулюванням величини кроку для варiацiйних нерiвностей та опе-
раторних рiвнянь з монотонними нелiпшицевими операторами i доведено його збi-
жнiсть. Також одержано алгоритми подiбного типу для задач з апрiорною iнформа-
цiєю про розв’язки у виглядi включення в множину нерухомих точок фейерiвського
оператора.

За допомогою модифiкованої схеми Takahashi–Takeuchi–Kubota побудовано варi-
анти регуляризацiї слабко збiжних алгоритмiв розв’язання задач рiвноважного про-
грамування та варiацiйних нерiвностей в гiльбертовому просторi. Крiм того, побу-
довано новий алгоритм розв’язання варiацiйних нерiвностей iз сильно монотонними
операторами на множинi нерухомих точок фейерiвських операторiв.
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Для задач рiвноважного програмування побудовано та обгрунтувано модифiка-
цiю двоетапного проксимального алгоритму з використанням вiдстанi Брегмана за-
мiсть евклiдової.

Для розв’язання варiацiйних нерiвностей з максимальними монотонними операто-
рами запропоновано алгоритм розщеплення та доведено теорему про його ергодичну
збiжнiсть.

Ключовi слова: варiацiйна нерiвнiсть, задача рiвноважного програмування, мо-
нотонний оператор, нерухома точка, проективний алгоритм, екстраградiєнтний ал-
горитм, вiдстань Брегмана, алгоритм розщеплення.

АННОТАЦИЯ

Чабак Л. М. Проекционные алгоритмы для вариационных неравенств и задач
равновесного программирования. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.05.02 — математическое моделирование и вычислитель-
ные методы. —Киевский национальный университет имени Тараса Шевченко Ми-
нистерства образования и науки Украины, Киев, 2018.

Диссертация посвящена разработке и теоретическому обоснованию новых алго-
ритмов для вариационных неравенств и задач равновесного програмирования.

В работе построена модификация субградиентного экстраградиентного алгори-
тма с динамической регулировкой величины шага для вариационных неравенств и
операторных уравнений монотонными нелипшицевыми операторами и доказана его
сходимость.Также получены подобные алгоритмы для задач с априорной информа-
цией о решениях в виде включения в множество неподвижных точек фейеровского
оператора.

При помощи модифицированной схемы Takahashi–Takeuchi–Kubota построены ва-
рианты регуляризации слабо сходящихся алгоритмов решения задач равновесного
программирования и вариационных неравенств в гильбертовом пространстве. Кро-
ме того, построен новый алгоритм решения вариационных неравенств с сильно моно-
тонными операторами на множестве неподвижных точек фейеровских операторов.

Для задач равновесного программирования построена и обоснована модифика-
ция двухэтапного проксимального алгоритма с использованием расстояния Брэгмана
вместо евклидового.

Для решения вариационных неравенств с максимальными монотонными опера-
торами предложен алгоритм расщепления и доказана теорема о его эргодической
сходимости.

Ключевые слова: вариационное неравенство, задача равновесного программиро-
вания, монотонный оператор, неподвижная точка, проекционный алгоритм, экстра-
градиентный алгоритм, расстояние Брэгмана, алгоритм расщепления.
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ABSTRACT

Chabak L. M. Projection algorithms for variational inequalities and equilibrium pro-
gramming. — Manuscript.

Candidate’s thesis on Physics and Mathematics, speciality 01.05.02 — mathematical
modelling and computational methods. — Taras Shevchenko National University of Kyiv
of Ministry of Education and Science of Ukraine, Kyiv, 2018.

Thesis is devoted to the development and theoretical investigation of new projection
algorithms for variational inequalities and equilibrium problems. Variational inequalities
with monotone operators are maximally general class of problems with convex structure.
The problems of equilibrium programming (equilibrium problems, Ky Fan inequalities)
are another popular section of modern applied nonlinear analysis.

Modification of the subgradient extragradient algorithm with dynamic adjustment
of the step size for variational inequalities and operator equations with non-Lipschitz
monotone operators was constructed this work. Also, it’s convergence was proved. Similar
algorithms are also obtained for problems with a priory information about the solutions
in the form of inclusion in the set of fixed points of the Fejerian operator.

Also, regularized strongly convergent variants of the algorithm are proposed. Halpern
scheme of the approximation of fixed points of non-expansive operators, Nakajo-Takahashi
CQ-scheme and Takahashi-Takeuchi-Kubota method were used for regularization.

With the help of the modified Takahashi-Takeuchi-Kubota scheme, variants of regu-
larization of weakly convergent algorithms for solving equilibrium programming problems
and variational inequalities in the Hilbert space were constructed. Besides this, new algo-
rithm for solving variational inequalities with strongly monotone operators on the set of
fixed points of the Fejerian operators.

For the equilibrium problem modification of a two-step proximal algorithm with the
use of the Bregman distance intead of the Euclidean was constructed and proved. Analysis
of the convergence of the method is conducted for the assumption of the existence of a
solution to the equilibrium problem and under conditions of pseudo-monotonicity and
Lipschitzian of the bifunction. This kind of iterative schemes are interesting for transport
applications, machine learning and game theory, where we have to work with variational
inequalities on direct products of scalable simplexes. The Bregman distance allows us to
take into account the geometry of an admissible set effectively in some important cases.
Namely, with the suitable choice of distance, we obtain a method with explicitly solvable
auxiliary problems on the iterative steps.

Splitting method was proposed for resolution of variational inequalities with maxi-
mal monotone operators. This method generalizes the «incremental subgradient method»,
well-known in convex optimization and machine learning. The theorem of ergodic conver-
gence of the splitting method was proved. Also, under certain conditions strong conver-
gence of the algorithm is proved.

Key words : variational inequality, equilibrium problem, monotone operator, fixed point,
projection algorithm, extragradient algorithm, Bregman divergence, splitting algorithm.
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