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Ïåðåäìîâà

Êóðñ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ¹ îñíîâîþ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïiä-
ãîòîâêè äëÿ âèïóñêíèêiâ ïðèðîäíè÷èõ ñïåöiàëüíîñòåé ó êëàñè÷íèõ óíiâåðñèòå-
òàõ.

Äàíèé ïðàêòèêóì ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ïðèçíà÷åíèé ñòóäåíòàì ñïåöi-
àëüíîñòi 121 �Iíæåíåðiÿ ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ� ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ
íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ-
÷åíêà. Âií âiäïîâiäà¹ ïðîãðàìi êóðñó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç 58 ãîäèí ëåêöié òà 56
ãîäèí ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü. Ïðàêòèêóì ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí, êîæíà ç ÿêèõ
ìiñòèòü 14 ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü i âiäïîâiäà¹ ìàòåðiàëó îäíîãî ñåìåñòðó.

Îñíîâíîþ ìåòîþ, ÿêó ïåðåñëiäóâàëè àâòîðè, ¹ çàáåçïå÷åííÿ íàâ÷àëüíèì ìà-
òåðiàëîì ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü â ðàìêàõ ñòèñëîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó.
Â ïîñiáíèêó êîæíà òåìà ìiñòèòü âñi íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ, ùî äî-
çâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè çàïðîïîíîâàíi çàäà÷i áåç äîäàòêîâî¨ ëiòåðàòóðè. Â ÿêîñòi
îñíîâíîãî òåîðåòè÷íîãî ìàòåðiàëó i ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü âèêîðèñòàíi ïiäðó÷íè-
êè i çáiðíèê çàäà÷ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó àâòîðiâ I. I. Ëÿøêî, Ñ. I. Ëÿøêî,
Â.Ô. �ìåëüÿíîâ, Î.Ê. Áîÿð÷óê, I.Ì. Àëåêñàíäðîâè÷, Î. I. Ìîëîäöîâ, Ä.À. Íî-
ìiðîâñüêèé, Á.Â. Ðóáëüîâ òà iíøi [1�3,7].
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Ðîçäië 1. Âñòóï äî ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó

Òåìà 1. Ëîãi÷íi ñèìâîëè. Ìíîæèíè.

Âiäîáðàæåííÿ. Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨

iíäóêöi¨

Ó êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi ñèìâîëè:

∀ � êâàíòîð çàãàëüíîñòi, åêâiâàëåíòíèé âèñëîâó �äëÿ áóäü-ÿêîãî�;

∃ � êâàíòîð iñíóâàííÿ, åêâiâàëåíò ñëîâà �iñíó¹�;

∃ ! � åêâiâàëåíòíèé âèñëîâó �iñíó¹ ¹äèíèé�;

⇒ � iìïëiêàöiÿ, âèçíà÷à¹òüñÿ ó çàïèñàõ òèïó A⇒ B ÿê âèñëiâ �iç iñòèííî-
ñòi òâåðäæåííÿ A âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ B�;

⇔ � ñèìâîë åêâiâàëåíòíîñòi, çàïèñ òèïó A ⇔ B îçíà÷à¹, ùî îäíî÷àñíî
âèêîíóþòüñÿ iìïëiêàöi¨ A ⇒ B òà B ⇒ A, àáî æ �äëÿ òîãî, ùîá A
áóëî iñòèííèì, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá B áóëî iñòèííèì�;

∨ � ñèìâîë äèç'þíêöi¨, çàïèñ A ∨B îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ àáî A, àáî B;

∧ � ñèìâîë êîí'þíêöi¨, çàïèñ A∧B îçíà÷à¹ îäíî÷àñíå âèêîíàííÿ A òà B;
def
= � �äîðiâíþ¹ çà îçíà÷åííÿì�;
def⇔ � �âèçíà÷à¹òüñÿ çà îçíà÷åííÿì�,

òà ïîçíà÷åííÿ:

• i = n,m � çàïèñ îçíà÷à¹, ùî âåëè÷èíà (iíäåêñ) i íàáóâà¹ ïî÷åðãîâî óñiõ
öiëèõ çíà÷åíü, ïî÷èíàþ÷è ç n i çàêií÷óþ÷è m âêëþ÷íî;

•
∑n
i=1 ai

def
= a1 + a2 + . . . + an � ñóìà n äîäàíêiâ;

•
∏n
i=1 ai

def
= a1 · a2 · . . . · an � äîáóòîê n ìíîæíèêiâ;

• n !
def
=
∏n
k=1 k � ôàêòîðiàë (âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë), 0 !

def
= 1;

• (2n)!!
def
=
∏n
k=1(2k), (2n+ 1)!!

def
=
∏n
k=1(2k + 1) � ïîäâiéíi ôàêòîðiàëè;

• Ckn
def
= n !

k !(n−k) ! � áiíîìiàëüíi êîåôiöi¹íòè;

• Ø � ïîðîæíÿ ìíîæèíà;

• a ∈ A (a /∈ A) � îçíà÷à¹, ùî a ¹ (íå ¹) åëåìåíòîì ìíîæèíè A;

• A ⊂ B � A ¹ ïiäìíîæèíîþ B (â íåñòðîãîìó ðîçóìiííi), òîáòî ∀ a :
(a ∈ A ⇒ a ∈ B);

• A 6⊂ B � A íå ¹ ïiäìíîæèíîþ B, òîáòî ∃ a ∈ A ∧ a /∈ B;

4



• A = B � ðiâíiñòü ìíîæèí, òîáòî (A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A);

• B = {a ∈ A |P (a)} � öå îçíà÷à¹, ùî B ñêëàäà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ ìíîæèíè
A, ÿêi ìàþòü çàäàíó âëàñòèâiñòü P ;

• expM
(
2M
)

� óíiâåðñàëüíà ìíîæèíà, òîáòî ìíîæèíà óñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè M .

Âèçíà÷èìî îïåðàöi¨ íàä ìíîæèíàìè, ââàæàþ÷è, ùî óñi ìíîæèíè ¹ ïiäìíî-
æèíàìè äåÿêî¨ óíiâåðñàëüíî¨ ìíîæèíè M , òîáòî âîíè íàëåæàòü expM [1, ñ. 9]:

• A
⋂
B
def
= {a | (a ∈ A) ∧ (a ∈ B)} � ïåðåòèí ìíîæèí A i B;

• A
⋃
B
def
= {a | (a ∈ A) ∨ (a ∈ B)} � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B;

• A\B def
= {a | (a ∈ A) ∧ (a /∈ B)} � ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B;

• A∆B
def
= (A\B)

⋃
(B\A) � ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ ìíîæèí A i B;

• CA def
= M\A � äîïîâíåííÿ ìíîæèíè A.

Óçàãàëüíèìî ïîíÿòòÿ îá'¹äíàííÿ òà ïåðåòèíó äëÿ ñêií÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíî-
æèí Ai, i = 1, n:

•
⋂n
i=1Ai

def
= {a | ∀ i = 1, n a ∈ Ai} � ïåðåòèí ìíîæèí;

•
⋃n
i=1Ai

def
= {a | ∃ i = 1, n a ∈ Ai} � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí,

òà äëÿ çëi÷åííî¨ ñóêóïíîñòi ìíîæèí Ai, i ∈ N:

•
⋂∞
i=1Ai

def
= {a | ∀ i ∈ N a ∈ Ai} � ïåðåòèí ìíîæèí;

•
⋃∞
i=1Ai

def
= {a | ∃ i ∈ N a ∈ Ai} � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí.

Äåÿêi îñíîâíi ÷èñëîâi ìíîæèíè:

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;

Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;

Q � ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

C � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Òàêîæ, ÿêùî äî ñèìâîëiâ N,Z,Q,R äîäà¹òüñÿ iíäåêñ �+� ÷è �−�, òî öå îçíà-
÷à¹, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå íåâiä'¹ìíà (íåäîäàòíà) ÷àñòèíà ìíîæèíè. Íàïðè-
êëàä, Z+ � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, R− � äiéñíi íåäîäàòíi ÷èñëà; îáèäâi öi ìíî-
æèíè ìiñòÿòü íóëü.

Ïðèíöèï äâî¨ñòîñòi. Äîâiëüíå ìàòåìàòè÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà çàïèñàòè
çà äîïîìîãîþ ëîãi÷íèõ ñèìâîëiâ (∀, ∃ òà äåÿêî¨ óìîâè C). Çàïåðå÷åííÿ ñôîð-
ìóëüîâàíîãî òâåðäæåííÿ (òîáòî ïðîòèëåæíå òâåðäæåííÿ) îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì
çàìiíè êîæíîãî êâàíòîðà íà ïðîòèëåæíèé (∃, ∀), à óìîâè C íà ¨¨ çàïåðå÷åííÿ.
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Ïîíÿòòÿ âiäîáðàæåííÿ (ôóíêöi¨)

Ïàðà (x, y) ¹ âïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî âêàçàíî ïîðÿäîê: x � ïåðøèé åëåìåíò,
y � äðóãèé åëåìåíò. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ âïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà iç n åëå-
ìåíòiâ (x1, x2, . . . , xn) [1, ñ. 10].

Äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí X òà Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

X × Y def
= {(x, y) |x ∈ X ∧ y ∈ Y } .

Àíàëîãi÷íî äåêàðòîâèì äîáóòêîì n ìíîæèí X1, X2, . . . , Xn íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà

X1 ×X2 × . . .×Xn
def
=
{

(x1, x2, . . . , xn) |xk ∈ Xk, k = 1, n
}
.

ßêùî ìíîæèíè X òà Y ñïiâïàäàþòü (àáî æ ∀i = 1, n Xi = X), òî ¨õ äåêàðòiâ
äîáóòîê ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê X ×X = X2 (X1 ×X2 × . . .×Xn = Xn).

Ìíîæèíà Γ íàçèâà¹òüñÿ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí
X òà Y , ÿêùî Γ ⊂ X × Y .

Ïåðøîþ (äðóãîþ) ïðîåêöi¹þ áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ Γ ⊂ X × Y íàçè-
âà¹òüñÿ ìíîæèíà Γ1 = pr1 Γ = {x ∈ X | ∃ y ∈ Y : (x, y) ∈ Γ} (Γ2 = pr2 Γ =
= {y ∈ Y | ∃x ∈ X : (x, y) ∈ Γ}).

Ìíîæèíà Γ1(x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈ Γ} (Γ2(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ Γ}) íàçèâà¹-
òüñÿ ïåðøèì (äðóãèì) ïåðåðiçîì Γ çà äîïîìîãîþ åëåìåíòà x (y).

Äëÿ êîæíîãî áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ Γ ⊂ X × Y ìîæíà âèçíà÷èòè îáåðíåíå
áiíàðíå âiäíîøåííÿ Γ−1 ⊂ Y ×X çà ïðàâèëîì: Γ−1 = {(y, x) | (x, y) ∈ Γ}.

Áiíàðíå âiäíîøåííÿ Γ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì , ÿêùî âîíî íå ìiñòèòü
ðiçíèõ óïîðÿäêîâàíèõ ïàð ç îäíàêîâèìè ïåðøèìè êîìïîíåíòàìè.

Âïîðÿäêîâàíà òðiéêà ìíîæèí (X,Y,Γ) íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì (ôóí-
êöi¹þ) ç ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y , ÿêùî Γ ¹ ôóíêöiîíàëüíèì áiíàðíèì âiä-
íîøåííÿì ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí X òà Y , i ïîçíà÷à¹òüñÿ äîâiëüíîþ ëiòåðîþ,
íàïðèêëàä, f . Ïðè öüîìó çàìiñòü f = (X,Y,Γ) çàïèñóþòü f : X → Y , àáî
y = f(x), x ∈ X, àáî x 7→ f(x), x ∈ X, äå Γ � ãðàôiê âiäîáðàæåííÿ .

Ïåðøà ïðîåêöiÿ ãðàôiêà Γ âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ îáëàñòþ (ìíî-
æèíîþ) âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ f òà ïîçíà÷à¹òüñÿ Df . Äðóãà ïðîåêöiÿ
ãðàôiêà âiäîáðàæåííÿ f � îáëàñòü (ìíîæèíà) çíà÷åíü, ïîçíà÷à¹òüñÿ Ef .

ßêùî x ∈ Df i ïàðà (x, y) ∈ Γ, òî åëåìåíò y íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì ôóí-
êöi¨ f íà åëåìåíòi x i ïîçíà÷à¹òüñÿ f(x).

ßêùî âiäîìà îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Df i çíà÷åííÿ f(x) ∀x ∈ Df , òî ãðàôiê
Γ(f) âiäîáðàæåííÿ f áóäó¹òüñÿ çà ïðàâèëîì: Γ(f) = {(x, f(x)) |x ∈ Df}.

Íåõàé f : X → Y . ßêùî (x, y) ∈ Γf , òî åëåìåíò y íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì åëå-
ìåíòà x ïðè âiäîáðàæåííi f , à åëåìåíò x íàçèâà¹òüñÿ ïðîîáðàçîì åëåìåíòà
y i ïîçíà÷à¹òüñÿ f−1(y). Îáðàçîì ìíîæèíè A ⊂ Df ¹ ïiäìíîæèíà Ef , ùî âè-
çíà÷à¹òüñÿ ÿê f(A) = {f(x) |x ∈ A}. Àíàëîãi÷íî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè B ⊂ Ef
ïiäìíîæèíà Df , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê f−1(B) = {x ∈ Df | ∃ y ∈ B : y = f(x)}
íàçèâà¹òüñÿ ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B.
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Íåõàé f : X → Y i U ⊂ X. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ g : U → Y , ïîêëàâøè
g(x) = f(x), x ∈ U . Òîäi g íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì âiäîáðàæåííÿ f íà U , à
âiäîáðàæåííÿ f � ïðîäîâæåííÿì âiäîáðàæåííÿ g íà X.

Íåõàé f : X → Y , g : Y → Z. Âiäîáðàæåííÿ h : X → Z, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ h(x) = g(f(x)), x ∈ X, íàçèâà¹òüñÿ ñóïåðïîçèöi¹þ âiäîáðàæåíü f
òà g i ïîçíà÷à¹òüñÿ òàê: h = g ◦ f [1, ñ. 15].

ßêùî çàäàíi âiäîáðàæåííÿ T
ϕ←→ X, T

ψ−→ Y , òî iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ

X
f=ψ◦ϕ−1

−−−−−−→ Y . Öå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íî çàäàíèì çà äî-
ïîìîãîþ âiäîáðàæåíü ϕ òà ψ, à çìiííà t ïðè öüîìó íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðîì .

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ X × Y F−→ G, à òàêîæ ðiâíÿííÿ

F (x, y) = c, (1)

äå c ∈ G. ßêùî ∀x ∈ X ∃ ! y = f(x) ∈ Y òàêèé, ùî F (x, f(x)) = c, òîäi ââàæà¹ìî,

ùî âèçíà÷åíî ôóíêöiþ X
f−→ Y . Ïðè öüîìó f íàçèâà¹òüñÿ íåÿâíîþ ôóíêöi¹þ,

ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1).

Óïîðÿäêîâàíi ïðîñòîðè

Íåõàé çàäàíî ìíîæèíó M . Áiíàðíå âiäíîøåííÿ σ ⊂ M × M íàçèâà¹òüñÿ
âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi M , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi
óìîâè (àêñiîìè) [1, ñ. 20]:
1. ∀a ∈M (a, a) ∈ σ (ðåôëåêñèâíiñòü);
2. (a, b) ∈ σ ∧ (b, a) ∈ σ ⇒ a = b (àíòèñèìåòðè÷íiñòü);
3. (a, b) ∈ σ ∧ (b, c) ∈ σ ⇒ (a, c) ∈ σ (òðàíçèòèâíiñòü).

Ïîðÿä ç ïîçíà÷åííÿì (a, b) ∈ σ áóäåìî òàêîæ âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ a 6 b
íàâiòü ÿêùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íå çàäà¹òüñÿ óìîâîþ �ìåíøå àáî äîðiâíþ¹�.

Óïîðÿäêîâàíà ïàðà Ω = (M,σ) (àáî (M,6)), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè M
(îñíîâíèé ïðîñòið) òà âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó σ íà íié íàçèâà¹òüñÿ
÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì , åëåìåíòè ìíîæèíè M � òî÷êà-
ìè öüîãî ïðîñòîðó. Òî÷êè x1, x2 íàçèâàþòüñÿ ïîðiâíþâàíèìè , ÿêùî x1 6 x2

àáî x2 6 x1, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � íåïîðiâíþâàíèìè . ßêùî ïðîñòið íå
ìiñòèòü íåïîðiâíþâàíèõ åëåìåíòiâ, òî âií íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíèì ïðî-
ñòîðîì àáî ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíèì ïðîñòîðîì .

Íåõàé Ω = (M,σ) � ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið, X � äåÿêà ìíîæèíà
ïðîñòîðó (òîáòî X ⊂ M). Åëåìåíò xmax ∈ X (xmin ∈ X) íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëü-
øèì (íàéìåíøèì) åëåìåíòîì ìíîæèíè X, ÿêùî ∀x ∈ X : x 6 xmax

(xmin 6 x). Çðîçóìiëî, ùî íàâiòü â óïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði íå êîæíà ìíîæèíà
ìà¹ íàéáiëüøèé ÷è íàéìåíøèé åëåìåíò.

Eëåìåíò x ∈ M (x ∈ M) íàçèâà¹òüñÿ ìàæîðàíòîþ (ìiíîðàíòîþ) ìíî-
æèíè X, ÿêùî ∀x ∈ X x 6 x (x 6 x). ßêùî ìíîæèíà X ìà¹ ìàæîðàíòó
(ìiíîðàíòó), òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ çâåðõó (çíèçó). Ìíîæèíà,
ùî îáìåæåíà çâåðõó i çíèçó, íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ. Íàéìåíøà ìàæîðàí-
òà (íàéáiëüøà ìiíîðàíòà) ìíîæèíè X, ÿêùî âîíà iñíó¹, íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ
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(íèæíüîþ) ìåæåþ ìíîæèíè X, àáî ñóïðåìóìîì (iíôiìóìîì) òà ïîçíà-
÷à¹òüñÿ supX (inf X).

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

Ðîçãëÿíåìî ìåòîä äîâåäåííÿ òâåðäæåíü Áëåçà Ïàñêàëÿ (1623 � 1662). Âií
âiäîìèé ÿê ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ (ÌÌI ) [1, ñ. 8] òà áàçó¹òüñÿ
íà ïåðåâiðöi âèêîíàííÿ äâîõ ëåì Ïàñêàëÿ äëÿ òâåðäæåíü A1, A2, A3, . . ., An, . . .
(n ∈ N).

Ëåìà 1. Òâåðäæåííÿ A1 � iñòèííå.

Ëåìà 2. ∀n ∈ N iç iñòèííîñòi òâåðäæåííÿ An âèïëèâà¹ iñòèííiñòü An+1.

Òîäi âñi òâåðäæåííÿ A1, A2, A3, . . ., An, . . . � iñòèííi.

Ìíîæèíà N âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå îáìåæåíà çâåðõó. Ó íié âèçíà÷åíà
îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ òà ìàþòü ìiñöå òàêi âëàñòèâîñòi:

1. n ∈ N ⇒ (n+ 1) ∈ N;
2. (1 ∈M ∧ n ∈M ⇒ (n+ 1) ∈M) ⇒ N ⊂M (àêñiîìà iíäóêöi¨).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 1

Ïðèêëàä 1. Äîâåäåìî, ùî ∀n ∈ N :
n∑
k=1

k =
n(n+ 1)

2
.

p
Ïðè n = 1 ìà¹ìî ïðàâèëüíó ðiâíiñòü 1 =

1 · 2
2

(áàçà iíäóêöi¨). Ïðèïóñòèìî, ùî

ðiâíiñòü ïðàâèëüíà ïðè n = m, òà äîâåäåìî ¨¨ ïðè n = m + 1 (êðîê iíäóêöi¨).
Ìà¹ìî:

m+1∑
k=1

k =

m∑
k=1

k + (m+ 1) =
m(m+ 1)

2
+ (m+ 1) =

(m+ 1)(m+ 2)

2
.

Îòæå, çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ðiâíiñòü âiðíà ïðè âñiõ íàòóðàëü-
íèõ n. y

Ïðèêëàä 2. Äîâåäåìî, ùî ∀n ∈ N :
n∏
k=1

(1 + xk) > 1 +
n∑
k=1

xk, äå xk � ÷èñëà

îäíîãî çíàêó òà xk > −1, k = 1, n (íåðiâíiñòü Áåðíóëëi).

p
Ïðè n = 1 íåðiâíiñòü î÷åâèäíà. Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà ïðè

n. Äîâåäåìî ¨¨ ñïðàâåäëèâiñòü ïðè n+ 1:

n+1∏
k=1

(1 + xk) >

(
1 +

n∑
k=1

xk

)
(1 + xn+1) = 1 +

n+1∑
k=1

xk + xn+1 ·
n∑
k=1

xk > 1 +

n+1∑
k=1

xk.

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âiðíà, îñêiëüêè xn+1 ·
n∑
k=1

xk > 0 äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë xk,

k = 1, n, îäíîãî çíàêó. y
8



Çàñòîñîâóþ÷è ÌÌI, äîâåäiòü ðiâíîñòi ∀n ∈ N (n > n0):

1.1
n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
; 1.2

n∑
k=1

k3 =

(
n∑
k=1

k

)2

;

1.3
n−1∑
k=1

(−1)k−1k2 = (−1)n
(n− 1)n

2
, 1.4

n∑
k=1

k k! = (n+ 1)!− 1;

n > 2;

1.5
n∑
k=1

k(k + 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
; 1.6

n∑
k=1

arctg
1

2k2
= arctg

n

n+ 1
;

1.7
n∑
k=1

sin kx =
sin nx

2 · sin
(n+1)x

2

sin x
2

, 1.8
1

2
+

n∑
k=1

cos kx =
sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

,

x 6= 2πm, m ∈ Z; x 6= 2πm, m ∈ Z;

1.9 ∀{a, b} ∈ R : (a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
kbn−k (áiíîì Íüþòîíà).

Çàñòîñîâóþ÷è ÌÌI, äîâåäiòü âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé ∀n ∈ N (n > n0):

1.10
n∑
k=1

1

n+ k
>

13

24
, n > 2; 1.11

√
n <

n∑
k=1

1√
k
< 2
√
n, n > 2;

1.12

n∏
k=1

(4k−1)

n∏
k=1

(4k+1)
<

√
3√

4n+ 3
; 1.13

∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

∣∣∣∣ 6 n∑
k=1

|xk|, ∀xk ∈ R,

k = 1, n;

1.14
n∑
k=1

1

k2
6 2− 1

n
; 1.15 nn > (2n− 1)!!;

1.16 (1 + x)n > 1 + nx, x > −1; 1.17 nn+1 > (n+ 1)n, n > 3.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 2
Ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Âèáåðåìî íà ïëîùèíi ïðîìiíü (÷èñëîâó íà-

ïiâïðÿìó [0,∞)). Ïîçíà÷èìî ïî÷àòîê ïðîìåíÿ òî÷êîþ O � öÿ òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ
ïîëþñîì, à ñàì ïðîìiíü � ïîëÿðíîþ âiññþ. Ç'¹äíà¹ìî ïîëþñ O ç äåÿêîþ òî÷êîþ
ïëîùèíè A âiäðiçêîì. Âåëè÷èíó êóòà ìiæ ïîëÿðíîþ âiññþ òà âiäðiçêîì AO
íàçèâàþòü ïîëÿðíèì êóòîì i ââàæàþòü ïåðøîþ êîîðäèíàòîþ òî÷êè A (ïîçíà-
÷à¹òüñÿ ϕ), à äîâæèíà öüîãî âiäðiçêà ρ = |AO| íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿðíèì ðàäióñîì
i ¹ äðóãîþ êîîðäèíàòîþ A.

Ïåðåõiä âiä ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò òî÷êè äî äåêàðòî-
âèõ êîîðäèíàò âèêîíó¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè:

x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ.

Ïîáóäîâó ãðàôiêà ôóíêöi¨ ρ = f(ϕ) ó ïîëÿðíié ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò çäiéñíþþòü òàê: áóäóþòü äëÿ ôóíêöi¨
ρ = f(ϕ) âiäïîâiäíó ôóíêöiþ y = f(x), äîñëiäæóþòü
ôóíêöiþ ρ = f(ϕ), ïîðiâíþþ÷è ¨¨ ç âiäïîâiäíîþ ôóí-
êöi¹þ y = f(x) ç âðàõóâàííÿì îñîáëèâîñòåé ãðàôiêà
ôóíêöi¨ ρ = f(ϕ). Ó íàéïðîñòiøèõ âèïàäêàõ ãðàôiêè
ôóíêöié áóäóþòü çà òî÷êàìè.
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Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ïîëÿðíèé êóò íàáóâà¹ çíà÷åíü iç ìíîæèíè R+.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê ó ïîëÿð-
íié ñèñòåìi êîîðäèíàò: ρ = aϕ, a > 0
(ñïiðàëü Àðõiìåäà).

p
Ñêëàäåìî òàáëèöþ çíà÷åíü äëÿ ϕ > 0

(çíà÷åííÿ ïîäàíi íàáëèæåíî):

ϕ 0
π

4

π

2

3π

4
π

ρ 0 0, 8a 1, 6a 2, 4a 3, 1a

ϕ
5π

4

3π

2
2π

5π

2
3π

ρ 3, 9a 4, 7a 6, 3a 7, 9a 9, 4a

Òåïåð ïîáóäó¹ìî òî÷êè íà êîîðäèíàòíié ïëîùèíi i ç'¹äíà¹ìî ¨õ ïëàâíîþ ëiíi¹þ,
òàêèì ÷èíîì îòðèìàâøè ãðàôiê. y
Ïðèêëàä 2. Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê ó ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò: ρ =

ϕ

ϕ+ 1
.

p
Ñêëàäåìî òàáëèöþ çíà÷åíü äëÿ ϕ > 0

(çíà÷åííÿ ïîäàíi íàáëèæåíî):

ϕ 0
π

4

π

2

3π

4
π

5π

4
ρ 0 0, 44 0, 61 0, 7 0, 76 0, 8

ϕ
3π

2

7π

4
2π

5π

2
3π

ρ 0, 82 0, 85 0, 86 0, 887 0, 904

Ïîáóäó¹ìî òî÷êè íà êîîðäèíàòíié ïëî-
ùèíi i ç'¹äíà¹ìî ¨õ ïëàâíîþ ëiíi¹þ. Âiä-

çíà÷èìî, ùî çíà÷åííÿ äðîáó
ϕ

ϕ+ 1
íà-

áëèæà¹òüñÿ äî 1 çi çáiëüøåííÿì ϕ. y
Ïîáóäóéòå ãðàôiêè äðîáîâî�ëiíiéíèõ ôóíêöié f : R→ R:

2.1 f(x) =
6 + x

x
; 2.2 f(x) =

7− x
2x

.

Ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóíêöié f : R→ R ìåòîäîì äîäàâàííÿ:

2.3 f(x) = |x|+ 1

|x|
; 2.4 f(x) = x2 +

1

|x|
;

2.5 f(x) = x+ sinx; 2.6 f(x) = x− cosx;

2.7 f(x) = shx =
ex − e−x

2
2.8 f(x) = chx =

ex + e−x

2
(ñèíóñ ãiïåðáîëi÷íèé); (êîñèíóñ ãiïåðáîëi÷íèé).
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Ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóíêöié f : R→ R ìåòîäîì ìíîæåííÿ:

2.9 f(x) = x sinx; 2.10 f(x) = ex cosx;

2.11 f(x) = thx =
shx

chx
=
ex − e−x

ex + e−x
2.12 f(x) = cthx =

chx

shx
=
ex + e−x

ex − e−x
(òàíãåíñ ãiïåðáîëi÷íèé); (êîòàíãåíñ ãiïåðáîëi÷íèé);

2.13 f(x) = arctg x · cosx.

Ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóíêöié f : R→ R:

2.14 f(x) = [2x]; 2.15 f(x) = [sinx];

2.16 f(x) = 2x[x]; 2.17 f(x) = sin[x];

2.18 f(x) = {x2}; 2.19 f(x) =
√
{x};

2.20 f(x) =
1

1− x2
; 2.21 f(x) = sin

1

x
;

2.22 f(x) = (arccosx)−1; 2.23 f(x) = arccos
1

x
;

2.24 f(x) = e
2x

1−x2 ; 2.25 f(x) = esin x;

2.26 f(x) =
1

1− 2
x

1−x
;

2.27 f(x) = arctg

(
1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3

)
;

2.28 f(x) = ln

(
arctg

(
2x+ 3

x+ 3
+

6x− 1

2− 2x

)
+
π

2

)
.

Ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóíêöié, ùî çàäàíi ó ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò:

2.29 r =
π

ϕ
; 2.30 r =

1

2 cosϕ
;

2.31 r = 2a cosϕ, a > 0; 2.32 r = 1 + 2 cosϕ;

2.33 r = tgϕ; 2.34 r2 + ϕ2 = 1;

2.35 r = 7 sin 3ϕ; 2.36 r = 2
ϕ
2π ;

2.37 r =
1

sinϕ+ cosϕ
; 2.38 r = − 1

ϕ− π
4

;

2.39 r = 2 | sin 4ϕ |; 2.40 r = a+ b cosϕ, äå 1) a > b > 0;
2) a = b > 0; 3) b > a > 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 3

Ïðèêëàä 1. Ïåðåâiðèìî, ÷è áóäå ôóíêöiîíàëüíèì áiíàðíå âiäíîøåííÿ Γ, ÿêùî
Γ ∈ Z× Z òà (x, y) ∈ Γ ⇔ |x|+ |y| = 3.

p
Öå áiíàðíå âiäíîøåííÿ íå ¹ ôóíêöiîíàëüíèì: íàïðèêëàä, (1, 2) ∈ Γ i

(1,−2) ∈ Γ, òîáòî iñíóþòü äâi ðiçíi óïîðÿäêîâàíi ïàðè (x, y) ∈ Γ ç îäíàêîâè-
ìè ïåðøèìè êîìïîíåíòàìè. y
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Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî ïåðøó òà äðóãó ïðîåêöi¨, à òàêîæ ïåðåðiçè áiíàðíîãî
âiäíîøåííÿ Γ = {(x, y) |x+ 1 6 y 6 x+ 4} , X = Y = [0, 7].

p
Çîáðàçèìî öå áiíàðíå âiäíîøåííÿ. Òåïåð

ìîæåìî çíàéòè óñi ïðîåêöi¨ òà ïåðåðiçè:
pr1 Γ = [0, 6]; pr2 Γ = [1, 7];

Γ1(x) =


[x+ 1, x+ 4], x ∈ [0, 3],

[x+ 1, 7], x ∈ (3, 6],

Ø, x ∈ (6, 7];

Γ2(y) =


Ø, y ∈ [0, 1),

[0, y − 1], y ∈ [1, 4],

[y − 4, y − 1], y ∈ (4, 7].

y
Ç'ÿñóéòå, ÷è áóäóòü ôóíêöiîíàëüíèìè áiíàðíi âiäíîøåííÿ Γ, ÿêùî:

3.1 Γ ∈ Z× Z òà (x, y) ∈ Γ ⇔ x = y2;

3.2 Γ ∈ N× N òà (x, y) ∈ Γ ⇔ x2 + y2 = 25.

Äëÿ âiäîáðàæåíü f : X → Y âêàæiòü îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà çíà÷åíü, ÿêùî:

3.3 f(x) = cosx, 1) X = Y = R; 3.4 f(x) = [x], 1) X = Y = R;
2) X = {0, π}, Y = R; 2) X = N, Y = {1, 2, . . ., n};
3) X = [0, π], Y = [0, 1]; 3) X = R, Y = N;

3.5 f(x) =
1

sinπx
, 1) X = Y = R, 2) X = [−1, 1], Y = R, 3) X = R, Y = Z.

Çíàéäiòü îáðàçè ìíîæèí A òà ïðîîáðàçè ìíîæèí B äëÿ ôóíêöi¨ f : R→ R:

3.6 f(x) = 4− x2, 1) A = R, 2) A = [−1, 1], 3) B = R−, 4) B = [0, 2].

Ïîáóäóéòå ïåðøó òà äðóãó ïðîåêöi¨ âêàçàíèõ áiíàðíèõ âiäíîøåíü Γ ⊂ X×Y :
3.7 Γ = {(x, y) |x · y − íåïàðíå ÷èñëî} , X = Y = Z;
3.8 Γ =

{
(x, y) |x2 − 2x+ y2 − 4y + 1 6 0

}
, X = Y = [0, 10].

Ïîáóäóéòå çâóæåííÿ ôóíêöi¨ Äiðiõëå (R→ R) íà âêàçàíó ìíîæèíó A:

3.9 D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R\Q,

1) A = Q, 2) A = [0, 1], 3) A = R\Q, 4) A = N.

Ó ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði (M,6), ∀ a, b ∈ M : a 6 b ⇔ a 6 b
çíàéäiòü ìàêñèìàëüíèé òà ìiíiìàëüíèé åëåìåíòè, ìàæîðàíòó, ìiíîðàíòó, supX
òà inf X (ÿêùî âîíè iñíóþòü) äëÿ ìíîæèíè X, ÿêùî:

3.10 M = [−1, 1], 1) X =

[
−1

2
,

1

2

]
, 2) X = (0, 1), 3) X =

(
−1

2
,

1

3

)⋃{1

2

}
;

3.11 M = R, 1) X =

{
3n

n3 + 3

∣∣∣∣n ∈ N
}
, 2) X =

{
n5

n6 + 1

∣∣∣∣n ∈ Z
}
.

12



Ðîçäië 2. Ãðàíèöÿ ÷èñëîâî¨
ïîñëiäîâíîñòi

Òåìà 2. Îçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi ãðàíèöi
ïîñëiäîâíîñòi

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå óïîðÿäêîâàíèé ïðîñòið (R,6), äå R � ðîçøè-
ðåíà ÷èñëîâà âiñü: R = R

⋃
{−∞,+∞} [1, ñ. 50].

×èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ (xn) íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ N f−→ R, äå
xn = f(n), n ∈ N, íàçèâà¹òüñÿ n-èì ÷ëåíîì ïîñëiäîâíîñòi. Iíîäi ïîñëiäîâíîñòi
òàêîæ ïîçíà÷àþòü òàêèì ÷èíîì: (xn)n∈A (A ⊂ Z), àáî ïðîñòî x1, x2, . . .

Íåõàé x0 � äîâiëüíà òî÷êà íà R. ε-îêîëîì òî÷êè x0 íàçèâà¹òüñÿ iíòåðâàë
ç öåíòðîì ó òî÷öi x0 i ðàäióñîì ε:

Sε(x0) = {x | |x− x0| < ε} = (x0 − ε, x0 + ε) ⊂ R,

ìíîæèíè Sε(−∞) = (−∞,−ε), Sε(+∞) = (ε,+∞), Sε(∞) = (−∞,−ε)
⋃

(ε,+∞)
íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ε-îêîëàìè −∞, +∞ òà ïðîñòî ∞.

Òî÷êà a ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî

∀ ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N(ε) ⇒ |xn − a| < ε

(ìåòðè÷íå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi), ïðè öüîìó áóäåìî çàïèñóâàòè lim
n→∞

xn = a, àáî

xn → a ïðè n→∞ (àáî ïðîñòî xn → a).

Çà îçíà÷åííÿì, âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi
ç íîìåðàìè n > N ïîòðàïëÿþòü ó ε-îêië òî-
÷êè a, ÿêèì áè ìàëèì öåé îêië íå áóâ, à ïî-
çà öèì îêîëîì ìîæå çàëèøàòèñü ëèøå ñêií-
÷åííà êiëüêiñòü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi (xn),
íå áiëüøà çà N − 1, òîáòî x1, x2, . . . , xN−1.

Òîìó, ÿêùî âèêîðèñòàòè ïîíÿòòÿ îêîëó â óïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði, ìîæíà
äàòè åêâiâàëåíòíå òîïîëîãi÷íå îçíà÷åííÿ ãðàíèöi: òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè-
öåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî ∀Sε(a) ∃N(ε) : ∀n > N(ε) ⇒ xn ∈ Sε(a).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ íåñêií÷åííó ãðàíèöþ. Â òàêîìó

ðàçi ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî âåëèêîþ. Íåõàé N f−→ R:

lim
n→∞

xn = +∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N(E) : ∀n > N(E) ⇒ xn > E;

lim
n→∞

xn = −∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N(E) : ∀n > N(E) ⇒ xn < −E;

lim
n→∞

xn =∞ def⇔ ∀E > 0 ∃N(E) : ∀n > N(E) ⇒ |xn| > E.

ßêùî lim
n→∞

xn = 0, òî ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî ìàëîþ,
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ïðè öüîìó áóäåìî çàïèñóâàòè xn = o(1) (î�ìàëå). Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçè-
âà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî |xn| 6 M ∀n ∈ N,
ïðè öüîìó áóäåìî çàïèñóâàòè xn = O(1) (Î�âåëèêå). Ñèìâîëè o(1) òà O(1)
íàçèâàþòüñÿ ñèìâîëàìè Ëàíäàó [1, ñ. 49]. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâi òàêi äi¨:

O(1) +O(1) = O(1); O(1) ·O(1) = O(1);

o(1) + o(1) = o(1); o(1) · o(1) = o(1);

O(1) + o(1) = O(1); o(1) ·O(1) = o(1).

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ, âîíà íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ, â
ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó � ðîçáiæíîþ.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn) ïîçíà÷èìî sup
n∈N

xn (àáî supxn) òà inf
n∈N

xn

(inf xn) âiäïîâiäíî âåðõíþ òà íèæíþ ìåæó ìíîæèíè çíà÷åíü ïîñëiäîâíîñòi
{xn |n ∈ N}.

Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ íåñïàäíîþ (çðîñòàþ÷îþ), ÿêùî ∀n ∈ N:
xn 6 xn+1 (xn < xn+1); ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ íåçðîñòàþ÷îþ (ñïàä-
íîþ), ÿêùî ∀n ∈ N: xn > xn+1 (xn > xn+1). Íåçðîñòàþ÷i òà íåñïàäíi ïîñëi-
äîâíîñòi íàçèâàþòüñÿ ìîíîòîííèìè , à çðîñòàþ÷i òà ñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi �
ñòðîãî ìîíîòîííèìè [1, ñ. 31].

Òåîðåìà (ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ íàä çáiæíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè).
ßêùî lim

n→∞
xn = x ∈ R òà lim

n→∞
yn = y ∈ R, òî:

1) lim
n→∞

(xn ± yn) = x± y;

2) lim
n→∞

(xnyn) = xy;

3) lim
n→∞

xn
yn

=
x

y
, y 6= 0 ∧ (yn 6= 0 ∀n ∈ N);

Òåîðåìà (�ïðî äâîõ ïîëiöà¨â�). ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (xn), (yn), (zn)
∃N∗ : ∀n > N∗ yn 6 xn 6 zn i lim

n→∞
yn = lim

n→∞
zn = a, òî ∃ lim

n→∞
xn = a.

Òåîðåìà (Âåé¹ðøòðàññà). Êîæíà ìîíîòîííà i îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü
ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ [1, ñ. 31].

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 4

Ïðèêëàä 1. Äîâåäåìî, ùî lim
n→∞

2n− 3

4n+ 5
=

1

2
.

p
Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ìà¹ìî:∣∣∣∣2n− 3

4n+ 5
− 1

2

∣∣∣∣ < ε ⇐ 11

8n+ 10
<

11

8n
< ε ⇔ n >

11

8ε
.

Îòæå, îáèðàþ÷è â ÿêîñòi N(ε) =

[
11

8ε

]
+ 1, îòðèìà¹ìî âiðíå òâåðäæåííÿ çà

îçíà÷åííÿì. y
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Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi xn =
n∑
k=1

k

(2k − 1)2(2k + 1)2
.

p
Ñïðîñòèìî ñóìó:

xn =

n∑
k=1

k

(2k − 1)2(2k + 1)2
=

1

8

n∑
k=1

(
1

(2k − 1)2
− 1

(2k + 1)2

)
=

=
1

8

(
1− 1

9
+

1

9
− 1

25
+

1

25
− 1

49
+ · · ·+ 1

(2n− 1)2
− 1

(2n+ 1)2

)
=

=
1

8

(
1− 1

(2n+ 1)2

)
→ 1

8
, n→∞.

y

Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî lim
n→∞

n arctg n

n2 + 3
.

p
Îñêiëüêè arctg n = O(1) òà

n

n2 + 3
= o(1), òî çãiäíî iç îïåðàöiÿìè íàä ñèìâî-

ëàìè Ëàíäàó:

n arctg n

n2 + 3
= o(1) ·O(1) = o(1)→ 0, n→∞.

y

Ïðèêëàä 4. Çíàéäåìî lim
n→∞

n+ 3 · 2n + lnn

n2 − 2n − lnn
.

p
Ãîëîâíèì ÷ëåíîì ÷èñåëüíèêà äðîáó ¹ 2n, çíàìåííèêà � òàêîæ 2n. Òîìó äî-

ñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå ãðàíèöþ âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè:

lim
n→∞

n+ 3 · 2n + lnn

n2 − 2n − lnn
= − lim

n→∞

3 · 2n

2n
= −3.

y
Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòi, çíàéäiòü ãðàíèöi:

4.1 lim
n→∞

3n

n3 + 2
; 4.2 lim

n→∞

2n2 − 1

5n2 + 1
;

4.3 lim
n→∞

3n3 + 2n2 + 1

n4 + 2n− 2
; 4.4 lim

n→∞

1
3
√

4n− 11
;

4.5 lim
n→∞

sinn√
n
; 4.6 lim

n→∞
3

3
√
n;

4.7 lim
n→∞

ln(1 + n2)

2n
; 4.8 lim

n→∞

n !

nn
.

Äîâåäiòü çà îçíà÷åííÿì, ùî ÷èñëî a íå ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî:

4.9 xn =
n

n+ 2
, a = 0; 4.10 xn =

n2

2n+ 3
, a = 1.

Ç'ÿñóéòå, ÷è ¹ ïîñëiäîâíîñòi îáìåæåíèìè, ÷è íåñêií÷åííî âåëèêèìè. Âêà-
æiòü íà ìíîæèíi R íàéáiëüøèé òà íàéìåíøèé ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi, ÿêùî òàêi
iñíóþòü:

4.11 xn = (2n+ 1) sinnπ; 4.12 xn = n sin
nπ

2
.
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Çíàéäiòü ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé (xn):

4.13 xn =
n∑
k=1

1

k(k + 1)
; 4.14 xn =

n∑
k=1

1

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
;

4.15 xn =
n∑
k=1

k3 + 6k2 + 11k + 5

(k + 3)!
; 4.16 xn =

n∑
k=1

k

(k + 1)!
;

4.17 xn =
n∑
k=1

2k + 1

(2k + 2)!!
; 4.18 xn =

n∑
k=1

cos
2k + 1

k2 + k
sin

1

k2 + k
.

Çíàéäiòü ãðàíèöi, êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìàìè ïðî çáiæíi ïîñëiäîâíîñòi:

4.19 lim
n→∞

m∑
k=0

akn
k

l∑
k=0

bknk

(
ak ∈ R (k = 0,m), bk ∈ R (k = 0, l), am · bl 6= 0

)
;

4.20 lim
n→∞

(
3
√
n3 + n2 + 1− 3

√
n3 − n2 + 1

)
;

4.21 lim
n→∞

(√
n+

√
n+
√
n−
√
n

)
; 4.22 lim

n→∞

(
3
√
n2 − n3 + n

)
;

4.23 lim
n→∞

√
n2 + 1 +

√
n

4
√
n3 + n−

√
n
; 4.24 lim

n→∞

(
1

2n
sinn3 − 3n

6n+ 1

)
;

4.25 lim
n→∞

(
1√
n

arctg
n3

2n+ 1
+

sinn− n
1− 4n

)
;

4.26 lim
n→∞

(
arctg n√
n− 3
√
n

+

{
n3 − 2

3n
}

lnn
+ 1

)
;

4.27 lim
n→∞

(
n

2n2 − 1
· cos

n+ 1

2n− 1
− n

1− 2n
· n · (−1)n

n2 + 1

)
;

4.28 lim
n→∞

3
√
n− ln(n9 − n) + ln(n · 3n)

log3(n17 + 2) + 3 3
√
n+ cosn

; 4.29 lim
n→∞

n11 − en + n !− ln(n+ 1)

6n − 36n + n7 − 1
.

Äîâåäiòü ðiâíîñòi:

4.30 lim
n→∞

nα

an
= 0 (α ∈ R, a > 1); 4.31 lim

n→∞

an

n !
= 0 (a > 0);

4.32 lim
n→∞

nan = 0 (|a| < 1); 4.33 lim
n→∞

lnn

n
= 0;

4.34 lim
n→∞

n
√
a = 1 (a > 0); 4.35 lim

n→∞
n
√
n = 1.
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Òåìà 3. Ôóíäàìåíòàëüíi ïîñëiäîâíîñòi.

Ïiäïîñëiäîâíîñòi

Ïîñëiäîâíiñòü (xn) íàçèâà¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî ∀ ε > 0 ∃N(ε):
∀ (n > N(ε), p ∈ N) ⇒ |xn+p − xn| < ε.

Íåõàé (xn) � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü, (nk) � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (yk) = (xnk) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ
ïîñëiäîâíîñòi (xn).

Òî÷êà a íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî
iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (xnk), ãðàíèöÿ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ a.

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (xn) ç R ¹ îáìåæåíîþ, òîäi ∀n ∈ N ìíîæèíà
An = {xn, xn+1, ...} � îáìåæåíà, òà âíàñëiäîê ïîâíîòè R iñíó¹ ÷èñëî
xn = supAn = sup

k>n
xk. Çãiäíî iç âëàñòèâiñòþ âåðõíüî¨ ìåæi (An+1 ⊂ An), ïîñëi-

äîâíiñòü (xn) � ìîíîòîííî íåçðîñòàþ÷à, i êðiì òîãî ¹ îáìåæåíîþ. Òîìó çà òåî-
ðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ìà¹ ãðàíèöþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ ãðàíèöåþ ïî-

ñëiäîâíîñòi (xn) i ïîçíà÷à¹òüñÿ lim
n→∞

xn, òîáòî lim
n→∞

xn
def
= lim

n→∞
sup
k>n

xk. Aíàëî-

ãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ íèæíÿ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi : lim
n→∞

xn
def
= lim

n→∞
inf
k>n

xk.

Òåîðåìà (Áîëüöàíî�Âåé¹ðøòðàññà). Ç êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíî-
ñòi (xn) ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü [1, ñ. 35].

Êðèòåðié Êîøi. Ïîñëiäîâíiñòü (xn) äiéñíèõ ÷èñåë çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âîíà ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ [1, ñ. 52].

Íàâåäåìî òåîðåìè, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöü ïîñëi-
äîâíîñòåé [1, ñ. 53�55].

Òåîðåìà (Êîøi). ßêùî iñíó¹ lim
n→∞

an = l ∈ R, òî ∃ lim
n→∞

∑n
k=1 ak
n

= l.

Òåîðåìà (Øòîëüöà). ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (yn) ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî +∞
òà ∃ lim

n→∞

xn+1 − xn
yn+1 − yn

= l ∈ R, òî ∃ lim
n→∞

xn
yn

= l.

Òåîðåìà.ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi äîäàòíèõ ÷èñåë (xn) ∃ lim
n→∞

xn
xn−1

= l ∈ R,

òî ∃ lim
n→∞

n
√
xn = l.

×èñëî e. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü xn =

(
1 +

1

n

)n
, n ∈ N. Çà òåîðå-

ìîþ Âåé¹ðøòðàññà iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêó ïîçíà÷àþòü ëiòåðîþ
e : lim

n→∞
xn = e ≈ 2, 718281... [1, ñ. 56].

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 5

Ïðèêëàä 1. Äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü xn =
n∑
k=1

1

k2
.
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p
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à òîìó çáiãà¹òüñÿ çà êðèòå-

ði¹ì Êîøi. Îáåðåìî äîâiëüíå ε > 0. Òîäi:

|xn+p − xn| =
n+p∑
k=n+1

1

k2
<

n+p∑
k=n+1

1

k2 − k
=

n+p∑
k=n+1

1

k(k − 1)
=

=
1

n
− 1

n+ 1
+

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ p− 1
− 1

n+ p
=

=
1

n
− 1

n+ p
<

1

n
< ε ∀p ∈ N.

Òàêèì ÷èíîì, îáèðàþ÷è â ÿêîñòi N(ε) =

[
1

ε

]
+ 1, ôóíäàìåíòàëüíiñòü ïîñëi-

äîâíîñòi äîâåäåíà.
Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè íåðiâíiñòü 1.14 ç ïðàêòè÷íîãî

çàíÿòòÿ 1. Ïðè n→∞ îòðèìà¹ìî, ùî lim
n→∞

xn = 2. y

Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèìî íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíiñòü xn =
n∑
k=1

1

k
− lnn.

p
Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ:

xn+1 − xn =

n+1∑
k=1

1

k
− ln (n+ 1)−

n∑
k=1

1

k
+ lnn =

1

n+ 1
− ln

(
1 +

1

n

)
< 0,

îñêiëüêè ∀n ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
. (2)

Êðiì òîãî, çãiäíî iç íåðiâíiñòþ (2) ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ îáìåæåíîþ çíèçó:

xn =

n∑
k=1

1

k
− lnn >

n∑
k=1

ln

(
1 +

1

k

)
− lnn = ln

n∏
k=1

k + 1

k
− lnn =

= ln
2

1
· 3

2
· . . . · n+ 1

n
· 1

n
= ln

n+ 1

n
> 0.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ çáiæíîþ, ¨¨ ãðàíèöÿ
íàçèâà¹òüñÿ ñòàëîþ Åéëåðà. Áóäåìî ïîçíà÷àòè lim

n→∞
xn = γ. Òàêîæ âiäïîâiäíî

äî îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó ñïðàâåäëèâîþ ¹ òàêà ðiâíiñòü:
n∑
k=1

1

k
= lnn+ γ + o(1).

y

Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi xn =
1√
n

n∑
k=1

1√
k
.

p
Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Øòîëüöà, îáèðàþ÷è an =

n∑
k=1

1√
k
, bn =

√
n. Îäåð-

æèìî:

an − an−1

bn − bn−1
=

1√
n√

n−
√
n− 1

=

1√
n

(
√
n+
√
n− 1)

(
√
n)2 − (

√
n− 1)2

=

√
n+
√
n− 1√
n

→ 2, n→∞.
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Îòæå, lim
n→∞

xn = 2. y
Êîðèñòóþ÷èñü êðèòåði¹ì Êîøi äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi:

5.1 xn =
n∑
k=1

cos k

2k
; 5.2 xn =

n∑
k=1

sin(k !)

k(k + 1)
;

5.3 xn =
n∑
k=1

1

k
; 5.4 xn =

n∑
k=2

1

ln k
;

5.5 (xn) � ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨, òîáòî ∃ c ∈ R : ∀n ∈ N
n∑
k=1

|xk+1 − xk| < c.

Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ:

5.6 ïîñëiäîâíiñòü xn =

(
1 +

1

n

)n
, n ∈ N, � ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à i îáìåæå-

íà;

5.7 ïîñëiäîâíiñòü yn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n ∈ N, � ìîíîòîííî ñïàäíà, îáìåæåíà

i lim
n→∞

yn = e;

5.8 ∀n ∈ N :
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
.

Äîâåäiòü çáiæíiñòü íà R òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé:

5.9 xn =
n∏
k=1

(
1 +

1

2k

)
; 5.10 xn =

n∑
k=1

1√
k
− 2
√
n;

5.11 xn =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
; 5.12 xn =

(
1 +

m

n

)n
, m ∈ R.

Çíàéäiòü ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), ÿêùî:

5.13 xn =
n∑
k=1

1

2n+ 2k − 1
; 5.14 xn =

1

lnn

n∑
k=2

1

k
;

5.15 xn =
1

n

2n∑
k=1

1

k
; 5.16 xn =

1

n3

n∑
k=1

k2;

5.17 xn =
1

n
√
n

n∑
k=1

√
k; 5.18 xn =

n

an

n∑
k=1

ak−1

k
, a > 1;

5.19 xn =

n∑
k=1

1√
k

√
n+ (−1)n

; 5.20 xn =

n∑
k=1

√
k

n
√
n+ (−1)nn

.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 6

Ïðèêëàä 1. Çíàéäåìî inf
n∈N

xn, sup
n∈N

xn, lim
n→∞

xn òà lim
n→∞

xn íà R äëÿ ïîñëiäîâíî-

ñòi xn = (−1)n
n+ 1

n+ 2
+ sin

nπ

2
.
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p
Âèäiëèìî 4 ïiäïîñëiäîâíîñòi iç xn, âðàõîâóþ÷è, ùî ïåðiîä ôóíêöi¨ sin

nπ

2

äîðiâíþ¹ 4: x4k−3 = −4k − 2

4k − 1
+ 1, x4k−2 =

4k − 1

4k
, x4k−1 = − 4k

4k + 1
− 1 òà

x4k =
4k + 1

4k + 2
(k ∈ N). Çíàéäåìî ãðàíèöi êîæíî¨ ç ïiäïîñëiäîâíîñòåé, à òàêîæ

iíôiìóì òà ñóïðåìóì ¨õ çíà÷åíü:

lim
m→∞

xm inf
m∈N

xm sup
m∈N

xm

m = 4k 1 4/5 1
m = 4k − 1 −2 −2 −9/5
m = 4k − 2 1 3/4 1
m = 4k − 3 0 0 1/3

Òàêèì ÷èíîì, inf
n∈N

xn = lim
n→∞

xn = −2, sup
n∈N

xn = lim
n→∞

xn = 1.
y

Ïðèêëàä 2. Íåõàé x1 =
√

3, xn+1 =
√

3 + 2xn, n ∈ N. Äîñëiäèìî ïîñëiäîâíiñòü
(xn) íà çáiæíiñòü òà çíàéäåìî ¨¨ ãðàíèöþ.

p
Ïðèïóñòèìî, ùî ∃ lim

n→∞
xn = α. Òîäi ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè n→∞ â

ðåêóðåíòíîìó ñïiââiäíîøåííi xn+1 =
√

3 + 2xn:

α =
√

3 + 2α ⇔ α2 − 2α− 3 = 0.

Êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ � ÷èñëà α1 = 3, α2 = −1. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ïîñëi-
äîâíiñòü (xn) � çáiæíà, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ àáî äî α1, àáî äî α2.

Äîâåäåìî îáìåæåíiñòü çâåðõó ïîñëiäîâíîñòi (xn) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-
êöi¨. Ïðè n = 1 : x1 =

√
3 6 3. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî n ∈ N : xn 6 3. Òîäi

xn+1 =
√

3 + 2xn 6
√

3 + 2 · 3 = 3, òîáòî îáìåæåíiñòü çâåðõó äîâåäåíà. Òîìó
ïîñëiäîâíiñòü (xn) ¹ îáìåæåíîþ (îáìåæåíiñòü çíèçó î÷åâèäíà).

Äîñëiäèìî íà ìîíîòîííiñòü: x2
n+1 − x2

n = 3 + 2xn − x2
n = −(xn − 3)(xn + 1) > 0

ïðè xn ∈ [−1, 3]. Òîìó (xn) � íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü, à çà òåîðåìîþ Âåé¹ð-
øòðàññà ¹ çáiæíîþ. Îòæå, lim

n→∞
xn = 3.

y
Ïðèêëàä 3. Ïîáóäó¹ìî ãðàôiê ôóíêöi¨ f : R→ R:

f(x) = lim
n→∞

n
√

1 + xn, x > 0.

p
Çíàéäåìî ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi â çàëåæíîñòi âiä

x:

f(x) = lim
n→∞

n
√

1 + xn =

= lim
n→∞

n

√
xn
(

1

xn
+ 1

)
=

{
x, x > 1;

1, 0 6 x 6 1. y
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Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (xn) çíàéäiòü inf
n∈N

xn, sup
n∈N

xn, lim
n→∞

xn òà lim
n→∞

xn íà R,
ÿêùî:

6.1 xn = 1 +
n

n+ 1
sin

nπ

2
; 6.2 xn =

(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
;

6.3 xn = 1− n cos
nπ

2
; 6.4 xn =

n− 1

n+ 1
cos

2nπ

3
.

Äîñëiäiòü íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi, ùî çàäàíi ðåêóðåíòíî:

6.5 x1 = 5, xn+1 =
√

5 + xn, n > 1; 6.6 x1 = 0, xn+1 =
1

5
+ 2x2

n, n > 1;

6.7 xn+1 = x2
n − 2xn + 2, n > 1, x1 ∈ (1, 2);

6.8 x1 =
3

2
, x2

n+1 = 3xn − 2, n > 2, xn > 0.

Ïîáóäóéòå ãðàôiêè ôóíêöié f : R→ R, äå:

6.9 f(x) = lim
n→∞

xn

2 + xn
, x > 0; 6.10 f(x) = lim

n→∞

nx − n−x

nx + n−x
;

6.11 f(x) = lim
n→∞

xn + x−n

xn − x−n
, x 6= 0; 6.12 f(x) = lim

n→∞

ln (xn + 3n)

n
, x > 0;

6.13 f(x) = lim
n→∞

n

√
1 + xn +

(
x2

2

)n
, x > 0.
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Ðîçäië 3. Ãðàíèöÿ òà íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöi¨

Òåìà 4. Ãðàíèöÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi.

Ïîðiâíÿííÿ ôóíêöié â îêîëi ãðàíè÷íî¨

òî÷êè

Íåõàé X ⊂ R, òî÷êà x0 ∈ R íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè X,
ÿêùî ∀ ε > 0 : Sε(x0)

⋂
(X\{x0}) 6= Ø. Òî÷êà ìíîæèíè X, ÿêà íå ¹ ãðàíè÷íîþ,

íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ (∃ ε > 0 : Sε(x0)
⋂

(X\{x0}) = Ø) [1, ñ. 386].

Íåõàé f : R → R i x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df . ×èñëî α ∈ R íà-
çèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0, ÿêùî ∃ (xn) ⊂ Df :
(xn → x0)∧(∀n ∈ Nxn 6= x0)∧(f(xn)→ α) ïðè n→∞. Ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâèõ
ãðàíèöü ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 ïîçíà÷èìî Ef (x0).

Àíàëîãi÷íî ïîñëiäîâíîñòÿì, âèçíà÷èìî âåðõíþ òà íèæíþ ãðàíèöi ôóí-
êöi¨ f : R→ R â òî÷öi x0, ãðàíè÷íié äëÿ Df , çà ôîðìóëàìè:

lim
x→x0

f(x)
def
= sup Ef (x0); lim

x→x0

f(x)
def
= inf Ef (x0).

Íåõàé f : R→ R i x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df . ßêùî ìíîæèíà Ef (x0)
ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî ÷èñëà α ∈ R, òî âîíî íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ ôóíêöi¨ f
â òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ lim

x→x0

f(x) (ãðàíèöÿ çà Ãåéíå).

Íåõàé f : R→ R, x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà Df . ×èñëî α íàçèâà¹òüñÿ ãðàíèöåþ
ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0 (ïðè x → x0), ÿêùî ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0: ∀x ∈ Df :
0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− α| < ε (ãðàíèöÿ çà Êîøi).

Íåõàé f : R → R i x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df

⋂
{x ∈ R |x < x0}

(Df

⋂
{x ∈ R |x > x0}). Ïîêëàäåìî

f(x0 − 0)
def
= lim

x→x0
x<x0

f(x)

(
f(x0 + 0)

def
= lim

x→x0
x>x0

f(x)

)
,

ÿêùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹. ×èñëà f(x0−0), f(x0 +0) íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâîþ
òà ïðàâîþ ãðàíèöÿìè ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0. ßêùî f(x0 − 0) = ±∞ àáî
f(x0 + 0) = ±∞, òî âiäïîâiäíi ãðàíèöi íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííèìè .

Êðèòåðié iñíóâàííÿ ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi. Ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹
ãðàíèöþ â òî÷öi x0, ãðàíè÷íié äëÿ ìíîæèí Df

⋂
{x ∈ R |x < x0} òà

Df

⋂
{x ∈ R |x > x0} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îäíî÷àñíî iñíóþòü i ðiâíi ìiæ

ñîáîþ îäíîñòîðîííi ãðàíèöi f(x0 − 0) i f(x0 + 0).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêàõ x0 = ±∞ ìîâà éäå ëèøå ïðî îäíîñòîðîííi ãðà-
íèöi, ÿêi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíî lim

x→−∞
f(x), lim

x→+∞
f(x).
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Äëÿ âèâ÷åííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ â îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè òà ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ
ôóíêöié â îêîëi òî÷êè êîðèñíî çàïðîâàäèòè ñèìâîëè Ëàíäàó O (Î-âåëèêå)
i o (î-ìàëå) àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê âîíè áóëè âèçíà÷åíi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé.

Âèðàç f = O(1) ïðè x→ x0 îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f � îáìåæåíà â òî÷öi
x0. ßêùî lim

x→x0

f(x) = 0, òî ôóíêöiÿ f � íåñêií÷åííî ìàëà â òî÷öi x0,

ïîçíà÷åííÿ: f = o(1).

Íåõàé ôóíêöi¨ f : R → R, g : R → R, x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè
X = Df = Dg. Òîäi:

1) ÿêùî iñíó¹ M > 0 i îêië Sδ(x0) òî÷êè x0, òàêi ùî ∀x ∈ Sδ(x0)\{x0} âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: |g(x)| 6M |f(x)|, òî çàïèñó¹ìî g = O(f) (O-âåëèêå);

2) ÿêùî îäíî÷àñíî g = O(f) ∧ f = O(g), òî êàæóòü, ùî f i g � ôóíêöi¨
îäíîãî ïîðÿäêó ;

3) ÿêùî ∀ ε > 0 iñíó¹ îêië Sδ(x0) òàêèé, ùî ∀x ∈ Sδ(x0)\{x0} âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü: |g(x)| ≤ ε|f(x)|, òî çàïèñó¹ìî g = o(f) (o-ìàëå);

4) ÿêùî f − g = o(g), òî ôóíêöi¨ f i g íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè , ïðè
öüîìó çàïèñóþòü f ∼ g.

Óìîâà ôóíêöié îäíîãî ïîðÿäêó òà êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi ôóí-
êöié. Ôóíêöi¨ f : R → R, g : R → R â òî÷öi x0 � ãðàíè÷íié äëÿ ìíîæèíè
Df = Dg, òîäi:

1) ÿêùî ∃ ε > 0 : ∀x ∈ Sε(x0)\{x0} g(x) 6= 0 i ∃ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= c ∈ R\{0} òî

ôóíêöi¨ f i g îäíîãî ïîðÿäêó â îêîëi òî÷êè x0;

2) ÿêùî ∃ ε > 0 : ∀x ∈ Sε(x0)\{x0} g(x) > 0, òî f ∼ g òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Âëàñòèâîñòi ñèìâîëiâ Ëàíäàó:

1. O(f) = O(O(f)); 2. O(f) ·O(g) = O(fg);

3. ∀λ ∈ R\{0} : O(λf) = O(f); 4. O(f) +O(f) = O(f);

5. o(o(f)) = o(f); 6. o(f) · o(g) = o(fg);

7. o(f) + o(f) = o(f); 8. O(f) + o(f) = O(f);

9. o(O(f)) = o(f).

Âëàñòèâîñòi î-ìàëèõ ôóíêöié â îêîëi òî÷êè 0:

1. xm = o(xn), m > n, m, n ∈ R+; 2. o(cxn) = c · o(xn) = o(xn), c 6= 0;

3. o(xn) + o(xm) = o(xn), m > n; 4. xn · o(xm) = o(xn+m);

5. o(xn) · o(xm) = o(xn+m); 6. O(xn) · o(xm) = o(xn+m).

Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ íà ìíîæèíi X ⊂ Df , ÿêùî
ìíîæèíà f(X) � îáìåæåíà.
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ßêùî f(x) = ag(x) + o(g(x)) (a 6= 0) â äåÿêîìó îêîëi Sε(x0)\{x0}, òî
f ∼ ag, ïðè öüîìó ôóíêöiÿ x 7→ ag(x), x ∈ Sε(x0)\{x0} íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíîþ
÷àñòèíîþ ôóíêöi¨ f ïðè x→ x0.

Ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöü ìîæëèâi òàêi òèïè íåâèçíà÷åíîñòåé:

1.
01

02
; 2.

∞1

∞2
=

1
∞2

1
∞1

→ 02

01
; 3. 01 · ∞ =

01
1
∞

=
01

02
;

4.∞1−∞2 =∞1

(
1− ∞2

∞1

)
=


∞1 · 0, ÿêùî

(
1− ∞2

∞1

)
→ 0,

íåìà¹ íåâèçíà÷åíîñòi, ÿêùî

(
1− ∞2

∞1

)
6→ 0;

5. 1∞ = e∞ ln 1 → e∞·0; 6. ∞0 = e0 ln∞ → e0·∞; 7. 002
1 = e01 ln 02 → e01·∞.

Âèêîðèñòà¹ìî âiäîìi ãðàíèöi lim
x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0
(1 + x)

1
x = e äëÿ îäåðæàííÿ

òàê çâàíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë:

1.
sinx

x
= 1 + o(1), x→ 0 ⇒ sinx = x+ o(x) = o(1);

2. cosx = 1− 2 sin2 x

2
= 1− 2

(x
2

+ o
(x

2

))2

= 1− 2 · x
2

4
+ o

(
x2
)

=

= 1− x2

2
+ o

(
x2
)
⇒ cosx = 1 + o(1) = 1 + o(x) = 1− x2

2
+ o

(
x2
)
;

3.
ln(1 + x)

x
= ln(1 + x)

1
x → ln e = 1, x→ 0 ⇒ ln(1 + x) = x+ o(x) = o(1);

4.
ex − 1

x
=

∣∣∣∣ ex − 1 = t
x = ln(1 + t)

∣∣∣∣ =
t

ln(1 + t)
→ 1, x→ 0 ⇒ ex = 1+x+o(x) = 1+o(1);

5. ax = ex ln a = 1 + o(1) = 1 + x ln a+ o(x), x→ 0;

6.
(1 + x)α − 1

x
=
eα ln(1+x) − 1

x
=

eα ln(1+x)

α ln(1 + x)
α · ln(1 + x)

x
→ α, x→ 0 ⇒

(1 + x)α = 1 + o(1) = 1 + αx+ o(x), x→ 0.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 7

Ïðèêëàä 1. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi, äëÿ ôóíêöi¨ f(x) : R→ R çàïè-
øåìî òàêå òâåðäæåííÿ: lim

x→a−0
f(x) = b, {a, b} ⊂ R.

p
∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε, a) > 0 : ∀x ∈ (a− δ, a) ⇒ |f(x)− b| < ε. y

Ïðèêëàä 2. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi, äëÿ ôóíêöi¨ x 7→ y(x) çàïèøåìî
òàêå òâåðäæåííÿ: y → b− 0 ïðè x→ a, {a, b} ⊂ R.
p
∀ ε > 0 ∃ δ = δ(ε, a) > 0 : ∀x : 0 < |x− a| < δ ⇒ b− ε < f(x) < b. y

Ïðèêëàä 3. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi, äîâå-
äåìî ðiâíiñòü: lim

x→2
x3 = 8.
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p
Íåõàé ε > 0 � äîâiëüíå. Äëÿ çðó÷íîñòi ðîçãëÿíåìî 1 < x < 3, òîáòî |x−2| < 1.

Òîäi

|x3 − 8| = |x− 2| · |x2 + 2x+ 4| < 19 · |x− 2| < ε, ÿêùî |x− 2| < ε

19
.

Îòæå, äîñèòü ïîêëàñòè δ = min
{ ε

19
, 1
}
> 0 i çà îçíà÷åííÿì ðiâíiñòü ¹ ñïðàâåä-

ëèâîþ. y
Ïðèêëàä 4. Íåõàé ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà â äåÿêîìó îêîëi Sε(x0) òî÷êè x0 ∈ R.
Äîâåäåìî, ùî O(f) +O(f) = O(f) ïðè x→ x0.

p
Ïîçíà÷èìî u = O(f). Öå îçíà÷à¹, ùî ∃M1 > 0 òà îêië Sε1(x0):

∀x ∈ Sε1(x0)\{x0} ⇒ |u| 6M1|f |.
Òàêîæ äëÿ v = O(f) iñíó¹ M2 > 0 òà îêië Sε2(x0):

∀x ∈ Sε2(x0)\{x0} ⇒ |v| 6M2|f |.
Òîäi äëÿ ∀x ∈ Sε(x0)\{x0}, ε = min{ε1, ε2} ⇒

|u+ v| 6 |u|+ |v| 6M1|f |+M2|f | = (M1 +M2)|f |,
òîáòî u + v = O(f). y
Ïðèêëàä 5. Äîâåäåìî, ùî xm = o(xn), m > n ïðè x→ 0 (â îêîëi òî÷êè 0).

p
Çà îçíà÷åííÿì, ∀ ε > 0 ∃Sδ(0) :

∀x ∈ Sδ(0)\{0} ⇒ |xm| < ε|xn| ⇔ |xm−n| < ε ⇔ |x| < ε
1

m−n .

Îòæå, îáèðàþ÷è δ = ε
1

m−n , ìà¹ìî, ùî xm = o(xn), m > n. Ç iíøîãî áîêó,
ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü xm−n = o(1), x → 0, òîáòî lim

x→0
xm−n = 0, m > n.

Àíàëîãi÷íî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié f òà g, âèçíà÷åíèõ â îêîëi òî÷êè x0, óìîâà

f = o(g), x→ x0 ⇔ lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

y
Ïðèêëàä 6. Çðîáèìî ñïðîùåííÿ âèðàçó (x−x2 +x3 +o(x4))(1−2x+2x3 +o(x4))
ïðè x→ 0 (â îêîëi òî÷êè 0).

p(
x− x2 + x3 + o(x4)

) (
1− 2x+ 2x3 + o(x4)

)
= x− 3x2 − x3 − 2x5 + 2x6 + o(x4)−

− x · o(x4)− x2 · o(x4) + 3x3 · o(x4) + o(x4) · o(x4) =

= x− 3x2 − x3 + o(x4) = x− 3x2 + o(x2) = x+ o(x). y

Ïðèêëàä 7. Çíàéäåìî ãðàíèöþ âèðàçó
x3 − 2x2 + o(x3)

x4 + 4x2 + o(x3)
ïðè x→ 0.

p
lim
x→0

x3 − 2x2 + o(x3)

x4 + 4x2 + o(x3)
= lim
x→0

−2x2 + o(x2)

4x2 + o(x2)
= −1

2
.

y
Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi, äëÿ ôóíêöi¨ f(x) : R → R, {a, b} ⊂ R,

çàïèøiòü òàêi òâåðäæåííÿ:

7.1 lim
x→a+0

f(x) = b; 7.2 lim
x→a

f(x) = −∞;
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7.3 lim
x→a−0

f(x) = +∞; 7.4 lim
x→+∞

f(x) = b;

7.5 lim
x→−∞

f(x) = +∞; 7.6 lim
x→∞

f(x) =∞.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi, äëÿ ôóíêöi¨ x 7→ y(x), {a, b} ⊂ R, çàïèøiòü
òàêi òâåðäæåííÿ:

7.7 y → b− 0 ïðè x→ a+ 0; 7.8 y → b− 0 ïðè x→ −∞;

7.9 y → b+ 0 ïðè x→ a− 0; 7.10 y → b+ 0 ïðè x→∞.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì Êîøi ãðàíèöi ôóíêöi¨ â òî÷öi, äîâåäiòü ðiâíîñòi:

7.11 lim
x→2

x2 + 1

x2 − 1
=

5

3
; 7.12 lim

x→3

2(x− 1)

x+ 1
= 1;

7.13 lim
x→π

sinx = 0; 7.14 lim
x→π

4

tg x = 1;

7.15 lim
x→∞

2x2 − 5

x2 + 5
= 2; 7.16 lim

x→0,001
sgn x = 1.

Íåõàé ôóíêöi¨ f òà g âèçíà÷åíi â äåÿêîìó îêîëi Sε(x0) òî÷êè x0 ∈ R. Äîâå-
äiòü, ùî ïðè x→ x0 ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

7.17 o(f) + o(f) = o(f); 7.18 o(f) +O(f) = O(f);

7.19 o(f) · o(f) = o(f); 7.20 O(f) ·O(f) = O(f);

7.21 o(f) ·O(f) = o(f); 7.22 O(o(f)) = o(f);

7.23 o(O(f)) = o(f); 7.24 o(f + o(f)) = o(f);

7.25 o(fn) = (o(f))n, n > 0; 7.26 O(f) ·O(g) = O(fg);

7.27 o(f) · o(g) = o(fg); 7.28 O(f)·o(g) = o(f)·O(g) = o(fg).

Äîâåäiòü ñïðàâåäëèâiñòü òàêèõ ðiâíîñòåé ïðè x→ 0 (â îêîëi òî÷êè 0):

7.29 o(xm) = o(xn), m > n; 7.30 o(o(xn)) = o(xn);

7.31 o(xm) + o(xn) = o(xn), m > n; 7.32 c · o(xn) = o(xn), c 6= 0;

7.33 o(cxn) = o(xn), c 6= 0; 7.34 O(xm) = O(xn), m > n;

7.35 O(xm) +O(xn) = O(xn), m > n; 7.36 xm · o(xn) = o(xm+n);

7.37 O(xm) · o(xn) = o(xm+n); 7.38 o(xm) · o(xn) = o(xm+n).

Çðîáiòü ñïðîùåííÿ âèðàçiâ ïðè x→ 0 äî ïîëiíîìó ñòåïåíÿ 6 k iç äîäàâàííÿì
o-ìàëîãî âiäïîâiäíîãî ñòåïåíÿ x:

7.39
(
x+ x2 + o(x3)

) (
2 + 3x2 + 4x4 + o(x5)

)
, k = 3;

7.40
(
1− x2 + o(x4)

) (
2 + x2 + o(x4)

)
−
(
1− x3

) (
3 + x2 + o(x5)

)
, k = 4;

7.41
(
5x+ 4x2 − 3x3 + o(x3)

) (
1 + x2 + 2x3 + o(x5)

)
, k = 3;

7.42
(
x+ x2 + x3 + o(x3)

) (
1− x+ x2 − x3 + o(x4)

)
+ 3x2 − 5x, k = 2;

7.43
(
x+ 2x2 + 3x3 + o(x5)

) (
1− x− 2x2 + o(x4)

)
− 2x+ 4x3 + o(x4), k = 4.

Çíàéäiòü, äå öå ìîæëèâî, ãðàíèöi òàêèõ âèðàçiâ ïðè x→ 0:

7.44
x2 − x3 + o(x3)

4x4 + 2x2 + o(x2)
; 7.45

5x− x2 + o(x3)

3x3 − 2x+ o(x2)
;
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7.46
−x3 + o(x3)

x2 + o(x2)
; 7.47

x3 + o(x)

x4 + o(x2)
;

7.48
o(x2)

o(x)
; 7.49

2x3 + o(x)

x2 + o(x)
;

7.50
3x4 − 5x3 + o(x4)

x3 + 4x4 + o(x3)
; 7.51

x2 − x3 + x4 + o(x4)

x3 − x2 + 2x+ o(x3)
.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 8

Ïðèêëàä 1. Çíàéäåìî ãðàíèöþ lim
x→0

(1 + x)4 − (1 + 4x)

2x2 + x4
.

p
lim
x→0

(1 + x)4 − (1 + 4x)

2x2 + x4
= lim
x→0

1 + 4x+ 6x2 + o(x2)− 1− 4x

2x2 + o(x2)
= 3.

y

Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî ãðàíèöþ lim
x→x0

(u(x))v(x), äå x0 = 2, u(x) =
−2 + x+ 2x2

2− x+ x2
,

v(x) =
1− x
1 + x2

.

p
Îñêiëüêè lim

x→2
u(x) = lim

x→2

−2 + x+ 2x2

2− x+ x2
= 2 òà lim

x→2
v(x) = lim

x→2

1− x
1 + x2

= −1

5
, òî

lim
x→2

(u(x))v(x) =
(

lim
x→2

u(x)
) lim
x→2

v(x)

= 2−
1
5 .

y

Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî ãðàíèöþ lim
x→∞

(u(x))v(x), äå u(x) =
11 + x

6 + x
, v(x) =

1 + x

1 +
√
x
.

p
Îñêiëüêè lim

x→∞
u(x) = lim

x→∞

11 + x

6 + x
= 1 òà lim

x→∞
v(x) = lim

x→∞

1 + x

1 +
√
x

= ∞, òî

ïîçáóäåìîñÿ íåâèçíà÷åíîñòi [1∞] òàêèì ÷èíîì:

lim
x→∞

(u(x))v(x) = e
lim
x→∞

v(x)(u(x)−1)
= exp

(
lim
x→∞

(
1 + x

1 +
√
x
· 5

6 + x

))
= e0 = 1.

y

Ïðèêëàä 4. Äëÿ ôóíêöi¨ f(x) =
(
x+ 3

1
3−x

)−1

çíàéäåìî îäíîñòîðîííi ãðàíèöi

ïðè x→ x0 + 0 òà x→ x0 − 0 äëÿ âèïàäêiâ: 1) x0 = 0, 2) x0 = 3.

p
Ó âèïàäêó x0 = 0: lim

x→0+0
f(x) = lim

x→0−0
f(x) =

1√
3
. ßêùî æ x0 = 3, òî

lim
x→3+0

f(x) = lim
x→3
x>3

1

x+ 3
1

3−x
=

1

3 + 3
1

0−
=

1

3 + 3−∞
=

1

3
;

lim
x→3−0

f(x) = lim
x→3
x<3

1

x+ 3
1

3−x
=

1

3 + 3
1

0+

=
1

3 + 3+∞ =
1

+∞
= 0.

y

Ïðèêëàä 5. Ïîðiâíÿ¹ìî ôóíêöi¨ f(x) = cosx òà g(x) =
chx− 1

x2
ïðè x→ 0.
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p
Îñêiëüêè lim

x→0
cosx = 1, lim

x→0

chx− 1

x2
= lim

x→0

1 + x2

2 + o(x2)− 1

x2
=

1

2
, òî

lim
x→0

f(x)

g(x)
= 2 òà lim

x→0

g(x)

f(x)
=

1

2
, òîáòî f = O(g) ∧ g = O(f) ïðè x→ 0.

y
Ïðèêëàä 6. Âèçíà÷èìî ïîðÿäîê âiäíîñíî øêàëè xn ôóíêöi¨ f(x) = x sin

√
x

ïðè x→ 0.

p
Îñêiëüêè ïðè x→ 0 : f(x) = x · (

√
x+ o (

√
x)) = x3/2 + o

(
x3/2

)
, òî

lim
x→0

f(x)

xm
= lim
x→0

x3/2 + o
(
x3/2

)
xm

= 1 ⇔ m =
3

2
.

y
Çíàéäiòü ãðàíèöi:

8.1 lim
x→2

x3 − 2x2 − 4x+ 8

x4 − 8x2 + 16
; 8.2 lim

x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x)− 1

x− x3
;

8.3 lim
x→1

xm − 1

xk − 1
, m, k ∈ N; 8.4 lim

x→0

(1 +mx)k − (1 + kx)m

x2
;

8.5 lim
x→+∞

√
x+

√
x+
√
x

√
x+ 1

; 8.6 lim
x→1

3
√

7 + x3 −
√

3 + x2

1− x
;

8.7 lim
x→a

√
x−
√
a+
√
x− a√

x2 − a2
; 8.8 lim

x→3

√
x+ 13− 2

√
x+ 1

x2 − 9
;

8.9 lim
x→0

(
2 + x

3− x

) 1+
√
x

1−x

; 8.10 lim
x→1

(
2 + x

3− x

) 1−
√
x

1−x

;

8.11 lim
x→∞

(
x2 + 2

x2 − 2

)x2

; 8.12 lim
x→π

(
1 + tg x

1 + sinx

) 1
sin3 x

;

8.13 lim
x→π

4

(tg x)tg 2x; 8.14 lim
x→0

(cosx)
1
x2 ;

8.15 lim
x→∞

(
3x2 + x− 1

2x2 − x+ 1

) x3

1−x

; 8.16 lim
x→∞

(
x2 + 3x− 2

2x2 − x− 2

) 1
x

;

8.17 lim
x→+∞

x+ sinx

x− sinx
; 8.18 lim

x→+∞

x+ shx

x− shx
;

8.19 lim
x→1

sin(πxa)

sin(πxb)
; 8.20 lim

x→0

shx− x
x3

;

8.21 lim
x→a

chx− ch a

x− a
; 8.22 lim

x→a

shx− sh a

x− a
;

8.23 lim
x→a

thx− th a

x− a
; 8.24 lim

x→a

ex − ea

x− a
;

8.25 lim
x→a

lnx− ln a

x− a
; 8.26 lim

x→0

thx

x
;

8.27 lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3
; 8.28 lim

x→0

1−
√

cosx

1− cos
√
x
;
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8.29 lim
x→π

2

( π

cosx
− 2x tg x

)
; 8.30 lim

x→ 1
2

sin(1− 2x)

4x2 − 1
;

8.31 lim
x→2

2x − x2

2− x
; 8.32 lim

x→0

3
√

27 + x− 4
√

16− x− ex

ln (1 + ex − cosx)
;

8.33 lim
x→0

ecos x − e1+ ln (1+x)

√
9 + 2x− 3

; 8.34 lim
x→∞

x2 ln cos
π

x
;

8.35 lim
x→0

ln cos ax

ln cos bx
; 8.36 lim

x→0

cos (xex)− cos (xe−x)

x3
;

8.37 lim
x→0

√
1 + x sinx cos 2x− (x2 − 1)2

etg x2 − cosx
.

Äëÿ ôóíêöi¨ f(x) : R → R çíàéäiòü îäíîñòîðîííi ãðàíèöi ïðè x → x0 + 0 òà
x→ x0 − 0. ×è iñíó¹ ó êîæíîìó âèïàäêó lim

x→x0

f(x)?

8.38 f(x) = [x], 1) x0 = 1, 2) x0 =
√

3, 3) x0 = 0, 999;

8.39 f(x) = {x}, 1) x0 = 0, 2) x0 =
√

2, 3) x0 =
1

3
;

8.40 f(x) = sgn x, 1) x0 = 0, 2) x0 = e;

8.41 f(x) =
1

e{x} − 1
, 1) x0 = 0, 2) x0 =

1

3
, 3) x0 = −17

8
;

8.42 f(x) =
sinx

|x|
, 1) x0 = 0, 2) x0 = 2, 3) x0 = π;

8.43 f(x) =
1

1− 2
x

1−x
, 1) x0 = −1, 2) x0 = 0, 3) x0 = 1;

8.44 f(x) = sgn (cosπx), 1) x0 = 0, 2) x0 =
1

2
, 3) x0 = 1.

Ïîðiâíÿéòå ôóíêöi¨ f òà g ïðè x → 0 (x → 0+), òîáòî âêàæiòü, ÿêi ç óìîâ
f = O(g), g = O(f), f = o(g), g = o(f), f ∼ g âèêîíóþòüñÿ:

8.45 f(x) =
cosx− 1

x
, g(x) = tg x; 8.46 f(x) = [x], g(x) = {x};

8.47 f(x) = {x}, g(x) = ex − 1; 8.48 f(x) = cosx−1, g(x) = chx−1;

8.49 f(x) =
1

x
, g(x) =

1

x2
; 8.50 f(x) = 1− cosx, g(x) = x

3
2 ;

8.51 f(x) = xx, g(x) = 1; 8.52 f(x) = sinx ·sin 1

x
, g(x) = tg x;

8.53 f(x) = x cos
1

x
, g(x) = x; 8.54 f(x) = xx

x

, g(x) = sinx.

Âèçíà÷òå ïîðÿäîê âiäíîñíî øêàëè xn ôóíêöi¨ f(x) : R → R ïðè x → 0
(x→ 0+):

8.55 f(x) = esin x − 1; 8.56 f(x) =

√
x+

√
x+
√
x;

8.57 f(x) = arctg
1

x
; 8.58 f(x) =

√
1 + x− 1;
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8.59 f(x) = ln cos
√
x; 8.60 f(x) = 1− cos(sinx)− ex2

.

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ α òà β ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x) = o(1)
ïðè x→ x0 (x→ x0 + 0), ÿêùî:

8.61 f(x) =
ln (1 + xα)

xβ
, x0 = 0; 8.62 f(x) = xα sin

1

xβ
, x0 = 0;

8.63 f(x) =
x2 arctg x

1 + x
− αx3 − β, x0 = 0;

8.64 f(x) = ln
(
1 + e3x

)
− αx− β, 1) x0 = 0, 2) x0 = +∞;

8.65 f(x) =
xex

1 + x
− αx− β, 1) x0 = −∞, 2) x0 = +∞;

8.66 f(x) =
√
x2 + 1−

√
x2 − 1 +

α

x
+ β, x0 = +∞.
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Òåìà 5. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

Ç ïîíÿòòÿì ãðàíèöi ôóíêöi¨ òiñíî ïîâ'ÿçàíå ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨.

Íåõàé x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df i ïðè öüîìó x0 ∈ Df . Ôóíêöiÿ f ¹
íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç åêâiâàëåíòíèõ óìîâ:

1) lim
x→x0

f(x) = f(x0);

2) ∀ ε > 0 ∃ δ(ε, x0) : ∀x ∈ Df |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − f(x0)| < ε (îçíà÷åííÿ
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi çà Êîøi);

3) ∀ (xn)n∈N : (xn) ∈ Df ∧ (xn) → x0 ïðè n → ∞ ⇒ f(xn) → f(x0), n → ∞
(îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi çà Ãåéíå);

4) ∆f(x0) = f(x)− f(x0)→ 0 ïðè ∆x = x− x0 → 0.

Ôóíêöiÿ f : R → R, ÿêà íå ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ Df , íàçèâà¹òüñÿ
ðîçðèâíîþ â öié òî÷öi.

Òåîðåìà (ïðî àðèôìåòè÷íi äi¨ ç íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè). Íåõàé
ôóíêöi¨ f, g : R → R íåïåðåðâíi â òî÷öi x0 ∈ Df = Dg. Òîäi íåïåðåðâíi â öié

òî÷öi òàêîæ i ôóíêöi¨ f + g, f − g, f · g òà f
g
(ÿêùî g(x0) 6= 0) [1, ñ. 136].

Òåîðåìà (ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié). Íåõàé f íåïå-
ðåðâíà â òî÷öi x0 ∈ Df , à g íåïåðåðâíà â òî÷öi ξ0 ∈ Dg. ßêùî g(ξ0) = x0, òî
ñóïåðïîçèöiÿ f ◦ g íåïåðåðâíà â òî÷öi ξ0 [1, ñ. 137].

Òåîðåìà (ïðî ãðàíèöþ íåïåðåðâíî¨ ñóïåðïîçèöi¨). Íåõàé ξ0 � ãðàíè-
÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df◦g. ßêùî lim

ξ→ξ0
g(ξ) = x0 i f : R→ R � íåïåðåðâíà â òî÷öi

x0, òî lim
ξ→ξ0

f (g(ξ)) = f(x0) [1, ñ. 138].

Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ çëiâà (ñïðàâà) â òî÷öi
x0 ∈ Df , ãðàíè÷íié äëÿ ìíîæèíèDf , ÿêùî f(x0−0) = f(x0) (f(x0 + 0) = f(x0)).

Íåõàé f : R→ R, x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df . ßêùî x0 /∈ Df , òî òî÷êà
x0 íàçèâà¹òüñÿ îñîáëèâîþ äëÿ ôóíêöi¨ f . Çîêðåìà, ÿêùî ∃ lim

x→x0

f(x) ∈ R, òî
òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ óñóâíîþ îñîáëèâîþ, à ÿêùî @ lim

x→x0

f(x), òî òî÷êà x0

íàçèâà¹òüñÿ iñòîòíî îñîáëèâîþ [1, ñ. 142].

Êëàñèôiêàöiÿ òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨

Òî÷êè ðîçðèâó òà îñîáëèâi òî÷êè ôóíêöi¨ f : R → R, ÿêi ¹ ãðàíè÷íèìè
îäíî÷àñíî äëÿ îáîõ ìíîæèí Df

⋂
(x0,+∞) òà Df

⋂
(−∞, x0), ïîäiëÿþòüñÿ íà

òàêi òèïè:

1) ∃ lim
x→x0

f(x) ∈ R i f(x0) àáî íå iñíó¹, àáî f(x0) 6= lim
x→x0

f(x); òîäi òî÷êà x0

íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ óñóâíîãî ðîçðèâó ;

2) ∃ f(x0−0) ∈ R, ∃ f(x0 +0) ∈ R i f(x0 +0) 6= f(x0−0) íàçèâà¹òüñÿòî÷êîþ
ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó ; ÷èñëî η = f(x0+0)−f(x0−0) íàçèâà¹òüñÿ ñòðèáêîì
ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0;
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3) ÿêùî îäíîñòîðîííi ãðàíèöi â òî÷öi x0 àáî íå iñíóþòü, àáî õî÷à á îäíà ç
íèõ � íåñêií÷åííà, òî òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîçðèâó äðóãîãî ðîäó ;

4) ÿêùî ∃ f(x0 + 0) ∈ R, ∃ f(x0 − 0) ∈ R i õî÷à á îäíà ç íèõ � íåñêií÷åííà,
òî òî÷êà ðîçðèâó II ðîäó x0 íàçèâà¹òüñÿ ïîëþñîì [1, ñ. 141].

Ôóíêöiÿ f : R→ R íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X ⊂ Df , ÿêùî
âîíà íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi öi¹¨ ìíîæèíè. Êëàñ óñiõ ôóíêöié, íåïåðåðâíèõ
íà X, ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì C(X) [1, ñ. 141].

Âëàñòèâiñòü. Âñi åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè íà ñâî¨õ îáëàñòÿõ
âèçíà÷åííÿ.

Ôóíêöiÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ, ÿêùî âîíà íåïå-
ðåðâíà â óñiõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ìíîæèíè X, çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åííî¨ ìíî-
æèíè òî÷îê, ÿêi ¹ òî÷êàìè ðîçðèâó I ðîäó àáî òî÷êàìè óñóâíîãî ðîçðèâó ôóíêöi¨
f [1, ñ. 142].

Çîêðåìà, ÿêùî X = [a, b], òî ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ êóñêîâî-íåïåðåðâíîþ,
ÿêùî âîíà íåïåðåðâíà â óñiõ âíóòðiøíiõ òî÷êàõ ñåãìåíòà [a, b], çà âèíÿòêîì
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè òî÷îê, â êîæíié ç ÿêèõ ìà¹ ñêií÷åííi ëiâîñòîðîííþ òà ïðà-
âîñòîðîííþ ãðàíèöi, i êðiì òîãî ìà¹ ñêií÷åííi çíà÷åííÿ f(a + 0) òà f(b − 0).

Òåîðåìà (Âåé¹ðøòðàññà). Íåõàé f ∈ C [a, b]. Òîäi ôóíêöiÿ f � îáìåæåíà
òà ∃ {x∗, x∗} ⊂ [a, b] : f(x∗) = inf

x∈[a,b]
f(x), f(x∗) = sup

x∈[a,b]

f(x) [8, ñ. 70].

Òåîðåìà (Êîøi ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ). Íåõàé f ∈ C [a, b]. Òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî ÷èñëà L ç âiäðiçêà iç êiíöÿìè ó òî÷êàõ f(a) i f(b) iñíó¹ c ∈ [a, b] :
f(c) = L [8, ñ. 70].

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 9

Ïðèêëàä 1. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f(x) = cosx íà ìíîæèíi R.
p
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 ∈ R òà ∀x ∈ R:

| cosx− cosx0| =
∣∣∣∣−2 sin

x+ x0

2
sin

x− x0

2

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣x− x0

2

∣∣∣∣ < ε,

òî çà îçíà÷åííÿì Êîøi f ¹ íåïåðåðâíîþ íà R çà óìîâè, ùî |x− x0| < δ = ε. y
Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèìî íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f : R→ R :

f(x) =


x3 − 1

x− 1
, x 6= 1,

4, x = 1.

p
Ïðè x 6= 1 ôóíêöiþ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi f(x) = x2 + x + 1, à òîìó

f ∈ C(R\{1}). Îñêiëüêè lim
x→1−0

f(x) = lim
x→1+0

f(x) = 3 6= f(1), òî x = 1 ¹ òî÷êîþ

óñóâíîãî ðîçðèâó. y

Ïðèêëàä 3. Äîñëiäèìî íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = arctg
1

x
íà R.
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p
Íà R\{0} ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóïåðïîçèöi¨

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Îñêiëüêè lim
x→0−0

f(x) = −π
2
òà lim

x→0+0
f(x) =

π

2
, òî x = 0 ¹

òî÷êîþ ðîçðèâó I ðîäó. y
Ïðèêëàä 4. Äîñëiäèìî íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = ex+ 1

x , x ∈ R.
p
Íà R\{0} ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü ñóïåðïîçèöi¨

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Îñêiëüêè lim
x→0−0

f(x) = 0 òà lim
x→0+0

f(x) = ∞, òî x = 0 ¹

òî÷êîþ ðîçðèâó II ðîäó òèïó ïîëþñ. y
Ïðèêëàä 5. Äîñëiäèìî íà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = x[x], x ∈ R.
p
Ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi R\Z. Ïåðåâiðèìî òî÷êè n ∈ Z:

lim
x→n−0

f(x) = n · (n− 1) = n2 − n, lim
x→n+0

f(x) = n · n = n2.

Îòæå, ó òî÷êàõ n ∈ Z\{0} ôóíêöiÿ f ìà¹ ðîçðèâè I ðîäó, à ó òî÷öi 0 ôóíêöiÿ
f � íåïåðåðâíà. y

Äîâåäiòü íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f : R→ R íà Df çà îçíà÷åííÿì Êîøi, ÿêùî:

9.1 f(x) = sinx; 9.2 f(x) = tg x;

9.3 f(x) = ctg x; 9.4 f(x) = arcsinx;

9.5 f(x) = shx; 9.6 f(x) = chx;

9.7 f(x) =
√
x; 9.8 f(x) = x3;

9.9 f(x) = ex; 9.10 f(x) = lnx.

Äîñëiäiòü íà íåïåðåðâíiñòü i âñòàíîâiòü õàðàêòåð òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨
f : R→ R, à òàêîæ ïîáóäóéòå ¨¨ ãðàôiê, ÿêùî:

9.11 f(x) =

2− x, x 6 2,
1

x− 2
, x > 2;

9.12 f(x) =

x sin
1

x
, x 6= 0,

0, x = 0;

9.13 f(x) =


1

sinx
, x < 0,

lnx+
π

4
, 0 6 x < 1,

arctg x, x > 1;

9.14 f(x) =


cosx, x 6 −π

4
,

tg x, −π
4
< x < 0,

ex − 1, x > 0;

9.15 f(x) =


sinx

|x|
, x 6= 0,

1, x = 0;
9.16 f(x) =


∣∣∣∣ sinxx

∣∣∣∣ , x 6= 0,

1, x = 0;

9.17 f(x) = [x] sinπx; 9.18 f(x) = 2−2
1

1−x
;

9.19 f(x) = arctg

(
1

x− 1
+

1

x

)
; 9.20 f(x) =

1

ln |x|
;
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9.21 f(x) =
[x]

π

(
[x]− (−1)[x] cosπx

)
; 9.22 f(x) =

x, |x| 6 1,
x3

3
− 2

3
sgn x, |x| > 1;

9.23 f(x) =


1√
3

arctg
x2 − 1

x
√

3
+

π

2
√

3
sgn x, x 6= 0,

0, x = 0;

9.24 f(x) =


1√
5

arctg
3 tg x

2 + 1
√

5
+

π√
5

[
x+ π

2π

]
, x 6= (2n+ 1)π, n ∈ Z,

π√
5

(
n+

1

2

)
, x = (2n+ 1)π, n ∈ Z.

Ïiäáåðiòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ α òà β, ùîá ôóíêöiÿ f : R → R áóëà íåïå-
ðåðâíîþ íà R:

9.25 f(x) =


x2 − 4

x3 − 8
+

sinx

2x
, x /∈ {0, 2},

α, x = 0,

β, x = 2;

9.26 f(x) =


3
√

27 + x− 3
√

27− x+ x2

x+ 2
3
√
x4

, x 6= 0,

α, x = 0.

Äîñëiäiòü íà íåïåðåðâíiñòü çëiâà òà ñïðàâà ôóíêöi¨ f : R→ R â óñiõ òî÷êàõ
ìíîæèíè Df , ÿêùî:

9.27 f(x) = [x2]; 9.28 f(x) = [2x]− [3x];

9.29 f(x) =
2x+ 1

6− 2
x+1
x

, x 6= 0 òà: 1) f(0) = 0, 2) f(0) =
1

6
;

9.30 f(x) = e−
1
x , x 6= 0 òà: 1) f(0) = 1, 2) f(0) = 0, 3) f(0) = e.
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Òåìà 6. Ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi
X ⊂ Df , ÿêùî ∀ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ ({x1, x2} ⊂ X): |x1−x2| < δ ⇒ |f(x1)−f(x2)| < ε.

Ìíîæèíà X ⊂ R íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíîþ â ñîái àáî êîìïàêòîì , ÿêùî
ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê (xn) ⊂ X ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü
(xnk), çáiæíó äî äåÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ X [1, ñ. 145].

Òåîðåìà (êðèòåðié êîìïàêòíîñòi). Ìíîæèíà X ⊂ R ¹ êîìïàêòîì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà îäíî÷àñíî çàìêíåíà i îáìåæåíà [1, ñ. 146].

Òåîðåìà (Êàíòîðà). Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R íåïåðåðâíà íà ìíîæèíi
X ⊂ Df . ßêùî X � êîìïàêò, òî f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà X [1, ñ. 157].

Ïðè äîñëiäæåííi ôóíêöié íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ìîæíà âèêîðèñòîâó-
âàòè âëàñòèâîñòi 1�3 i òâåðäæåííÿ 4�6.

1. ßêùî f : R → R ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà X ⊂ Df , òî ∀Y ⊂ X çâóæå-
ííÿ f òàêîæ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì íà Y (ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü
çâóæåííÿ).

2. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíàõ [a, b] òà [b, c], òî
âîíà ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà [a, c]

(
{a, c} ⊂ R

)
(ðiâíîìiðíà íåïåðåðâ-

íiñòü íà îá'¹äíàííi).

3. ßêùî f, g � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi íà X ôóíêöi¨, òî ∀{α, β} ⊂ R ôóí-
êöiÿ (αf + βg) ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà X (ëiíiéíiñòü ðiâíîìiðíî¨
íåïåðåðâíîñòi).

4. Ôóíêöiÿ f : R→ R ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∀ (xn), (yn) ⊂ X ç óìîâè xn− yn → 0, n→∞ âèïëèâà¹: f(xn)− f(yn)→ 0,
n→∞ (ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü â òåðìiíàõ ïîñëiäîâíîñòåé).

5. ßêùî f ∈ C[a,+∞) (f ∈ C(−∞, a]) i ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ lim
x→+∞

f(x) = b(
lim

x→−∞
f(x) = b

)
, b ∈ R, òî f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà [a,+∞) ((−∞, a])

(ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü íà íåñêií÷åííîñòi).

6. Íåõàé f ∈ C(a, b). ßêùî ∃ lim
x→a+0

f(x) = A ∈ R, ∃ lim
x→b−0

f(x) = B ∈ R, òî

f � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà (a, b), iíàêøå f íå ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ
íà (a, b) (ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü íà iíòåðâàëi).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 10

Ïðèêëàä 1. Äîñëiäèìî íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = sinx íà
ìíîæèíi R.
p
Îñêiëüêè ∀x′, x′′ ∈ R:

| sinx′ − sinx′′| =
∣∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2
cos

x′ + x′′

2

∣∣∣∣ 6 |x′ − x′′| < ε,

òî çà îçíà÷åííÿì ôóíêöiÿ f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà R çà óìîâè, ùî
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|x′ − x′′| < δ = ε. y

Ïðèêëàä 2. Äîñëiäèìî íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) =
1

x− 1
íà

ìíîæèíàõ X1 = (2, 3), X2 = (2,+∞) òà X3 = (1, 2].

p
1. Ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi [2, 3]. Òîìó f � ðiâíî-

ìiðíî íåïåðåðâíà íà [2, 3] çà òåîðåìîþ Êàíòîðà. Îñêiëüêè X1 ⊂ [2, 3], òî çà
âëàñòèâiñòþ 1 ôóíêöiÿ f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X1.
2. Îñêiëüêè f ∈ C ([2,+∞)) òà lim

x→+∞
f(x) = 0, òî çà òâåðäæåííÿì 5 ôóíêöiÿ

f ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X2.

3. Ïîêàæåìî, ùî @ lim
x→1+0

f(x). Íåõàé xn = 1+
1

n
, n ∈ N òà yn = 1+

1

n+ 1
, n ∈ N.

Òîäi

|xn − yn| =
1

n(n+ 1)
→ 0, n→∞.

Ç iíøîãî áîêó, |f(xn) − f(yn)| = |n − (n + 1)| = 1 6→ 0, n → ∞. Îòæå, çãiäíî
iç òâåðäæåííÿì 6 ôóíêöiÿ f íå ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà ìíîæèíi X3. y

Ïðèêëàä 3. Äîñëiäèìî íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = sin
1

x
íà

ìíîæèíi (0, 1).

p
Ïîêàæåìî, ùî @ lim

x→0+0
f(x). Íåõàé xn =

1

2πn
, n ∈ N òà yn =

1
π
2 + 2πn

, n ∈ N.

Òîäi

|xn − yn| =
π

4πn
(
π
2 + 2πn

) → 0, n→∞.

Ç iíøîãî áîêó, |f(xn)− f(yn)| = | 0− 1| = 1 6→ 0, n→∞. Îòæå, ôóíêöiÿ f íå
¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íà iíòåðâàëi (0, 1) çãiäíî iç òâåðäæåííÿì 4. y

Äîñëiäiòü ôóíêöiþ f : R → R íà ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü íà ìíîæèíi X,
ÿêùî:

10.1 f(x) = tg x, 1) X =
(

0,
π

4

)
, 2) X =

(π
2
, π
)
;

10.2 f(x) =
1

x
, 1) X =

(
1

100
, 100

)
, 2) X = (0, 1), 3) X = (2,+∞);

10.3 f(x) = lnx, 1) X = (0, 1), 2) X = (1, e), 3) X = (e,+∞);

10.4 f(x) = sin
π

x
, 1) X = (0, π), 2) X = (1,+∞);

10.5 f(x) =


| sinx|
x

, x 6= 0,

1, x = 0,
1) X = [0, 1), 2) X = [−1, 1];

10.6 f(x) = e− arcsin x, 1) X = (−1, 1), 2) X = [−1, 1];

10.7 f(x) =
1

shx
, 1) X = (−1, 0), 2) X = (0,+∞);

10.8 f(x) =
√
x, 1) X = (0, 2), 2) X = (2,+∞);
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10.9 f(x) = cosx2, X = R; 10.10 f(x) = x+ sinx, X = R;
10.11 f(x) = arctg x, X = R; 10.12 f(x) = arcctg x, X = R.
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Ðîçäië 4. Äèôåðåíöiéíå ÷èñëåííÿ

Òåìà 7. Ïîõiäíà òà äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R→ R, x0 ∈ Df . Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâ-

íîþ â òî÷öi x0, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 ôóíêöiÿ Df
ϕ→R, ùî

∀x ∈ Df âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü: f(x)− f(x0) = (x− x0)ϕ(x).

ßêùî x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df , òî ÷èñëî ϕ(x0) íàçèâà¹òüñÿ ïîõi-
äíîþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì f ′(x0) = ϕ(x0).

Íåõàé f : R → R, x0 ∈ Df òà ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ Df . ßêùî f äèôåðåíöi-
éîâíà â òî÷öi x0, òî

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0).

Ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ [1, ñ. 177�179].
Íåõàé ôóíêöi¨ f : R→ R òà g : R→ R äèôåðåíöiéîâíi â òî÷öi x0, ãðàíè÷íié

äëÿ ìíîæèíè Df = Dg.
1. Ëiíiéíiñòü äèôåðåíöiþâàííÿ: ∀{λ, µ} ⊂ R ôóíêöiÿ λf+µg äèôåðåíöiéîâ-

íà â òî÷öi x0 i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

(λf + µg)′(x0) = λf ′(x0) + µg′(x0).

2. Äèôåðåíöiþâàííÿ äîáóòêó ôóíêöié: ôóíêöiÿ (f · g) äèôåðåíöiéîâíà â òî-
÷öi x0 òà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

(fg)′(x0) = f ′(x0) g(x0) + g′(x0) f(x0).

3. Ïîõiäíà ÷àñòêè: ÿêùî g(x0) 6= 0, òî ôóíêöiÿ
f

g
� äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

x0 i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:(
f

g

)′
(x0) =

f ′(x0) g(x0)− f(x0) g′(x0)

g2(x0)
.

Òåîðåìà (ïîõiäíà ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié). Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R
äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, ãðàíè÷íié äëÿ Df , à ôóíêöiÿ g : R→ R äèôåðåíöi-
éîâíà â òî÷öi ξ0. ßêùî x0 = g(ξ0) òà ξ0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df◦g, òîäi
ñóïåðïîçèöiÿ f ◦ g äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi ξ0 i ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

(f ◦ g)′(ξ0) = f ′(x0)g′(ξ0).

Òåîðåìà (ïîõiäíà îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨). Íåõàé ôóíêöiÿ f : R→ R � îáî-
ðîòíà, x0 ∈ Df , x0 ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè Df òà y0 = f(x0). ßêùî iñíó¹
f ′(x0) 6= 0 i îáåðíåíà ôóíêöiÿ f (−1) íåïåðåðâíà â òî÷öi y0, òî âîíà äèôåðåíöi-
éîâíà â öié òî÷öi. ßêùî, êðiì òîãî, y0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Ef = Df(−1) ,

òî
(
f (−1)

)′
(y0) =

1

f ′(x0)
[1, ñ. 179].
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Íåõàé f : R → R. ßêùî x0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè Df

⋂
(−∞, x0)

(Df

⋂
(x0,+∞)), òî f ′Λ(x0)

def
= lim

x→x0
x<x0

f(x)− f(x0)

x− x0

(
f ′Π(x0)

def
= lim

x→x0
x>x0

f(x)− f(x0)

x− x0

)
.

×èñëà f ′Λ(x0) òà f ′Π(x0), ÿêùî âîíè iñíóþòü, íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâîþ òà
ïðàâîþ ïîõiäíèìè ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0.

Òåîðåìà (êðèòåðié äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨). Äëÿ òîãî, ùîá íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → R áóëà äèôåðåíöiéîâíîþ â òî÷öi x0 ∈ Df , ãðàíè÷íié
äëÿ ìíîæèí Df

⋂
(−∞, x0) òà Df

⋂
(x0,+∞), íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âîíà

ìàëà â öié òî÷öi ñêií÷åííi ëiâó òà ïðàâó ïîõiäíi, i ïðè öüîìó f ′Λ(x0) = f ′Π(x0).

Ôóíêöiÿ (âiäîáðàæåííÿ) L : R → R íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ, ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíèõ {x1, x2, λ} ⊂ R âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. L(x1 + x2) = L(x1) + L(x2) (àäèòèâíiñòü);

2. L(λx1) = λL(x1) (îäíîðiäíiñòü).

Çà îçíà÷åííÿì, L(0) = 0 òà ∀x ∈ R : L(x) = ax, a = L(1) = const.

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R→ R � äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 ∈ Df , ãðàíè÷íié äëÿ
ìíîæèíè Df , òîáòî ìà¹ â öié òî÷öi ïîõiäíó:

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

∆x→0

∆f (x0,∆x)

∆x
.

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi ôóíêöi¨ ìà¹ìî, ùî

∆f (x0,∆x)

∆x
= f ′(x0) + α(∆x), äå α(∆x)→ 0 ïðè ∆x→ 0,

çâiäêè
∆f (x0,∆x) = f ′(x0) ·∆x+ α(∆x) ·∆x.

Ïåðøèé äîäàíîê f ′(x0) ·∆x ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî ∆x i ¹ ôóíêöi¹þ
îäíîãî ïîðÿäêó iç ∆x ïðè ∆x → 0 çà óìîâè, ùî f ′(x0) 6= 0. Äðóãèé äîäàíîê
α(∆x) ·∆x ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ âèùîãî ïîðÿäêó, íiæ ∆x ïðè ∆x→ 0, òîìó íå
¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîñíî ∆x.

ßêùî ôóíêöiÿ f : R → R äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 ∈ Df , ãðàíè÷íié äëÿ
ìíîæèíè Df , òî äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíà
÷àñòèíà ïðèðîñòó ôóíêöi¨ f(x) ó öié òî÷öi, ëiíiéíà âiäíîñíî ∆x, i ïîçíà÷à¹òüñÿ
ñèìâîëîì df(x0) = f ′(x0) ·∆x. Îñêiëüêè äèôåðåíöiàë íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x çái-
ãà¹òüñÿ ç ¨¨ ïðèðîñòîì, òî df(x0) = f ′(x0) dx.

Íåõàé âèçíà÷åíi ôóíêöi¨ f : R → R òà g : R → R òàêi, ùî g(t0) = x0, òî÷êà
t0 ∈ Df◦g ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ öi¹¨ ìíîæèíè i ñóïåðïîçèöiÿ f ◦ g äèôåðåíöiéîâíà
â òî÷öi t0. Òîäi ¨¨ ïîõiäíà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi: (f ◦ g)′(t0) = f ′(x0) · g′(t0), à
äèôåðåíöiàë íàáóâà¹ âèãëÿäó: d(f ◦ g)(t0) = f ′(x0) g′(t0)dt = f ′(x0)dx, äå dt ∈ R,
dx = g′(t0)dt. Ç îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ, à ñàìå d(f ◦ g)(t0) = df(x0), ìà¹ìî,
ùî ôîðìà äèôåðåíöiàëà òàêà æ ñàìà, ÿê i äëÿ âèïàäêó íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x.
Öÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíiñòþ ïåðøîãî äèôåðåíöiàëó .

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî ðiâíÿííÿìè x = ϕ(t),
y = ψ(t), t ∈ (a, b). Ïðèïóñòèìî, ùî ∀t ∈ (a, b) iñíóþòü ïîõiäíi ϕ′(t) 6= 0 òà

39



ψ′(t). Òîäi ôóíêöiÿ ϕ(t) ñòðîãî ìîíîòîííà íà iíòåðâàëi (a, b) òà iñíó¹ îáåðíåíà

ôóíêöiÿ ϕ(−1) : Eϕ → (a, b), ÿêà ìà¹ ïîõiäíó t′(x) =
(
ϕ(−1)

)′
(x) =

1

ϕ′(t)
. Ñóïåð-

ïîçèöiÿ f = ψ ◦ ϕ(−1) ìà¹ ïîõiäíó ∀t ∈ (a, b), ÿêà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

f ′(x) = ψ′
(
ϕ(−1)(x)

)
·
(
ϕ(−1)

)′
(x) =

ψ′(t)

ϕ′(t)
, x = ϕ(t).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 11

Ïðèêëàä 1. Äîñëiäèìî íà äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöiþ f(x) = | tg x | íà ìíî-
æèíi Df .

p
Îñêiëüêè Df = R\

{π
2

+ πk, k ∈ Z
}
òà f(x) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ íà ìíîæèíi

Df\{πk, k ∈ Z} ÿê åëåìåíòàðíà, òî çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè òî÷êè {πk, k ∈ Z}:

lim
x→kπ−0

− tg x− tg(kπ)

x− kπ
= lim
x→kπ−0

− tg(x− kπ)

x− kπ
= −1,

lim
x→kπ+0

tg x− tg(kπ)

x− kπ
= lim
x→kπ+0

tg(x− kπ)

x− kπ
= 1.

Îòæå, ãðàíèöÿ lim
x→kπ

f(x)− f(kπ)

x− kπ
íå iñíó¹ ∀ k ∈ Z, òîìó ôóíêöiÿ f ¹ äèôåðåí-

öiéîâíîþ ëèøå íà ìíîæèíi Df\{πk, k ∈ Z}. y

Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) = arctg
1

x
, x ∈ R\{0}.

p
Ïîçíà÷èìî f(t) = arctg t, t(x) =

1

x
. Çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäíî¨

ôóíêöi¨ f ′x = f ′t · t′x, òîáòî

f ′(x) = (arctg t)
′
t · t
′
x =

1

1 +
(

1
x

)2 · −1

x2
= − 1

x2 + 1
.

y
Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî ïîõiäíó ôóíêöi¨ f(x) = arccosx2 çà ïðàâèëîì äèôåðåí-

öiþâàííÿ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi (−1, 0) òà ó òî÷öi x0 = −1

2
.

p
Ñïî÷àòêó çíàéäåìî îáåðíåíó ôóíêöiþ äî ôóíêöi¨ f :

y = arccosx2, x ∈ (−1, 0) ⇔ x =
√

cos y, y ∈
(

0,
π

2

)
.

Òîìó f (−1)(y) =
√

cos y. Çà òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨

çíàéäåìî ïîõiäíó âiä îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ äî ôóíêöi¨ f (−1)(y):

f ′(x) =
1(

f (−1)
)′

(y)
= −

2
√

cos y

sin y
=

−2x

sin(arccosx2)
=

=
−2x√

1− cos2(arccosx2)
=

−2x√
1− x4

, x ∈ (−1, 0).
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Âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ó òî÷öi x0 = −1

2
: f ′(x0) =

4√
15
. y

Ïðèêëàä 4. Ââàæàþ÷è ôóíêöi¨ ϕ òà ψ äèôåðåíöiéîâíèìè íà R, çíàéäåìî
ïîõiäíó ïîêàçíèêîâî-ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨ f(x) = (ϕ(x))ψ(x) íà ìíîæèíi Df .

p
Îñêiëüêè ôóíêöiþ f ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi f(x) = eψ(x) lnϕ(x), òî ìíî-

æèíà âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ A = {x : ϕ(x) > 0}. Çíàéäåìî
ïîõiäíó ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi A:

f ′(x) =
(
eψ(x) lnϕ(x)

)′
= (ϕ(x))ψ(x) ·

(
ψ′(x) lnϕ(x) + ψ(x)

ϕ′(x)

ϕ(x)

)
.

y
Ïðèêëàä 5. Çíàéäåìî ïîõiäíó íåÿâíî çàäàíî¨ ôóíêöi¨ y3 − x2 = y2 + x íà
ìíîæèíi ¨¨ âèçíà÷åííÿ òà ó òî÷öi P (−1, 1).

p
Ïîõiäíó ôóíêöi¨ y(x) ìîæåìî îòðèìàòè, äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíÿííÿ, ùî çàäà¹

ôóíêöiþ: 3y2(x) · y′(x)− 2x = 2y(x) · y′(x) + 1. Çâiäñè:

y′(x) =
2x+ 1

y(x) · (3y(x)− 2)
.

Âiäïîâiäíî ïîõiäíà âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi Dy\
{
x : y(x) = 0 ∨ y(x) =

2

3

}
, à ó

çàäàíié òî÷öi P (−1, 1) äîðiâíþ¹ y′(−1, 1) = −1. y
Ïðèêëàä 6. Ââàæàþ÷è âiäîìèìè äèôåðåíöiàëè ôóíêöié u òà v, çíàéäåìî äè-

ôåðåíöiàëè ôóíêöié f1 = sin(u+ v) òà f2 =
1√

u2 + v2
.

p
1. Íåõàé t = u + v. Òîäi dt = du + dv òà çà âëàñòèâiñòþ iíâàðiàíòíîñòi ôîðìè

ïåðøîãî äèôåðåíöiàëó ìà¹ìî:

df1 = d(sin t) = cos t dt = cos(u+ v) · (du+ dv).

2. Íåõàé t =
√
u2 + v2. Òîäi dt = d

(√
u2 + v2

)
=
d(u2 + v2)

2
√
u2 + v2

òà

df2 = d

(
1

t

)
= − 1

t2
dt = − 1

u2 + v2
· d(u2 + v2)

2
√
u2 + v2

= − udu+ vdv

(u2 + v2)3/2
.

y
Çíàéäiòü ïîõiäíi ôóíêöié f : R→ R, çàäàíèõ ÿâíî, íà îáëàñòi ¨õ âèçíà÷åííÿ:

11.1 f(x) = 3tg 1
x ; 11.2 f(x) = sin(tg(cos2 x);

11.3 f(x) =

√
x+

√
x+
√
x; 11.4 f(x) =

1

cosn x
;

11.5 f(x) = (cosx)sin x; 11.6 f(x) = x
1
x ;

11.7 f(x) = aa
x

+ax
a

+xa
a

+ax
x

+xx
x

; 11.8 f(x) = 10
x

logx3 ;

11.9 f(x) = x
25
ln x ; 11.10 f(x) =

(
sinx

3
2

)√cos x

;

11.11 f(x) = ln

∣∣∣∣ x2 − 5x

x2 − 5x+ 1

∣∣∣∣;
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Îá÷èñëiòü ïîõiäíó ôóíêöi¨ f : R→ R ó òî÷öi x0, ÿêùî:

11.12 f(x) = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3, 1) x0 = 0, 2) x0 = 1, 3) x0 = 2;

11.13 f(x) = 2tg 1
x , x0 =

1

π
.

Çíàéäiòü ëiâó òà ïðàâó ïîõiäíi ôóíêöi¨ f : R → R ó òî÷öi x0 òà çðîáiòü
âèñíîâîê ùîäî ¨¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi ó çàäàíié òî÷öi:

11.14 f(x) = sgn x, x0 = 0;

11.15 f(x) = min {x, sinx}, 1) x0 = −π, 2) x0 = 0;

11.16 f(x) =


x

1 + e
1
x

, x 6= 0,

0, x = 0,
1) x0 = 0, 2) x0 =

1

2
, 3) x0 = 2;

Äîñëiäiòü ôóíêöiþ f : R→ R íà äèôåðåíöiéîâíiñòü, ÿêùî:

11.17 f(x) = |x|; 11.18 f(x) = x · |x|;

11.19 f(x) =

x2 cos
1

x
, x 6= 0,

0, x = 0;
11.20 f(x) =

{
x3, x < 0,

x2, x > 0;

11.21 f(x) = [x] sinπx; 11.22 f(x) = [x] sin2 πx;

11.23 f(x) = |x|3; 11.24 f(x) = min {x, sinx};

11.25 f(x) =

{
x− 1, x < 1,

x2 − 1, x > 1;

Ïiäáåðiòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ α i β òàê, ùîá ôóíêöiÿ f : R → R áóëà
äèôåðåíöiéîâíîþ íà R:

11.26 f(x) =

{
xe−αx, x < 0,

αx2 − βx+ 2, x > 0;
11.27 f(x) =

{
arctgαx, x 6 1,

β sgn(x− 3), x > 1;

11.28 f(x) =

{
α cosx+ β sinx, x 6 0,

αx+ β, x > 0;

11.29 f(x) =

|x|α sin
1

x
, x 6= 0,

0, x = 0.

Ïiäáåðiòü çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ α i β òàê, ùîá ôóíêöiÿ f : R → R áóëà
äèôåðåíöiéîâíîþ ó òî÷öi x0, ÿêùî:

11.30 f(x) =

{
sinαx, x < 0,

sinβx, x > 0,
1) x0 = 0, 2) x0 =

π

2
;

11.31 f(x) =

{
αx2 + x+ β, x 6 0,

1, x > 0,
1) x0 = 0, 2) x0 = 1.

Çà ïðàâèëîì äèôåðåíöiþâàííÿ îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ çíàéäiòü ïîõiäíó ôóíêöi¨
f : R→ R íà Df òà ó òî÷öi x0, ÿêùî:
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11.32 f(x) = arcsinx, x0 = 0; 11.33 f(x) = arctg x, x0 = 1;

11.34 f(x) = earcsin x, x0 = 0; 11.35 f(x) = arcsin
√
x, x0 =

1

2
;

11.36 f(x) = n
√
x, n ∈ N, x0 = 1; 11.37 f(x) = log2 x, x0 = 2.

Çíàéäiòü äèôåðåíöiàë ôóíêöi¨ y : x 7→ f(x) (ïàðàìåòðè÷íî ÷è íåÿâíî çàäà-
íî¨) íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ òà ó çàäàíié òî÷öi P (x0, y0):

11.38 x = t4 + 1, y = t3 + t, P (2, 1); 11.39 x = cos t, y = sin t, P (1, 0);

11.40 x4 + x = y5 + y2, P (1, 1); 11.41 ey + y = lnx+ x, P (1, 0);

11.42 y5 + y3 + y + x = 0, P (−3, 1); 11.43 2y ln y = x, P (2e, e);

11.44
x2

a2
+
y2

b2
= 1, P (a, 0); 11.45 x

2
3 + y

2
3 = 1, P (1, 0).

Çíàéäiòü ïîõiäíó ôóíêöi¨, çàäàíî¨ ïàðàìåòðè÷íî, íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, ó
çàäàíié òî÷öi P (x0, y0) òà ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà, ÿêùî:

11.46 x = t4 + 1, y = t3 + t, P (2, 1); 11.47 x = cos t, y = sin t, P (1, 0);

11.48 x(t) = t sh t, y(t) = t ch t, t0 = ln 2, P (0, 0);

11.49 x(t) = 2sin2 t, y(t) = 2cos2 t, t0 =
π

2
, P (1, 2);

11.50 x(t) =
t3 + 1

t2 − 1
, y(t) =

t

t2 − 1
, t0 = 0, P

(
3,

2

3

)
.

Ââàæàþ÷è âiäîìèìè äèôåðåíöiàëè ôóíêöié u òà v, çíàéäiòü äèôåðåíöiàë
ôóíêöi¨ f , ÿêùî:

11.51 f = ln(uv); 11.52 f = euv;

11.53 f = uv; 11.54 f = eu+v;

11.55 f = arctg
u

v
; 11.56 f = ln tg

u

v
.
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Òåìà 8. Ïîõiäíi òà äèôåðåíöiàëè âèùèõ

ïîðÿäêiâ

Íåõàé îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f : R → R íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê
òà äëÿ âñiõ x ∈ Df iñíó¹ f ′(x) � ïîõiäíà ïåðøîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f , ÿêà ùå
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê f (1), ñàìó æ ôóíêöiþ òîäi ìîæíà ïîçíà÷èòè ÿê f = f (0). Òàêîæ
ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ g : Df → R çà ôîðìóëîþ: g(x) = f ′(x), x ∈ Df .
ßêùî â òî÷öi x0 ∈ Df iñíó¹ ïîõiäíà g

′(x0) ôóíêöi¨ g, òî öÿ ïîõiäíà íàçèâà¹òüñÿ
ïîõiäíîþ äðóãîãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê f

′′(x0) àáî
d2f(x0)

dx2
. ßêùî ôóíêöiÿ g(n−1)(x) = f (n)(x), n ∈ N, � äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi

x0 ∈ Df(n−1) , òî ¨¨ ïîõiäíà
(
g(n−1)

)′
(x0) =

(
f (n)

)′
(x0) íàçèâà¹òüñÿ (n + 1)-îþ

ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ f (n+1)(x0), à ñàìà ôóíêöiÿ f �
(n+ 1)-äèôåðåíöiéîâíîþ.

ßêùî ôóíêöiÿ ìà¹ n-òó ïîõiäíó â êîæíié òî÷öi X ⊂ Df , òî êàæóòü, ùî
âîíà n-äèôåðåíöiéîâíà íà ìíîæèíi X. ßêùî ïðè öüîìó f (n) ∈ C(X), òî
ïèøóòü, ùî f ∈ C(n)(X) (n ðàçiâ íåïåðåðâíî�äèôåðåíöiéîâíà íà ìíîæèíi X) i
êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f ç êëàñó C(n) (íà ìíîæèíi X). ßêùî ∀n ∈ N ôóíêöiÿ ìà¹
ïîõiäíó f (n) â òî÷öi x0, òî âîíà íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ,
ÿêùî ∀x ∈ X ⊂ Df ∀n ∈ N ∃f (n)(x), òî ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíîþ íà ìíîæèíi X i ïîçíà÷à¹òüñÿ f ∈ C∞(X), i ïðî íå¨ êàæóòü,
ùî âîíà íàëåæèòü êëàñó C∞.

Òåîðåìà (ëiíiéíiñòü n-î¨ ïîõiäíî¨). ßêùî ôóíêöi¨ f òà g ìàþòü n-òó
ïîõiäíó â òî÷öi x0 ∈ Df = Dg, òî i ôóíêöiÿ (αf + βg) òàêîæ n-äèôåðåíöiéîâíà
â òî÷öi x0 i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü: (αf + βg)(n)(x0) = αf (n)(x0) + βg(n)(x0).

Òåîðåìà (Ëåéáíiöà). ßêùî ôóíêöi¨ f òà g ìàþòü n-òó ïîõiäíó â òî÷öi
x0 ∈ Df = Dg, òî i ôóíêöiÿ (f · g) òåæ n-äèôåðåíöiéîâíà â öié òî÷öi òà ìà¹
ìiñöå ôîðìóëà Ëåéáíiöà :

(f · g)(n)(x0) =

n∑
k=0

Cknf
(k)(x0)g(n−k)(x0).

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f : (a, b) → R ìà¹ ïîõiäíó f ′(x), x ∈ (a, b) ⊂ Df .
ßêùî iñíó¹ äèôåðåíöiàë öi¹¨ ôóíêöi¨ d(df(x0)) = d(f ′(x0)dx) = f ′′(x0) (dx)2 äëÿ
âñiõ x0 ∈ (a, b), òî âií íàçèâà¹òüñÿ äðóãèì äèôåðåíöiàëîì ôóíêöi¨ f ó òî÷öi
x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê

d2f(x0) = f ′′(x0) dx2.

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R→ R n-äèôåðåíöiéîâíà ∀x ∈ (a, b) ⊂ Df . Òîäi iñíóþòü òà
íåïåðåðâíi ïîõiäíi ôóíêöi¨ f äî (n− 1)-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî äëÿ âñiõ x ∈ (a, b).
ßêùî iñíó¹ äèôåðåíöiàë d

(
dn−1f(x0)

)
= d

(
f (n−1)(x0)dxn−1

)
= f (n)(x0)(dx)n

äëÿ âñiõ x0 ∈ (a, b), òî âií íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì n-ãî ïîðÿäêó ôóíêöi¨
f ó òî÷öi x0 i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê

dnf(x0) = f (n)(x0) dxn.
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Âëàñòèâîñòi äèôåðåíöiàëiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ:

1. dm(dnf) = dm+nf ;

2. dn(f + g) = dnf + dng;

3. dn(αf) = αdnf , äå α ∈ R.

Âëàñòèâiñòü iíâàðiàíòíîñòi äèôåðåíöiàëiâ âèùèõ ïîðÿäêiâ ôóíêöi¨ f ìà¹
ìiñöå òiëüêè ó âèïàäêó, ÿêùî f = g(h(x)), äå h � ëiíiéíà ôóíêöiÿ íåçàëåæíî¨
çìiííî¨ x.

Çíàéäåìî äðóãó ïîõiäíó äëÿ ïàðàìåòðè÷íî çàäàíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé âiäîáðà-
æåííÿ x 7→ y(x) çàäàíå ðiâíÿííÿìè x = ϕ(t) òà y = ψ(t), {ϕ,ψ} ⊂ C1(X).

Îñêiëüêè
dy

dx
=
ψ′(t)

ϕ′(t)
ÿê ïîõiäíà âiä ñêëàäíî¨ ôóíêöi¨ y(t(x)) = y

(
ϕ(−1)(x)

)
, òî

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d
dt

(
dy
dx

)
dx
dt

=

d
dt

(
ψ′(t)
ϕ′(t)

)
ϕ′(t)

=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ϕ′′(t)ψ′(t)

(ϕ′(t))3
.

Òàêîæ çíàéäåìî ïîõiäíó äðóãîãî ïîðÿäêó âiä îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé
y = f(x) � äâi÷i äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ∀x ∈ X, íåïåðåðâíà i ñòðîãî ìîíî-
òîííà íà ìíîæèíi X òà f ′(x) 6= 0, x ∈ X. Òîäi ôóíêöiÿ f � îáîðîòíà ∀x ∈ X i,

âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó ïîõiäíî¨ âiä îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨:
df (−1)(y)

dy
=

1

f ′(x)
, ìà¹ìî:

d2f (−1)(y)

dy2
=

d

dy

(
df (−1)(y)

dy

)
=

d

dy

(
1

f ′(x)

)
=

d
dx

(
1

f ′(x)

)
dy
dx

=
− f ′′(x)

(f ′(x))2

f ′(x)
=
−f ′′(x)

(f ′(x))3
.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäÿòüñÿ ïîõiäíi ïîðÿäêiâ n > 3.

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 12

Ïðèêëàä 1. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = sin (ax + b),
{x, a, b} ⊂ R.
p
Çíàéäåìî ïåðøó ïîõiäíó ôóíêöi¨ òà ïðåäñòàâèìî ¨¨ ó òàêîìó âèãëÿäi:

f ′(x) = a cos (ax+ b) = a sin
(
ax+ b+

π

2

)
. Äðóãó ïîõiäíó ôóíêöi¨ òàêîæ ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó ñõîæîìó âèãëÿäi: f ′′(x) = −a2 sin (ax + b) = a2 sin (ax + b + π).

Âiäïîâiäíî òðåòÿ ïîõiäíà f ′′′(x) = −a3 cos (ax + b) = a3 sin

(
ax+ b+

3π

2

)
. Óçà-

ãàëüíþþ÷è îòðèìàíå, ìà¹ìî:

(sin (ax+ b))(n) = an sin
(
ax+ b+

nπ

2

)
.

y
Ïðèêëàä 2. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ f(x) = cos(ax+b), {x, a, b} ⊂ R.
p
Çíàéäåìî ïåðøó ïîõiäíó ôóíêöi¨ òà ïðåäñòàâèìî ¨¨ ó òàêîìó âèãëÿäi:

f ′(x) = −a sin (ax+b) = a cos
(
ax+ b+

π

2

)
. Äðóãó ïîõiäíó ôóíêöi¨ òàêîæ ìîæíà
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ïðåäñòàâèòè ó ñõîæîìó âèãëÿäi: f ′′(x) = −a2 cos (ax + b) = a2 cos (ax + b + π).

Âiäïîâiäíî òðåòÿ ïîõiäíà f ′′′(x) = a3 sin (ax + b) = a3 cos

(
ax+ b+

3π

2

)
. Óçà-

ãàëüíþþ÷è îòðèìàíå, ìà¹ìî:

(cos (ax+ b))(n) = an cos
(
ax+ b+

nπ

2

)
.

y
Ïðèêëàä 3. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ f(x) = eax+b, {x, a, b} ⊂ R.
p
Çíàéäåìî ïåðøó ïîõiäíó ôóíêöi¨: f ′(x) = a eax+b. Ïîõiäíi äðóãîãî òà òðåòüîãî

ïîðÿäêó: f ′′(x) = a2 eax+b, f ′′′(x) = a3 eax+b. Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî:(
eax+b

)(n)
= an eax+b. y

Ïðèêëàä 4. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ f(x) =
1

ax+ b
, {x, a, b} ⊂ R.

p
Çíàéäåìî ïåðøó ïîõiäíó ôóíêöi¨: f ′(x) =

−a
(ax+ b)2

. Ïîõiäíi äðóãîãî òà òðå-

òüîãî ïîðÿäêó: f ′′(x) =
2! · a2

(ax+ b)3
, f ′′′(x) =

3! · (−a)3

(ax+ b)4
. Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî:(

1

ax+ b

)(n)

= (−1)n
n! · an

(ax+ b)n+1
.

y
Ïðèêëàä 5. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ f(x) = ln (ax+b), {x, a, b} ⊂ R.
p
Îñêiëüêè ïåðøà ïîõiäíà ôóíêöi¨ f ′(x) =

a

ax+ b
, òî çãiäíî iç ïîïåðåäíiì ïðè-

êëàäîì,

(ln (ax+ b))(n) =
(n− 1)! · (−1)n−1an

(ax+ b)n
.

y
Ïðèêëàä 6. Çíàéäåìî ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = (ax + b)α,
{x, a, b, α} ⊂ R.
p
Çíàéäåìî ïåðøó ïîõiäíó ôóíêöi¨: f ′(x) = αa · (ax+ b)α−1. Ïîõiäíi äðóãîãî òà

òðåòüîãî ïîðÿäêó:

f ′′(x) = α(α− 1)a2 · (ax+ b)α−2, f ′′′(x) = α(α− 1)(α− 2)a3 · (ax+ b)α−3.

Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî:

((ax+ b)α)
(n)

= α(α− 1)(α− 2) . . . (α− n+ 1)an · (ax+ b)α−n, α 6= n, n ∈ N,

òà ((ax+ b)α)
(n)

= n!, ÿêùî α = n ∈ N. y
Ïðèêëàä 7. Çíàéäåìî f (n)(0) äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = arcsinx.

p
Çíàéäåìî ïåðøó òà äðóãó ïîõiäíi ôóíêöi¨: f ′(x) =

1√
1− x2

, f ′′(x) =
x

(1− x2)
3
2

,

x ∈ (−1, 1). Ïîìíîæèìî äðóãó ïîõiäíó íà 1− x2 òà îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:
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(1− x2) · f ′′(x) =
x√

1− x2
= x · f ′(x).

Çàñòîñó¹ìî äî íüîãî ïðàâèëî Ëåéáíiöà, áåðó÷è ïîõiäíó (n− 2)-ãî ïîðÿäêó âiä
éîãî ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí:

(1− x2) · f (n)(x) + C1
n−2 · (−2x) · f (n−1)(x)− 2C2

n−2 · f (n−2)(x) =

= x · f (n−1)(x) + C1
n−2 · f (n−2)(x).

Ïîêëàäåìî x = 0: f (n)(0) = (n−2)2 ·f (n−2)(0). Îñêiëüêè f(0) = 0 òà f ′(0) = 1,
òî f (2k)(0) = 0, k ∈ N òà f (2k+1)(0) = ((2k − 1)!!)2, k ∈ N. y
Ïðèêëàä 8. Çíàéäåìî d2f äëÿ ôóíêöi¨ f = sinu, äå u = u(x) � äîâiëüíà ôóí-
êöiÿ âiä íåçàëåæíî¨ çìiííî¨ x, äèôåðåíöiéîâíà äîñòàòíþ êiëüêiñòü ðàçiâ.

p
Îñêiëüêè df = d(sinu) = cosu du, òî

d2f = d(cosu du) = − sinu du2 + cosu d2u. y
Äëÿ ôóíêöi¨ f : R→ R çíàéäiòü ïîõiäíó n-ãî ïîðÿäêó íà ìíîæèíi Df :

12.1 f(x) = x2e3x, n = 20; 12.2 f(x) = x lnx, n = 6;

12.3 f(x) =
ex

x
, n = 10; 12.4 f(x) = ex sinx, n = 5;

12.5 f(x) = ln (x2 + x− 2); 12.6 f(x) = ln
x2 − 1

x2 − 4x+ 4
;

12.7 f(x) =
ax+ b

cx+ d
, {a, b, c, d} ⊂ R; 12.8 f(x) =

x2

1− x
;

12.9 f(x) =
1

x2 − 3x+ 2
; 12.10 f(x) =

1√
1− 2x

;

12.11 f(x) = sin2 x; 12.12 f(x) = cos2 x.

Äëÿ ôóíêöi¨ f : R→ R çíàéäiòü f (n)(0), ÿêùî:

12.13 f(x) = arctg x; 12.14 f(x) = (arcsinx)2.

Çíàéäiòü ïåðøi äâà äèôåðåíöiàëà ôóíêöi¨ f ÷åðåç äèôåðåíöiàëè ôóíêöié
u, v òà w, ââàæàþ÷è âiäîìèìè ïåðøi äâà äèôåðåíöiàëè öèõ ôóíêöié, ÿêùî:

12.15 f = u3; 12.16 f = euv;

12.17 f = uv; 12.18 f =
u

v
;

12.19 f = uvw; 12.20 f = u ln v.
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Òåìà 9. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Òåîðåìà (ëîêàëüíà ôîðìóëà Òåéëîðà). Íåõàé f : Sδ (x0) → R, (n − 1)
ðàçiâ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà â öüîìó îêîëi i ìà¹ ñêií÷åííó ïîõiäíó n-ãî
ïîðÿäêó â òî÷öi x0. Òîäi ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

f (x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + o ((x− x0)n) . (3)

Äîäàíîê Rn+1(x) = o ((x− x0)n) íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâèì ÷ëåíîì â ôîð-
ìi Ïåàíî, à ôîðìóëà (3) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Òåéëîðà iç çàëèøêîâèì
÷ëåíîì â ôîðìi Ïåàíî.

Ç ëîêàëüíîñòi öi¹¨ ôîðìóëè ¨¨ íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íèì ïðåäñòàâëåííÿì
ôóíêöi¨ f â îêîëi òî÷êè x0. Âîíà äóæå åôåêòèâíà ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöü.
ßêùî x0 = 0, òî ôîðìóëó (3) íàçèâàþòü ôîðìóëîþ Ìàêëîðåíà .

Òåîðåìà (ôîðìóëà Òåéëîðà). Íåõàé f ∈ Cn(a, b) i ìà¹ (n+ 1) ïîõiäíó â
êîæíié òî÷öi (a, b), ìîæëèâî çà âèêëþ÷åííÿì òî÷êè x0 ∈ (a, b). Òîäi ∀x ∈ (a, b)
∃ ξ ìiæ òî÷êàìè x0 i x òàêà, ùî

f (x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn+1(x), (4)

äå

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1, ξ = x0 + θ(x− x0), θ ∈ (0, 1). (5)

Äîäàíîê Rn+1(x), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5), íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêî-
âèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ëàãðàíæà , à ñàìà ôîðìóëà (4) íàçèâà¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ Òåéëîðà iç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ëàãðàíæà . Çà äîïîìîãîþ
öèõ ôîðìóë ìîæíà îöiíèòè ïîõèáêó íàáëèæåííÿ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié ìíîãî-
÷ëåíàìè.

Âèïèøåìî ï'ÿòü îñíîâíèõ ðîçêëàäiâ Ìàêëîðåíà, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ âiçüìå-
ìî çàëèøêîâèé ÷ëåí ó ôîðìi Ïåàíî:

1. ex =
n∑
k=0

xk

k!
+ o(xn);

2. ln (1 + x) =
n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k
+ o(xn);

3. sinx =
n∑
k=1

(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!
+ o(x2n−1);

4. cosx =
n∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
+ o(x2n);

5. (1 + x)α = 1 +
n∑
k=1

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
xk + o(xn).

Öi ôîðìóëè âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çíàõîäæåííi ãðàíèöü ôóíêöié.
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Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 13

Ïðèêëàä 1. Çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = tg x iç çàëè-
øêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî ç òî÷íiñòþ äî x5.

p
Âðàõîâóþ÷è íåïàðíiñòü ôóíêöi¨ tg x, â ¨¨ ðîçêëàäi â îêîëi íóëÿ ìîæóòü áóòè

ëèøå íåïàðíi ñòåïåíi àðãóìåíòà: tg x = Ax+Bx3 +Cx5 +o(x5), x→ 0. Çíàéäåìî
êîåôiöi¹íòè A,B òà C, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöié sinx
òà cosx:

tg x =
sinx

cosx
= Ax+Bx3 + Cx5 + o(x5);

x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5) =

(
Ax+Bx3 + Cx5 + o(x5)

)
·
(

1− x2

2!
+
x4

4!
+ o(x5)

)
;

x− x3

3!
+
x5

5!
+ o(x5) = Ax+

(
B − A

2!

)
x3 +

(
C +

A

4!
− B

2!

)
x5 + o(x5);

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ x, îòðèìó¹ìî: A = 1,

B =
1

3
, C =

2

15
. Òàêèì ÷èíîì,

tg x = x+
1

3
x3 +

2

15
x5 + o(x5), x→ 0.

y
Ïðèêëàä 2. Çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = esin x iç çàëè-
øêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî ç òî÷íiñòþ äî x3.

p
Ñïî÷àòêó çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ g(x) = sinx ç òî÷íiñòþ

äî x3: sinx = x− x
3

6
+ o(x3). Îñêiëüêè g(x)→ 0 ïðè x→ 0, òî ìîæåìî çàïèñàòè

ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = eg(x):

esin x = 1 + sinx+
sin2 x

2!
+

sin3 x

3!
+ o(x3) =

= 1 +

(
x− x3

6
+ o(x3)

)
+

(
x2

2
+ o(x3)

)
+

(
x3

6
+ o(x3)

)
+ o(x3) =

= 1 + x+
x2

2
+ o(x2).

y
Ïðèêëàä 3. Çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = ln cosx iç çà-
ëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî ç òî÷íiñòþ äî x6.

p
Ïðåäñòàâèìî ôóíêöiþ f ó òàêîìó âèãëÿäi: f(x) = ln (1 + (cosx− 1)). Ìîæåìî

çàïèñàòè ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ g(x) = cosx− 1 iç òî÷íiñòþ äî x6:

cosx− 1 = −x
2

2
+
x4

24
− x6

720
+ o(x6).

Îñêiëüêè g(x) → 0 ïðè x → 0, òî ìîæåìî çàïèñàòè ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ
ôóíêöi¨ f(x):
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ln cosx = − x2

2
+
x4

24
− x6

720
− 1

2

(
x4

4
− x6

24
+ o(x6)

)
+

1

3

(
−x

6

8
+ o(x6)

)
+ o(x6) =

= − x2

2
− x4

12
− x6

45
+ o(x6).

y
Ïðèêëàä 4. Çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöi¨ f(x) = (cosx)sin x iç
çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî ç òî÷íiñòþ äî x5.

p
Ìîæåìî âèêîðèñòàòè ôîðìóëè Ìàêëîðåíà ôóíêöié sinx òà cosx, ïðåäñòàâëÿ-

þ÷è ôóíêöiþ f ó òàêîìó âèãëÿäi:

(cosx)sin x = e(sin x)·ln cos x =

= exp

{(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)
· ln
(

1− x2

2
+
x4

24
+ o(x5)

)}
=

= exp

{(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)
·
(
−x

2

2
+
x4

24
− 1

2
· x

4

4
+ o(x4)

)}
=

= e−
x3

2 +0x5+o(x5) = 1− x3

2
+ o(x5) = 1− x3

2
+ o(x3), x→ 0.

y
Ïðèêëàä 5. Çàïèøåìî ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ íåÿâíî çàäàíî¨ ôóíêöi¨
x4 + y4 + sinxy − 1 = 0 ç òî÷íiñòþ äî x2.

p
Çãiäíî iç ôîðìóëîþ Ìàêëîðåíà iç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì ó ôîðìi Ïåàíî,

f(x) = f(0) + f ′(0) · x+
1

2
f ′′(0) · x2 + o(x2) ïðè x→ 0.

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî çàäàíó ôóíêöiþ y = y(x) âðàõîâóþ÷è, ùî y(0) = 1:

4x3 + 4y3 · y′ + cosxy · (y + xy′) = 0.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî y′(0) = −1

4
. Äðóãó ïîõiäíó çíàéäåìî, äèôåðåíöiþþ÷è îòðè-

ìàíå ðiâíÿííÿ iç ïåðøîþ ïîõiäíîþ y′:

12x2 + 12y2 · (y′)2 + 4y3 · y′′ + cosxy · (y′ + y′ + xy′′)− sinxy · (y + xy′)2 = 0.

Ìà¹ìî, ùî y′′(0) = − 1

16
. Îòæå, f(x) = 1− 1

4
x− 1

32
x2 + o(x2).

y
Äëÿ ôóíêöi¨ f : R→ R çàïèøiòü ôîðìóëó Ìàêëîðåíà iç çàëèøêîâèì ÷ëåíîì

ó ôîðìi Ïåàíî ç òî÷íiñòþ äî xn, ÿêùî:

13.1 f(x) = 3
√

1 + x, n = 5; 13.2 f(x) = ln (1− x), n = 5;

13.3 f(x) =
1

1 + x
, n = 5; 13.4 f(x) =

1√
1− x

, n = 5;

13.5 f(x) = chx, n = 5; 13.6 f(x) = shx, n = 5;

13.7 f(x) = arcsinx, n = 5; 13.8 f(x) = arctg x, n = 5;

13.9 f(x) = e2x−x2

, n = 5; 13.10 f(x) = sin sinx, n = 5;
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13.11 f(x) =
√

1− 2x+ x3 − 3
√

1− 3x+ x2, n = 4;

13.12 f(x) = sin cosx, n = 5; 13.13 f(x) = ln (1 + cosx), n = 5;

13.14 f(x) = sin ex, n = 5; 13.15 f(x) = ecos(1+x), n = 5;

13.16 f(x) = ln (ln (4− x)), n = 3; 13.17 f(x) = ln (1 + ex), n = 5.

Çíàéäiòü ãðàíèöi, çàñòîñîâóþ÷è âiäïîâiäíi ôîðìóëè Ìàêëîðåíà:

13.18 lim
x→+∞

(
7
√
x7 + x6 − 7

√
x7 − x6

)
; 13.18 lim

x→0

ex sinx− x(1 + x)

3x3
;

13.20 lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
; 13.21 lim

x→0

1

x

(
1

x
− ctg x

)
;

13.22 lim
x→0

1
th x −

1
tg x

x
; 13.23 lim

x→0

cos sinx− cosx

2x4
.
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Òåìà 10. Äîñëiäæåííÿ ôóíêöié çà

äîïîìîãîþ ïîõiäíî¨

Íàâåäåìî òåîðåìè ïðî ôóíêöi¨, ùî ìàþòü ïîõiäíó.

Òåîðåìà (Ðîëëÿ). Íåõàé f ∈ C([a, b]), äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi (a, b).
ßêùî f(a) = f(b), òî ∃ ξ ∈ (a, b): f ′(ξ) = 0.

Òåîðåìà (Ëàãðàíæà). Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R íåïåðåðâíà íà [a, b] òà

äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi (a, b). Òîäi ∃ ξ ∈ (a, b):
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ).

Íàñëiäîê (äâîái÷íà îöiíêà ïðèðîñòó ôóíêöi¨). Íåõàé f ∈ C([a, b]) i ìà¹
ñêií÷åíó ïîõiäíó f ′Π â êîæíié òî÷öi [a, b), çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, äåÿêî¨ çëi÷åí-

íî¨ ¨¨ ïiäìíîæèíè X. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi: m 6
f(b)− f(a)

b− a
6 M , äå

m = inf
x∈[a,b)\X

f ′Π(x), M = sup
x∈[a,b)\X

f ′Π(x).

Òåîðåìà (Êîøi). Íåõàé ôóíêöi¨ f i g íåïåðåðâíi íà [a, b] òà äèôåðåíöiéîâíi
íà (a, b). Òîäi ∃ ξ ∈ (a, b): (f(b)− f(a)) g′(ξ) = (g(b)− g(a)) f ′(ξ).

Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ìîíîòîííîñòi ôóí-
êöié òà äîâåäåííÿ äåÿêèõ íåðiâíîñòåé.

Ôóíêöiÿ f : (a, b) → R çðîñòà¹ (ñïàäà¹) â òî÷öi x0 ∈ (a, b), ÿêùî
∃Sδ(x0) ⊂ (a, b) : ∀x ∈ (x0− δ, x0) f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) ∧ ∀x ∈ (x0, x0 + δ)
f(x) > f(x0) (f(x) < f(x0)).

Òåîðåìà (äîñòàòíÿ óìîâà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ â òî÷öi). Äëÿ òîãî, ùîá
ôóíêöiÿ f : (a, b)→ R, ÿêà äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 ∈ (a, b), çðîñòàëà (ñïàäà-
ëà) â öié òî÷öi, äîñòàòíüî, ùîá f ′(x0) > 0 (f ′(x0) < 0).

Öÿ óìîâà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé. Íåõàé ôóíêöi¨ ϕ,ψ : (a, b) → R çàäîâîëüíÿþòü
òàêèì óìîâàì:

1. ∃ϕ(n)(x) òà ∃ψ(n)(x) äëÿ âñiõ x > x0, äå x0 ∈ (a, b);

2. ∃ϕ(k)(x0) = ψ(k)(x0), k = 0, n− 1;

3. ϕ(n)(x) > ψ(n)(x) äëÿ âñiõ x > x0.

Òîäi ∀x > x0 : ϕ(x) > ψ(x).

ßêùî æ ôóíêöi¨ ϕ,ψ : (a, b)→ R çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

1. ∃ϕ(n)(x) òà ∃ψ(n)(x) äëÿ âñiõ x < x0, äå x0 ∈ (a, b);

2. ∃ϕ(k)(x0) = ψ(k)(x0), k = 0, n− 1;

3. ϕ(n)(x) > ψ(n)(x) äëÿ âñiõ x < x0,

òî ∀x < x0 : ϕ(x) > ψ(x) (ϕ(x) < ψ(x)) ïðè ïàðíîìó (íåïàðíîìó) n.

Ðîçãëÿíåìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìiâ ôóíêöié.

Ôóíêöiÿ f : R→ R ìà¹ â òî÷öi x0 ∈ Df ëîêàëüíèé ìàêñèìóì (ìiíiìóì),
ÿêùî ∃Sε(x0): ∀x ∈ Df

⋂
Sε(x0) f(x) 6 f(x0) (f(x) > f(x0)). ßêùî ïðè öüîìó
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∀x 6= x0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)), òî ìàêñèìóì (ìi-
íiìóì) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãèì , iíàêøå � íåñòðîãèì . Ëîêàëüíi ìàêñèìóìè òà
ìiíiìóìè íàçèâàþòüñÿ åêñòðåìóìàìè ôóíêöi¨.

Òåîðåìà (Ôåðìà). Íåõàé f : R→ R i x0 � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè Df .
ßêùî ôóíêöiÿ f íàáóâà¹ â òî÷öi x0 íàéáiëüøîãî àáî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ i
äèôåðåíöiéîâíà â íié, òî f ′(x0) = 0.

Òåîðåìà (ïåðøà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé f : (a, b) → R
äèôåðåíöiéîâíà íà Sδ(x0) ⊂ (a, b), ìîæëèâî çà âèêëþ÷åííÿì ñàìî¨ òî÷êè x0.
ßêùî f ′ ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç x0 çìiíþ¹ çíàê , òîáòî íà ïðîìiæêàõ (x0 − δ, x0)
òà (x0, x0+δ) ôóíêöiÿ ìà¹ çíà÷åííÿ ðiçíèõ çíàêiâ, òî â öié òî÷öi f ìà¹ ëîêàëüíèé
åêñòðåìóì. ßêùî çíàê çìiíþ¹òüñÿ ç �+� íà ���, òî x0 � òî÷êà ìàêñèìóìó, iíàêøå
� òî÷êà ìiíiìóìó.

Òåîðåìà (äðóãà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). Íåõàé f : R → R,
x0 � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè Df . ßêùî ôóíêöiÿ f ìà¹ n ïîõiäíèõ ó òî÷öi
x0 i f (k)(x0) = 0, k = 1, n− 1, f (n)(x0) 6= 0, òî ïðè ïàðíîìó n ôóíêöiÿ f ìà¹ ëî-
êàëüíèé åêñòðåìóì (ìàêñèìóì, ÿêùî f (n)(x0) 6 0; ìiíiìóì, ÿêùî f (n)(x0) > 0),
iíàêøå åêñòðåìóì âiäñóòíié (ïðè íåïàðíîìó n).

Àáñîëþòíèì , àáî ãëîáàëüíèì ìàêñèìóìîì (ìiíiìóìîì) ôóíêöi¨
f : R → R íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøå (íàéìåíøå) çíà÷åííÿ f(x) ïðè x ∈ Df , ÿêùî
âîíî iñíó¹.

Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà äëÿ f ∈ C([a, b]) iñíóþòü àáñîëþòíèé ìàêñèìóì
òà ìiíiìóì, ùî äîñÿãàþòüñÿ àáî â òî÷êàõ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ, àáî íà êðàÿõ
âiäðiçêó [a, b]. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî çíàéòè ìíîæèíó âñiõ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê
(f ′(x) = 0) òà ìíîæèíó êðèòè÷íèõ òî÷îê (f ′(x) � íå iñíó¹), äîäàòè äî öèõ
ìíîæèí êiíöi âiäðiçêó [a, b] i ñåðåä öèõ çíà÷åíü øóêàòè ãëîáàëüíi åêñòðåìóìè.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ îïóêëîñòi ôóíêöié íàâåäåìî êiëüêà äîïîìiæíèõ îçíà÷åíü
òà òâåðäæåíü.

Íåõàé P1(x1, y1), P2(x2, y2) � äâi òî÷êè íà äåêàðòîâié ïëîùèíi. Âiäðiçêîì
P1P2 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê

{P (x, y) |x = tx1 + (1− t)x2 ∧ y = ty1 + (1− t)y2, t ∈ [0, 1]} .

Ìíîæèíà M ⊂ R2 íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî ∀P1, P2 ∈M ⇒ P1P2 ⊂M .

Íåõàé Γ = {(x, f(x)) |x ∈ Df} � ãðàôiê ôóíêöi¨ f : R → R. Íàäãðàôiêîì
(ïiäãðàôiêîì) öi¹¨ ôóíêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà {(x, y) |x ∈ Df ∧ y > f(x)}
({(x, y) |x ∈ Df ∧ y 6 f(x)}). Áóäåìî êàçàòè, ùî òî÷êà (x, y) ëåæèòü âèùå
(íèæ÷å) ãðàôiêà, ÿêùî âîíà íàëåæèòü íàäãðàôiêó (ïiäãðàôiêó) öi¹¨ ôóíêöi¨.

Ôóíêöiÿ f : R → R íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ (óãíóòîþ), ÿêùî ¨¨ íàäãðàôiê
(ïiäãðàôiê) ¹ îïóêëîþ ìíîæèíîþ.

Òåîðåìà (êðèòåðié îïóêëîñòi ôóíêöi¨). Äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ
f : (a, b) → R áóëà îïóêëîþ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ∀x ∈ (a, b) iñíóâàëà
ïîõiäíà f ′(x) i ùîá öÿ ïîõiäíà áóëà íåñïàäíîþ íà (a, b) ôóíêöi¹þ.

Íàñëiäîê (êðèòåðié îïóêëîñòi äâi÷i äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨).ßêùî
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ôóíêöiÿ f : (a, b)→ R ìà¹ äðóãó ïîõiäíó ∀x ∈ (a, b), òî äëÿ îïóêëîñòi f íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî, ùîá ∀x ∈ (a, b) : f ′′(x) > 0.

Òåîðåìà (åêâiâàëåíòíèé êðèòåðié îïóêëîñòi ôóíêöi¨). Ôóíêöiÿ
f : (a, b) → R îïóêëà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ∀λ ∈ [0, 1] ∀x1, x2 ∈ (a, b) âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

f (λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Âiäïîâiäíî ôóíêöiÿ f : (a, b)→ R ¹ óãíóòîþ, ÿêùî ôóíêöiÿ (−f) � îïóêëà,
òîáòî ∀λ ∈ [0, 1] ∀x1, x2 ∈ (a, b) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

f (λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Òåîðåìà (íåðiâíiñòü I¹íñåíà). Íåõàé ôóíêöiÿ f : (a, b)→ R � îïóêëà. Òî-
äi ∀

(
n ≥ 1, xk ∈ (a, b), λk ≥ 0, k = 1, n,

∑n
k=1 λk = 1

)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

I¹íñåíà :

f

(
n∑
k=1

λkxk

)
6

n∑
k=1

λkf(xk).

ßêùî ôóíêöiÿ f : (a, b) → R äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi x0 ∈ (a, b) i ïðè ïåðå-
õîäi ÷åðåç òî÷êó M0(x0, f(x0)) çìiíþ¹ õàðàêòåð îïóêëîñòi, òî M0 íàçèâà¹òüñÿ
òî÷êîþ ïåðåãèíó ãðàôiêà ôóíêöi¨ f .

Òåîðåìà (íåîáõiäíà óìîâà ïåðåãèíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f : (a, b)→ R äè-
ôåðåíöiéîâíà íà (a, b), i â òî÷öi x0 ∈ (a, b) iñíó¹ f ′′(x0). ßêùî M0(x0, f(x0)) �
òî÷êà ïåðåãèíó ãðàôiêà Γ(f), òî f ′′(x0) = 0.

Òåîðåìà (äîñòàòíÿ óìîâà ïåðåãèíó). Íåõàé ôóíêöiÿ f : (a, b) → R ìà¹
n ïîõiäíèõ ó òî÷öi x0 ∈ (a, b) i f (k)(x0) = 0, k = 2, n− 1, f (n)(x0) 6= 0. ßêùî n
� íåïàðíå ÷èñëî, òî M0(x0, f(x0)) � òî÷êà ïåðåãèíó Γ(f), ÿêùî n � ïàðíå, òî
M0 íå ¹ òî÷êîþ ïåðåãèíó.

Ïîáóäîâà ãðàôiêiâ ôóíêöié

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R çàäàíà ïàðàìåòðè÷íî çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ Dϕ = Dψ = T , äå T � ñêií÷åííèé ÷è íåñêií÷åííèé
ïðîìiæîê ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨. Ó öüîìó âèïàäêó ãðàôiêîì ôóíêöi¨ f ¹ ìíîæèíà
òî÷îê Γ(f) =

{
(x, y) ∈ R2 |x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ T

}
.

Íà ïëîùèíi R2 äîâiëüíà ïðÿìà l çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ax+By+C = 0. Òîäi,
ÿê âiäîìî ç àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, âiäñòàíü âiä òî÷êè (ϕ(t), ψ(t)) ∈ Γ(f) (t ∈ T )
äî ïðÿìî¨ l îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ:

d(t) =
|Aϕ(t) +Bψ(t) + C|√

A2 +B2
.

Ïðÿìà l, çàäàíà ðiâíÿííÿì Ax + By + C = 0, íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòîþ
ãðàôiêà Γ(f) ïðè t→ t0 (àáî t→ t0 + 0, t→ t0 − 0, t0 ∈ R), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
äâi óìîâè: 1) d(t)→ 0 ïðè t→ t0; 2) ϕ

2(t) + ψ2(t)→ +∞ ïðè t→ t0.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.
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1) lim
t→t0

ϕ(t) = a ∈ R ∧ lim
t→t0

ψ(t) =∞ ⇒ d(t)→ 0 ⇔ Aϕ(t) +Bψ(t) +C → 0

⇔ B = 0, a = −C
A
. Ó òàêîìó ðàçi ïðÿìà x = a íàçèâà¹òüñÿ âåðòèêàëüíîþ

àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f).

2) lim
t→t0

ψ(t) = b ∈ R ∧ lim
t→t0

ϕ(t) =∞ ⇒ d(t)→ 0 ⇔ Aϕ(t) +Bψ(t) +C → 0

⇔ A = 0, b = −C
B
. Ó òàêîìó ðàçi ïðÿìà y = a íàçèâà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíîþ

àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f).

3) lim
t→t0

ϕ(t) = lim
t→t0

ψ (t) = ∞ ⇒ d(t) → 0 ⇔ Aϕ(t) + Bψ(t) + C → 0 ⇔

ϕ(t)

(
A

B
+
ψ(t)

ϕ(t)

)
→ −C

B
⇔ lim

t→t0

ψ(t)

ϕ(t)
= −A

B
= k ∧ lim

t→t0
(ψ(t)−kϕ(t)) = −C

B
= b.

Ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè íàáóâà¹ âèãëÿäó y = kx + b � òàêà ïðÿìà íàçèâà¹òüñÿ
ïîõèëîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f).

ßâíî çàäàíà ôóíêöiÿ f : R→ R ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ïàðàìåòðè÷íî çàäàíî¨
ôóíêöi¨ ïðè ϕ(t) = t, ¨¨ ãðàôiêîì ¹ ìíîæèíà Γ(f) = {(x, y) | y = f(x), x ∈ Df}.
Òðè òèïè àñèìïòîò âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè:

1) ïðÿìà x = x0 ¹ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f) ïðè
x→ x0 − 0 (x→ x0 + 0), ÿêùî f(x0 − 0) =∞ (f(x0 + 0) =∞);

2) ïðÿìà y = b ¹ ãîðèçîíòàëüíîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f) ïðè

x→ +∞ (x→ −∞), ÿêùî lim
x→+∞

f(x) = b

(
lim

x→−∞
f(x) = b

)
;

3) ïðÿìà y = kx + b (k 6= 0) ¹ ïîõèëîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f) ïðè

x→ +∞ (x→ −∞), ÿêùî lim
x→+∞(−∞)

f(x)

x
= k ∧ lim

x→+∞(−∞)
(f(x)− kx) = b ∈ R.

Ïëàí äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ iç ïîáóäîâîþ ¨¨ ãðàôiêà:

1. âèçíà÷èòè Df , Ef òà ìîæëèâi òî÷êè ðîçðèâó;
2. ïåðåâiðèòè íà ïàðíiñòü/íåïàðíiñòü, ïåðiîäè÷íiñòü;
3. âèçíà÷èòè òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôiêà iç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè (ÿêùî òàêi ¹);
4. âèçíà÷èòè àñèìïòîòè ãðàôiêà, ÿêùî òàêi iñíóþòü;
5. çíàéòè ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ òà äîñëiäèòè ¨¨ íà åêñòðåìóìè;
6. âèçíà÷èòè ïðîìiæêè îïóêëîñòi (óãíóòîñòi) ãðàôiêà Γ(f) òà çíàéòè òî÷êè

ïåðåãèíó, ÿêùî òàêi iñíóþòü;
7. ïîáóäóâàòè ãðàôiê Γ(f).

Ïðàêòè÷íå çàíÿòòÿ 14

Ïðèêëàä 1. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü: | ctg x− ctg y | > 4

3
(y−x), äå

π

6
< x < y <

π

3
.

p
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f(t) = ctg t, t ∈ [y, x], ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè

Ëàãðàíæà. Çãiäíî iç öi¹þ òåîðåìîþ, iñíó¹ òàêå ÷èñëî ξ ∈ (y, x), ùî:

ctg x− ctg y = − 1

sin2 ξ
· (x− y) =

1

sin2 ξ
(y − x).

55



Îñêiëüêè ctg x > ctg y ïðè
π

6
< x < y <

π

3
, òî ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi

¹ íåâiä'¹ìíîþ. Òàêîæ çà äàíèõ îáìåæåíü íà ÷èñëà x òà y ìà¹ìî, ùî

1

4
< sin2 ξ <

3

4
⇒ 1

sin2 ξ
>

4

3
,

çâiäêè i îòðèìó¹ìî øóêàíó íåðiâíiñòü. y

Ïðèêëàä 2. Äîâåäåìî íåðiâíiñòü: chx > 1 +
x2

2
+
x4

24
, x > 0.

p
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ϕ(t) = ch t, t > 0, òà ψ(t) = 1 +

t2

2
+
t4

24
, t > 0. Î÷åâèäíî,

ùî ϕ(0) = ψ(0) = 1. Çíàéäåìî ïîõiäíi öèõ ôóíêöié äî òîãî ïîðÿäêó, ïîêè íå
îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü âèãëÿäó ϕ(n)(t) > ψ(n)(t), t > 0. Îñêiëüêè

ϕ′(t) = sh t, ψ′(t) = t+
t3

6
, ϕ′(0) = ψ′(0) = 0;

ϕ′′(t) = ch t, ψ′′(t) = 1 +
t2

2
, ϕ′′(0) = ψ′′(0) = 1;

ϕ′′′(t) = sh t, ψ′′′(t) = t, ϕ′′′(0) = ψ′′′(0) = 0;

ϕ(4)(t) = ch t, ψ(4)(t) = 1, ch t > 1 ïðè t > 0,

òî ìà¹ìî, ùî ϕ(t) > ψ(t) ∀t > 0. y

Ïðèêëàä 3. Ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ f(x) =
x3

2(x+ 1)2
òà ïîáóäó¹ìî ¨¨

ãðàôiê.

p
1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Df = R\{−1}, à ó òî÷öi x = −1 ôóíêöiÿ f ìà¹

ðîçðèâ II ðîäó:

lim
x→−1−0

x3

2(x+ 1)2
= lim
x→−1+0

x3

2(x+ 1)2
=
−1

2 · 0
= −∞.

2. Ôóíêöiÿ çàãàëüíîãî âèãëÿäó, áî f(−x) 6= ±f(x), òà íåïåðiîäè÷íà.
3. Ôóíêöiÿ ìà¹ îäèí íóëü ó òî÷öi M(0; 0) � ¹äèíié òî÷öi ïåðåòèíó ãðàôiêà

Γ(f) iç êîîðäèíàòíèìè îñÿìè.
4. Îñêiëüêè ó òî÷öi x = −1 ôóíêöiÿ f ìà¹ ðîçðèâ II ðîäó òèïó ïîëþñ, òî ïðÿìà

x = −1 ¹ âåðòèêàëüíîþ àñèìïòîòîþ ãðàôiêà Γ(f). Ãîðèçîíòàëüíèõ àñèìïòîò
íåìà¹ òîìó, ùî

lim
x→−∞

x3

2(x+ 1)2
= −∞; lim

x→+∞

x3

2(x+ 1)2
= +∞.

Ç'ÿñó¹ìî, ÷è ¹ ïîõèëà àñèìïòîòà:

lim
x→∞

f(x)

x
= lim
x→∞

x3

2x(x+ 1)2
=

1

2
= k ∈ R;

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(
x3

2(x+ 1)2
− x

2

)
= lim
x→∞

−2x2 − x
2(x+ 1)2

= −1.
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Îòæå, íà ãðàôiêó Γ(f) ¹ ïîõèëà àñèìïòîòà, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì y =
x

2
−1.

5. Çíàéäåìî ïîõiäíó ôóíêöi¨ f : f ′(x) =
x2(x+ 3)

2(x+ 1)3
, x ∈ Df . Ìà¹ìî äâi ñòà-

öiîíàðíi òî÷êè x = 0 òà x = −3, òîáòî f ′(x) = 0 ⇔ x ∈ {−3, 0}. Çíàéäåìî
ïðîìiæêè ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ f .

Ó òî÷öi x = −3 âèêîíó¹òüñÿ ïåð-
øà äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó òà
âèçíà÷åíèé ëîêàëüíèé ìàêñèìóì

ôóíêöi¨: f(−3) = fmax = −27

8
, à

ó òî÷öi x = 0 åêñòðåìóìà íåìà¹.

x −3 −1 0
f ′(x) + 0 − + 0 +
f(x) ↗ −27/8 ↘ ↗ 0 ↗

6. Çíàéäåìî äðóãó ïîõiäíó: f ′′(x) =
3x

(x+ 1)4
,

x ∈ Df , i îòðèìà¹ìî òàáëèöþ ïðîìiæêiâ îïó-
êëîñòi/óãíóòîñòi ãðàôiêà Γ(f).

x −1 0
f ′′(x) − − 0 +
f(x) ∩ ∩ 0 ∪

Îñêiëüêè f ′′(x) = 0 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè x = 0, òà
äðóãà ïîõiäíà çìiíþ¹ çíàê
ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç òî÷êó
x = 0, òî ãðàôiê Γ(f) ìà¹
ïåðåãèí ó öié òî÷öi.

7. Òåïåð ìîæåìî ïîáóäó-
âàòè ãðàôiê Γ(f), âðàõîâó-
þ÷è ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíî-
ãî äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨ f .

y
Äîâåäiòü íåðiâíîñòi:

14.1 | sinx− sin y | 6 |x− y|; 14.2 | arctg x− arctg y | 6 |x− y|;

14.3 sinx 6 sin y + (x− y) cos y, {x, y} ⊂ [0, π];

14.4
x− y
cos2 y

6 tg x− tg y 6
x− y
cos2 x

, ÿêùî 0 < y 6 x <
π

2
;

14.5 (x− y)ey < ex − ey < (x− y)ex, ÿêùî y < x;

14.6 (x− y) · 2y−1 < 2x − 2y < (x− y) · 2x, ÿêùî y < x;

14.7 pyp−1(x− y) 6 xp − yp 6 pxp−1(x− y), ÿêùî 0 < y < x, p > 1;

14.8 ex > ex, ÿêùî x > 1; 14.9 ex > 1 + x+
x2

2
, x 6= 0;

14.10 x− x2

2
< ln (1 + x) < x, x > 0; 14.11 tg x > x+

x3

3
, x ∈

(
0,
π

2

)
;

14.12 shx > x+
x3

6
+

x5

120
, x > 0; 14.13 ex < 1 + x+

x2ex

2
, x > 0;
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14.14 x− x3

6
< sinx < x− x3

6
+

x5

120
, x > 0;

14.15 x3 + 3x+ 6x lnx+ 2 > 6x2, x > 1;

14.16 x4 + 8x+ 12x2 lnx > 8x3 + 1, x > 1;

14.17
ex + ey

2
> e

x+y
2 ;

14.18 x lnx+ y ln y > (x+ y) ln
x+ y

2
, x > 0, y > 0;

14.19 (x+ y) arctg
2

x+ y
6 x arctg

1

x
+ y arctg

1

y
, x > 0, y > 0;

14.20

√
sin

x+ y

2
>

1

2

(√
sinx+

√
sin y

)
, {x, y} ⊂ [0, π];

14.21 cos

(
x+ y

2

)2

>
1

2

(
cosx2 + cos y2

)
, {x, y} ⊂

[
0,

√
π

2

]
;

14.22
xn + yn + zn

3
>

(
x+ y + z

3

)n
, x > 0, y > 0, z > 0, n > 1,

x 6= y, y 6= z, z 6= x;

14.23

(
x+ 2y + 3z

6

)4

6
x4 + 2y4 + 3z4

6
.

Äîñëiäiòü ôóíêöiþ f : R→ R òà ïîáóäóéòå ¨¨ ãðàôiê, ÿêùî:

14.24 f(x) = x2 +
1

x
; 14.25 f(x) = x3 − 5x2 + 6x;

14.26 f(x) =
x2(x− 1)

(x+ 1)2
; 14.27 f(x) =

x√
x2 + x

;

14.28 f(x) = ln (x2 − 1); 14.29 f(x) = ln
x+ 1

x+ 2
;

14.30 f(x) = ex + e−x; 14.31 f(x) = x ln |x|;
14.32 f(x) = x+ arctg x; 14.33 f(x) = xx.

Äîñëiäiòü ôóíêöiþ x 7→ y(x), çàäàíó ïàðàìåòðè÷íî ÷è íåÿâíî, òà ïîáóäóéòå
¨¨ ãðàôiê, ÿêùî:

14.34 x = 2t− t2, y = 3t− t3; 14.35 x3 + y3 = 3axy;

14.36 x = t+ e−t, y = 2t+ e−2t; 14.37 x = tet, y = te−t;

14.38 x =
t2

t− 1
, y =

t

t2 − 1
; 14.39 x =

t2

t+ 1
, y =

1

t(t+ 1)
;

14.40 x2y2 = x3 − y3; 14.41
(
x2 + y2

)3
= 4a2x2y2.
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