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В методичних розробках наведенi наближенi методи об-
числення iнтегралiв, розглянутi iнтерполяцiйнi квадратурнi
формули, формули найвищого алгебраїчного степеня точно-
стi, iнтегрування за допомогою степеневих рядiв, обчислення
невласних iнтегралiв. Для переважної бiльшостi методiв на-
веденi приклади їх застосування iз розв’язками.



1. Постановка задачi чисельного iнтегру-
вання. Основнi означення

Знаходження iнтеграла – невiд’ємна складова багатьох
прикладних задач. На практицi не завжди вдається точно
обчислити визначений iнтеграл: первiсна функцiя або надто
складна, або не виражається через елементарнi функцiї (на-

приклад,
2∫

1.5

dx

lnx
,

π∫
π/2

sinx

x
dx i т.д.). Якщо функцiя задається

таблично, тодi саме поняття первiсної втрачає сенс.
Задача чисельного iнтегрування полягає в знаходженнi на-

ближеного значення визначеного iнтеграла

I =

b∫
a

ρ(x)f(x)dx,

де f(x) – задана функцiя, а ρ(x) – деякий ваговий множник,
ρ(x) > 0. На вiдрiзку [a, b] вводиться сiтка

{xk : a 6 x0 < x1 < ... < xn 6 b},
а в якостi наближеного значення iнтеграла розглядається
скiнченна сума

Ih =
n∑

k=0

ckf(xk). (1)

Оскiльки обчислення iнтеграла називається квадратурою,
то сума (1) називається квадратурною сумою, а наближена
рiвнiсть – квадратурною формулою

b∫
a

ρ(x)f(x)dx ≈
n∑

k=0

ckf(xk). (2)

Точки xk, k = 0, n, називаються вузлами або абсцисами
квадратурної формули, а числа ck – коефiцiєнтами або ваго-
вими коефiцiєнтами квадратурної формули. Необхiдно, щоб
вузли xk та коефiцiєнти ck не залежали вiд вибору функцiї
f(x), а також вiд класу функцiй, який розглядається.
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Квадратурну формулу (2) називають квадратурною фор-
мулою замкненого типу, якщо x0 = a, xn = b, iнакше форму-
лою вiдкритого типу.

Величину

R(f) =

b∫
a

ρ(x)f(x)dx−
n∑

k=0

ckf(xk) (3)

будемо називати залишковим членом квадратурної формули.
Алгебраїчним степенем точностi квадратурної форму-

ли називають найвищий степiнь алгебраїчного полiнома, для
якого квадратурна формула є точною. Тобто, квадратурна
формула має алгебраїчний степiнь точностim, якщоR(Pi) = 0
для ∀Pi(x), i = 0,m, та ∃Pm+1(x): R(Pm+1) 6= 0, де Pi – алге-
браїчний многочлен степеня i.

Квадратурна формула має порядок (степiнь) точностi p
по кроку h, якщо R(f) = O(hp), де h = max

16i6n
hi.

hi = xi − xi−1, i = 1, n.
Якщо представити iнтеграл у виглядi суми N iнтегралiв

I =

b∫
a

ρ(x)f(x)dx =
N∑
i=1

xi∫
xi−1

ρ(x)f(x)dx =
N∑
i=1

Ii,

то отримаємо складену квадратурну формулу

I ≈
N∑
i=1

n∑
k=0

c
(i)
k f(x

(i)
k ).

Для побудови квадратурних формул вигляду (2) викори-
стовують рiзнi пiдходи. В залежностi вiд використаного пiд-
ходу можна отримати вiдповiднi квадратурнi формули.
1) Iнтерполяцiйнi квадратурнi формули

Квадратурнi формули можна отримати через замiну пiдiн-
тегральної функцiї алгебраїчним iнтерполяцiйним многочле-
ном, значення якого спiвпадають iз значеннями функцiї у ву-
злах xk, k = 0, n.
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2) Квадратурнi формули найвищого степеня точно-
стi

Потрiбно знайти формулу вигляду (2), яка при заданому n
буде точною для алгебраїчного многочлена якомога бiльшого
степеня. При цьому або ваговi коефiцiєнти, або вузли квадра-
турної формули (2) можуть бути зафiксованими заздалегiдь.
3) Квадратурнi формули з найкращою оцiнкою на
класi функцiй

Потрiбно визначити вузли та ваговi коефiцiєнти квадра-
турної формули (2) таким чином, щоб величина

R = sup
f∈B

R(f)

була найменшою. Такi формули називають формулами з най-
меншою оцiнкою на класi B.

2. Iнтерполяцiйнi квадратурнi формули

Представимо функцiю f(x) у виглядi f(x) = ϕ(x) + r(x),
де ϕ(x) – узагальнений iнтерполяцiйний многочлен, r(x) – за-
лишковий член iнтерполяцiйної формули. Тодi

b∫
a

ρ(x)f(x)dx =

b∫
a

ρ(x)ϕ(x)dx +

b∫
a

ρ(x)r(x)dx =

=

n∑
k=0

ckf(xk) + R(f), (4)

формула для залишкового члена iнтерполяцiї має вигляд:

|r(x)| 6 Mn+1

(n + 1)!
|ω(x)|, (5)

де Mn+1 = max
x∈[a,b]

|f (n+1)(x)|, ω(x) = (x− x0)(x− x1)...(x− xn).

Отже, оцiнка залишкового члена квадратурної формули:

|R(f)| 6
b∫

a

ρ(x)
Mn+1

(n + 1)!
|ω(x)|dx. (6)

5



Замiсть узагальненого многочлена розглянемо iнетрполя-
цiйний многочлен у формi Лагранжа, покладемо в представ-
леннi (4) ϕ(x) = Ln, де Ln(x) – многочлен Лагранжа n-го
степеня, побудований за вузлами a 6 x0 < x1 < · · · < xn 6 b,
та запишемо рiвнiсть
b∫

a

ρ(x)f(x)dx =

b∫
a

ρ(x)Ln(x)dx + R(f) =

=

b∫
a

ρ(x)

n∑
k=0

f(xk)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx + R(f) =

=
n∑

k=0

f(xk)

b∫
a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx + R(f).

Отримуємо наближену квадратурну формулу (2), ваговi кое-
фiцiєнти якої можна знайти за формулою:

ck =

b∫
a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx. (7)

Зауваження. Якщо квадратурна формула буде точною на
многочленах n-го степеня, то це квадратурна формула iнтер-
поляцiйного типу.

Зазначимо, для полiнома степеня n формула (2) є точною,
оскiльки тодi Ln(x) ≡ f(x). Зокрема, формула (2) є точною
при f(x) = xi, i = 0, n. Врахувавши цю умову, отримуємо
наступну систему лiнiйних рiвнянь

n∑
k=0

ckx
i
k =

bi+1 − ai+1

i + 1
, i = 0, n. (8)

Оскiльки визначник системи (8) не дорiвнює 0 (визначник
Вандермонда), то для неї завжди є розв’язок, який є єдиним.

Зауваження. Зрозумiло, що квадратурнi формули iнтер-
поляцiйного типу мають алгебраїчний степiнь точностi при-
наймнi n, але виявляється, що для парних n та симетричному
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розташуваннi вузлiв iнтегрування (вiдносно середини промiж-
ку), алгебраїчний степiнь точностi на одиницю вищий степеня
iнтерполяцiйного полiнома (m = n + 1).

Зауваження. Пiдвищення точностi iнтегрування часто вiд-
бувається за рахунок розбиття вiдрiзка на рiвнi частини. Мо-
же здатися природним досягати збiльшення точностi квадра-
турної формули за рахунок пiдвищення степеня многочленiв,
для яких ця квадратура є точною. Однак цей шлях не такий
простий, як здається. Дiйсно, розглянемо квадратуру

Sn(f) =
b− a

2

n∑
k=0

Dkf(xk) ≈ I(f) =

b∫
a

f(x)p(x)dx,

яка є точною для будь-якого многочлена Pm степеня m:
I(Pm) = S(Pm).

Звiдси
R(f) = I(f)− Sn(f) = R(Pm) + R(f − Pm) = R(f − Pm).

Має мiсце очевидна оцiнка
|R(f)| 6 VnEm(f), Em(f) = inf

Pm

sup
[a,b]
|f(x)− Pm(x)|,

Vn =

b∫
a

|p(x)|dx +

(
b− a

2

) n∑
k=0

|Dk|.

За невдалого вибору вузлiв може виявитися, що для де-
яких (навiть аналiтичних) функцiй, величина Vn збiльшується
iз зростанням n так, що це збiльшення не може компенсувати
спадання Em. Окрiм того, для формул Ньютона-Котеса мо-
жна показати, що серед Dk за великих n будуть зустрiчатися
як додатнi, так i вiд’ємнi величини, якi по модулю перевищу-
ють як завгодно велике число. Звiдси випливає, що за великих
n, малi похибки у значеннях функцiї f(xk) можуть дати ве-
лику похибку у квадратурнiй сумi.

Таким чином, вказанi вище формули мало придатнi для
обчислень, коли число вузлiв (або максимальний степiнь мно-
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гочленiв, для яких вони є точними) буде великим. Через це
часто виявляється вигiдним розбити вихiдний промiжок на
частини i на кожнiй з них застосувати квадратурну формулу
з малою кiлькiстю вузлiв, а потiм скласти отриманi резуль-
тати за всiма вiдрiзками. Тобто замiсть звичайних формул
скористатися складеними.

Приклад. Побудувати квадратурну формулу iнтерполя-
цiйного типу з ρ(x) = 1 за вузлами a; (3a + b)/4; (a + 3b)/4; b.
Розв’язок. Позначимо x0 = a, x1 = (3a+ b)/4, x2 = (a+ 3b)/4,
x3 = b. Для зручностi обчислень перейдемо до промiжку
[−1; 1], скористаємося замiною

t =
2x− (a + b)

b− a
, dx =

b− a

2
dt, t ∈ [−1; 1], x ∈ [a; b].

Маємо t0 = −1, t1 = −1/2, t2 = 1/2, t3 = 1,

I =

b∫
a

f(x)dx =
b− a

2

1∫
−1

f(t)dt.

З формули (2) iнтеграл наближено дорiвнює

I ≈ c0f(a) + c1f

(
3a + b

4

)
+ c2f

(
a + 3b

4

)
+ c3f(b),

невiдомi коефiцiєнти знайдемо з формули (7):

c0 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1/2)(x− 1/2)(x− 1)

(−1 + 1/2)(−1− 1/2)(−1− 1)
dx =

b− a

2
· 1

9
;

c1 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x− 1/2)(x− 1)

(−1/2 + 1)(−1/2− 1/2)(−1/2− 1)
dx =

b− a

2
· 8

9
;

c2 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x + 1/2)(x− 1)

(1/2 + 1)(1/2 + 1/2)(1/2− 1)
dx =

b− a

2
· 8

9
;

c3 =
b− a

2

1∫
−1

(x + 1)(x + 1/2)(x− 1/2)

(1 + 1)(1 + 1/2)(1− 1/2)
dx =

b− a

2
· 1

9
.
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Тодi квадратурна формула матиме вигляд

I ≈ b− a

18

(
f(a) + 8f

(
3a + b

4

)
+ 8f

(
a + 3b

4

)
+ f(b)

)
.

Приклад. Визначити алгебраїчний степiнь точностi ква-
дратурної формули

I ≈ b− a

18

(
f(a) + 8f

(
3a + b

4

)
+ 8f

(
a + 3b

4

)
+ f(b)

)
.

Розв’язок. Квадратурнi формули iнтерполяцiйного типу ма-
ють алгебраїчний степiнь точностi принаймнi n, в нашому ви-
падку за 4 вузлами можна побудувати iнтерполяцiйний по-
лiном принаймнi 3 степеня. Покажемо, що алгебраїчний сте-
пiнь точностi дорiвнює принаймнi три i перевiримо, чи не є
вiн бiльшим.
m = 0; f(x) = P0 = 1;

I ≈ b− a

18
(1 + 8 + 8 + 1) = b− a

I =

b∫
a

dx = b− a

⇒ R(P0) = 0;

m = 1; f(x) = P1 = x;

I ≈ b− a

18

(
a + 8

3a + b

4
+ 8

a + 3b

4
+ b

)
=

b2 − a2

2

I =

b∫
a

xdx =
b2 − a2

2


⇒

R(P1) = 0;

m = 2; f(x) = P2 = x2;

I ≈ b− a

18

(
a2 + 8

(
3a + b

4

)2

+ 8

(
a + 3b

4

)2

+ b2

)
=

b3 − a3

3

I =

b∫
a

x2dx =
b3 − a3

3


⇒ R(P2) = 0;
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m = 3; f(x) = P3 = x3;

I ≈ b− a

18

(
a3 + 8

(
3a + b

4

)3

+ 8

(
a + 3b

4

)3

+ b3

)
=

b4 − a4

4

I =

b∫
a

x3dx =
b4 − a4

4


⇒ R(P3) = 0;

m = 4; f(x) = P4 = x4;

I ≈ b− a

18

(
a4 + 8

(
3a + b

4

)4

+ 8

(
a + 3b

4

)4

+ b4

)
=

=
1

96

(
19b5 + ab4 + 2a3b2 − 2a2b3 − a4b− 19a5

)
I =

b∫
a

x4dx =
b5 − a5

5


⇒ R(P4) 6= 0.

Отже, алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули
дорiвнює трьом.

Приклад. Визначити оцiнку залишкового члена квадра-
турної формули iнтерполяцiйного типу, побудованої за вузла-
ми a, (3a + b)/4, (a + 3b)/4, b з ваговим множником ρ(x) = 1.
Розв’язок. Скористаємось оцiнкою залишкового члена (6):

|R(f)| =
b∫

a

|f(x)− L3(x)|dx 6

6

b∫
a

M4

4!

∣∣∣∣(x− a)(x− 3a + b

4
)(x− a + 3b

4
)(x− b)

∣∣∣∣ dx =

=
b− a

2
· M4

4!

1∫
−1

(
b− a

2

)4 ∣∣∣∣(x + 1)(x +
1

2
)(x− 1

2
)(x− 1)

∣∣∣∣ dx =
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=

(
b− a

2

)5 M4

24

1∫
−1

∣∣∣∣(x2 − 1)(x2 − 1

4
)

∣∣∣∣ dx =
(b− a)5M4

32 · 24
· 1

15
=

=
M4(b− a)5

11520
.

3. Формули Ньютона-Котеса

Якщо у формулi (2) вузли xk, k = 0, n, вибрати рiвно-
вiддаленими, то отримаємо квадратурну формулу Ньютона-
Котеса.

Оберемо крок h =
b− a

n
та покладемо x0 = a, xn = b,

xk = x0 + kh, k = 1, n− 1, ρ(x) = 1, пiсля обчислення кое-
фiцiєнтiв отримаємо формулу

b∫
a

f(x)dx ≈ (b− a)

n∑
k=0

Hkf(xk),

де сталi Hk називаються коефiцiєнтами Котеса та визнача-
ються наступним чином

Hk =
(−1)n−k

nk!(n− k)!

n∫
0

t(t− 1) . . . (t− n)

t− k
dt.

Зупинимося на деяких часткових випадках формули Нью-
тона-Котеса, для найпростiшого випадку розглянемо побудо-
ву квадратурної формули, складеної, а також їх залишкових
членiв.

Формула лiвих прямокутникiв. Якщо в iнтегралi за-
мiнити пiдiнтегральну функцiю сталою функцiєю, значення
якої спiвпадає iз значенням функцiї в лiвому вузлi, то отри-
маємо формулу лiвих прямокутникiв:

b∫
a

f(x)dx ≈
b∫

a

f(a)dx = (b− a)f(a),

11



використавши оцiнку залишкового члена iнтерполяцiї (5),
отримаємо оцiнку залишкового члена квадратурної формули:

|R(f)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx− (b− a)f(a)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

(f(x)− f(a))dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6

b∫
a

M1(x− a)dx =
M1(b− a)2

2
, M1 = max

x∈[a,b]
|f ′(x)|.

Порядок точностi формули лiвих прямокутникiв дорiвнює 2.
Складена формула лiвих прямокутникiв, яка отримується

розбиттям промiжку [a, b] на промiжки довжини h та додава-
нням iнтегралiв по цих промiжках, має вигляд:
b∫

a

f(x)dx ≈
n∑

k=1

xk∫
xk−1

f(xk−1)dx = h(f(x0)+f(x1)+...+f(xn−1)),

тодi її залишковий член:

|R(f)| 6
n∑

k=1

M1,k(xk − xk−1)
2

2
6

nM1h
2

2
=

M1(b− a)h

2
,

де M1,k = max
x∈[xk−1,xk]

|f ′(x)|, k = 1, n.

Порядок точностi складеної квадратурної формули лiвих пря-
мокутникiв дорiвнює 1.

Зауваження. Оскiльки складена формула отримується до-
даванням iнтегралiв, а при цьому абсолютнi похибки дода-
ються, то степiнь точностi квадратурної формули Ньютона-
Котеса на одному промiжку на порядок вищий, нiж у її скла-
деного аналогу.

Зауваження. Алгебраїчний степiнь точностi формули
Ньютона-Котеса на одиницю менший порядка точностi вiд-
повiдної складеної формули.

Знайдемо алгебраїчний степiнь точностi формули лiвих
прямокутникiв:

m = 0; f(x) = P0 = 1;

12



Iлiв = (b− a)

I =

b∫
a

dx = (b− a)

⇒ R(P0) = 0;

m = 1; f(x) = P1 = x;

Iлiв = (b− a)a

I =

b∫
a

xdx =
b2 − a2

2

⇒ R(P1) 6= 0.

Отже, алгебраїчний степiнь точностi формули лiвих пря-
мокутникiв дорiвнює 0, що узгоджується iз останнiм заува-
женням.

Формула правих прямокутникiв будується аналогi-
чно попередньому випадку, тiльки замiсть лiвого вузла бере-
ться правий:

b∫
a

f(x)dx ≈ (b− a)f(b),

оцiнка залишкового члена квадратурної формули:

|R(f)| 6 M1(b− a)2

2
.

Складена формула з оцiнкою залишкового члена мають ви-
гляд:

b∫
a

f(x)dx ≈ h(f(x1) + f(x2) + ... + f(xn)),

|R(f)| 6 M1(b− a)h

2
.

Алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули пра-
вих прямокутникiв, так саме як i лiвих, дорiвнює 0, порядок
точностi складеної формули – 1, а формули по одному про-
мiжку – 2.

13



Формула середнiх прямокутникiв. Якщо у форму-

лi Ньютона-Котеса вiдкритого типу взяти один вузол
a + b

2
,

отримаємо формулу середнiх прямокутникiв
b∫

a

f(x)dx ≈ (b− a)f

(
a + b

2

)
,

з оцiнкою залишкового члена

|R(f)| 6 M2(b− a)3

24
.

Складена формула з оцiнкою залишкового члена:
b∫

a

f(x)dx ≈ h
(
f(x 1

2
) + f(x 3

2
) + ... + f(xn− 1

2
)
)
, (9)

|R(f)| 6 M2(b− a)h2

24
. (10)

Враховуючи зауваження про симетричне розташування ву-
злiв, алгебраїчний степiнь точностi квадратурної формули до-
рiвнює 1. Порядок точностi складеної формули середнiх пря-
мокутникiв – 2, а на одному промiжку – 3.

Приклад. Наближено обчислити iнтеграл I =
3∫
−1

dx

2 + x
за

допомогою формули середнiх прямокутникiв з n = 4.
Розв’язок. Для n = 4

h =
b− a

n
=

3 + 1

4
= 1,

cкладемо таблицю значень:

k 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
xk -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

f(xk) 1 2/3 1/2 2/5 1/3 2/7 1/4 2/9 1/5

За формулою (9)

I ≈ 1 ·
(

2

3
+

2

5
+

2

7
+

2

9
+

)
≈ 1, 5746.
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Формула трапецiй.Якщо у квадратурнiй формулi замк-
неного типу взяти n = 1, то отримаємо формулу трапецiй

b∫
a

f(x)dx ≈ f(a) + f(b)

2
(b− a), (11)

з оцiнкою залишкового члена

|R(f)| 6 M2(b− a)3

12
.

Тодi складена формула з оцiнкою залишкового члена:
b∫

a

f(x)dx ≈ h

(
f(x0)

2
+ f(x1) + ... + f(xn−1) +

f(xn)

2

)
, (12)

|R(f)| 6 M2(b− a)h2

12
. (13)

Алгебраїчний степiнь та порядок точностi спiвпадає з форму-
лою середнiх прямокутникiв.

Приклад. Обчислити iнтеграл I =
3∫
−1

dx

2 + x
за допомогою

формули трапецiй з точнiстю ε = 0, 25, використавши оцiнку
залишкових членiв.
Розв’язок. З формули (13)

h 6

√
12ε

M2(b− a)
,

знайдемо значення M2 та отримаємо оцiнку для кроку:

M2 = max
x∈[−1;3]

∣∣∣∣ 2

(2 + x)3

∣∣∣∣ = 2; h 6

√
12 · 0, 25

2(3 + 1)
≈ 0, 6124.

Для зручностi обчислень покладемо h = 0, 5 i складемо та-
блицю значень:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
xk -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

f(xk) 1 2/3 1/2 2/5 1/3 2/7 1/4 2/9 1/5
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За форумулою (12)

I ≈ 0, 5 ·
(

1

2
+

2

3
+

1

2
+

2

5
+

1

3
+

2

7
+

1

4
+

2

9
+

1

10

)
≈ 1, 629.

Формула Сiмпсона. Поклавши у формулi Ньютона-
Котеса замкненого типу n = 2, отримуємо формулу парабол
(Сiмпсона)

b∫
a

f(x)dx ≈ b− a

6

(
f(a) + 4f(

a + b

2
) + f(b))

)
,

з оцiнкою залишкового члена

|R(f)| 6 M4(b− a)5

2880
.

Складена формула Сiмпсона з оцiнкою залишкового члена
має вигляд:

I ≈ h

6

(
f(x0) + 4

n∑
i=1

f(xi− 1
2
) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + f(xn)

)
, (14)

|R(f)| 6 M4(b− a)h4

2880
.

Враховуючи зауваження про парнi степенi iнтерполяцiї, алге-
браїчний степiнь точностi квадратурної формули дорiвнює 3.
Порядок точностi складеної формули – 4, а по одному про-
мiжку – 5.

Зауваження. Iнколи, при застосуваннi складеної квадра-
турної формули Сiмпсона, для зручностi використовують цi-
лу нумерацiю вузлiв:

I ≈ h

3

f(x0) + 4

n/2∑
i=1

f(x2i−1) + 2

n/2−1∑
i=1

f(x2i) + f(xn)

 , (15)

Похибка при цьому має вигляд

|R(f)| 6 M4(b− a)h4

180
.
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4. Правило Рунге

Величина похибки чисельного iнтегрування залежить вiд
кроку h та вiд гладкостi пiдiнтегральної функцiї f(x). На-
приклад, величина Mi, яка є складовою оцiнки залишкових
членiв, може сильно змiнюватись вiд точки до точки та не-
вiдома заздалегiдь. Якщо величина похибки велика, то її мо-
жна зменшити за рахунок зменшення кроку, але для цього
необхiдно вмiти оцiнювати похибку апостерiорно, наприклад,
методом Рунге.

Апостерiорна оцiнка похибки. Розглянемо деяку скла-
дену квадратурну формулу, яка має порядок точностi p, з кро-
ком h та h/2:
I = Ih + chp + o(hp), (I)

I = Ih
2

+ c

(
h

2

)p

+ o(hp), (II)

де chp – головний член похибки квадратурної формули, c не
залежить вiд h.

(I) − (II) : Ih
2
− Ih ≈ chp − c

(
h

2

)p

; c
(
h

2

)p

≈
(Ih

2
− Ih)

2p − 1
–

пiдставляємо в (II) i отримуємо апостерiорну оцiнку похибки
iнтеграла I за допомогою наближення Ih

2
за правилом Рунге:

|I − Ih
2
| ≈

∣∣∣Ih
2
− Ih

∣∣∣
2p − 1

. (16)

Обчислення iнтеграла iз заданою точнiстю. Алго-
ритм обчислення iнтеграла з заданою точнiстю ε за допомо-
гою правила Рунге:

1) Наближено обчислюємо iнтеграл з кроками h та
h

2
, оцiню-

ємо похибку за формулою (16).

2) Якщо

∣∣∣Ih
2
− Ih

∣∣∣
2p − 1

> ε, то наближено обчислюємо iнтеграл з

кроком
h

4
i обчислюємо похибку |I − Ih

4
|.
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3) Процес обчислення iнтеграла I h

2i
, i = 1, 2, ..., n, з двiчi

меншим кроком продовжуємо, поки не виконається умова∣∣∣I h
2n
− I h

2n−1

∣∣∣
2p − 1

6 ε.

4) Тодi I ≈ I h
2n

з точнiстю ε.

Приклад. Обчислити iнтеграл I =
3∫
1

lnxdx за формулою

Сiмпсона, використавши правило Рунге з точнiстю ε = 10−4.

Розв’язок. Покладемо n = 2, тодi h =
b− a

n
=

3− 1

2
= 1.

Cкористаємось формулою (15):

Ih ≈
1

3

(
ln 1 + 4 ln 2 + ln 3

)
≈ 1, 29040.

Обчислимо з двiчi меншим кроком 0, 5:

Ih
2
≈ 0, 5

3

(
ln 1 + 4(ln 1, 5 + ln 2, 5) + 2 ln 2 + ln 3

)
≈ 1, 29532.

За формулою (16) обчислимо точнiсть останнього знайденого
iнтеграла, врахуємо, що порядок точностi складеної квадра-
турної формули Сiмпсона дорiвнює 4:

|I − Ih
2
| 6 |1, 29040− 1, 29532|

24 − 1
≈ 0, 00033 > ε,

тому обчислимо з кроком 0, 25:

Ih
4
≈ 0, 25

3

(
ln 1 + 4(ln 1, 25 + ln 1, 75 + ln 2, 25 + ln 2, 75)+

+2(ln 1, 5 + ln 2 + ln 2, 5) + ln 3
)
≈ 1, 29580.

|I − Ih
4
| 6 |1, 29532− 1, 29580|

24 − 1
≈ 0, 000032 6 ε,

отже, I ≈ 1, 2958.

Зменшення кiлькостi обчислень. При застосуваннi
правила Рунге iнколи можна зменшити кiлькiсть обчислень
за рахунок вже обчисленого значення iнтеграла. Розглянемо

формулу лiвих прямокутникiв з кроком h та
h

2
:
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Ih = h
(
f(x0) + f(x1) + ... + f(xn−1)

)
,

Ih
2

=
h

2

(
f(x0)+f(x 1

2
)+f(x1)+...+f(xn− 3

2
)+f(xn−1)+f(xn− 1

2
)
)

Використаємо в останнiй формулi попереднє, вже обчислене,
значення iнтеграла, тодi отримаємо спрощену формулу лiвих
прямокутникiв:

Ih
2

=
h

2

n∑
k=1

f(xk− 1
2
) +

1

2
Ih, (17)

в якiй замiсть обчислення значень функцiї в 2n точках, до-
статньо обчислення в n точках.

Зауваження. Спрощена формула правих прямокутникiв та
трапецiй спiвпадає iз формулою (17).

Зауваження. При застосуваннi формули середнiх прямоку-
тникiв зменшити кiлькiсть обчислень схожим чином не вийде.

Чисельне визначення порядка точностi квадра-
турної формули. Якщо взяти

I = Ih
4

+ c

(
h

4

)p

+ o(hp) (III)

та розглянути (I) - (II), (II) - (III), отримаємо

Ih
2
− Ih ≈

chp(2p− 1)

2p
(IV ),

Ih
4
− Ih

2
≈ chp(2p− 1)

22p
(V ).

Роздiлимо (IV) на (V):
Ih

2
− Ih

Ih
4
− Ih

2

≈ 2p.

Таким чином можна отримати формулу для визначення по-
рядка точностi квадратурної формули за допомогою правила
Рунге:

p ≈ log2

∣∣∣∣∣ Ih
2
− Ih

Ih
4
− Ih

2

∣∣∣∣∣ . (18)

Адаптивнi квадратурнi формули. На прикладi фор-
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мули трапецiй розглянемо процедуру визначення змiнного
кроку.

Нехай вiдрiзок [a; b] розбитий на частковi вiдрiзки [xi−1;xi],
i = 1, n, якi можуть мати рiзну довжину. Складена формула
трапецiй iз змiнним кроком вiдповiдає формулi (12), в якiй
замiсть кроку h береться крок hi, hi = xi − xi−1:

Ih =
n∑

i=1

hi
f(xi−1) + f(xi)

2
,

а формула на одному кроцi вiдповiдає (11):

Ih,i =

xi−1∫
xi

f(x)dx ≈ hi
f(xi−1) + f(xi)

2

з оцiнкою залишкового члена

|Ri(f)| 6 M2,ih
3
i

12
, де M2,i = max

x∈[xi−1;xi]
|f ′′(x)|,

отже формула (16) для методу трапецiй на одному кроцi має
вигляд

|I − Ih
2
,i| =

∣∣∣Ih
2
,i − Ih,i

∣∣∣
23 − 1

.

Кожен з вiдрiзкiв [xi−1, xi], i = 1, n, довжиною hi, розбива-
ється навпiл, поки не виконається умова

|I − Ih
2
,i| 6

εhi
b− a

,

що забезпечує величину похибки ε на промiжку [a, b]:
n∑

i=1

εhi
b− a

= ε.

Екстраполяцiйна формула Рiчардсона. З формули
(16) безпосередньо випливає наближення Рiчардсона, яке дає
змогу отримати бiльш точне значення iнтеграла:

I ≈ Ih
2

+
Ih

2
− Ih

2p − 1
=

2pIh
2
− Ih

2p − 1
. (19)
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Наприклад, для складених формул трапецiй та середнiх пря-
мокутникiв наближення дає четвертий порядок точностi за-
мiсть другого, а для складеної формули Сiмпсона точнiсть
пiдвищується до шостого степеня.

Приклад. Вивести явний вигляд квадратурної формули,
яка отримується екстраполяцiєю Рiчардсона з складеної фор-
мули трапецiй.
Розв’язок. Використаємо формулу трапецiй (12), формулу Рi-
чардсона (19), врахуємо, що для складеної формули трапецiй
p = 2.

Iтр,Рiч =
22Ih

2
− Ih

22 − 1
=

4

3
Iтр

h
2

− 1

3
Iтр
h =

4

3
· h
2

(f(x0)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi)+

+
n∑

i=1

f(xi− 1
2
) +

f(xn)

2

)
− 1

3
· h
(f(x0)

2
+

n−1∑
i=1

f(xi) +
f(xn)

2

)
=

=
h

6

(
2f(x0) + 4

n−1∑
i=1

f(xi) + 4
n∑

i=1

f(xi− 1
2
) + 2f(xn)− f(x0)−

−2

n−1∑
i=1

f(xi)− f(xn)
)

=
h

6

(
f(x0) + 2

n−1∑
i=1

f(xi) + 4

n∑
i=1

f(xi− 1
2
)+

+f(xn)
)

= IСiмп.

З формули (14) отримали, що результатом буде формула Сiм-
псона.

Приклад. Обчислити iнтеграл I =
1∫
0

dx

1 + x2
за допомогою

формули трапецiй, використавши уточнення Рiчардсона.
Розв’язок. Використаємо формулу (19), врахуємо, що p = 2,
покладемо h = 0, 5 i спочатку обчислимо iнтеграли Ih та Ih

2

за формулами (12), (17), скориставшись таблицею значень:

xk 0 0,25 0,5 0,75 1
f(xk) 1 0,941176 0,8 0,64 0,5
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Ih = 0, 5

(
f(0)

2
+ f(0, 5) +

f(1)

2

)
≈ 0, 775;

Ih
2

=
1

2
Ih +

0, 5

2

(
f(0, 25) + f(0, 75)

)
≈ 0, 782794;

I ≈
22Ih

2
− Ih

22 − 1
≈ 0, 785392.

Таблиця Ромберга. За допомогою таблицi Ромберга мо-
жна з високою точнiстю обчислити iнтеграл вiд достатньо
гладкої функцiї.

I
(0)
h

I
(0)
h
2

I
(1)
h
2

I
(0)
h
4

I
(1)
h
4

I
(2)
h
4

I
(0)
h
8

I
(1)
h
8

I
(2)
h
8

I
(3)
h
8

... ... ... ... ...
Для побудови таблицi обчислюються iнтеграли за допомо-

гою складених квадратурних формул iз сталим кроком. Пер-
ший стовпчик таблицi – iнтеграли, якi обчислюються за до-
помогою дiлення кроку навпiл, вони мають порядок точностi
p. Другий стовпчик – iнтеграли, якi обчислюються за допомо-
гою формули екстраполяцiї Рiчардсона (19) та мають порядок
точностi (p + s). Якщо до отриманих iнтегралiв знов застосу-
вати формулу Рiчардсона, то отримаємо iнтеграли третього
стовпця, точнiсть яких пiдвищується до (p + 2s), процес про-
довжується, поки не досягається необхiдна точнiсть.

Похибку кожного з отриманих iнтегралiв (крiм останньо-
го), можна оцiнити за правилом Рунге (16):

|I − I
(l)
h

2k

| ≈

∣∣∣∣∣∣∣
I
(l)
h

2k

− I
(l)

h

2k−1

2p+sl − 1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Зауваження. Для складених формул середнiх прямокутни-

кiв, трапецiй та Сiмпсона s = 2.
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Приклад. Для iнтеграла I =
1∫
0

ln (1 + x2)dx побудува-

ти таблицю Ромберга за квадратурною формулою трапецiй
з кроком 1, 1/2, 1/4, 1/8. Чисельно перевiрити порядок то-
чностi iнтегралiв другого стовпця таблицi.
Розв’язок. Наближено обчислимо iнтеграл з кроком h = 1 за
формулою (12), для обчислень використаємо таблицю значень

xk 0 1/8 1/4 3/8
f(xk) 0 0,01550419 0,06062462 0,13157636

xk 1/2 5/8 3/4 1
f(xk) 0,22314355 0,32975328 0,44628710 0,69314718

I
(0)
h = 1 ·

(f(0)

2
+

f(1)

2

)
= 1 ·

( ln 1

2
+

ln 2

2

)
≈ 0, 34657359.

Далi обчислюємо з двiчi меншим кроком за формулою (17):

I
(0)
h
2

=
1

2
I
(0)
h +

1

2
f(

1

2
) ≈ 0, 28485857;

I
(0)
h
4

=
1

2
I
(0)
h
2

+
1

4

(
f(

1

4
) + f(

3

4
)

)
≈ 0, 26915721;

I
(0)
h
8

=
1

2
I
(0)
h
4

+
1

8

(
f(

1

8
) + f(

3

8
) + f(

5

8
) + f(

7

8
)

)
≈ 0, 26524592.

Оскiльки, для складеної формули трапецiй p = 2, s = 2,
то отриманi iнтеграли мають степiнь точностi 2, пiдвищимо
точнiсть до 4 за формулою (19):

I
(1)
h
2

=
22I

(0)
h
2

− I
(0)
h

22 − 1
≈ 0, 26428690;

I
(1)
h
4

=
22I

(0)
h
4

− I
(0)
h
2

22 − 1
≈ 0, 26392342;

I
(1)
h
8

=
22I

(0)
h
8

− I
(0)
h
4

22 − 1
≈ 0, 26394216.

Маємо змогу ще пiдвищити точнiсть за екстраполяцiйною
формулою (19), але враховуємо, що для отриманих iнтегралiв
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порядок точностi p = 4:

I
(2)
h
4

=
24I

(1)
h
4

− I
(1)
h
2

24 − 1
≈ 0, 26389919;

I
(2)
h
8

=
24I

(1)
h
8

− I
(1)
h
4

24 − 1
≈ 0, 26394341;

Iнтеграли I(2) мають порядок точностi 6, можна пiдвищити
його до 8:

I
(3)
h
8

=
26I

(2)
h
8

− I
(2)
h
4

26 − 1
≈ 0, 26394411.

Запишемо отриманi значення в таблицю:

I(0) I(1) I(2) I(3)

Ih 0,34657359
Ih

2
0,28485857 0,26428690

Ih
4

0,26915721 0,26392342 0,26389919
Ih

8
0,26524592 0,26394216 0,26394341 0,26394411

Для чисельного визначення порядка точностi iнтегралiв
другого стовпця таблицi (I(1)) скористаємось формулою (18):

p = log2

∣∣∣∣∣∣
I
(1)
h
4

− I
(1)
h
2

I
(1)
h
8

− I
(1)
h
4

∣∣∣∣∣∣ ≈ 4.

5. Квадратурнi формули найвищого ал-
гебраїчного степеня точностi

При використаннi формул Ньютона-Котеса значення фун-
кцiї задаються на множинi вузлiв iз сталим кроком, при цьому
для n вузлiв квадратурнi формули є точними для алгебраї-
чних многочленiв степеня (n − 1). За рахунок вибору вузлiв
можна побудувати квадратурнi формули, якi будуть точними
для многочленiв вищих степенiв.
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Нехай формула чисельного iнтегрування

I =

b∫
a

ρ(x)f(x)dx ≈
n∑

k=1

ckf(xk) (20)

є формулою iнтерполяцiйного типу, для ∀x ∈ [a; b] ρ(x) > 0 –
ваговi функцiї, що задовольняють нерiвностям∣∣∣∣∣∣

b∫
a

ρ(x)xidx

∣∣∣∣∣∣ <∞, i = 0, 1, ...

Вузли вибираються таким чином, щоб формула була точною
для алгебраїчного многочлена якомога бiльшого степеня m.
Такi формули називають квадратурними формулами найви-
щого алгебраїчного степеня точностi або формулами Гауса.

Невiдомi ck, xk вибираються таким чином, щоб мали мiсце
рiвностi:

b∫
a

ρ(x)xαdx =

n∑
k=1

ckx
α
k , α = 0,m. (21)

Таким чином отримали систему, де кiлькiсть рiвнянь – (m+1),
кiлькiсть невiдомих – 2n, для iснування єдиного розв’язку не-
обхiдно, щоб 2n = m+1. Дiйсно, для n вузлiв можна побудува-
ти квадратурну формулу, яка буде точною для алгебраїчних
многочленiв степеня m = (2n− 1) i нижче.

Теорема. Квадратурна формула (20) буде точною для до-
вiльного многочлена Pm(x) степеня m = 2n − 1 тодi i тiльки
тодi, коли
1) вона є квадратурною формулою iнтерполяцiйного типу,
тобто:

ck =

b∫
a

ρ(x)
ω(x)

(x− xk)ω′(xk)
dx,

де ω(x) = (x− x1) · ... · (x− xn);
2) многочлен ω(x) є ортогональним з ваговим множником
ρ(x) до будь-якого многочлена Pi(x), i = 0, n− 1, степеня
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менше n, тобто:
b∫

a

ρ(x)ω(x)Pi(x)dx = 0.

Нехай f(x) ∈ C2n
[a;b], ρ(x) > 0, x ∈ [a; b], тодi залишковий

член формули Гауса має вигляд:

|R(f)| 6 M2n

(2n)!

b∫
a

ρ(x)ω2(x)dx.

Властивостi квадратурних формул Гауса:
1) вузли xk i ваговi коефiцiєнти ck визначаються однозначно;
2) коефiцiєнти формули Гауса додатнi, тобто ck > 0.

Приклад. Побудувати квадратурну формулу найвищого
алгебраїчного степеня точностi з ваговим множником ρ(x) = 1
на промiжку x ∈ [−1; 1], n = 1.
Розв’язок. Оскiльки n = 1, значить m = 2 · 1− 1 = 1. Квадра-
турну формулу будемо шукати у виглядi:

I =

1∫
−1

f(x)dx ≈ c1f(x1).

Невiдомi c1, x1 знайдемо iз системи (21):

α = 0 :
1∫
−1

x0dx = c1x
0
1;

α = 1 :
1∫
−1

x1dx = c1x
1
1;

{
c1 = 2;
c1x1 = 0;

{
c1 = 2;
x1 = 0.

Таким чином,
I ≈ 2f(0).

Отримали квадратурну формулу середнiх прямокутникiв з
кроком h = 2 та одним вузлом x1 = 0 – середня точка про-
мiжку [−1; 1].

Приклад. Побудувати квадратурну формулу найвищого
алгебраїчного степеня точностi з ваговим множником 1 для
x ∈ [−1; 1], n = 2.
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Розв’язок. Оскiльки n = 2, значить m = 2 · 2− 1 = 3. Квадра-
турну формулу будемо шукати у виглядi:

I =

1∫
−1

f(x)dx ≈ c1f(x1) + c2f(x2).

Невiдомi знайдемо iз системи нелiнiйних рiвнянь (21):

α = 0 :
1∫
−1

x0dx = c1x
0
1 + c2x

0
2;

α = 1 :
1∫
−1

x1dx = c1x
1
1 + c2x

1
2;

α = 2 :
1∫
−1

x2dx = c1x
2
1 + c2x

2
2;

α = 3 :
1∫
−1

x3dx = c1x
3
1 + c2x

3
2;


c1 + c2 = 2; (I)
c1x1 + c2x2 = 0; (II)

c1x
2
1 + c2x

2
2 =

2

3
; (III)

c1x
3
1 + c2x

3
2 = 0; (IV )

З (I)⇒ c2 = 2− c1 – пiдставляємо в (IV ) та (II):{
c1x

3
1 + (2− c1)x

3
2 = 0;

c1x1 + (2− c1)x2 = 0;
(÷) ⇒ x1 = −x2 – пiдставляємо в

(II): c1x1− c2x1 = 0 ⇒ c1 = c2, отже c2 = 2− c2 ⇒ c1 = c2 = 1
– пiдставляємо в (III):

1 · x21 + 1 · x21 =
2

3
⇒ x1 =

1√
3
, x2 = − 1√

3
.

Таким чином,

I ≈ f(
1√
3

) + f(− 1√
3

).

Полiноми Лежандра. Розв’язання системи нелiнiйних
рiвнянь (21) – досить складна задача, для її уникнення можна
використати систему ортогональних многочленiв, яку покла-
демо в якостi ω(x). Розглянемо систему многочленiв Лежан-
дра {Ln(x)}, n = 0, 1, ... Вони є ортогональними на промiжку
[−1; 1] з ρ(x) = 1, визначаються за формулою:

Ln(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, n = 0, 1, ...,
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але зручнiше використовувати рекурентну формулу:
(n + 1)Ln+1(x) = (2n + 1)xLn(x)− nLn−1(x).

Наведемо декiлька перших полiномiв Лежандра:
L0(x) = 1;

L1(x) = x;

L2(x) =
1

2
(3x2 − 1);

L3(x) =
1

2
(5x3 − 3x);

L4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3);

L5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x) i так далi.

Отже, за допомогою полiномiв Лежандра можна побуду-
вати квадратурну формулу найвищого алгебраїчного степеня
точностi у виглядi:

1∫
−1

f(x)dx ≈
n∑

k=1

ckf(xk),

де xk знаходяться, як нулi полiнома Лежандра Ln(x), a кое-
фiцiєнти для за формулою:

ck =
2

(1− x2k)(L′n(xk))2
. (22)

Оцiнка залишкового члена приймає вигляд:

|R(f)| 6 M2n22n+1(n!)4

(2n + 1)((2n)!)3
. (23)

Зауваження. Якщо iнтеграл розглядається по промiжку
[a; b], то або сам iнтеграл зводиться до промiжку [−1; 1], або
полiноми Лежандра розглядають на [a; b].

Приклад. За допомогою квадратурної формули Гауса з
ваговим множником ρ(x) = 1, n = 2, наближено обчислити

iнтеграл I =
1∫
0

dx

1 + x2
. Оцiнити похибку.
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Розв’язок. Оскiльки ρ(x) = 1, то використаємо ортогональнi
полiноми Лежандра, але зведемо iнтеграл до промiжку [−1; 1]

замiною x =
t + 1

2
, dx =

dt

2
, t ∈ [−1; 1]:

I =

1∫
0

dx

1 + x2
=

1∫
−1

2dt

t2 + 2t + 5
.

Побудуємо квадратурну формулу за допомогою полiномiв
Лежандра. Невiдомi вузли xk, k = 1, 2, знайдемо як коренi
рiвняння L2(x) = 0:

1

2
(3x2 − 1) = 0 ⇒ x1 =

1√
3
, x2 = − 1√

3
.

Невiдомi коефiцiєнти знайдемо з формули (22):

c1 =
2

(1− 1
3)(3 1√

3
)2

= 1; c2 =
2

(1− 1
3)(3(− 1√

3
))2

= 1.

I ≈ f(
1√
3

) + f(− 1√
3

) =
2

1
3 + 2√

3
+ 5

+
2

1
3 −

2√
3

+ 5
≈ 0, 7869.

Похибку знайдемо з оцiнки (23):

M4 = max
x∈[−1;1]

∣∣∣∣∣
(

1

1 + x2

)IV
∣∣∣∣∣ = 24 = 4!

|R(f)| 6 M4 · 25 · (2!)4

5 · (4!)3
=

23

5 · 32
≈ 0, 1778.

Приклад. Побудувати квадратурну формулу найвищого
алгебраїчного степеня точностi для ρ(x) = 1, x ∈ [0; 1], n = 2,
за допомогою ортогональних полiномiв.
Розв’язок. Ортогональнi полiноми з ваговим множником
ρ(x) = 1 – це многочлени Лежандра, але вони визначенi на
промiжку [−1; 1]. Побудуємо квадратурну формулу на про-

мiжку [0; 1], використавши замiну: t = 2x − 1, x =
t + 1

2
,

x ∈ [0; 1], t ∈ [−1; 1].
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Спочатку переведемо L2(t) на промiжок [0; 1]:

L2(t) =
1

2
(3t2− 1); L2(x) =

1

2

(
3(2x− 1)2− 1

)
= 6x2− 6x+ 1.

Знайдемо невiдомi xk, k = 1, 2:

L2(x) = 6x2 − 6x + 1 = 0 ⇒ x1 =
3−
√

3

6
, x2 =

3 +
√

3

6
.

Для знаходження невiдомих ck формула (22) не пiдiйде, ос-
кiльки вона вiдповiдає iншому промiжку, тому скористаємось
формулою (7):

c1 =

1∫
0

x− 3 +
√

3

6
3−
√

3

6
− 3 +

√
3

6

dx =

1∫
0

√
3 + 3− 6x

2
√

3
dx =

1

2
;

c2 =

1∫
0

x− 3−
√

3

6
3 +
√

3

6
− 3−

√
3

6

dx =
1

2
.

Таким чином,

I ≈ 1

2
f

(
3−
√

3

6

)
+

1

2
f

(
3 +
√

3

6

)
.

Полiноми Чебишова також часто використовуються при
побудовi квадратурних формул. Вони є ортогональними на

промiжку [−1; 1] з ваговим множником ρ(x) =
1√

1− x2
, для

n = 0, 1, ..., визначаються за формулою:

Tn(x) =
(x +

√
x2 − 1)n + (x−

√
x2 − 1)n

2
, |x| > 1,

або за тригонометричною формулою:
Tn(x) = cos (n arccosx), |x| 6 1, (24)

але для знаходження полiномiв Чебишова зручнiше викори-
стовувати рекурентну формулу:

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).
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Наведемо декiлька перших полiномiв:
T0(x) = 1;

T1(x) = x;

T2(x) = 2x2 − 1;

T3(x) = 4x3 − 3x;

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1;

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x i так далi.
Отже, за допомогою полiномiв Чебишова можна побудува-

ти квадратурну формулу вигляду:
1∫
−1

f(x)√
1− x2

dx ≈
n∑

k=1

ckf(xk),

де xk знаходяться як нулi полiнома Чебишова Tn(x), при чому
формулу для них можна вивести в явному виглядi з (24):

Tn(x) = cos (n arccosx) = 0;

xk = cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, (25)

a невiдомi коефiцiєнти знаходяться за формулою:

ck =

1∫
−1

Tn(x)dx√
1− x2(x− xk)T ′n(xk)

=
π

n
. (26)

Оцiнка залишкового члена приймає вигляд:

|R(f)| 6 M2nπ

22n−1(2n)!
.

Зауваження. Полiном Чебишова з промiжку [−1; 1] на до-
вiльний промiжок [a; b] можна перевести замiною змiнної:

T [a;b]
n (x) = T [−1;1]

n

(
2x− b− a

b− a

)
,

а знайти коренi многочлена T
[a;b]
n :

xk =
a + b

2
+

b− a

2
cos

(
(2k − 1)π

2n

)
, k = 1, n.
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Полiноми Чебишова та Лежандра найбiльш поширенi, але
не єдинi, iснують й iншi системи ортогональних многочленiв,
якi можна використовувати для наближеного iнтегрування,
деякi з них будуть наведенi пiзнiше.

Приклад. За допомогою квадратурної формули Гауса з

ваговим множником ρ(x) =
1√

1− x2
, n = 2, наближено обчи-

слити iнтеграл I =
1∫
0

√
x− x2dx.

Розв’язок. Спочатку зведемо iнтеграл до промiжку [−1; 1] за-

мiною x =
t + 1

2
, dx =

dt

2
, t ∈ [−1; 1]:

I =

1∫
0

√
x− x2dx =

1∫
−1

√
t + 1

2
−
(
t + 1

2

)2dt

2
=

=

1∫
−1

√
1− t2

4
dt =

1∫
−1

1− t2

4
√

1− t2
dt ≈ c1f(t1) + c2f(t2).

Отримали ваговий множник ρ(x) =
1√

1− x2
на промiжку iн-

тегрування [−1; 1], значить можна використати полiноми Че-
бишова, при чому функцiя має вигляд:

f(t) =
1− t2

4
.

Знайдемо невiдомi за формулами (25), (26):

t1 = cos
(2 · 1− 1)π

2 · 2
=

1√
2
, t2 = cos

(2 · 2− 1)π

2 · 2
= − 1√

2
,

c1 = c2 =
π

2
.

Таким чином,

I ≈ π
2

1− 1

2
4

+
1− 1

2
4

 =
π

8
.
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Приклад. За допомогою квадратурної формули Гауса з

ваговим множником ρ(x) =
1√

1− x2
, n = 3, знайти наближене

значення I =
1∫
−1

x arcsinx√
(1 + x2)3

dx.

Розв’язок. Оскiльки в початковому iнтегралi в явному вигля-
дi вагового множника немає, спробуємо спочатку застосувати
iнтегрування частинами:

I =

1∫
−1

x arcsinx√
(1 + x2)3

dx = −
1∫
−1

arcsinx d

(
1√

1 + x2

)
=

= − arcsinx · 1√
1 + x2

∣∣∣∣ 1
−1

+

1∫
−1

1√
1 + x2

d(arcsinx) =

= − π√
2

+

1∫
−1

1√
1− x2

· 1√
1 + x2

dx.

Отримали iнтеграл по промiжку [−1; 1] з ваговим множни-

ком
1√

1− x2
, отже можна застосовувати полiноми Чебишова.

Знайдемо невiдомi вузли та коефiцiєнти за формулами (25),
(26) для n = 3:

x1 = cos
(2 · 1− 1)π

2 · 3
=

√
3

2
, x2 = cos

(2 · 2− 1)π

2 · 3
= 0,

x3 = cos
(2 · 3− 1)π

2 · 3
= −
√

3

2
; c1 = c2 = c3 =

π

3
.

Таким чином,

I ≈ − π√
2

+ c1f(x1) + c2f(x2) + c3f(x3) =

= − π√
2

+
π

3

 2√
1 +

3

4

+ 1

 ≈ 0, 409.
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6. Iнтегрування за допомогою степеневих
рядiв

Якщо пiдiнтегральна функцiя f(x) розкладається в степе-

невий ряд
∞∑
k=0

ckx
k, збiжний на промiжку iнтегрування, тодi

iнтеграл можна обчислити за допомогою часткової суми ряду:
b∫

a

f(x)dx ≈
N∑
k=0

ck
k + 1

(bk+1 − ak+1).

Похибка отриманого результату складається з таких скла-
дових:
1) з похибки замiни ряду частковою сумою (вона дорiвнює
залишку ряду);
2) з похибки обчислень, яка виникає iз заокруглень при обчи-
сленнi суми.

Для ряду, в якому вiдбувається чергування знакiв та аб-
солютна величина членiв монотонно зменшується, абсолютна
величина залишку ряду не перевищує абсолютну величину
першого з членiв ряду, який вiдкидається. Для оцiнки зали-
шку ряду в iнших випадках використовується мажорування
такими рядами, залишки яких легко оцiнюються.

Приклад. За допомогою розкладу в степеневий ряд обчи-

слити iнтеграл I =
π/4∫
0

sinx2dx з точнiстю 10−4.

Розв’язок. Розкладемо функцiю в степеневий ряд:

sinx2 = x2 − x6

3!
+

x10

5!
− x14

7!
+ ...

Цей ряд збiгається для довiльного x, проiнтегруємо його

I =

π/4∫
0

(
x2 − x6

3!
+

x10

5!
− x14

7!
+ ...

)
dx =

=

(
x3

3
− x7

7 · 3!
+

x11

11 · 5!
− x15

15 · 7!
+ ...

) ∣∣∣π/4
0

=
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=
π3

3 · 43
− π7

7 · 3! · 47
+

π11

11 · 5! · 411
− π15

15 · 7! · 415
+ ...

Оскiльки знаки ряду чергуються, то достатньо взяти таку
кiлькiсть членiв, щоб перший член, який вiдкидається, був
меншим за 10−4. В нашому випадку

π11

11 · 5! · 411
≈ 0, 5 · 10−4,

тому обчислимо суму перших двох членiв, при цьому вiзьмемо
додатковий розряд для похибки обчислень, а результат заок-
руглимо.

I ≈ π3

3 · 43
− π7

7 · 3! · 47
≈ 0, 16149 − 0, 00439 = 0, 1571.

Приклад. За допомогою розкладу в степеневий ряд обчи-

слити iнтеграл I =
0,5∫
0

dx

1− x5
з точнiстю ε = 10−4.

Розв’язок. Розкладемо функцiю в степеневий ряд:
1

1− x5
= 1 + x5 + x10 + x15 + ... + x5n−5 + ...

На промiжку [0; 0, 5] ряд є збiжним, проiнтегруємо його:

I =

0,5∫
0

(1 + x5 + x10 + x15 + ... + x5n−5 + ...)dx =

= (x +
x6

6
+

x11

11
+

x16

16
+ ... +

x5n−4

5n− 4
+ ...)

∣∣∣0,5
0

=

=
1

2
+

1

6 · 26
+

1

11 · 211
+

1

16 · 216
+ ... +

1

(5n− 4)25n−4
+ ...

Оскiльки
1

11 · 211
≈ 0, 4 · 10−4,

спробуємо iнтеграл наблизити сумою перших двох членiв, при
цьому перевiримо, чи задана похибка менша суми решти чле-
нiв, якi вiдкидаються.

|R(f)| = 1

11 · 211
+

1

16 · 216
+ ... +

1

(5n− 4)25n−4
+ ... 6
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6
1

11 · 211
+

1

11 · 216
+ ... +

1

11 · 25n−4
+ ... =

1

11 · 211
· 1

1−
1

25

=

=
25

11 · 211 · 31
≈ 0, 5 · 10−4 < ε

Отримали оцiнку на основi суми нескiнченної геометричної
прогресiї, вона менша заданої точностi ε, отже

I ≈ 1

2
+

1

6 · 26
≈ 0, 50260.

7. Обчислення невласних iнтегралiв

Розглянемо пiдходи до наближеного iнтегрування, коли
1) межi iнтегрування є нескiнченними – невласнi iнтеграли I
роду;
2) функцiя необмежена в околi особливих точок – невласнi
iнтеграли II роду.

Обчислення невласних iнтегралiв II роду.
Мультиплiкативний метод полягає в представленнi

пiдiнтегральної функцiї у виглядi добутку функцiй, який лег-
ко iнтегрується:

f(x) = ρ(x)ϕ(x),

ϕ(x) – обмежена; ρ(x) – додатна, iнтегрована на [a; b], найча-
стiше має вигляд вагового множника.

Приклад. Знайти наближене значення I =
1∫
−1

dx√
1− x4

.

Розв’язок. I – невласний iнтеграл II роду: f(−1) = f(1) = +∞.

I =

1∫
−1

dx√
1− x4

=

1∫
−1

1√
1− x2

· 1√
1 + x2

dx,

1√
1− x2

– ваговий множник полiномiв Чебишова, межi iнте-

грування спiвпадають з промiжком, на якому полiноми є ор-
тогональними. Умови на точнiсть немає, вiзьмемо n = 2.
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Вузли знайдемо як нулi полiнома Чебишова T2(x):

2x2 − 1 = 0 ⇒ x1 =
1√
2
, x2 = − 1√

2
.

Коефiцiєнти знайдемо за формулою (26):

c1 = c2 =
π

2
.

I ≈ π
2

(
f(

1√
2

) + f(− 1√
2

)

)
=
π

2

 2√
1 + 1

2

 = π

√
2

3
≈ 2, 565.

Адитивний метод полягає в розбиттi iнтеграла на су-
му, в якiй один iнтеграл знаходиться аналiтично, а другий –
чисельно:

f(x) = ψ(x) +ϕ(x),

де ψ(x) – iнтегрована аналiтично; ϕ(x) – обмежена, iнтегро-
вана чисельно.

Приклад. Знайти наближене значення I =
1∫
0

ln sinxdx.

Розв’язок. I – невласний iнтеграл II роду: f(0) = −∞.

I =

1∫
0

ln sinxdx =

1∫
0

(lnx + ln sinx− lnx)dx =

=

1∫
0

lnxdx +

1∫
0

ln
sinx

x
dx = I1 + I2.

Перший iнтеграл знайдемо аналiтично частинами: I1 = −1, а
другий – методом трапецiй (12) з кроком h = 0, 2, врахуємо,
що

lim
x→0

sinx

x
= 1, ln 1 = 0 ⇒ f(x0) = 0.

k 0 1 2 3 4 5
xk 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

f(xk) 0 -0,0067 -0,0268 -0,0607 -0,1090 -0,1726
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I2 = 0, 2

(
f(0)

2
+ f(0, 2) + f(0, 4) + f(0, 6) + f(0, 8) +

f(1)

2

)
≈

≈ −0, 058;

I = I1 + I2 ≈ −1− 0, 058 = −1, 058.

Метод обрiзання границь також використовує розбиття
iнтеграла на суму iнтегралiв. Наприклад, для обчислення з
точнiстю ε невласного iнтеграла II роду з особливою точкою
c можна представити його у виглядi такої суми:

I =

b∫
a

f(x)dx =

c−δ1∫
a

f(x)dx +

c+δ2∫
c−δ1

f(x)dx +

b∫
c+δ2

f(x)dx. (27)

При цьому величини δ1, δ2 вибирають, наприклад, щоб вико-
нувалась умова: ∣∣∣∣∣∣

c+δ2∫
c−δ1

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ε

3
.

Тодi iнтеграли
c−δ1∫
a

f(x)dx,
b∫

c+δ2

f(x)dx наближено обчислюю-

ться чисельними методами також з точнiстю
ε

3
.

Зауваження. Для невласних iнтегралiв II роду з особливи-
ми точками c1, c2,..., cm розв’язок будується аналогiчно (27):

b∫
a

f(x)dx =

c1−δ11∫
a

f(x)dx +

c1+δ21∫
c1−δ11

f(x)dx +

c2−δ12∫
c1+δ21

f(x)dx+

+

c2+δ22∫
c2−δ12

f(x)dx + ... +

cm+δ2m∫
cm−δ1m

f(x)dx +

b∫
cm+δ2m

f(x)dx,

при цьому кожен iнтеграл обчислюється з точнiстю
ε

2m + 1
.
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Приклад. Наближено знайти iнтеграл
2∫

0,3

e−x

4
√

2 + x− x2
dx з

точнiстю ε = 0, 05 методом обрiзання границь.
Розв’язок. Маємо невласний iнтеграл II роду: f(2) = +∞.

I =

2∫
0,3

e−x

4
√

2 + x− x2
dx =

=

2−δ∫
0,3

e−x

4
√

2 + x− x2
dx +

2∫
2−δ

e−x

4
√

2 + x− x2
dx =

=

2−δ∫
0,3

e−x

4
√

2 + x− x2
dx +

2∫
2−δ

e−x

4
√

(2− x)(1 + x)
dx = I1 + I2.

Оцiнимо iнтеграл I2:

I2 =

2∫
2−δ

e−x

4
√

(2− x)(1 + x)
dx 6

e−(2−δ)

4
√

1 + (2− δ)

2∫
2−δ

dx
4
√

2− x
=

=
e−(2−δ)

4
√

1 + (2− δ)

(
−4

3

)
(2− x)

3
4

∣∣∣2
2−δ

=
4δ

3
4 eδ−2

3 4
√

3− δ
.

Для зручностi можна покласти δ = 0, 1, тодi

I2 6
4 · 0, 1

3
4 e0,1−2

3 4
√

3− 0, 1
≈ 0, 027 = ε2,

щоб зберегти при обчисленнi I точнiсть ε,

I1 =

0,9∫
0,3

e−x

4
√

2 + x− x2
dx

наближено обчислимо з точнiстю ε1:
ε1 = ε− ε2 = 0, 05− 0, 027 = 0, 023.

Для цього використаємо формулу Сiмпсона (14) iз застосува-
нням принципа Рунге (16) та значення функцiї в точках:
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xk 0,3 0,7 1,1 1,5 1,9
f(xk) 0,608 0,407 0,284 0,211 0,204

n = 1, h =
1, 9− 0, 3

1
= 1, 6;

I1,h =
1, 6

6
(f(0, 3) + 4f(1, 1) + f(1, 9)) ≈ 0, 519;

n = 2,
h

2
=

1, 6

2
= 0, 8;

I1,h
2

=
0, 8

6
(f(0, 3)+4f(0, 7)+2f(1, 1)+4f(1, 5)+f(1, 9)) ≈ 0, 514

|I − I1,h
2
| ≈ |0, 514− 0, 519|

24 − 1
≈ 0, 0003 < ε1.

Отже, I1 ≈ 0, 514, таким чином I ≈ 0, 514 + 0, 027 = 0, 541.

Метод видiлення особливостей (Канторовича) знов
використовує представлення iнтеграла у виглядi суми:

I =

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

g(x)dx +

b∫
a

(f(x)− g(x))dx,

де функцiя g(x) має таку ж особливiсть, як f(x); функцiя
(f(x)− g(x)) – достатньо гладка: (f(x)− g(x)) ∈ C

(m)
[a;b], m > 1.

Розглянемо метод для iнтегралiв вигляду

I =

b∫
a

ϕ(x)

(x− x0)α
dx

з особливою точкою x0 ∈ [a; b], α ∈ (0; 1).
Функцiю ϕ(x) розкладають в ряд Тейлора:

ϕ(x) =

m∑
k=0

ϕ(k)(x0)

k!
(x− x0)

k + Ψ(x) = Pm(x) + Ψ(x)⇒

Ψ(x) = ϕ(x)−
m∑
k=0

ϕ(k)(x0)

k!
(x− x0)

k;
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I =

b∫
a

ϕ(x)

(x− x0)α
dx =

b∫
a

Pm(x) + Ψ(x)

(x− x0)α
dx =

=

b∫
a

1

(x− x0)α

(
m∑
k=0

ϕ(k)(x0)

k!
(x− x0)

k + Ψ(x)

)
dx =

=
m∑
k=0

ϕ(k)(x0)

k!

b∫
a

(x− x0)
k−αdx +

b∫
a

Ψ(x)

(x− x0)α
dx =

=
m∑
k=0

ϕ(k)(x0)

k!(k + 1− α)

(
(b− x0)

k+1−α − (a− x0)
k+1−α

)
+

+

b∫
a

Ψ(x)

(x− x0)α
dx = I1 + I2.

Отже, iнтеграл I1 обчислюється аналiтично, а iнтеграл I2 –
наближено, наприклад, за допомогою квадратурних формул.

Приклад. Знайти наближене значення I =
0,5∫
0

dx√
x(1− x)

методом Канторовича.
Розв’язок. I – невласний iнтеграл II роду: f(0) = +∞.

I =

0,5∫
0

dx√
x(1− x)

=

0,5∫
0

(1− x)−0,5

(x− 0)0,5
dx ⇒

α = 0, 5, ϕ(x) =
1√

1− x
.

Розкладемо ϕ(x) в ряд Тейлора до x4:

ϕ(x) =
1√

1− x
= P4(x) + Ψ(x);

P4(x) = 1 +
1

2
x +

3

8
x2 +

5

16
x3 +

35

128
x4;

Ψ(x) =
1√

1− x
− 1− 1

2
x− 3

8
x2 − 5

16
x3 − 35

128
x4.
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I =

0,5∫
0

P4(x)√
x

dx+

0,5∫
0

Ψ(x)√
x

dx =

=

0,5∫
0

1 + 1
2x + 3

8x
2 + 5

16x
3 + 35

128x
4

√
x

dx+

+

0,5∫
0

1√
1−x − 1− 1

2x−
3
8x

2 − 5
16x

3 − 35
128x

4

√
x

dx =

=

0,5∫
0

(
x−

1
2 +

1

2
x

1
2 +

3

8
x

3
2 +

5

16
x

5
2 +

35

128
x

7
2

)
dx+

+

0,5∫
0

( 1√
x(1− x)

− x−
1
2 − 1

2
x

1
2 − 3

8
x

3
2 − 5

16
x

5
2 − 35

128
x

7
2

)
dx =

= I1 + I2;

Iнтеграл I1 проiнтегруємо аналiтично, I2 наближено обчи-
слимо методом Сiмпсона за формулою (15) з кроком h = 0, 1,
врахуємо, що

lim
x→0

( 1√
x(1− x)

−x−
1
2 − 1

2
x

1
2 − 3

8
x

3
2 − 5

16
x

5
2 − 35

128
x

7
2

)
= 0 ⇒

⇒ f(x0) = 0.

k 0 1 2 3 4 5
xk 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

f(xk) 0 0 0,0002 0,0015 0,0063 0,0202

I1 = 2x
1
2

∣∣∣0,5
0

+
1

3
x

3
2

∣∣∣0,5
0

+
3

20
x

5
2

∣∣∣0,5
0

+
5

56
x

7
2

∣∣∣0,5
0

+
35

576
x

9
2

∣∣∣0,5
0

= 1, 5692;

I2 =
0, 1

3

(
f(0)+4f(0, 1)+2f(0, 2)+4f(0, 3)+2f(0, 4)+f(0, 5)

)
≈

≈ 0, 0013;

I = I1 + I2 ≈ 1, 5692 + 0, 0013 = 1, 5705.
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Обчислення невласних iнтегралiв I роду.
Замiна змiнної iнтегрування. В цьому випадку вводи-

ться така змiнна, щоб межi iнтегрування стали скiнченними.
Пiсля цього застосовуються вже вiдомi чисельнi методи.

Розглянемо можливi варiанти замiни на прикладi невла-

сного iнтеграла I роду вигляду I =
+∞∫
a

f(x)dx:

1) якщо a > 0, тодi t =
a

x
; x =

a

t
; dx = − a

t2
dt;

I =

1∫
0

f
(a
t

) a

t2
dt; (28)

2) якщо a = 0, тодi t = e−x; x = − ln t; dx = −1

t
dt;

I =

1∫
0

f(− ln t)

t
dt; (29)

3) якщо a < 0, тодi

I =

0∫
a

f(x)dx +

+∞∫
0

f(x)dx,

де перший iнтеграл обчислюється чисельно, а до другого –
застосовується замiна змiнної за формулою (29).

Приклад. Знайти наближене значення I =
+∞∫
1

dx

(1 + x)
√
x
.

Розв’язок. Застосуємо замiну змiнної (28), де a = 1:

I =

1∫
0

f

(
1

x

)
1

x2
dx =

1∫
0

dx

x2(1 +
1

x
)

√
1

x

=

1∫
0

dx

(x + 1)
√
x
.

Розв’яжемо iнтеграл за допомогою методу Канторовича:

особлива точка x0 = 0, α =
1

2
, ϕ =

1

1 + x
розкладемо до x5:

ϕ(x) =
1

1 + x
= 1− x + x2 − x3 + x4 − x5 + Ψ(x) = P5 + Ψ(x);
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Ψ(x) =
1

1 + x
− 1 + x− x2 + x3 − x4 + x5;

I =

1∫
0

P5(x)√
x

dx+

1∫
0

Ψ(x)√
x

dx =

1∫
0

1− x + x2 − x3 + x4 − x5√
x

dx+

+

1∫
0

1
1+x − 1 + x− x2 + x3 − x4 + x5

√
x

dx =

=

1∫
0

(x−
1
2 − x

1
2 + x

3
2 − x

5
2 + x

7
2 − x

9
2 )dx+

+

1∫
0

( 1

(1 + x)
√
x
−x−

1
2 +x

1
2 −x

3
2 +x

5
2 −x

7
2 +x

9
2

)
dx = I1 + I2.

Iнтеграл I1 проiнтегруємо аналiтично, I2 наближено обчи-
слимо методом трапецiй за формулою (12) з кроком h = 0, 2:

k 0 1 2 3 4 5
xk 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

f(xk) 0 0,0001 0,0046 0,0376 0,1628 0,5

I1 = 2x
1
2

∣∣∣1
0
− 2

3
x

3
2

∣∣∣1
0
+

2

5
x

5
2

∣∣∣1
0
− 2

7
x

7
2

∣∣∣1
0
+

2

9
x

9
2

∣∣∣1
0
− 2

11
x

11
2

∣∣∣1
0
≈ 1, 4880;

I2 = 0, 2
(f(0)

2
+f(0, 2)+f(0, 4)+f(0, 6)+f(0, 8)+

f(1)

2

)
≈ 0, 091

I = I1 + I2 = 1, 4880 + 0, 0910 = 1, 579.

Мультиплiкативний метод , так саме як i для невла-
сних iнтегралiв II роду, полягає в розбиттi пiдiнтегрованої
функцiї на добуток:

f(x) = ρ(x)ϕ(x),

де ϕ(x) – обмежена; ρ(x) – додатна, iнтегрована, приймає ви-
гляд вагового множника.

Розглянемо ортогональнi полiноми, якi найчастiше вико-
ристовують на нескiнченних промiжках.
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Полiноми Лагерра. Система многочленiв Лагерра є ор-
тогональною на промiжку [0; +∞) з ваговим множником
ρ(x) = xαe−x, α > −1 та визначається за формулою:

Lαn(x) = x−αex
dn

dxn
(xα+ne−x)

або за бiльш зручною для обчислень рекурентною формулою:
Lαn+1(x) = (2n + α+ 1− x)Lαn(x)− n(n + α)Lαn−1(x).

Наведемо декiлька перших полiномiв Лагерра:
Lα0 (x) = 1;

Lα1 (x) = −x + α+ 1;

Lα2 (x) = x2 − 2(α+ 2)x + (α+ 1)(α+ 2);

Lα3 (x) = −x3 + 3(α+ 3)x2 − 3(α+ 2)(α+ 3)x + (α+ 1)×
× (α+ 2)(α+ 3);

Lα4 (x) = x4 − 4(α+ 4)x3 + 6(α+ 3)(α+ 4)x2 − 4(α+ 2)×
× (α+ 3)(α+ 4)x + (α+ 1)(α+ 2)(α+ 3)(α+ 4);

Lα5 (x) = −x5 + 5(α+ 5)x4 − 10(α+ 4)(α+ 5)x3 + 10(α+ 3)×
× (α+ 4)(α+ 5)x2 − 5(α+ 2)(α+ 3)(α+ 4)(α+ 5)x+

+ (α+ 1)(α+ 2)(α+ 3)(α+ 4)(α+ 5) i так далi.
Отже, за допомогою полiномiв Лагерра можна побудувати

квадратурну формулу вигляду:
+∞∫
0

e−xxαf(x)dx ≈
n∑

k=1

ckf(xk),

де xk знаходяться як нулi полiнома Lαn(x), a невiдомi коефiцi-
єнти – за формулою:

ck =
n!Γ(α+ n + 1)

xk

(
L′αn (xk)

)2 . (30)

Оцiнка залишкового члена приймає вигляд:

|R(f)| 6 M2n
n!Γ(α+ n + 1)

(2n)!
.
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Приклад. Знайти наближене значення iнтеграла за фор-

мулою Гауса для n = 2: I =
+∞∫
0

x

(ex + e−x − 1)
dx.

Розв’язок. На промiжку [0; +∞) визначенi полiноми Лагерра
з ρ = xαe−x, видiлимо його в iнтегралi:

I =

+∞∫
0

x

(ex + e−x − 1)
dx =

+∞∫
0

e−xx

1 + e−2x − e−x
dx.

Отже, α = 1, ρ(x) = xe−x. Знайдемо xk як нулi полiнома
L1
2(x) = x2 − 2(1 + 2)x + (1 + 1)(1 + 2) = x2 − 6x + 6:
L1
2(x) = x2 − 6x + 6 = 0 ⇒ x1 ≈ 1, 268, x2 ≈ 4, 732.

Знайдемо невiдомi ck за формулою (30):

c1 =
2!Γ(1 + 2 + 1)

1, 268(2 · 1, 268− 6)2
=

2 · 2 · 3
15, 215

≈ 0, 789;

c2 =
2!Γ(1 + 2 + 1)

4, 732(2 · 4, 732− 6)2
=

2 · 2 · 3
56, 780

≈ 0, 211.

Таким чином,
I ≈ 0, 789 · f(1, 268) + 0, 211 · f(4, 732) =

=
0, 789

1 + e−2·1,268 − e−1,268
+

0, 211

1 + e−2·4,732 − e−4,732
≈ 1, 202.

Полiноми Ермiта складають ортогональну систему на
(−∞; +∞) з ρ(x) = e−x

2 та визначаються за формулою:

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2
,

або за рекурентною формулою:
Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x),

Наведемо декiлька перших полiномiв Ермiта:
H0(x) = 1;

H1(x) = 2x;

H2(x) = 4x2 − 2;

H3(x) = 8x3 − 12x;
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H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12;

H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x i так далi.
Отже, за допомогою полiномiв Ермiта можна побудувати

квадратурну формулу:
+∞∫
−∞

e−x
2
f(x)dx ≈

n∑
k=1

ckf(xk),

де xk знаходяться як нулi полiнома Hn(x), a коефiцiєнти:

ck =
2n+1n!

√
π

(H ′n(xk))2
. (31)

Оцiнка залишкового члена приймає вигляд:

|R(f)| 6 M2n
n!
√
π

2n(2n)!
. (32)

Приклад. Наближено обчислити I =
+∞∫
−∞

e−x
2

cosxdx за

допомогою формули Гауса для n = 3 та оцiнити похибку.
Розв’язок. На промiжку (−∞; +∞) визначенi полiноми Ермi-
та з ρ = e−x

2 . Знайдемо xk як нулi полiнома Ермiта H3(x).
H3 = 8x3 − 12x = 0 ⇒ x1 = 0, x2 =

√
1, 5, x3 = −

√
1, 5.

Знайдемо невiдомi ck за формулою (31):

c1 =
23+13!

√
π

(24 · 02 − 12)2
=

2

3

√
π ≈ 1, 1816;

c2 = c3 =
23+13!

√
π

(24 · 1, 5− 12)2
=

√
π

6
≈ 0, 2954.

I ≈ 1, 1816 · f(0) + 0, 2954 · f(−
√

1, 5) + 0, 2954 · f(
√

1, 5) =

= 1, 1816 cos 0 + 0, 2954(cos
√

1, 5 + cos(−
√

1, 5)) ≈ 1, 3820.

Похибку знайдемо за формулою (32):
M6 = max

x∈(−∞;+∞)
| cos(V I) x| = max

x∈(−∞;+∞)
| − cosx| = 1;

|R(f)| 6 1
3!
√
π

236!
= 1 ≈ 0, 0018.
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Метод обрiзання границь. Невласний iнтеграл I роду

вигляду
+∞∫
a

f(x)dx можна представити у виглядi суми:

I =

+∞∫
a

f(x)dx =

A∫
a

f(x)dx +

+∞∫
A

f(x)dx (33)

Величину A, наприклад, вибирають таким чином, щоб вико-
нувалась умова ∣∣∣∣∣∣

+∞∫
A

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ε

2
,

тодi iнтеграл
A∫
a
f(x)dx також обчислюють з точнiстю

ε

2
.

Зауваження. Для невласних iнтегралiв I роду вигляду
b∫
−∞

f(x)dx,
+∞∫
−∞

f(x)dx розв’язок будується аналогiчно (33):

b∫
−∞

f(x)dx =

B∫
−∞

f(x)dx +

b∫
B

f(x)dx,

де кожен iнтеграл обчислюється, наприклад, з точнiстю
ε

2
;

+∞∫
−∞

f(x)dx =

A∫
−∞

f(x)dx +

B∫
A

f(x)dx +

+∞∫
B

f(x)dx,

де кожен iнтеграл обчислюється, наприклад, з точнiстю
ε

3
.

Приклад. Знайти наближене значення I =
+∞∫
0

e−x
2
dx з

точнiстю ε = 0, 05 за допомогою методу обрiзання границь.
Розв’язок. Розкладемо iнтеграл на суму iнтегралiв:

I =

+∞∫
0

e−x
2
dx =

A∫
0

e−x
2
dx +

+∞∫
A

e−x
2
dx = I1 + I2.
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Для обмеження I2 зверху використаємо нерiвнiсть:
(x−A)2 > 0; x2 − 2Ax + A2 > 0 ⇒ −x2 6 A2 − 2Ax;

таким чином

I2 =

+∞∫
A

e−x
2
dx 6

+∞∫
A

e(A
2−2Ax)dx = eA

2

+∞∫
A

e−2Axdx =

= −eA
2

2A
e−2Ax

∣∣∣+∞
A

=
1

2AeA2 .

Знайдемо A, при якому I2 6
ε

2
= 0, 025. Якщо покласти

A = 1, тодi

I2 6
1

2e
≈ 0, 18 >

ε

2
,

похибка велика, покладемо A = 2, тодi

I2 6
1

2 · 2e22
≈ 0, 0046 <

ε

2
.

Iнтеграл I1 при A = 2 наближено обчислимо з точнiстю
ε

2
методом середнiх прямокутникiв (9), для цього використаємо
оцiнку залишкових членiв (10):

M2 = max
x∈[0;2]

∣∣∣∣(e−x2
)′′∣∣∣∣ = 2;

h >

√
24ε

M2(b− a)
=

√
24 · 0, 025

2 · 2
≈ 0, 39.

Для зручностi покладемо h = 0, 5:

k 0,5 1,5 2,5 3,5
xk 0,25 0,75 1,25 1,75

f(xk) 0,9394 0,5698 0,2096 0,0468

I1 ≈ 0, 5
(
f(0, 25) + f(0, 75) + f(1, 25) + f(1, 75)

)
≈ 0, 8828,

отже,
I ≈ 0, 8828 + 0, 0046 = 0, 8874.
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8. Задачi для самостiйного розв’язання

1. Побудувати квадратурну формулу iнтерполяцiйного ти-
пу з ρ(x) = 1 за вузлами a; (2a+ b)/3; (a+ 2b)/3; b. Визначити
алгебраїчний степiнь точностi та оцiнку залишкового члена
отриманої формули.

2. Побудувати квадратурну формулу iнтерполяцiйного ти-
пу на промiжку [0; 1] з ваговим множником ρ(x) =

√
x за ву-

злами 0 та 1. Визначити оцiнку залишкового члена отриманої
формули.

3. Побудувати квадратурну формулу iнтерполяцiйного ти-

пу на промiжку [0; 1] з ваговим множником ρ(x) =
1√
x

за

вузлами 0,
1

2
, 1. Визначити оцiнку залишкового члена отри-

маної формули.
4. Визначити алгебраїчний степiнь точностi квадратурної

формули I ≈ π
3

(
f(−
√

3

2
) + f(0) + f(

√
3

2
)
)
, визначеної на про-

мiжку [−1; 1] з ваговим множником ρ =
1√

1− x2
.

5. Знайти наближене значення числа π з трьома правиль-
ними значущими цифрами за його iнтегральним представле-

нням π =
1∫
0

4

1 + x2
dx за допомогою квадратурних формул а)

лiвих прямокутникiв; б) правих прямокутникiв; в) середнiх
прямокутникiв. Яку кiлькiсть значень пiдiнтегральної фун-
кцiї необхiдно використати в кожному випадку?

6. При n = 10 за формулою трапецiй наближено обчислити

значення сталої Каталана G =
1∫
0

arctanx

x
dx.

7. Наближено обчислити повний елiптичний iнтеграл дру-

гого роду E
(

1√
2

)
=

π/2∫
0

√
1− 1

2
sin2 xdx з точнiстю 0,05 за фор-

мулою середнiх прямокутникiв.
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8. На скiльки частин необхiдно розбити вiдрiзок [0; 1], щоб

обчислити значення функцiї Лапласа Φ(x) =
2√
π

x∫
0

e−t
2
dt при

x = 1 з похибкою ε 6 10−6 a) за формулою середнiх прямоку-
тникiв; б) за формлою Сiмпсона ?

9. Скiльки значень пiдiнтегральної функцiї необхiдно зна-

ти, щоб наближено обчислити iнтеграл I =
2∫
1

lnx

x
dx за фор-

мулою трапецiй з точнiстю ε = 0, 01.
10. За формулою Сiмпсона обчислити функцiю Лобачев-

ського F (x) = −
x∫
0

ln cos tdt для x = π/2 з точнiстю ε = 0, 001.

11. Побудувати таблицi функцiї Лобачевського (задача 10)
з 4 правильними значущими цифрами на промiжку [0;π/2] з
кроком π/36, побудувати графiк функцiї.

12. Наближено обчислити довжину дуги елiпса за фор-

мулою L = 4
π/2∫
0

√
a2 sin2 t + b2 cos2 tdt за допомогою таблицi

Ромберга, використавши 4 кроки.
13. Ймовiрнiсть, що значення нормально розподiленої ви-

падкової величини буде менше заданого числа x задається

формулою p(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

e−
t2

2 dt =
1

2
+

1√
2π

x∫
0

e−
t2

2 dt. На-

ближено обчислити значення p(0, 5), p(1), p(5) за допомогою
таблицi Ромберга, використавши три кроки.

14. Побудувати квадратурну формулу Гауса для функцiї
f(x), x ∈ [−1; 1] з ваговим множником ρ = 1 для n = 3.

15. Обчислити дiлогарифм Ейлера F (x) = −
x∫
0

ln (1− t)

t
dt

для x = 1 за формулою Гауса.
16. Побудувати таблицi дiлогарифмiв Ейлера (задача 15)

з 6 правильними значущими цифрами на промiжку [0; 1] з
кроком 0, 01, побудувати графiк функцiї.
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17. Для x = 0, 5 за формулою Гауса обчислити функцiю

iнтегрального логарифма F (x) =
x∫
0

dt

ln t
.

18. Побудувати таблицi iнтегрального логарифма (задача
17) з 6 правильними значущими цифрами на промiжку [0; 0, 5]
з кроком 0, 01, побудувати графiк функцiї.

19. За допомогою розкладу в степеневий ряд обчислити

iнтеграл I =
1∫
0

e−x
2
dx з точнiстю ε = 10−4.

20. За допомогою розкладу в степеневий ряд обчислити

iнтеграл I =
1∫

0,1

sinx

x
dx з точнiстю ε = 10−3.

21. Наближено обчислити iнтеграл I =
1∫
0

dx√
x(1 + x2)

за

допомогою методу обрiзання границь з точнiстю ε = 0, 5.

22. Наближено обчислити iнтеграл I =
1∫
0

ex√
x
dx методом

Канторовича.
23. Використавши замiну змiнної iнтегрування, наближе-

но обчислити iнтеграл I =
∞∫
0

e−x

1 + x
dx за формулою середнiх

прямокутникiв з точнiстю ε = 10−2.

24. Наближено обчислити iнтеграл I =
∞∫
0

ln th
x

2
dx за фор-

мулою Гауса для n = 2. Оцiнити похибку.

25. Наближено обчислити iнтеграл I =
+∞∫
−∞

dx

ex2−x за фор-

мулою Гауса для n = 3. Оцiнити похибку.

26. Наближено обчислити iнтеграл I =
∞∫
2

dx

1 + x3
dx за до-

помогою методу обрiзання границь з точнiстю ε = 0, 005.
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